26. Primitivhafunkcia

Definicia 26.1:

Funkcia F sa nazyvaprimitivna k funkcii f na otvorenom intervalg al
DF(X) = f(X), pre kazdy bod K I.

Priklad 1 :Zistite k akej funkcii je primitivna funkciarctg?—x, prex [ (1, o).
- X
Priklad 2 :Zistite k akej funkcii je primitivna funkciarctc x, prex O (1, ).

Veta 26.1:

Ak F je primitivna funkcia k funkcii na otvorenom intervale potom funk
G je primitivna funkcia K na intervale | vtedy a len vtedy, Reexistuj
takécisloc, ze GK)=F(x) + ¢ pre kazdé& [ I.

Priklad 3 :Ukazte [ cosx dx=sinx, prex [ (o, o).



Priklady primitivnych funkcii :
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°. 00%2 X dx=1g prexO((n-3)7,(n+%)n), nOZ

'sinlzx dx=cotgx prex0(n7,(n+1)n), nOZ
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Veta 26.2:

Nechn je prirodzengislo. NechF; je primitivna funkcia k funkcif; na
otvorenom intervale |, a nechje ¢islo pre kazd¢= 1, 2, ...n. Potom

F =) c,F, je primitivna funkcia k funkciif = c; f; na intervale I.
j=1 j=1



Substitucia

Veta 26.3:

NechF je primitivha funkcia k funkcif na otvorenom intervale J. Neghe
funkcia diferencovatma v kazdom bode otvoreného intervalu | take
9(X)[1J, pre kazd&lll. Potom zlozena funkci& o g je primitivhou funkcio

kfunkcii(f g)Dg na intervale |.
tj.J f(g(x))Dg(x) dx=F(g(x)), xOI

Priklad 4 :Vypocitajte jsin3 xcosx dx, prex [ (—o, ).

Priklad 5 :Vypocitajte primitivnu funkciu k funkculi nax [ (—o, ).
+ X

Metoda per partes

Veta 26.4:

Nechf ag su funkcie diferencovateé v kazdom bode otvoreného intervahu |
nechH bude primitivha funkcia k funkcgDf na intervale |. Potorfg — H je
primitivna funkcia k funkcing na intervale .

tj. [ f(x)Dg(x) dx= f(x)g(x)-[g(x)



Priklad 6 :Najdite primitivnu funkciu k funkciixe™ nax [0 (—oo, ).

Priklad 7 :Najdite primitivnu funkciu k funkcim nax [ (0, o).
X

Priklad 8 :Najdite primitivnu funkciu k funkcik"e* nax [0 (-, o), n> 0, celé.

Racionalne funkcie

=7

Priklad 9 :Necha je realn&iislo an > 1, najdite primitivnu funkciu k funkc Y
X—a

7

. . . . 1
Priklad 10 :Nechn O N, najdite primitivnu funkciu k funkc .
J g zxz +1)n

Priklad 11 :Necha, b, p, g st realn&isla,n O N, najdite primitivnu funkciu k funkcii
ax+b

x2+px+qn.
( )




Niektoré iracionalne funkcie

Necha, b, c, dsu realneislany, n,, ...,n, su prirodzenéisla. Ak je funkciaf ziskan
z konstant, x a z funkcii

lax+b  jax+Db lax+b Y , : :
1 , "2 L ey K , pomocou sttu, octitania, nasobenia a podie
cx+d cx+d cx+d

L, lax+ .,
potom wbstitdcia y =1n a +db’ kde n dostaneme ako & ni, N, ..., Nk . Toutc
CX

substituciou sa redukuje problém na najdenie pinmmaj funkcii k racionalnej funkcii.

Priklad 12 :Najdite primitivnu funkciu k funkcit X

31+x -1+ x

Necha, b, c,su realneislaa # 0. Nech funkcid je ziskand pomocou konstamtg

funkcie /ax? +bx+c pomocou sétu, odCitania, nasobenia a podielu. Problém najc
primitivnej funkcie kf pomocou nasledujucich substitucii redukujeme nalamdiy
primitivnej funkcie k racionaln funkcii.

Eulerové substitucie

1.Ak funkcia ax* + bx+c ma reélny korgey, potom pouzijeme substitlciu
_Jax +bx+c
= .y

2.Ak a> 0, potom pouzijeme substiticiu= Jax® +bx+c-xva




Eulerové substitucigpokraovanie):
3.Ak ¢ > 0, potom pouzijeme substiticiu

y:Jax2+bx+c—ﬁ

X

Priklad 13 :N4ajdite primitivnu funkciu k funkcit :
J > X+~ X2+ x+1

Priklad 14 :N4ajdite primitivnu funkciu k funkcit :
- X° +4x-3

Priklad 15 :Najdite primitivnu funkciu k funkcit (

1
X X% = x+1+ x—1)'
Niektoré transendentalne funkcie

Nech f je funkcia, ktordt mézeme ziska& funkcii cos a sirpomocou s&tu.
occitania, nasobenia a podielu, potom pouzijeme subatitu

X
y - tgz y
kdex je definovana na interval§2k —1)7,(2k +1)7)



Priklad 16 :Najdite primitivnu funkciu k funkcii 1 —.
2+ COSX)sin x

Funkciag ma znamu primitivnu funkciu :
[ g(sinx)cosx dx=[ g(y) dx

| g(cosx)sinx dx=~[ g(y) dx

[ g(exp(x)) dx= jg(yy) dx

Priklad 17 :Najdite primitivhu funkciu k funkci’_mﬂ.

sin?x+1



Podmienky existencie primitivnych funkcii

0 pre x<a
k(x-a) pre x=a
Ukazte, ze funkcig ma primitivnu funkciu na @e, ).

k>0 k<O
e .
a \
O pre x<a
Priklad 19 :Necha, b, c slUcislataké, Zza<b<c.Nechf(x)=¢ 1 pre x=b
O pre x=c

a nech funkcid je spojita na (s, ®) a na intervaléa,b) aj (b,c) afinna.
Ukazte, ze funkciima primitivhu funkciu na e, ).

1

N

Priklad 18 :Necha ak sucisla. Nechg(x) :{

a b C




Veta 26.5:

Nech a, b sucisla take, zea < b, wil{(a, b) a c je l'ubovdne ¢islo. Ak f je
funkcia po kuskoch afinna na intervadé b), potom existuje funkci& spojit:
na intervalga, b) taka, zd-(w) = c a DF(X) =f(X), pre kazdé& [ (a, b).

Priklad 20 :Nechu, v sucisla také, zel <v a nechc 'ubovd’nécislo. Nechf je funkcie
0 pre xO(-oo,u)
takd, zef (x)=1c  pre xO(u,v)
0 pre xO(v,)
Ukazte, ze funkcia existufe spojita na (eo, ) taka, ze [B(X) = f(x).

Veta 26.6:

Necha ab sucisla take, zea < b. Nechf je funkci po kuskoch konStantna
intervale (a, by, nechw [ (a, by a nechc je 'ubovdné ¢islo. Potom existu
funkcia F spojitd na intervaléa, b) také, zeF(w) = ¢ a DF(X) = f(x), v kazdor
bodex [ (a, b) také, ze funkcié je spojita vx.



Veta 26.7:
Necha, bsucisla také, ze < b. Nechf je funkcia spojita na intervata, b),
nechw [ (a, b) a nechc je ¢islo. Potom existuje jedina funkdi@ spojita n
intervale(a, b) také, zd~(w) = c a DF(x) =1(x), pre kazd& I (a, b).

Veta 26.8:

Funkcia spojitd na otvorenom intervale ma primitivankciu na tomto intervale.

, .. 1
Priklad 21 :Nech F(x) = X sz RERS O, potom funkciaF je diferencovaténé

0 pre x=0
v kazdom bode [J (—, )



Definicia 26.2 :

FunkciaF sa nazyvdakmerprimitivnouk funkcii f na otvorenorkompaktnoi

intervalel, ak funkciaF je spojita nal a mnozina bodov X I, pre ktoré nepla
rovnog’ DF(X) = f(X) je sp@itate/ha.

Priklad 22 :Nechf je charakteristicka funkcia intervalQ, ). Ukazte, ze existu
takmer primitivna funkcia k funkcfi



