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Teoria grafov

Teoria grafov je ca®’” matematiky, ktord skima vlastnosti grafov. SkéakysEko sa
zatneme zaobetateoriou, potrebujeme si defina¥ao rozumieme pod samotnym pojmom
graf.

Graf je abstraktny matematicky objekt dany mnozinolhetav V a mnozinou hrah
medzi dvojicami vrcholov. Grafy Studuje matematicksciplinateéria grafov Pozname dva
~druhy“ grafov a to:

Neorientovany graf

Graf aleboneorientovany grafG je usporiadana dvojida = (V, H), kde:

+ Vje neprazdna kogea mnozinasrcholov grafu,
« H je mnozina neusporiadanych dvojic typy§}, kde u # v, nazyvanychhrany grafu.
Priklad neorientovaného grafu:

o V={1,2,3, 4}

H={{1,2},{1,3}, {3, 2}, 3, 4}}

Orientovany qgraf

Orientovany graf alebodigraf G je usporiadana dvojida = (V, H), kde:
+ Vje neprazdna kogea mnozinasrcholov grafu,
« H je mnoZina usporiadanych dvojic typy ¥), kdeu # v, nazyvanyclorientované
hrany grafu.

Priklad digrafu:

(2) eﬂ"o

o V={1, 23,4}

H={(1,2), (1 3), (3, 2) (3, 4), (4 3)}



Diagram grafu a niektoré dolezité pojmy:

JednoduchSie grafy je mozné zobt'adn roviny; vrcholy sa w&inou zobrazuju ako
krazky ¢i bodky a hrany akeiary. Ako napr. Zobrazuje obrazok:
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Ak mame vrcholy, v a hranuh, ktora ich spaja, zapisujemelc= uv a hovorime, Ze
hranah je incidentnés vrcholmiu av. O vrcholochu, v hovorime, Ze sdusedné
Vrcholovd mnozinu grafuG niekedy ozné&ujeme ajV(G) a hranovi mnozZinu grafuG
oznaujemeH(G).
Ak hrana spéja vrchol sam so sebbw; uu, nazyvame jslucka. Hranu, ktora nie je sta,
nazyvamelinka. Niekedy mdzu by vrcholy spojené viacerymi hranami. Takéto hrany
nazyvamenasobnéGraf, ktory nema sliky ani nasobné hrany nazyvamigeajny.

Ak G je graf, ktorého kazdy vrchol ma rovnaky stiuige nazyvame hgravidelnym
stuma k. Ak K je obyajny graf, ktorého kazdy vrchol je spojeny hranmciflentny) so
vSetkymi ostatnymi vrcholmi grafu, nazyvame kampletnya ozn&ujemeK,, kden je paet
vrcholov kompletného grafu. Na nasledujucich obo&rksu grafyK , K,,...,.K..
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Obrazok: Niektoré kompletné grafy

Graf G nazyvameorientovany ak vSetky hranyh z jeho hranovej mnozinid(G) su
orientovane.

Graf G nazyvameneorientovany ak vSetky hrany z jeho hranovej mnozini(G) su
neorientované.

Graf G nazyvameamieSanyak obsahuje orientované aj neorientované hrany.

Graf G nazyvamehranovo ohodnoteny ak je kazdej hrané z hranovej mnoziny

H(G) grafuG priradené realn&islo x, .



Na rézne aplikacie sa pouZzivaju rézne typy grakinany orientovaneého grafumaju
urcenu orientaciu, ktord sa na obrazkochSudou zobrazuje ako Sipka. Niekedy sa v grafoch
dovd'uju hrany idace do vrcholu, v ktorom ¢zdi. Niekedy maju hrany grafu priradenu
hodnotu (cenu), ktora oz&ige napr. {#ku.

Mnoho praktickych problémov mozno sformulévako problém tykajuci sa &itého
grafu. Grafy sa hodia na reprezentaciu roznychwygieti, napriklad cestnej siete ¢ftacove;j
siete, sustavy vodovodovdat Algoritmy na rieSenie uloh na grafoch su délezitas’ou
informatiky.

ZaCiatky teodrie grafov mézemelada’ u Leonharda Eulera (1707-1783). V roku
1736 sa zaoberal Ulohou prejgSetkych 7 mostov v Kiéavci (dnesSny Kaliningrad) bez toho,
aby iSiel 1 mostom dvakrat, teda, aby Siel mostoéwgraz a vracal sa doczaocného bodu.
Euler tato ulohu previedol na Ulohu nakréslbrazok — graf jednyrfiahom a pomocou toho
dokéazal jej nerieSitmog’, lebo dokazal, Ze takato trasa existuje, iba @kikarchol grafu ma
parny p@et hran ¢o nebol pripad Kivca). Sdasne dal vSeobecny navod, ako tiggohy
podobného typu.

V matematike i mimo nej s&asto stretavame s objektmi, ktoré su istym sp6sobom
pospajané pomocou inych objektov. Napriklad vrchoipohostena pospajané hranami,
atomy prvkov pospajané vazbami, dopravné uzly gaspacestami alebbudia pospéjani
vzdjomnymi vZahmi. Tieto priklady nds dovedu dlalSim definiciam:

Vrcholy 0. stufia sa nazyvajizolované

Ak maju vSetky vrcholy grafu rovnaky stupegraf sa nazyvaravidelnym grafom n-
tého stupa.

Graf sa nazyv&aompletny alebo Uplnyk neobsahuje slky a kazdé dva vrcholy toho
grafu su spojené prave jednou hranou.

Grafy G a G” sa nazyvajaomorfné ak vrcholy grafu G mézeme bijektivne priradi
vrcholom grafu G” tak, aby dva prvky grafu G bolcidentné prave vtedy, &esu incidentné
im zodpovedajuce prvky grafu G”. 1Izomorfné grafyasiidla nepokladame za rézne.

Grafy G a G sa nazyvajiomeomorfngak su bd’ izomorfné, alebo k& vorbou
novych vrcholov 2.stufa nahranach grafoch G a G mézeme z nich vytviaemorfné
grafy.

Graf jerovinny, ked’ existuje jeho diagram, v ktorom sa nepretinajak@jdve usiky
(obluky).

Sledomz vrcholu u do vrcholu v nazyvame kéné postupnas[v0,hl,v1l,h2,...vn-
1,hn,vn], n N, kde vO,..vn su vrcholy grafu (vO=nsv),hl,..hn sa hrany grafu. Pritom
predpokladame, Ze kazda hrana hi (i=1,..,n) spagholy vi-1 a vi.Pocet hran v slede sa
nazyva @ka sleduAk u=v, sled nazyvamezavrety v opa&nom pripad@tvoreny

Ak sa v slede ani jedna hrana neopakuje, sled raagrah.

Ak sa viiom neopakuju ani vrcholy, nazyvasesta

Komponentomgrafu G patriacim k vrcholu v grafe G nazyvame raukiSetkych
prvkov grafu G, ktoré patria do niektorej cestyimajlucej sa vo vrchole v. Kazdy graf sa
skladéd z komponentov, graf s jednym komponentomaggvasuvisly

Rez grafusa nazyva mnozina prvkov suvisleho grafu, po adsini ktorych sa graf
rozpadne na dva komponenty a Ziadna podmnoZinamema tuto vlastngs Odstranenie
vrcholu z grafu automaticky odstrani aj hrany s moidentné.

Ak je rez vrchol, nazyva satikulécia, ak je to hrana, nazyva sast



Kruznicaje uzavretyah nenulovej kky, v ktorom sa neopakuiju vrcholy s vynimkou
za&iatotného.

KruZnica s n vrcholmi sa nazyvarajuholnik

Kruznica obsahujuca vSetky vrcholy grafu sa nazysailtonovska

Tah, ktory obsahuje v3etky hrany grafu sa nazgukerovsky Uzavrety eulerovsky
tah v grafe G existuje prave vtedydk& je suvisly a vSetky jeho vrcholy su parneho saup
Ak m& G prave dva neparne vrcholy, obsahuje otwoeeterovskyt'ah.

Graf neobsahujuci kruznicujes, ak je suvisly -strom

Strom, ktory obsahuje vSetky vrcholy grafu sa na®pstra grafu.

Priklady:

Viac o Eulerovi:

LEONHARD EULER

(* 15. 4. 1707Bazilej, Svajiarsko - 118. 9. 1783Petrohrad, Ruske
Bol Svagiarsky matematik a fyzik. Mnohi ho povazuju
(spolu s Carlom Friedrichom Gaussom) za n&jigho
matematika v3etkyctias. T

Leonhard Euler poZzil pojem funkcie (prvykrat prestefinovana Leibnizom v 1694)
na popisanie vyrazu obsahujuceho rézne parametanianty). Euler bol jeden z prvych,
ktori aplikovali metédy matematickej analyzy voike.

Narodil sa a chodil do 3koly vo Swarsku, kde prejavil svoj obrovsky matematicky
talent. PGsobil ako profesor matematiky v Petroéyambskor v Berline, neskor sa vratil 5spa
do Petrohradu. PovaZuje sa za jedného z najplddhepatematikov vsSetkycltasov.
Dominoval matematikom osemnéasteho st@oa vyvodil mnoho vysledkov v tomiase
novom kalkule matematickej analyzy. Poslednych se@e rokov svojho Zivota bol Uplne
slepy, napriek tomu prave v tomto obdobi spisatskolovicu vSetkych svojich prac.

Cely svoj Zivot bol Euler vigni pobozny. V&mi znamy pribeh o tom, ako Euler

vyprovokalDenisa Diderotana dvoreKatariny VePkej svojim vyrokom ,Pane, (a+bh = x
teda Boh existuje. Odpovedzte!, je vSak pravdepodovymysleny.

Objavy:

V matematike Euler prispel svojimi délezitymi obfavv teorii ¢isel, ako aj v tedrii
diferencialnych rovnic. Na poli matematicke] anglype badd, ako spojil Leibnizov



diferenciélny kalkul s Newtonovou metddou priade&Evu si na véné ¢asy dobil aj v roku
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1735, kel vyriesil dlho otvoreny Baselov problé~=t w1

1r .
Takisto ukézal, Ze pre vietky reéltisla x plati: © = cos(z) +1isin(z) Totg je znama
Eulerova formula ktora prira’uju exponencialnej funkcii Ustrednd rolu. Je takist
spoluobjavitéom Eulerovho-Maclaurinovho vzorcave’mi uzitatného nastroja na vypet
tazkych integralov, sum a radov.

V roku 1739 Euler napisalentamen novae theoriae musica® bol pokus
skombinovd matematiku a hudbu. Jeho biograf tato pracu koujenslovami, Ze ,pre
hudobnikov bola priliazka na pochopenie a pre matematikov prilis hudoGna

V ekonomii ukazal, Ze ke kazdémwinitel'ovi produkcie je zaplatena hodnota jeho
druhoradého produktu, potom celkové prijimy a vyidelbudu Uplne v§erpané.

V geometrii a algebraickej topologii existuje teh nazyvany dalSia) Eulerova
formula, ktord dava do suavislosti pet hran, vrcholov a stien jednoducho spojeného
mnohostena. Ak je dany takyto mnohosten, potoetsircholov a stien je vzdy rovny §a
hran plus dva, ted&- H +V = 2 (pri Standardnom ozéeni). Tato veta je tiez aplikovditéd
na rovinny graf. Pre nerovinné grafy existuje jey2eobecnenie: Za predpokladu, Ze graf sa
da vlozt' do varietyM, potomS - H + V = y(M), kdey je Eulerova charakterizacia variety
konStanta, ktora je nemennéépe spojitych deformacii. Eulerova charakteristg@njoducho
suvislej variety, ako napr. gule alebo roviny, jeEXistuje aj zovSebecnenie Eulerovej vety
prelubovd’né rovinné grafyS-H +V - K = 1, kdeK je patet komponentov grafu.

V roku 1736 Euler vyrieSil uz vysSie spominany péol znamy ako sedem mostov
mesta Kréiovec (ktory zverejnil v pracsolutio problematis ad geometriam situs pertingntis
¢im zalozil teériu grafova topologiu.

Na zaver vam pontkam vyrokStudujte Eulera, Studujte Eulera. Je to na$ majste
vSetkom.“Pierre-Simon Laplace uviedol tato vetu ako odkaz svojim Studentom vojewm
testamente. M6j odkaz pre v& Téato oblas matematiky je vEmi zaujimava a oplati sa jej
venova trochu viacegasu v tomto naSom upor@mom svete.






