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Cielom mojej prdace je priblizit Citatelom problematiku neeuklidovske] geometrie

a poukdzat na jednoduchost a zrozumitelnost na prvy pohlad nepochopitelnych problémov.

Historia

Z historie vieme, Ze prvd systematickd prdca o geometrii bolo viaczvézkové dielo

+ZAklady" od Euklida. Ale uz qj v staroveku sa nadli fudia, ktori zapochybovali o axidme
rovnobeznosti, ktord mala zlozitd formuldciu a vzbudzovala neddveru.
Jeden zmnohych, ktory zapochyboval bol Proklos (410 - 485). Dalii, kto prispel k poznaniu
neeuklidovskej geometrie bol Gauss (1777 - 1835). Chdpal podstatu a vyjadroval sa
zasvatene k neeuklidovskym vysledkom, ale nevytvoril uceleny logicky systém neeuklidovskej
geometrie. Vedel o geometrii, kde je moziné zostrojit trojuholnik s fubovolne malymi uhlami
a poznal, ze v takejto geometrii neexistuju podobné Utvary.

Vroku 1826 predliozil matematickému oddeleniu svoju prdcu o neeuklidovskej
geometrii Lobacevsky (1792 - 1856). Prdca mala ndzov ,Krdtke pojednanie izdkladoch
geometrie s presnym dbkazom tedrie rovnobeinych priamok". LenZze toto dielo nebolo
pochopené s vtedagj§imi matematikmi. Ale vyznam jeho prdce bol oceneny az niekolko
desiatok rokov po jeho smrti, ked Albert Einstein pouZil zovieobecnenie Lobacevského
myslienok k formuldcii svojej vieobecnej tedrie relativity.

Nezdvisle od Lobacevského objavil a prepracoval neeuklidovsklU geometriu aj Janos
Bolyai. Od neho pochddza mnozstvo konstrukcii, ako napriklad konstrukcia Usecky prislusnej
uhlu subeznosti, kvadratira kruhu ainé. Bolyai fazko zndsal stratu prvenstva v objaveni
neeuklidovskej geometrie, prvenstvo uznal Lobacovskému. On sdm uz nepublikoval Ziadne
dielo z matematiky.

V neeuklidovskej geometrii prisla este jedna vyznamnd revolucia, ktord spdsobil
Bernhard Riemann. Pokracoval tam, kde Gauss, Lobacevsky a Bolyai poloZili zdklady. Svoje
myslienky dal na verejnost vroku 1854. Do vtedy, kym nezverejnil svoj pohlad na
neeuklidovskU geometriu sa tdto geometria zaoberala len zakrivenou dvojrozmernou
plochou. Riemann ale ukdzal, Ze rovnakym spdsobom sa daju studovat aj zakrivené priestory,
ktoré maju rézny pocCet rozmerov. Mbze to byt trojrozmnerny priestor ako je nds vesmir, ale tak
isto to modze byt priestor, ktory ma styri, pat, Sest, alebo aj viac rozmerov. V Riemannovej
geometrii mohol byt priestor rézne skrdteny, zdeformovany, mohol maf réznu krivost v réznych
bodoch, mohol byt sUvisly ale aj dierovany, mohol mat lubovolny pocet rozmerov.

Stavba neeuklidovskej geometrie bola ukoncend az Kleinom (1849 - 1925).

Neeuklidovskd geometria je geometria, ktord spifia prvé $tyri Euklidove axidmy, ale
nespifia Uz piatu axidmu. Geometria, ktord splfia aj piatu axidmu sa nazyva Euklidovskd.

Neeuklidovskd geometria sa skladd sa z viacerych geometrii, ako napriklad Hyperbolickd



geometria, ktorU objavil Lobacevsky, Riemannova geometria, absolitna geometria a
eliptickd geometria. Sférick&d geometria je zvldstny pripad eliptickej geometrie. Je to
geometria zobrazovania na gulovy plochu.

Hlavnym rozdielom neeuklidovskej a euklidovskej geometrie je povaha rovnobefziek.
Ako Euklides tvrdi v piatej axiome, Ze pre kazdu priamku p a bod A, ktory nelezi na priamke p,
existuje prdve jedna priamka prechddzajuca bodom A, ktord nepretina priamku P. Ale
v hyperbolickej geometrii existuje nekonecne vela priamok prechddzajicich bodom
A a nepretingju priamku a v eliptickej] geometrii sa naopak akdkolvek dvojica priamok
vzdjomne pretina.

Dalsi mozny spdsob popisu odlisnosti v tychto geometridch je nasledujici. Dve
priamky v dvojrozmernej rovine, kforé su kolmd& na tretiu priamku, maju v Euklidovskej
geometrii rovnaku vzdialenost a oznacujeme ich ako rovnobezky. V hyperbolicke] geometrii
sU ,,zakrivené od seba" asmerom od spolocnej kolmice ich vzdjomnd vzdialenost rastie.
V eliptickej geometrii sU tieto dve priamky ,, zakrivené k sebe" az nastane pripad Ze sa tieto

dve priamky pretnu. Z tohto dévodu neexistuju v eliptickej geometrii rovnobezky.
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Hyperbolicka Euklidovska Elipticka

Sférickd geometria

Tato geometria je geometria zobrazovania na gulovy plochu.

D: Gulou sa rozumie jednotkovd gula. Co znamend, Ze to je gula, ktord md polomer 1. Jej
povrch sa nazyva gulovd plocha.

Priamka v euklidovskom mieste nie je takd istd priamka na gulovom povrchu. Na guli
musi kazdd linia, patriaca jej povrchu byt z pohladu tretieho rozmeru zakrivenou liniou. Ak by
sme chceli linie navzdjom rovnobeiné arovnako vzdialené, tak by to boli vietky sUstredené
kruhy ako pomyslené rovnobezky na gldbuse. Vzdialenost je ale definovand ako najkratiia
spojnica dvoch bodov. A najkratsia spojnica dvoch bodov je predsa priamka, ale na gulovej
ploche sU len krivky. Ale ak sa na rovnobezky pozrieme ako na dve linie kolmé na priamku
v urCite] vzdialenosti, dostaneme sa do sporu s piatou axidmou. Ak si za priamku zvolime
rovnik a budeme nan viest dve kolmice, zistime Ze sa pretingju v dvoch bodoch. Tieto body

sU od seba vzdialené konecne a sU to poly.



D: Na povrchu sa teda nachddzaju linie, ktoré zodpovedaju priamkam v rovine. Nazyvajl sa
hlavné kruznice. Hlavnou kruznicou rozumieme krivku, na jednotkovej guli, ktord vznikne ako
prienik gulovej plochy a roviny prechddzajicej stredom gule.

Na rysovanie na gulovU plochu sa vyuziva gulové pravitko, ktoré e tvorené latkami, ktoré

tvoria sféricky trojuholnik.

Sférickd trigonometria

Pomocou trojuholnika ukdzem, ze niektoré
vety z euklidovskej geometrie platia qj tu, ale nie
vsetky.

D: Sféricky ftrojuholnik, je zd&kladny pojem, ktory
budeme vyuzZivatf. Je to mnozina vietkych bodov,
ktore lezia na gulovej ploche a na lubovolnej priamke
SX, ktord prechdadza vnitrom stvorstena ABCS. Casti
hlavnych kruznic: a, b, ¢ nazyvame strany sférického
ABC: Pritom a je oblUk BC, b je obluk AC a c je oblUk

AB: SUCasne oznacuju aj velkost tychto oblUkov.
Danymi tromi réznymi hlavnymi kruznicami je na gulovej ploche urCenych 8 sférickych

trojuholnikov.

Trojuholnikové nerovnost
Pre lubovolny sféricky trojuholnik plati:
a<b+c
b<a+c
c<a+b
Veta o strandch sférického trojuholnika
Pre lubovolny sféricky trojuholnik ABC plati:

O<a+b+c<2m



Oznaéenie uhlov v sférickom trojuholniku

Na rozdiel od rovinného trojuholnika sU dokonca qj strany
sférického trojuholnika viastne uhly. Sféricky trojuholnik je
teda popisany Siestimi uhlami, ktorych hodnoty sa

uddvaju v radidnoch alebo v stuprioch.

Uvazujeme sféricky trojuholnik ABC, so stranamia, b, c a

uhlami a, B, y pri vrcholoch.

Geometricky vyznam a, b, ¢ je takyto:
a je uhol medzi Useckami SC a SB,
b je uhol medzi Useckami SA a SC,
C je uhol medzi UseCkami SA a SB.
Geometricky vyznam uhlov a, B, yje takyto:
a je uhol medzi rovinami SAC a SAB,
B je uhol medzi rovinami SAB a SBC,

yje uhol medzi rovinami SAC a SBC.

D: Hovorime, Ze sféricky trojuholnik Ai1B1C1 je rohovy k sférickému trojuholniku ABC, ak
SC1OASB
SBi OASC
SA1 OBSC
a navyse
bod C lezi na opacnej strane roviny ASB ako bod C,
bod B lezi na opacnej strane roviny ASC ako bod B,
bod A1 lezi na opacnej strane roviny BSC ako bod A.
Vztah medzi trojuholnikom a jeho rohovym trojuholnikom
Nech sféricky frojuholnik A1Bi1C1 je rohovy k sférickému
trojuholniku ABC a nech ay, by, ¢1 sU jeho strany a ai, B1,
yi sU jeho uhly pri vrcholoch.
Potom plati
a+a=b+B=c ty=T

ata, =b+p, =c+y, =7




Pozndmka:

D4 sa ukdazat, ze ak sféricky frojuholnik Ai1Bi1C1 je rohovy k sférickému trojuholniku ABC, tak
potom je qj sféricky trojuholnik ABC rohovy k sférickému trojuholniku A1B1C1. Teda trojuholniky
ABC a AiBiCi sU navzdjom rohové. Nebudeme to tu dokazovaf, lebo tento fakt qj tak

nebudeme v daliom potrebovat.

Veta 4: O suUcéte uhlov v sférickom trojuholniku
Pre sUCet uhlov a, B, y pri vrcholoch lubovolného sférického trojuholnika ABC plati:
n<a+B+y<3n,

alebo v stupnoch:
180<a +B+y <540



