GRECKAMATEMATIKA I

VYZNAMNI STAROVEKI GRECKI MATEMATICI

Mathematics is the theory of symbolic thinking, nunerical relations and geometric
forms which are not catchable and that we can undstand. Greek mathematicians were
the first, who began receipt and study the ideal wid of mathematical terms, postulates
and proofs. The aim of this article is to give seval impulses from the history of
mathematics for motivation in education.

Ked' Pytagoras objavil svoju poucku, obetoval sto volov. Od tych cias sa vsetky voly
trasu, ked sa najde nova pravda.
Honoré de Balzac

Pythagoras zo Samu vyvinul 8@ ¢omu by sme mohli hovatinauka aislach,
a odstartoval tak prvu zlatd éru matematiky.

Vdaka jeho pracam prestali thyisla len nastrojom g@étania a z&alo sa o nich
uvazova ako o abstraktnych objektoch.

Pythagoras Studoval vlastnosti jednotlivy&isel, va’ahy medzi nimi a zakonitosti,
o e e KEOF€ Vytvaraju. PriSiel na to, zésla existuju
: : - nezavisle na nasom svete, takZe ich Studovanie
~nie je ovplyvnené nepresriagl pozorovania.

Pythagoras M@ cestoval od Indie az
k Britanii avSimol si, Ze Egyania
a Babylogania vyjadrili kazdy vyp&et vo
forme predpisovéi postupov, ktoré potom
bolo mozZné slepo krok za krokom nasledbva
Tieto postupy sa tradovali z generacie na
generaciu, davali vSak vzdy spravnu odpbve
na poloZzenu otazku. Nikto sa nezaftalsco
sa za tymi postupmi skryva, najdélezitejSie
bolo, Ze to fungovalo.Preco tomu je tak", to
bola nepattina otazka.

Po ¢ase sa usadil na svojom rodnom
ostrove Samos. PretoZze neziskal Ziadnych
slobodomysknych Studentov, ponukol
jednému mladikovi, Ze mu bude ptatked” sa
stane jeho Ziakom. Pytagoras <¢itel’ platil
svojmu Studentovi tri oboly za kazdu hodinu,
ktor( Student navstivil, &asom zistil, Ze poiatocnd neochota sa postupne zmenila na tazbu
nie¢o nové sa dozvedieAby svojho Studenta Pytagoras vyskusSal, preddfige uz si nebude
moéa’ dovolit ho platt, a e vyuka bude musierestd. Student zareagovakakavanym
spdsobom — ponukol Pytagorovi, e naopak on budtf fla svoje Stadium. Ziak sa stal
tovariSom. Pytagoras sa pokusil zafogvoju vysnenu Skolu — ,Pytagorov polkruh“ no jeho
snahy viedli k tomu, ze spolu so svojou matkouvatidom musel z ostrova uttec

Pytagoras odiSiel do Juzného Talianska a usadilks@tone. Jeho mecenaSom sa stal
najbohatsiclovek Krotonu Milon, ktory bol znamy ako najsilnejhiuz svojej doby a v tej
dobe bol ovEa znamejSi ako Pytagoras najma tym, Ze 12 kratabybiympijské a Pythické
hry ¢o bol dovtedy rekord. Mal Zabu aj vo vede, a tak wlenil jedno kridlo svojho domu
aby viiom mohol Pytagoras zal@Zsvoju Skolu. Dnes znamu alBratstvo — spolok, ktoré

Pytagoras zo Samu
569 BC - 475 BC



malo aZ 600 stupencov. Z tobasu sa zachovala krai pekné Pytagorovo vysvetlenie pojmu
filozof : “Zivot méze hyprirovnany k Olympijskym hram, lebo medzi tym ratvam/udji,
ktoré tam najdeme su taki, ktorych tam pritiahlazmag’ zisku, ini su tdzZiaci po slave a cti, st
vSak medzi nimi aj taki, ktori tam prisli aby v&epozorovali a porozumeli tomtip sa tam
deje. Zo zivotom je to podobné. Niektori su vedatinou bohatstva, ini slepo nasleduju
svoju tuzbu vladnta dominovd NajvzacnejSiemu typludi vSak ide o odtavanie zmyslu
Zivota ako takého a o porozumenia tajomstva prirotiygmto /udom hovorime filozofi,
pretoZze i k& nikto z nas nemdze vedigSetko, mdZeme milavaedomos ako KUc¢ k
odhaleniu tajomstva prirody

| ked” o pytagorovej Skole vedelo mnolfiiadi, nikto okremélenov Bratstva nevedel
Ziadne podrobnosti, lebo skladali prisahianlivosti. A tak sa stalo, Ze jeden, ktory oznamil
verejne objav nového pravidelného mnohostena - teifas (Telesa ohrateného 12
zhodnymi pravidelnymi  5-uholnikmi). Bol odsudeny srarti
utopenim. Prave vysoky stupetajenia je jednym z dévodov, @me
mame tak malo vierohodnych svedectiev oich vysietk
a uspechoch.

Urcite vSak vieme, Ze Pytagoras zmenil chapanie maiiema
Clenovia komunity verili, Ze porozumenim t@hov medzigislami
dokazu odhati tajomstvo vesmiru a priblizsa k bohom. Konkrétne
sa Bratstvo zameralo na Studidisel, ktoré oznéuju mnozstvo (1, pravidelny dvanésten
2, 3, ... a zlomky)gize prirodzenécisla N a kladné racionalne dodecahedron
gisla Q.

Pytagoras priSiel na myslienku, &slo je podstatou vSetkych veci, lebo tvori zéklad
vSetkého existujuceho. Ma aj ta zvlastose je nevyhnutne, ¥eé, nekonéné, nevzniklo
ani nezanikne a vSetkému dava formu. VyRyjetto takto: Hmotnog vznika matematickym
obmedzenim neobmedzeného, ako napri,okiry je obmedzeny Styrmi stenami, zem
Siestimi stenami, éter dvanastimi, voda dvadsiaéimiod.. NavySe kazdémniislu prisudzuje
isté vlastnosti; sedrtke zdravie, osrrke lasku, trojke manzelstvo, ap.

Medzi nekoné&ne véa ¢islami Hadalo Bratstva@isla zvlastnej délezitosti. Tiet@sla
nazvali ,dokonalécisla‘. Pod’a Pytagora zavisela dokonal@ssla so sttom jeho delitéov —
vlastné delitele (vlastné delitele — vSetky kladisditele okrem seba samého). Dnes okrem
dokonalychc¢isel poznameedundantnécisla (sttet vliastnych delitbov cisla je v&Si ako
danécislo) a abudantnéisla (siet vlastnych delitéov ¢isla je mensi ako daréslo).

Napriklad :
c¢islo jeho delitele slet vlastnych deliteov
12 1,2,3,4,6 16
12 < 16¢islo nazvemeedundantné
10 1,2,5 8
10 > 8¢islo nazvemeabudantné
6 1,2,3 6

6 = 6¢islo nazvemelokonalé

Dokonalécisla mali magicky vyznam. Boh stvoril svet za 6,dninarny mesiac — Mesiac
obieha okolo Zeme za 28 dni.

Cim v&Sie prirodzenéisla uvazujeme tyriazsie je nagsmedzi nimi dokonaléislo.
Tretim je 496
Stvrtym 8128



Piatym 33 550 336

Okrem toho, Ze dokonatfisla sa rovnaju sfu svojich vlastnych delitev, maju eSte
iné zname vlastnosti:
- dokonalé&isla su sttom ¢lenov postupnosti po sebe iducich prirodzengisiel
6=1+2+3
28=1+2+3+...+7
496=1+2+3+..+31
Pytagora neuspokojilo lenr&danie. Jednym z postrehov bolo odhalenie suvislost
dokonalymicislami a mocninami 2.
- Ziadna z mocnin 2 nie je dokonalytslom, pretoze et ich delit€ov je vzdy
o jednotku mensi na4slo samé

2?=4 delitele 1, 2 s@et 3
22=8 delitele 1, 2 , 4 gét 7
2*=16 delitele 1, 2, 4, 8 gét 15

O dve stordia neskor suvislas medzi dokonalymicgislami a mocninami dvojky odhalil
Euklides. Dokéazal, Ze kazdé dokonaiglo sa da zapiga tvare 2 (2™ - 1),
teda napriklad:
6=2*(2°-1)
28=2*(2°-1)
496 =2 * (2°-1)
Dnes pgitace pokr&uju v Hadani dokonalycltisel doteraz naju&im najdenym
dokonalymeislom jegislo 26 90221 %L 1) ktoré mé viac ako 130 000 cifier.
Existuje vémi vel'acisel, pre ktoré je @t ich delit€ov len o jednotku mensi akéslo samo
— nepatrne abundantné(vsetky mocniny 2). Zda sa vSak, Ze neexistiigla, ktoré by boli
nepatrne redundatné (o jednotku véSie ako sdet ich delit€ov). Ani dnes nevieme také
¢isla ndjs ani ukazé, Ze tak&isla neexistuja.

Dalsi vyznamny vysledok Pytagorovej Skoly je znary@orova veta :
Ve'kog' plochy Stvorca nad preponou pravouhlého trojuhianje rovny seétu vekosti plochy
Stvorcov nad oboma jeho odvesnami.

Tato veta je sice spojovana s menom Pytagora ala bz znamaCiiianom
a Babyloganom aspi o tisic rokov skor. Tieto narody nevedeli, Ze fy@uplati pre vSetky
pravouhlé trojuholniky. Spozorovali ich plattigee vSetky pravouhlé trojuholniky, s ktorymi
sa stretavali, nevedeli vSak dokézae to plati pre vSetky pravouhlé trojuholniky sweete.
Doévod preo tato veta nalezi Pytagorovi je ten, Ze on prvysisbopny ukazajej vSeobecnu
platnos.

Ulohou je ukazg ¢o to plati pre’ubovdny pravouhly trojuholnik. Ki¢om k dékazu
je nasledujuci obrazok

¥ X

Velkos’ plochy vé&kého Stvorca mdézme zistdvoma
spbésobmi.
7 1. sposobX +y)?

2. spdsob vypeitat’ plochu 4 trojuholnikov (%xy )

+ velkog’ plochy tvorcaz)

22Ked’Ze ide o ten isty Stvorec plafi+ 2xy + y* = 2xy
+
x ¥ z tohoZ2 = ¥* + y*




Pytagoras zomrel v spravhom presiexd, Ze jeho veta, ktora bola pravdiva 500 rokov
pred Kristom zostane pravdivasne.

Pytagoras objavil podobntiselnt zakonitasaj v hudbe. Zaoberal sa zvukom, ktory
vydavala struna napinana zavazim. Zistil, Ze z\uknsznie harmonicky, k& su hmotnosti
zavazia, ktoré napinaju struny, v agselnych pomeroch. Je znamy nasledujuci Jamblichov
pribeh o Pytagorovi ako objavil princip hudobnejrhénie.

Raz bol Pytagoras zaujaty myslienkou zostrojechanické zariadenie, ktoré bolo
dovtipnym a spi@ahlivym pomocnikorfudského sluchu. Nfe, ¢o by bolo analogiou
pravitka a kruzidladi inych optickych zariadeniach ako pomocnikov zyra#ebo ako
ma hmat svojich pomocnikov v pojmockeg’, hmotnos ¢i miera. Akymsi &stnym
boZim riadenim sa Pytagoras raz prechadzal okolnvya patval ako kladiva
baSiace do kovu vydavaju pestri zmes zvukov, kbréa jednu vynimku ladili.
Pytagoras okamzite vbehol do vyhne, aby sa pozfeinje podstata tohto stzvuku.
Zistil, Ze vaSina kladiv m6zu buchiasirasne, a Ze takto produkovany zvuk znie
prijemne, zatiéi co pri pouziti jedného konkrétneho kladiva vznikakazdym zvuk
ve'mi neprijemny. Skimal ka¥@ve nastroje a zistil, Ze kladiva, ktoré spolu liadi
vyhovovali jednoduchému matematickému pravidluh-himotnosti sa dali vyjadti
jednoduchymi pomermi. Teda napriklad kladiva, kthrj)imotnosti boli polovicou,
dvoma tretinami alebo troma Stvrtinami hmotnostijvaaSieho kladiva vytvarali
nadherny stzvuk. Naproti tomu hmotthosoho kladiva, ktoré spdsobili neprijemny
zvuk, nebolo v Ziadnom jednoduchomakim k hmotnosti ostatnych kladiv.

Hudba, harménia &isla tvorili zaklad pytagorejskej vychovnej metédigbo
pozdvihuju dusu k Bohu. V ich¢ani sa miesila matematikatselnou mystikou. Pythgoras,
zakladaté sekty, bol poth tradicie v Egypte aj Babylone, kde sa od babygris magov
nawil ¢iselnd mystiku, astrondomiu a hudobnu nauku.l'Badych sprav sa dokonca stretol so
Zarathustrom. Pytagoras sa nazilalzofom, hovoril totiz, Ze nie je mudrc, ale len milovnik
muadrosti. Od neho pochadza samotny termin filozoRa Pytagorovej smrti nastal v
pytagorejskom bratstve rozkol. Vyvolal ho Hippask®ry porusil pravidla sekty. Dovolil
vylepSova u¢enie majstra a ddjet’ ho réznymi novinkami (skonstruoval Buopisant okolo
dvanasstena, v hudobnej harmodnii Mizdoktavy, kvinty a kvarty zaviedol aj dvojitl oktaa
duodecimalu).

Hippasovi nasledovnici sa ozfilaako mathématikoj a ich nasledovnikmi sme aj my,
lebo matematiku povazujeme za verejnu vec. V pladi k nim staliakusmatikoi (ti, ¢o
chca p@éut) ¢o boli ¢lenovia bratstva, ktori méalej dodrziavali staré predpisy a odovzdavali
dalej posvéatné denie (akusmata). Postupne sa pytagorejské hnutipadio na viaceré
nezavislé sekty, ktoré existovali po dobu zhrubactivstor@i. Pytagorejci rozoznavali Styri
mathémataj t.j. vedecké disciplinyaritmetika (teoria ¢isel), harmonika (tedria hudby),
geometriaa astrologia (nauka o hviezdach). Z tohto dévodu je napriklacanglitine
matematika ozr@vana ako matematics, teda pluralom, lebo exisiyjd matematiky.

Tedacisla determinuja hudobnd harmoniuOdtid’to uz nie jed’aleko k hlavnej téze
pytagorejskej filozofie, Ze totiz svet je harmoniprotikladov, vyjadrenych pomocatisiel.
Objavil ¢iselné pomery, ktoré &émju intervaly hudobnej stupnice a tvrdil, Ze rov@éaomery
vladnu aj medzi vzdialenésu Zeme od Sinka, Mesiaca a jednotlivych planét.zBlidade
toho tvrdil, Ze planéty st vo vzajomnom sulade maatizto za 'hudbu sfét. Pomocowisel
vysvetoval aj Vesmir. Neparné&isla pokladal za nevhodné, lebo su nekogea nedaju sa
delit’ 2, parngisla pokladal za boZské.

Pytagorova Skola bola napadnuta obykmie ktorych viedol Kylon jeden
z odmietnutych, ktori chceli Studava Pytagorovej Skole. Prave to sp6sobilo, Ze Z&zci
rozutekali a Pytagoras bol zabity daka tomu sa mnohé sp6soby, dékazy, prezradili,.napr
tajomstvo pytagorejskych trojic,...



Na prace Pytagora a jeho Ziakov takmer dvesto roleskor nadviazal Euklides. S jeho
menom sa spaja nasledujuci citat :

Niet kralovskej cesty ku geometrii. Bez prace nie su kolace, ani geometria
Euklides

Euklides z Alexandrie sa narodil 330 pred Krist¢?odobne ako Pytagoras aj on veril
v hradanie matematlckej pravdy ako takej a nezaujimad praktické vyuZitie svojej prace.
Traduje sa pribeh o Studentovi, ktory sa opytatoru
bude to¢o sa &i. Na konci hodiny sa Euklides obratil ku
svojmu otrokovi a povedal:Daj tomu chlapcovi peniaz,
lebo je jeho prianim, aby mal zisk zo vzdelanha to bol
Student vyldeny zo Studia.

Euklides venoval vi&u ¢ag’ Zivota spisovanim diela
Z&klady (Stocheia). Zaklady boli prvym z diel, ktoré boli
napisané deduktivnym spdsobom. Autor si zvolil &yst
axiom, z ktorych pouzitim pravidiel logiky postawiklu
tedrie geometrie. Po viac ako 2000 rokov sa tatbhaketala
vzorom pre iné vedné odbory. AZ do 20. sttado bolo po
Biblii druhé najpredavanejSie dielo vSetkych dbklaga sa
z 13 knih, v ktorych uvadzal vlastné vysledky amea
kompilacie vtedajSich matematickych vedomosticidau
definiciami a piatimi postulatmi :

I. Kazdymi dvoma bodmi mozno prelgaiiamku.

ll. Kazdlcas' priamky mozno neobmedzene gied

lll. Z ’'ubovdného bodu mozno opiskruznicu gubovdnym polomerom.

IV. VSetky praveé uhly st zhodné.

V. Bodom neleZiacim na danej priamke moznor\pedve jednu rovnobezku s danou

priamkou.
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pojednavaju o tedriicisel. Njdeme tam Euklidov
algoritmus na najdenie spdloej miery dvoch usgek,
ktory neskdr vyuZiva na najdenie najSieho
spolaného delitda dvoch cisel a vlastnosti
geometrického radu. V desiatej knihe Z&klad Campusov preklad Zakiadov 7 roku 1482
natal tému iracionality, t.j. ukazal, Zze existujeslo,

ktoré sa neda vyjadriako podiel dvoch celyctisel. XI — XlIl knihe pojednava o geometrii
telies.




V Zakladoch je rozpracovany aj spésob dokazovamnaosti dvoch geometrickych
objektov. Dnes su zname ako osem Euklidovych z@sadpochopenie toho, Ze dva dané
objekty maju rovnaku Jikost’, popripade, Ze jeden z nich m&kest’ v&Siu ako druhy :

Veliciny tomu istému rovné su navzajom rovne.

Ak sa pridaju veliiny rovné k rovnym, tak i celky su rovneé.
Ak odoberieme od rovnych rovné, zostavajiasti rovné su.
Ak pridame k nerovnym rovné, celky sa nerovne.
Dvojnasobky toho istého rovné su navzajom.

Polovicky toho istého rovné su navzajom.

Co sa navzajom kryje, rovné navzéajom je.

Celok je vasi akocas’.

N>R~ WNE

Uvedieme aryvok zo Zakladov na priklade klasickej gometrickej evidencie

UkaZeme, Ze pravouhly trojuholnik ABC a @ik ABDF (na obrazku) maju rovnaku
velkos'.

Dizka BD je polowina z dzky BC.

Evidujem, Ze trojuholniky AEF a CED su zhodné,
potom poda siedmej zdsady mdzZzeme evidgvae maju
rovnaky obsah. .

V tomto pripade nas druha zasada uptuzer na D
rovnog’ geometrickych objektov trojuholnika ABC a
obdZnika ABDF. Preto maju rovnaku Ko,

A B
Podobnym spdsobom sa da ukéazze Stvorec A

spolu so Stvorcom B maju rovnakulkes’ ako C v nasledujucom obrazku (Pytagorova veta)
¥ x

x A

¥ I B

X ¥ ¥ X

V knihe Zaklady sa vyskytuje dtuklidov algoritmus, ktory dnes pouzZivame na
najdenie najvésSieho spoloného delitéa dvochcisel. Pévodny algoritmus, sluzil na zistenie
sumeraténosti dvoch us#ek, t.j. na najdenie spatoej mierky, ktorou sa daju zmerdve
useky.

Priklad :
Najdite najv@Siu spol@ni mierku dvochisel. Cisla budeme reprezentavase’kami AB
(vacsiecislo) a CD.

® L
A B
o————0
C D



Na uséku AB nanesieme Ugku CD. Ak ngjdeme Usku, ktorou zmerdme Ugey CD a DB
tak najdeme aj mierku pre @& AB a teda Usiky AB a CD su sUmeraieé.
°

L °
A=C D B

Na useéku DC nanesieme (&a DB a podobnellmdame spoknu mierku DB a BC. Ak ju

najdeme, tak pomocou nej dokdzeme zm&@ (a teda CD) a aj AB.
— oo
D B C

Na uséku BD dokdZzeme nanigédis€&ku BC prave 3-krat. Preto 4@ BD je merattna
usekou BC a teda aj Ugka CD je meratna pomocou BC.

—eo—o—o
B C D

A kedZe je meratina Gseékou BC Uséka DB a CD, potom Uska AB je meraténa
usetkou BC. A teda vikos’ Use&ky BC je spolénou mierkou usgek AB a CD.

To vS8ak neplati préubovd’né dva Uskky. lde o objavnesUmerat&nosti strany a
uhloprieky Stvorca. Je to jeden z najpozoruhodnejSich abjantickej matematiky, lebo je
zakladom pre odliSenie pravd rozumu a pravd zmy$lakovd’né dve Us&ky nakreslené na
papieri su zrejme sumeréie, lebo obe predstavuju kamg paiet atomov uhlikagi molekul
iného farbiva. A koniec koncov, kazdé meranie manlou presnosti, existuje dita
minimalna vzdialena$ od ktorej ak su dva body k sebe blizSie, uz ielvieme od seba
odlisi’. To ale znamena, Ze kazda nameran&kasge celgiselnym nasobkom tejto
minimalnej dzky, a teda pomeriZok l'ubovd’nych dvoch skuténych Gseéiek je pomerom
dvoch celychtisel. Hippasos vSak objavil, Ze strana a uhl@geestvorca, ak ich chapeme nie
ako zmyslové predmety, ale ako matematické objekdynestimerataé, pomer ich ktok
nemozno vyjadti pomocou pomeru celyatisel.

Uz Pytagoras predpokladal, Ze existuju reéifsa, ktoré sa nedaju vyjadriako
podiel dvoch celycltisel. AZ Euklides dokazal, Ze ta&isla existuju, naprﬁ je iracionélne
¢islo.

Euklidov dokaz iracionality &isla /2.
Vychédzal z nasledujdcich vlastnosti:
1. Ak vynasobime&ubovdné celé&islo dvoma, tak dostaneme péaeiigo.
2. Ak je druhd mocnina celéhasla parna, tak aj téislo je parne.
3. Zlomky sa daju krafi a upraw na zakladny tvar — Ziadny zlomok neda sa Rrati
donekonéna.
Prvy raz pouzil dékaz sporom — reductio ad absurdum

Predpokladajme, Z&slo V2 dokazeme vyjadficelaiiselnym zlomkom.
\/_:g z toho 2t = p’

tedap? pod’a 1. je parne a pdd 2. ajp je parne a méZzeme ho vyjativi tvarep = 2*m
tedag? =2*n?
z toho podla 1. a 2. je parneislo a teday = 2*n

ztoho\/_:gzz—m:m.



Dostaneme rovnaky, ale jednoduchSi zlomok,¢tglo je podielom dvoch menSich
¢isel akop aq a nt nam nebrani poktava’ d’alej a dostauastale jednoduchsi a jednoduchsi
zlomok — donekonma. LenZe pokh 3. musi existovanejaky zakladny tvar a nembézeme
pokraova’ donekonéna, a tu sme dospeli do sporu.

Euklidova idea dokazu iracionalitjisla J2 sa vyuziva v matematike aj dnes. Pojem
iracionalnehaisla bol obrovskym zlomom v matematike.

A nakoniec uvediemEuklidov dokaz existencie nekonéne vd’a pytagorejskych trojic.
Trojicu ¢isel nazyvame pytagorejska, akistiprvych dvoch mocnigtisel sa rovna Stvorcu
tretiehogisla.
Euklides vySiel z pozorovania, Ze rozdiel Stvordeoch po sebe iducich celycisel
je vzdy neparneislo:
2 F ¥ ¥ & T &
1 4 9 16 25 36 49 64
rozdiel 3 5 7 9 11 13 15

v tomto rade rozdielov si mocniny neparnydsel 3, 5%, 7, ... , lebo sa tam nachadzaju
vSetky neparneisla va&sie ako 1.
VSetky pytagorejské trojicea( b, ¢) mdzeme dosta pomocou 'ubovd’nych
prirodzenychtiselu, v, pricomu > v
a=u -V
b=2uv
c=U+VA,

leboa® + b? = u* — 2UA + V' + 4UAP = (u2+v2)2: 2

Prave Euklidove prace pravdepodobne inSpirovaliifgeeho Gréka a pomohli
vyniknut vynikajacim myslienkam . (=
nezabudnuftnej postave gréckeho staroveku ;
Archimedovi zo SyrakuzNarodil sa v roku 287
B.C. v Syrakuzach v rodine astronobma Phidiasa.
Jeho diela a praca v matematike mozndmie
dobre zrekonStruov¥gpriamo z jeho diel, ktoré sa
zachovali alebo mnohéasti je mozne nafsako
citacie v dielach inych autorov. Dodnes si zaslUzi
actu svojimi matematickymi Gvahami,
konStrukciami, origindlnymi metédami a objavmi.
V  mechanike objavil zakladné pravidla
o taziskach rovinnych a priestorovych utvaroch,
princip rovnovahy. Jeho najslavnejSia veta
o0 hmotnosti telesa ponoreného do kvapaliny je
znama ako Archimedov princip. V matematike
originalnymi metodami vyp#tal obvod a plochul! \
kruhu, ziskal vzorce pre vypet obsahu vi&kosti
plochy ohranienegj elipsou, povrchu a objemu valca a gule. Znamgho postup pri vypte
kvadratary paraboly, definovanie Spirdly, ktord desl nesie jeho meno. Odhadol pomer
obvodu kruhu k jeho priemeru, dnes zname Bkdistil, Ze objemy rovnostranného valca,
gule a kuzZka do tohto valca vpisanych su v pomere 3:2: 1.

NajznamejSou metdédou na vyed obsahov, ktord prvykrat pouzil Eudoxorus a
Archimedovi sa ju podarilo zdokonélia originadlne vyu#i je exhauténa metéda. Téato




metdda ma Mémi blizko k integralnemu pbu a prave jej princip sa pouZiva pri v¢p®
Danielovho integralu. Tato metdéda je opisand v kriftvadratira paraboly Uvedieme
strweny postup, ktory doplnime o dékazy spravnosti ungdl tvrdeni.
Kvadratura paraboly
Vypo&itajte obsah plochy ohrafgnej parabolow®a x-ovou 0sou o = 0 po 1.
D ¢V pripade Archimedovej ulohy to bolo n@jStvorec s rovnakym
obsahom ako obsah Utvaru pod parabolou.

Nakreslime si Stvorec ABCD tak, #é\B| =1 a parabolud,

ktora ma vrchol v bode A a prechadza bodom C.

Ulohou je vypgitat obsah vySrafovanej plochy ABC.
Obsah Stvorca je 1 a ak od negitdme nevySrafovanéas’ ACD
dostaneme \&og’ vySrafovanej a teda t@p sme pozadovali. Do
A =~ = — nhevySrafovanej budeme postupne vpisoumjuholniky tak, aby

sme vyplnili celt plochu.
Umenie Archimeda bolo prave v tom, Zé'me vhodne zvolil vpisované trojuholniky.
Prvym vpisanym trojuholnikom bol ACD jeho obsah je Dalsim je trojuholnik AEC,
pricom bod E je bodom paraboly al'tes’ jehox-ovej suradnice je aritmetickym priemerom

vel’kosti x-ovych suradnic bodov A a C.
D C

Obsah tohto trojuholnika jg.

Tvrdenie : Ak na parabolg = x* zvolimelubovd’né dva body A
=[x, X’], C =[x, X5 ]av strede E 33 (LZXZ)ZI tak obsah

3
E trojuholnika AEC je(%j

A "z 0.% 0.6 L3 J.B R
Doékaz :

Nech bod F je stred t8ey AC, t.j. F = LZXZX%X%]

PlatiSaec = Saer + Secr
. zakladha. vySka

L Obsah trojuholnika AEF je 5 ,
L - ﬂ _ X X _ X
ti| EF| 2" | EF| 222
F J | | 2 | | 4
Podobne obsah trojuholnika ECFngkladi;' vyska,
t.| E|:|X2_—L2X2:| EF | X=X
-0.5 E .5 1 2 4

Pricom | EF |je rozdiel vy-ovych stradniciach bodov E a F.

X2+ (x+%Y) (% %)
Teda | EF|= 2—(1 Zj :(2—j

2 2 2

2 2 3
Saec = X=X Xz_X1+ X=X X=X _[(X%~X [
2 4 2 4 2

Z toho




Teda obsah vpisaného trojuholnika AE((:%és:%. DalSie vpisané trojuholniky zostrojime

obdobnym spésobonbaldim je trojuholnik AEE, pricom bod F, F, st body paraboly a
vel’kos” jeho x-ovej suradnice su aritmetickym priemerontkassti
x-ovych suradnic bodov A a,EE a C.

1_ 3
SAFE = 2_0 :i
! 2 64

D C

1-1)° 1
S, =2 =—
/ 5]
i Takto méZeme postupo¥dalej. Potom obsah kazdého z danych
A7 "B trojuholnikov je :
ﬂj =5 je 1 trojuholnik
2 8
-0 . . .
2 J :— su 2 trojuholniky

-0
2 = sU 4 trojuholnik
2 J (23)3 J y

3
50 1 : : ]
2 = je 8 trojuholnikov

1 _9)\° 1
2 = - je 2" trojuholnikov
2 (2n+1)

tak dostaneme postupnos

3 3 3 3
1;11 ;Zi2 ;4i3 ;o2 1+1
2 \2 2 2 2"

Teda celkovy obsah plochy ACD nad parabolou je

Vypocitame sdet

Nech siet vySrafovanych Stvorcov je rovny 1.
Obsah kazdého z nich je rovny 1/3.
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Potom zostrojime podobné, ale s 4-krat menSim alnsah
Dalej Gtvar s 4—krat mensim obsahomdat

2y Ak spatitame plochy vSetkych Stvorcov dostaneme plochwgidgho
VA 7

7

celého Stvorca, ktorého plochaz}e;- = g

Preto

1 1 1 4

1+=+—+— =—

4 4% 4 3

Z toho celkovy obsah plochy nad parabolou

11 11 11 11 1 1 _1(11)_2
B i i S = 1+=+—=+... |==
2 24 24* 24 24 2 422 2 2 3

takZe obsah pod parabolou je—é = %

ESte originalnejSi spbsob pre vypo kvadratlry paraboly pouzil Archimedes v knihe
On plane equilibriums V nej pouzil princip
rovnovahy, tj. vfah medzi hmotngsu a |m| 4 4 "
vzdialenosou. Vyslovil tvrdenie, Ze dvojramenné
vdha ostane v rovnovahe, akcisll hmotnosti a
vzdialenosti na oboch stranach je rovnaky.
Teda my d; =, da.
Vo vSeobecnosti

p a
> md; = md,

i=1 j=1
My My m, MM,

4 4]
dy dy

Tymto sp6sobom "vyvazil" rovhoramenny trojuholnikarabolu.
Ozname jednotlivé plochy :

Az{(x,y);Os X<10<y< x2}

X X
B= ;=1 X<0-—<y<s—
A {(x,y), <X<0; 2<y<2}

S v = Plochu v danom pripade budeme interprefovako
hmotnos. Pozrime sa na vyvazenigwbovd’nom bode,; a
— X0 , X% O (0, 1. Lava strana prispieva do momentu
vzdialenos krat vyska, tjxo . Xo = x?. Prava strana ma
vysku x;. Ku vyvaZeniu pravej davej strany je potrebné, aby vzdialefos pravej strane
bola 1. To plati préubovd’ny bodxo.

11



Dany trojuholnik matazisko v bode T= [ -2/3 , 0 ]. Celkovy prinos k mare
Zmdi trojuholnika je vékos’ jeho plochy krat vzdialenésod osi otdania ktazisku, t.|.

iz
23

W~

Celkovy prinos k moment}_md; paraboly je vikos’ jej plochyP krat vzdialenogk 1 t.j.
P1=P. KedZe su v rovnovahe teda celkovy moment trojuholrjikaovny celkovému
momentu paraboly, teda= 3.
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