Metdda generovanych problémov f(x) = f~1(x)

Nech f je linedrna funkcia f(x) = ax + b, a # 0. Potom f~1:
x = ay + b. Odtial

x—b=ay
x—b

=Yy
Rovnica f(x) = f~1(x) ma tvar

ax4b=X"P (1)
a
Odkial
x—b = a’x+ab
x(1—a%) = ab+b
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Linedrna funkcia f(x) = f(x)

Ak a=1, tak 0 = 2b. Ak b =0, rieSenim s0 vSetky redlne Cisla.
Ak b # 0, tak rovnica (1) nema rieSenie. Ak a = —1, tak mame
0 = 0. Pre vsetky b, rieSenim (1) st vSetky redlne Cisla.

Ak a # 1 a siiéasne a # —1 dostaneme

_ b(a+1)
o 1-2a2
B b(a+1)
X 1-a)1+a)
B b
x = 1—a

Ak a # 1 a sG¢asne a # —1, tak (1) ma 1 rieSenie.

Tieto rieSenia maji vhodné geometrické interpretacie v oblasti
osovej simernosti. Ziaci ¢asto zabldaj, ze samodruZnou priamkou
nie je len os, ale aj priamky na fiu kolmé (a = —1).
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Kvadraticka funkcia typu x> + a

f(x)=x>+a x>0

flx)=vx—a x>a

flx) = f(x)
x2+a = X —a
x*+2ax2+a%> = x—a
x*+2ax> —x+a>+a = 0
422+ x> —x>—x+a*+a = 0
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Kvadraticka funkcia typu x> + a

<x2+<a+;)>:—<a+;>2
<x2—|—<a—l—;>> —az—a—l—xz—x%—a +a = 0
<x2+( ;)) <x +x+ ) =0
(2o (3)) - (3) -0

(x*+x+(a+1)(x*—x+a) = 0

x> —-x+a*+a = 0

I\J\l—l
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Kvadraticka funkcia typu x> + a

-1+/1—-4(a+1) 1+v1—-4a
X1,2 = X34 =—"F7 """
2 2
1 1-4
ac (—o0,0) {4_\/23}
ac 01 1—+v1—4a 1++/1—4a
4 2 ’ 2
.1 1
4 2
1
a€<4,00> @
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Exponencidlna a logaritmicka funkcia

Problematika exponencialnej a logaritmickej funkcie sa v sii¢asnosti
vyuéuje v ramci 3. ro¢nika gymnazia. Logaritmicka funkcia

y = log, x je inverznou funkciou k funkcii y = a* pre redlne Cislo

a >0, a# 1. Budeme analyzovat pocet rieSeni rovnice a* = log x
pre redlny parameter a > 0, a # 1. Grafickd interpretacia tejto
alohy znamend, Ze hladdme pocet spoloénych bodov grafov funkcii
a~, log, x. KedZe si tieto funkcie navzdjom inverzné, tak st ich
grafy osovo stiimerné podla osi x = y.

Niekedy u Ziakov vznikad nespravna predstava, ze pre 0 < a < 1
grafy tychto funkcii maji len jeden spoloény bod a pre a > 1.
ziaden. Grafy funkcii y = (%6))(, y = Iog% x vSak maju aj dva
spolo¢né body [%, %] [+, %] mimo priamky y = x by mala mat len
jedno rieSenie. Pomocou ndzornej ukdzky v programe WinPlot
ukazeme, Ze tento problém je nielen v pripade 0 < a < 1, ale aj
a> 1
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Rovnice typu f(x) = f~1(x)

Pre rovnice typu f(x) = f~%(x) platia dve nasledovné lemy:

Nech a je riesenim rovnice f(x) = f~1(x). Potom aj f(a) je
riesenim tejto rovnice.

Ak f(a) = f~1(a), potom f(f(a)) :
Preto f(f(a)) = f~1(f(a)). O

Z tejto lemy vyplyva, Ze ak a # f(a) (a < f(a) alebo a > f(a)) a f
je spojita funkcia na intervale /,(a, f(a) € 1), tak existuje redlne
dislo ¢ (a < ¢ < f(a) alebo a > ¢ > f(a)), pre ktoré plati

c = f(c). Vtedy f~1(c) = f1(f(c)) = c. Preto c je tiez riesenim
rovnice f(x) = f~1(x). Preto ak grafy funkcii f(x), f~1(x) maj
aspon jeden spolo¢ny bod mimo priamky y = x, tak musia mat
najmenej tri spolo¢né body.

Jan Gundaga
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Rovnice typu f(x) = f1(x)

Ak f je rastiica funkcia, tak rovnica f(x) = f~1(x) je ekvivalentnd
s rovnicou f(x) = x.

Dokaz

Rovnica f(x) = f~1(x) je ekvivalentna s rovnicou f(f(x)) = x,
lebo f(f(x)) = f(f 1(x)) = x. Staci dokdzat, Ze rovnice

f(f(x)) = x a f(x) = x sh ekvivalentné. Budeme dokazovat
sporom. Nech f(f(a)) = a a sGi¢asne f(a) # a. Ak f(a) < a, tak
a=f(f(a)) < f(a) < a, ¢o je spor. Podobne spor dostaneme aj
pre f(a) > a. O

>

Désledok: Ak f je rastiica funkcia, tak vsetky priesecniky grafov
funkcii f(x), f~1(x) lezia na priamke y = x.
Pozndmka: Ak f je lubovolna funkcia, tak vSetky rieSenia rovnice
f(x) = x st rie$eniami rovnice f(x) = f~1(x), lebo

-1 -1
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Rovnica a* = log, x pre a > 1

Vratme sa teraz k nasej rovnici a* = log, x. Nech a > 1. Kedze

y = a* je rastica funkcia, tak rovnice a* = log, x a a* = x sl
ekvivalentné. Definujme pre x > 0 funkciu g(x) = a* — x. Rovnica
a* = x je ekvivalentnd s rovnicou g(x) = 0. My sa budeme
zaoberat len poctom rieseni tejto rovnice.

Hladajme extrémy funkcie g(x) pomocou diferencidlneho poctu:

gx)=aha-1 = 0

a¥lna = 1
« 1
at = —
Ina
[ | 1 In(In a)
xlna = In = —In(lna
Ina
In(l
o — _n(na)

Ina

g"(x) = a*In®a. Pre a > 1 je g”(x) > 0 pre vietky x > 0. Preto
je g(x) konvexnd pre vsetky x > 0.
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Rovnica a* = log, x pre a > 1

KedzZe plati lim g(x) =1, lim g(x) = oo, tak pocet rieseni
x—0+ X—00

rovnice g(x) = 0, zavisi od hodnoty funkcie g(x) v jej minime.

Ak je tdto hodnota kladnd, rovnica nem3 rieSenie. Ak je rovnd

nule, rovnica ma prave jedno riesenie. V pripade, Ze je zaporna,

rovnica ma dve rieSenia. Zistime, ako sa tdto hodnota meni v

zavislosti od parametra a. Pre ¢ = W je
g(C) — 2 c— ec|na + In(ln a) —In(In a) + Inl(r:naa) _
In(l In(l -
em(l.na) + nfnnaa) = |nla + 7'1'(””;’) = ﬁ (1 +1In(Ina)). Kedze a > 1,
tak Ina > 0. g(c) > 0, ak
1+In(lna) > 0
In(lna) > -1
eln(lna) > e !
1
Ina > -
e
1
a > ee
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Rovnica a* = log, x pre a > 1

1 . Lo v s
Preto pre a > €e rovniCa nema riesenie.

. Vtedy

= e. Rovnica ma len toto jedno

o |- =

1 1
Inee e
a maji v tomto bode aj spolo¢ni dotyénicu y = x.

Nakoniec g(c) <0, pre 1 < a < e-. Vtedy ma rovnica g(x) =0
dve riesenia xq, x> pre ktoré plati 0 < x; < ¢ < x».
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Rovnica a* =log,x pre 0 < a <1

Pre 0 < a < 1 rovnice a* = log, x a a* = x nie su ekvivalentné,
lebo funkcia y = a* je klesajica. Funkcia g(x) = a* — x je
klesajlca, lebo jej derivacia g'(x) = a*Ina—1 <0 pre x >0
(Ina < 0). Kedze Xirg+ g(x) = l,Xli_)rrgO g(x) = —o0, tak rovnica
g(x) =0 ma len jedno rieSenie z. Kedze z = a7, tak plati aj
= log, z. Existuju aj iné hodnoty x # z, pre ktoré plati

¥ = log, x? Skimajme funkciu h(x) = a* — log, x. Rovnice

h(x)=0 a a* = log, x si zrejme ekvivalentné.

1 XIn2a—1 a~ xlnza—%
H(x)=a*lna— ~xna _ 7 )

xIna xIna xIna

W(x) >0, ak xIn?a— 4 <0,t. j. £ —xIn?a> 0 Znamienko

H(x) teda uréime pomocou skumama funkcie u(x) = & — xIn?a.

Tato funkcia ma I|rB1 u(x) =1, lim u(x) = oo. Jej derivacia
X— X—00

U(x)=%1In (1) —In?a. Jej druhé derivacia u”(x) = (1) In? (1)
je kIadna pre vietky x > 0, lebo % > 1
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Rovnica a* =log,x pre 0 < a <1

Funkcia u(x) je konvexna pre vSetky x > 0. Preto v bode
u'(x) = 0 nadobida minimum.

1 1
In<)—|n2a =0
ax a
1 1
In() = In%a
ax a
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Rovnica a* =log,x pre 0 < a <1

Plati lim u(x) =1, lim wu(x) = oo. Funkcia je konvexna, preto
X—00

x—0
znamienko funkénych hodndt u(x) zavisi od hodnoty funkcie u(x)
v jej minime. Ak je tdto hodnota kladna, u(x) > 0. Ak je rovna
nule, u(x) > 0 a len v minime nadobidda u(x) nulovi hodnotu. V
pripade, Ze je zapornd, existuja redlne Cisla x1, x2 (0 < x1 < x2)
také, ze u(x1) = u(x2) = 0. Vtedy na intervale (x1,x2) u(x) <0 a
u(x) > 0 pre (0,x1) U (x2,00). Zistime, ako sa tato hodnota
minima meni \; zavislosti od parametra a.
Pre d = In(in(3) je u(d) = (1)d—d|n2a:

()
( In(1)) (

edln( ) I(?li))) 2=¢n
in(2) ~n(in (1)) <>=|n<§><1 |
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Rovnica a* =log,x pre 0 < a <1

u(d) > 0 prave vtedy, ked

(e )

\Y
o

e >
1
e > In( -
a
e > —Ina
—e < Ina
e ¢ < a

Pre e7® < a <1 u(x) > 0. Preto aj h'(x) > 0 a funkcia h(x) je
rastiica. Preto nadoblda hodnotu nula v jedinom bode (je to inak
bod z = a%) a rovnica a* = log, x ma jediné riesenie.
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Rovnica a* =log,x pre 0 < a <1

Ak a=e® u(x) > 0. Vtedy h'(x) > 0. Derivacia h'(x) v bode d
nemeni znamienko. h'(d) = 0, preto grafy funkcii

y = a*,y = log, x maji v spolo¢nom bode [d, d]
e*% _ In(ln ee) __Ine
1 ~ “lnee T e

|n(|n<

— _1 v v .
d=z= = < spolo¢nl dotynicu.

In
Rovnica a* = log, x ma jediné rieSenie.
Ak 0 < a < e™¢, tak existuji redlne &isla x1, x2 (0 < x1 < x2)
také, ze u(x1) = u(x2) = 0. Vtedy na intervale (x1,x2) u(x) <0 a
u(x) > 0 pre (0,x1) U (x2,00). Podobne na intervale (xi, x2)
H(x) < 0a h(x)>0pre (0,x1) U (xz2,00). Preto na intervale
(0, x1) je funkcia h(x) rastica, na intervale (xi, x2) je funkcia h(x)
klesajica a na intervale (x2,00) je rastica.
Ukazeme, Ze rieSenie z rovnice a* = log, x, pre ktoré a®> = z je z
intervalu (xq, x2). To je ekvivalentné s podmienkou h'(z) < 0. Ak
to dokdzeme, bude platit h(x1) > h(z) =0, h(0) = h(z) > h(x2).
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Rovnica a* =log,x pre 0 < a <1

a?=2z. Preto zlna=Inz. Odtial""—z—lna AkO<a<e ¢,

potom Ina < —e. Dostali sme nerovnost '"Z < —e. Z nej vyplyva
Inz < —1.

Ak by Inz > —1, tak '”72 > — DaIeJ z>1 s a —% > —e. Preto
'”72 > —% > —e. Preto musi platlt Inz < —1.

W(z)=a’lna— - =zlna— Lt =Inz— L =

= (Infz—1) = L(Inz-1)(Inz+1). Inz < -1, preto

" Inz

H(z) <O0.

Plati lim h(x) = —o0, lim h(x) = co. Preto na intervale (0, x;)
x—0Tt X—00

existuje bod k, pre ktory h(k) =0 a na intervale (x2, c0) existuje
bod m pre ktory h(m) = 0. Z uvedenych dévodov existuju tri
rieSenia (k,z,m)rovnice h(x) = 0. Rovnica a* = log, x ma tri

rieSenia.
Cislo a = % = 0,0625 je blizke Cislu e™¢ = 0,06599. Uz pre
a= 1—15 0,06 rovnica a* = log, x ma len jedno rieSenie.
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Tieto vysledky zhrnieme nasledovne:

a Pocet rieSeni rovnice a* = log, x
(0,e7¢) 3

= I
e %} L ()
(e7¢,1) 1

(1, e%> 2
{e%} 1 (e)
(e%oo) 0
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