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Abstract: Extremal problems are usually solved by methods of the differential
calculus. This paper shows a different way of solving. Some types of the problems
in the field mathematics and physics can be solved by using the inequality between
arithmetic and geometric means. This method can be used by the students of the
first three years at gymasiums.
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Na hodinach matematiky pri rozlicnych sut'aziach sa ziaci a ucitelia najmi na
strednej Skole mozu stretnut’ s ulohami na maximum a minimum. Tieto ulohy sa
obvykle rieSia pomocou diferencialneho poctu, ktory sa prebera az v 4. rocniku. Ak
sa spominané ulohy vyskytni v niz§ich ro¢nikoch, vznikajuo mnohé t'azkosti s ich
rieSenim. Vel'ké mnozstvo tychto tloh mozno riesit pomocou nerovnosti medzi
aritmetickym a geometrickym priemerom, t.j. pomocou A-G nerovnosti.

Na tvod si uvedieme niektoré zakladné tvrdenia, ktoré pri rieSeni tychto uloh
budeme potrebovat’:

Lema 1. Nech je dané ¢islo ¢ a funkcia f definovana v istom intervale { a,b) obsa-
hujicom bod c. Ak funkcia f ma v bode ¢ lokdlne maximum (minimum), tak ma
v bode ¢ lokalne maximum (minimum) pre kazdé k € R*, q € R aj funkcia
g(x) =kf(x) + q.
Dékaz : Budeme robit’ dokaz len pre maximum, lebo pre minimum by sa robil
analogicky. Z predpokladu vieme, Ze musi existovat’ kladné 3, Ze pre vSetky
x € (c-8,ctd) je f(x) < f(c) . KedZze k e R", tak plati:
k. f(x) < k.f(c)
k. f(x)+q < k.f(c)*+q

g(x) < g(c), ¢im sme dokazali, ze funkcia g
(x) nadobuida v bode ¢ lokalne maximum.
Lema 2. Nech je dané Cislo ¢ a funkcia f definovana v istom intervale ( a,b)
obsahujiicom bod ¢ . Nech g je rastiica funkcia definovana na H(f) . Potom plati:
Ak funkcia f ma v bode ¢ lokalne maximum (minimum), tak aj funkcia g(f(x)) ma v
bode c lokalne maximum (minimum) .
Dékaz : Dokaz urobime len pre maximum, lebo pre minimum by sa
urobil podobne. Pre funkciu f plati, Ze musi existovat’ také kladné J, Ze pre vsetky
x z intervalu (c-9, c+8) plati f(x) < f(c). Funkcia g je rastuca, preto pre kazdé
realne yi < < y> plati: g(y1) < g(y2). Je jasné, Zze ak y; = y», tak g(y1) = g(y2). Preto
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mozno tvrdit, ze ak y; <y, , tak g(y1) < g(y2). Ak polozime y, = f(x) a y» = f(c)
dostavame: f(x) < f(c), teda g(f(x)) < g(f(c)).Preto funkcia g(f(x)) nadobuda
maximum v bode c.

Veta (A-G nerovnost’). Nech xi, x,, . . . ,X, € R" . Potom plati :

X X, +o X,
e 2 X Xy X,

n
pri¢om rovnost’ nastava v pripade, Ze X; =X =...=X, .

Dékaz je pomerne zdihavy, je mozné ho najst’ napriklad v [4]. PouZitie tejto
vety mozno ilustrovat’ na tejto matematickej ulohe:
Priklad 1. SildZna jama ma tvar pravouhlého rovnobeZnostena s objemom 200m”.
Jej dizka je $tvornasobkom 3irky.Naklady na 1 m® zikladne sa 2 krat mensie ako
na 1 m? steny.Aké musia byt rozmery silaZnej jamy, aby jej stavba bola
najlacnejsia ?
RieSenie : Ak 1 m? zékladne stoji t Sk, tak 1 m* steny stoji 2t Sk. Oznalme
Sirku ako x , potom dizka bude 4x , a teda obsah podstavy je 4x*> .Aby jama

mala objem V, tak vySka musi byt Celkovy obsah bocnych stien jamy

>
X
=14
je —.
2x
Obr. 1 Naklady na silaznu jamu bude vyjadrovat’ vyraz
5V 5V
Nx)=4x>.t+ — .2t = t. (4x2+j
| 2x X
I V_Q. KedZe t je konStanta, vyraz pre ndklady zavisi len
! 4x od x . Aby ndklady boli najmensie vyraz v
! zatvorke musi byt minimalny. RozpiSme ho v tvare
I A 4 y ,
, 4x* + +—+— a pouzime A - G nerovnost:
X 2x  2x
4x sV sy
2

5 S5V
rovnost’ nastane vtedy, ak 4x’= — = x=3/—

2x 8



3
pre nas pripad x=3 3:200m =5m .
8

Hladané rozmery silaznej jamy sut S5m,20m a 2 m.
V niektorych prikladoch mozno vyuzit metédu substiticie ako napriklad
v tomto :
Priklad 2. Do kruznice vpiSte rovnoramenny trojuholnik s maximalnym obvodom.
Obr. 2 RieSenie : Ozna¢me v trojuholniku ABC

c AC|=|BC/=x  |AT.|=|T.B|=y
|£T,CB| =|£T.C4 = ¢, pricom 0° < ¢ < 90°

X
Plati — =R.cos@ =x=2R.cos @
2

1
S

B
X
Pre obvod trojuholnika dostavame

AWB O=2.(x+y)=2.2R.cos ¢ + 2R.cos ¢.sin ¢ ) =
=4R.cos@.( 1+ sing).

Tento vyraz je maximalny, ak vyraz V = cos ¢ . (1+ sin ¢ ) je maximalny.
Zaved'me substiticiu 1+ sin @ = u . Potom sin @ =u-1 =cos ¢ =

xl—(u—l)z =
:\/1—(u2 —2u+1):\ 2u—u’ =.Ju(2—u).Po substiticii vyraz V ma tvar :

V=u J u.(2 - u) = J u’ .(2 - u) . Bude maximalny, ak vyraz pod odmocninou

| = sin@e =>y=x.sin@=2R.cos¢.sin@
|
I

s 3 u u u
bude maximalny , teda u .(2—u):max.<:>*.*.*(2—u):max

333

u u . u

. —+—+—+2-u

PouZime A -G nerovnost’: ,ju u u (2—u) <3 3 3

333 N 4
u 3
Rovnost’ nastane,ak — =2-u = u= —
3 2

1
Kedze 1+sing=u = sing=—-1=— = ¢= 30°.
2 2
Velkost uhla ACB je 60°, takze hladany trojuholnik je rovnostranny.
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Pomocou A-G nerovnosti mozno riesit’ aj niektoré fyzikalne tlohy. Poukazuje na to
aj nasledujtci priklad:

Priklad 3. Nad stredom kruhovej Tadovej plochy klziska je umiestneny
svetelny zdroj .V akej vySke musi byt umiestneny , aby dva protilahlé okraje
Padovej plochy , ktoré st rovnako vzdialené od zdroja svetla a ich vzajomna
vzdialenost je d mali najlepSie osvetlenie ?

Obr. 3 RieSenie : Na okraje klziska dopadne svetlo
N pod uhlom dopadu ¢ . Preto pre osvetlenie E
A 1
“ly plati E = 3 .c0s 9 (1), kde Ije svietivost’
I zdroja svetla . V  naSom pripade mozeme
X1 r vyjadrit
: X
| 2 —_—
I r= szrdT cosp = |, d’
X 4+
d \ 4
2
Po dosadeni do (1) dostavame :
1 x B I.x
dz . d2 - 3 , , , .,
E=xy24+2_ L2424 d*)2 . Tento vyraz ma byt maximalny .
4 4 x4+
4
3
2\ 2
X7+
Lx b 4
S=max. & ——————=max.<& | —— | =max. &
d? 2 22 3
X+ . *
4 4
T odb 1
X +—.— . . .
o 4 2 =min. Zavedme substiticiu 3 _ u (2). Vyraz nadobudne
X3
21 d> 1 d* 1 , , L .
tvaruw’+ — . —= u’ + ?.—+?.— . Vyraz ma byt minimalny, aplikujme
u u u

naneho A - G nerovnost’ :



1
Rovnost’ nastane v pripade, ze u’=—.— => 4 =3 . Ak tento
u

2 2 d
vysledok dosadime do vztahu (2 ) dostaneme x3 =3 % = x=——

2.2

Ak je teda vzdialenost okrajov klziska d, budu najlepSie osvetlené , ak
d

242

Poznamka: Iny spdsob riesenia tejto tlohy mozno najst’ v [ 3] .

bude zdroj svetla vo vyske

Ulohy na precvienie:

1. Do daného rota¢ného kuzela vpiste suosy valec s maximalnym objemom.

2. Do polkruznice je vpisany lichobeznik, ktorého dlhsia zakladna je zhodna s
priemerom polkruznice. Najdite ten, ktory ma maximalny obsah.

3. Zistite, kedy je v uzavretom obvode vykon na rezistore vo vonkajsej Casti
obvodu maximalny.

4. Tuhé teleso s hmotnostou m sa moéze otacat’ bez trenia okolo horizontalnej osi,
ktorej vzdialenost’ od taziska je d. Moment zotrvac¢nosti telesa vzhl'adom na os
prechadzajucu taziskom, rovnobeznu s osou otdcania telesa, je I,. Teleso
vychylime zo stalej rovnovaznej polohy o maly uhol ¢. Potom teleso uvolnime.
Urdte v akej vzdialenosti d; od taziska ma byt’ os otacania telesa, aby peridda
jeho harmonickych kmitov bola najmensia. Ur¢te tato dobu kmitov T;.
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