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Lernsequenz zum Thema Summe einer unendlichen
geometrischen Relhe

Dieses Thema wird den Lehrplanen der slowakischeymr@asien
entsprechend zu Beginn des letzten Studienjahrgangsrichtet. Leider
wird bei uns dieses Thema durch viele Lehrer ohmop&tlautik dargestellt.

Deshalb erreichen viele Studenten die neue Kersgmsr in der formalen
Ebene, weil sie sich mit keinen separierten Modefetroffen haben. Das
war fur mich ein Impuls einen Lehrtext zum Themam&e einer
unendlichen geometrischen Reihe auszuarbeiten.

In diesem Lehrtext mochte ich einige mdgliche siep@ Modelle
darstellen. Ich habe diesen Lehrtext auch in eilasse des Gymnasiums
probiert. In diesem Artikel mdchte ich einige Be&de, die ich benutyt
habe, vorstellen und auch einige Reaktionen detesten beschreiben.

Im Rahmen der Propadeutik habe ich mit diesem Bdibpgonnen.

Beispiel 1. Mit dem Taschenrechnéabe ich 1:3 = 0,3333333 gerechnet.
Das Ergebnis habe ich sofort mit 3 multipliezieBer Taschenrechner hat
das Ergebnis 0,9999999 gezeigt. Exisitieren auchcHenrechner, die
Ergebnis 1 zeigen. Ist 0,9999999 = 1? Sind dleseshenrechner besser?
Wenn x = 1:3, ist 3x = 1?. Warum? Ist 0,9999999812

Es gibt zwei Typen der Taschenrechner. Ein Typmetden Wert der Zahl
und wenn sein Dezimalbruch zu lang ist, dann desch@nrechner
"schneidet” die Teil, die Ubergriffen ist. Diesestaenrechner zeigen das
Ergebnis 0,9999999. Zweite Typ des Taschenrechifeos allem
wissenschaftliche Taschenrechner) rechnet im Ddlanngh der Zahl auch
einige Stelle, die nach der letzten Zahl des Displalgen. Diese Zahlen
benutzt der Taschenrechner bei Runden des Ergabrss viel Stellen, wie
viel der Display hat.. Diese Taschenrechner gelasrEggebnis 1.

Was bedeutet die Schreibweise 0,99999990,§f? Das ist klar, das zum
Beispiel 5342 = 5.1000 + 3.100 + 4.10 + 2. So auch

09 = 901+ 9001+ 90,001+....= 9.(i T I j = 9.Z(ij
10 100 1000 \10

Sind die Nummer09 und 1 gleich oder verschieden? Dazu hilft uns der
nachste Beispiel.



Beispiel 2. Achilles, der Held des Kriegs in Troja, hat mithBdkréte im
Laufwettbewerb gelaufen. Er hat der SchildkréteerirVorsprung-ein
Kreis gegeben. Achilles lauft 10 mal schneller. Wékchilles hat ganzen

Kreis gelaufen, Schildkrote halt% des Kreises gelaufen. Wenn Achilles

l4uft diese%, Schildkrt')tel—;c usw. Deshalb Achilles kann die Schildkréte

nie einholen.
Dieser Beispiel ist von dem Philosophen Zeno (423 vor Chr.)bekannt.

Setzen wir voraus, dass die Geschwindigkeiten vamilks v und

Schildkréte y konstant sind und beide sind in die gleiche Riegtu
bewogen. Stellen wir vor, dass ein Kreis 100 m lasg und weil

Schildkrote 10 mal langsamer ist, so gyt=v0,1 \.

Wenn Achilles 100 m gelaufen hat, Schildkrote 1deneWenn Achilles
diese 10 m gelaufen hat, Schildkrote 1 meter usveniWAchilles die
Schildkréte einholen, muss er diese Entfernung
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s=100+10+1+—+—+...=111+ — | laufen.
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Diese Entfernung ist natirlich Summe einer unehdic geometrischen
: : : 1 :
Reihe mit dem ersten Glied 100 und Quotlcixgt Philosoph Zeno konnte

sich nicht vorstellen, dass diese Summe eine dralli@hl ist.

Diese Aufgabe kann man auch mit Kenntnissen UbevgBagsaufgaben
|6sen. Wenn die Geschwindigkeit von Achillgamd Geschwindigkeit von
Schildkrote 0,1yund t ist die Zeit, wann sie sich miteinanderfeef dann

gilt vt = 100 + 0,1y. Achilles ist Entfernung s =vgelaufen. Deshalb s =

100 1000
+ = =
100 + 0,1s unds 1-o1 9

Jetzt kbnnen wir zum Beispiel 1 zUrlckkehren. Wabén gerade

1000
gerechnet, dass =111+ Z( j Daraus folgt

Z(ij _1000_,,, 1
Z\10) 9 9’

Wir  benutzen jetzt das Ergebnis aus dem Beispiel 1.

09 = 9.Z(ij —g2 =1
7\ 10 9
Wir haben ausch gerechnet, das Summe einer unkedlgeometrischen

1 1
Reihe mit dem ersten Glied 100 und Quoti;fatist 5

Wenn wir teilen die Schokolade so, dass dem eidtrsch geben wir eine

Halfte, dem zweiten einen Viertel usw., wir konrieiten diese Schokolade
1 1 1 =1

ohne Ende. Es qilt namlich+—+=-+—+...= . Das ist mit dieser
9 IE 4 8 16 ,Z;‘ 2

Abbildung zeigen.




Dieses ,Tortenmodell* kann man auch fur andere ggaosthen Reihen

benutzen. Diese Aufgabe haben Studenten als Hayssibekommen und
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einige haben auch die letzte Gleichung gefunden.

So haben wir Summe unendlichen geometrischen ReiheQuotient

AL pd
NN U&@

1
F(HDNDHZZ) gefunden. Dieses Ergebnis kann man mit einem

geometrischen Modell (sehe in [3]) fir geometriscReihen mit Quotient

0 < g < 1 veralgemeinern und bekommen WH’% Fur den Fall -1 < q

< 0 benutzen wir Substitution p = -g. Summe diggmetrischen Reihe
kann man verstehen als Summe zwei unendlichen gfeésohen Reihen.
Erste Reihe (gerade Glieder) hat positive Glieded aweite (ungerade
Glieder) hat negative Glieder und

a, +[_ alp}: a,; d-p) _ a, _ a,

1-p? 1-p? 1-p? 1+p 1-q

Bemer kungen aus Unterricht

Die Studenten verstehen, dass Vielfache von paebém Dezimalbruch
Ist wieder periodischer Dezimalbruch. Am Anfang nea fast alle
Studenten, dass9 < 1. Nach dem Beispiel 2 habe ich Studenten ggfra
warum ist eigentlicho9 = 1? Eine Antwort von Studenten war, weil
Achilles hat die Schildkrote eingeholt. Hier kannamm sehen, dass
Studenten eine intuitive Vorstellung Uber Grenzpmzesse bei Summe

einer unendlichen Reihe bekommen. Nur im dieseh ifapassend zum
Schritt der Veralgemeinerung weiterzugehen.
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Ich habe diesen Lehrtext auch mit einer Grupe vakiaftigen
Grundschullehrer. Eine Hélfte der Studenten hdt stan ,Tortenmodell®
einen ,Quadratmodell“ benutzt.

Diese Modelle sind separierte und universale Medefl Sinn der Theorie
des Kenntnissprozesses (sehe [1], [2]). Sie kortedeBten zu tieferen
Verstandnis der Grenzwertprozessen bei dem Bediiimme einer
unendlichen geometrischen Reihe helfen. Andere Mod#&ann man auch
bei Eisenmann in [4] finden.
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