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ABSTRACT. The present paper deals with teaching basic calculus at the
secondary level. First, we present a method how to introduce the notions
of a limit and a derivative using continuity of a function as a prime notion.
The second part is devoted to a qualitative analysis of the method. We
analyze some pupils’ solutions of problems related to limits and derivatives
and evaluate the method.

Tematické celky limita funkcie a derivacia funkcie v bode su podla uceb-
nych osnov zaradené do 4. ro¢nika gymnazia.

V tomto ¢lanku najprv pripomenieme definicie limity a derivacie funkcie
v bode, ktoré sa vyskytuji v niektorych gymnazidlnych ucebniciach. V
dalsom sa budeme venovat zavedeniu tychto pojmov pomocou spojitosti
funkcie v bode. Tomu bol venovany kvalitativny vyskum, realizovany na
jesen roku 2003 na Gymnéziu sv. Andreja v Ruzomberku. Po¢as neho sme
ziskali prace ziakov, pomocou ktorych chceme analyzovat reakcie ziakov na
tento sposob zavedenia pojmov.

LIMITA FUNKCIE V BODE

Hecht v uéebnici [3] zaviedol pojem limity funkcie f v bode a pre pripad,
ze funkcia f sa podla neho "malo 1isi od nejakej spojitej funkcie, ktord je
v bode a definovand”. Definoval limitu takto:

Definicia 1. Nech pre funkciu f a otvoreny interval M obsahujici bod a
je g taka spojita funkcia na mnozine M, ze g(x) = f(x) pre vSetky z €
€ M — {a}. Potom limitou funkcie f v bode a nazyvame ¢islo b = g(a).

V poznamke 2 sice vysvetluje, ze v tejto definicii pojem spojitej funkcie
nebol este zavedeny, ale ho nasledne zavadza intuitivnym sposobom:
Funkcia je spojitd na intervale I, ak jej graf na I mozno nakreslit’ jednym
tahom, teda bez toho, aby sme zdvihli pri kresleni tuzku.

Na konci uzebnice uvadza Cauchyho definiciu limity funkcie v bode.

Rie¢an a kol. v ucebnici [7] definuje pojem limity pomocou pojmu okolia
bodu.
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Definicia 2. Nech f je funkcia, ktora je definovand v okoli bodu a, pripadne
okrem bodu a. Funkcia f ma v bode a za limitu ¢islo L, ak k Tubovolnému
okoliu U(L) bodu L existuje také okolie V (a) bodu a, Ze pre vsetky x €
€ V(a), x # a plati f(z) € U(L).

Kluvének definuje v [6] najprv spojitost’ funkcie v bode:
Funkcia f je spojita v bode a, ak ku kazdému okoliu V' hodnoty f(a) existuje
okolie U bodu a také, ze pre kazdé x € U plati f(x) € V.
Potom odporuca definovat limitu funkcie v bode:
Definicia 3. Nech f je funkcia a nech a je hromadnym bodom jej definic-
ného oboru D. Nech L € R a F je funkcia definovand nasledovne:
1. F(x) = f(x), prex #a, x € D,
2. F(a)= L.
Potom lim f(x) = L préave vtedy, ked F(x) je spojita v bode a.

r—a

UKAZKA EXPERIMENTALNEHO VYUCOVANIA

Pomocou definicie 3 sme zaviedli pojem limity funkcie v bode pocas ex-
perimentalneho vyucovania. Ziaci vyuzili pri pri rieSeni kalkulativnych tloh
grafy funkcii. Ukazeme si niektoré z nich:

Dominik (pri tabuli): lir%(Qx +3) = D(f)=R
1. F(x) =2z + 3 pre x # 3,

2. F(3) = L.

Ucitel: Nakreslite graf funkcie F'(z) pre z # 3.
Dominik:

y

9
3
/
71T 3 X

Obr. 1
Ucitel: Co urobime, aby sa funkcia stala spojitou?
Miroslava: Vyplnime kruzok.

Ucitel: Akou funkénou hodnotou? Co to znamens pre limitu funkcie v bo-
de 37
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Dominik: 9, preto lin%(Qa: +3)=09.

Erika (pri tabuli): lirr}o) L=
r—

1. F(z) = 15 pre z # 3,
2. F(3)=L.

Obr. 2
Ucitel: Je mozné tito funkciu v bode 3 dodefinovat’ tak, aby sa stala
spojitou?
Viaceri z triedy: Nie.
Ucitel: Co to znameng pre limitu funkcie v bode 3?
Erika: Limita neexistuje.

Ucitel: V prvom priklade sme v podstate iba dosadili funkénd hodnotu a
223549

dostali sme hodnotu limity. Co myslite, ¢omu sa rovna 1iné g
xr—

Michal: 0.
Ucitel: Podte nas o tom presvedcit.

y

54
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Michal pocita na tabuli:
3_
1. F(z) = 22=54 pre z # 3,

2. F(3) = L.
22354 _ 2(z*—27) _ 2(z—3)(=*+3249) _
r—3 z—3 - r—3 -

=2|(z+3)" - 3+9| =2(e+ )= 3+18=2(c + 3)*+ Z Usitel: Ako
urobfme tiito kvadraticki funkciu spojitou (pozri obr. 3)? Co to znamend

pre limitu funkcie v bode 37 (
Michal: Doplnime bod [3,54]. lim 2“;‘;7754 = 54.

- =3

DERIVACIA FUNKCIE V BODE

V sicasnosti najéastejsie pouzivanej uéebnici Hecht [3] je pojem derivécie
funkcie v bode zavadzany pararelne viacerymi sposobmi. Jeden z nich je v
suvislosti s pojmom doty¢nice funkcie v bode, pricom tento pristup nazyva
Hecht statickym. Jeho podstatou je hladanie dotyénice pomocou secnice,
ktora pretina graf funkcie v dotykovom bode hladanej dotyc¢nice a v inom
bode, ktory sa potom k nemu limitne ”priblizuje”. Tento limitny proces
suvisi s pojmom limity funkcie, preto ju aj na tomto mieste zavddza. Po-
mocu nej definuje derivaciu funkcie f v bode x nasledovne.

Definicia 4. Derivaciou funkcie f(xz) v bode a nazyvame vlastnid limitu
lim flath)=f(a)
h—0 h
oznacujeme f'(a).

, ak tdto limita existuje. Derivdciu funkcie f(z) v bode a

Analogicku definiciu pouziva Riecan a kol. v [7]: f'(z¢) = lim %ﬁémo)
r—xT
Potom podrobne rozoberd pojem dotycnice k parabole, pomocou ktorej

zavadza derivaciu.

Hischer a Scheid v [4] zavadza pre funkciu f funkciu smernice se¢nice,
ktora je totozna s podielom diferencii:
Definicia 5. Nech funkcia f je definovand v bode a a aspon v jed-
nom bode okrem a. Oznacme definicny obor funkcie f ako Djy. Funkciu

Sfa(z) = w definovanii na mnozine Dy — {a} nazyvame funkcia
smernice sec¢nice funkcie f v bode a.
Napriklad pre funkciu f = 22 je sq(%) = z + a. Potom definuje derivdciu

funkcie v bode v stvislosti s pojmom diferencovatelnosti funkcie.

Pojem funkcie smernice secnice definovanej v definicii 5 sme vyuzili v
nasledovnej definicii, ktora je vyjadrenim definicie limity lim W v

r—a

zmysle definicie 3.
Definicia 6. Nech funkcia f je definovana na intervale I, nech a je bod z
intervalu I a nech k je realne ¢islo. Ak funkcia smernice se¢nice definovana
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716(92:5:(“) pre T # a,
falz) =
k pre x =a

je spojitd v bode a, tak funkcia f je diferencovatend v bode a. Cislo k sa
nazyva derivacia funkcie f v bode x.

UKAZKA EXPERIMENTALNEHO VYUCOVANIA

Pomocou definicie 6 sme zaviedli derivaciu funkcie v bode v experi-
mentdlnom vyucovani. Vyuzili sme ako motivaciu ilohu na pohyb. Viaceré
zaujimavé fyzikalne tlohy stuvisiace s touto problematikou uvadza Eisen-
mann v [1]. Potom sme pomocou grafov funkcif so ziakmi riesili niektoré
kalkulativne lohy.

Ucitel: Uréte pomocou definicie derivéciu funkcie y = 22 v bode 1.

z2-1 1
Robo (pri tabuli): f(z) =a%a=1, spi(z)=4 » 1 D7 71,
k pre z = 1.

r+1 prex#l,
k pre z = 1.

r—1 x—1

2?—1 _ (z=1)(z+1) _ 41 SfJ(x) = {

y

yd I
S 1 X

Obr. 4

Ucitel: Ako dodefinujeme tuto funkciu, aby sa stala spojitou?

Miroslava: Vyplnime kruzok.

Ucitel: Akou funkénou hodnotou?

Ivan: 2.

Ucitel: Co to bude znamenat pre hodnotu derivacie funkcie z2 v bode 1?
Robo: Bude 2.

Ucitel: Zatial sme hovorili o funkcidch, ktoré derivaciu maji. Teraz si
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ukdzeme funkeiu, ktord nem4 derivéciu aspon v jednom bode: f(x) = |x—2|,

f(2)=?

k pre x = 2
pre z € (2;00) ‘i:;‘ =2=2=1
—2 —(x—2
pre x € (—o0;2) |w_2 = 50—2 ) — 1

i

O b=+
e

Obr. 5

Ucitel: Mozem tuto funkciu ”dodefinovat” tak, aby sa stala spojitou (pozri
obr. 5)7?

Lukas, Lucia: Nie, ned4 sa.

Uéitel: Co to znamens pre derivéciu funkcie v bode 27

Pavol: Neexistuje.

ZAVER

Domnievame sa, ze v Skolskej praxi sa nevenuje dostatoénd pozornost
pochopeniu a problémom existencie limity a derivacie funkcie v bode.

Zo 7ziackych rieSeni tloh sme zistili, Ze sposob zavedenia limity a de-
rivacie funkcie v bode, ktory sme pouzili v experimentdlnom vyucovani,
ulah¢uje ziakom porozumiet tymto pojmom, prfsluéné ulohy pochopit’ a
uplne vyriesit.

Vyuzitie grafov funkcii umoznuje riesit kalkulativne tlohy na limitu a de-
rivaciu funkcie v bode bez mechanického dosadzovania hodnot premennych
v prislusnych vyrazoch. Grafy funkcii ulah¢ujua nielen urcit’ hodnotu limity
alebo derivacie funkcie v bode, ale aj vizualne ukazat ich neexistenciu. To
uvadza aj Tkacik v [8].
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