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Abstract. The present paper deals with teaching basic calculus at the
secondary level. First, we present a method how to introduce the notions
of a limit and a derivative using continuity of a function as a prime notion.
The second part is devoted to a qualitative analysis of the method. We
analyze some pupils’ solutions of problems related to limits and derivatives
and evaluate the method.

Tematické celky limita funkcie a derivácia funkcie v bode sú podl’a učeb-
ných osnov zaradené do 4. ročńıka gymnázia.

V tomto článku najprv pripomenieme defińıcie limity a derivácie funkcie
v bode, ktoré sa vyskytujú v niektorých gymnaziálnych učebniciach. V
d’aľsom sa budeme venovat’ zavedeniu týchto pojmov pomocou spojitosti
funkcie v bode. Tomu bol venovaný kvalitat́ıvny výskum, realizovaný na
jeseň roku 2003 na Gymnáziu sv. Andreja v Ružomberku. Počas neho sme
źıskali práce žiakov, pomocou ktorých chceme analyzovat’ reakcie žiakov na
tento spôsob zavedenia pojmov.

Limita funkcie v bode

Hecht v učebnici [3] zaviedol pojem limity funkcie f v bode a pre pŕıpad,
že funkcia f sa podl’a neho ”málo ĺı̌si od nejakej spojitej funkcie, ktorá je
v bode a definovaná”. Definoval limitu takto:
Defińıcia 1. Nech pre funkciu f a otvorený interval M obsahujúci bod a
je g taká spojitá funkcia na množine M , že g(x) = f(x) pre všetky x ∈
∈ M − {a}. Potom limitou funkcie f v bode a nazývame č́ıslo b = g(a).

V poznámke 2 śıce vysvetl’uje, že v tejto defińıcii pojem spojitej funkcie
nebol ešte zavedený, ale ho následne zavádza intuit́ıvnym spôsobom:
Funkcia je spojitá na intervale I, ak jej graf na I možno nakreslit’ jedným
t’ahom, teda bez toho, aby sme zdvihli pri kresleńı tužku.

Na konci užebnice uvádza Cauchyho defińıciu limity funkcie v bode.
Riečan a kol. v učebnici [7] definuje pojem limity pomocou pojmu okolia

bodu.
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Defińıcia 2. Nech f je funkcia, ktorá je definovaná v okoĺı bodu a, pŕıpadne
okrem bodu a. Funkcia f má v bode a za limitu č́ıslo L, ak k l’ubovol’nému
okoliu U(L) bodu L existuje také okolie V (a) bodu a, že pre všetky x ∈
∈ V (a), x 6= a plat́ı f(x) ∈ U(L).

Kluvánek definuje v [6] najprv spojitost’ funkcie v bode:
Funkcia f je spojitá v bode a, ak ku každému okoliu V hodnoty f(a) existuje
okolie U bodu a také, že pre každé x ∈ U plat́ı f(x) ∈ V .
Potom odporúča definovat’ limitu funkcie v bode:
Defińıcia 3. Nech f je funkcia a nech a je hromadným bodom jej definič-
ného oboru D. Nech L ∈ R a F je funkcia definovaná nasledovne:
1. F (x) = f(x), pre x 6= a, x ∈ D,
2. F (a) = L.
Potom lim

x→a
f(x) = L práve vtedy, ked’ F (x) je spojitá v bode a.

Ukážka experimentálneho vyučovania

Pomocou defińıcie 3 sme zaviedli pojem limity funkcie v bode počas ex-
perimentálneho vyučovania. Žiaci využili pri pri riešeńı kalkulat́ıvnych úloh
grafy funkcíı. Ukážeme si niektoré z nich:
Dominik (pri tabuli): lim

x→3
(2x + 3) = D(f) = R

1. F (x) = 2x + 3 pre x 6= 3,
2. F (3) = L.
Učitel’: Nakreslite graf funkcie F (x) pre x 6= 3.
Dominik:

Obr. 1
Učitel’: Čo urob́ıme, aby sa funkcia stala spojitou?
Miroslava: Vyplńıme krúžok.
Učitel’: Akou funkčnou hodnotou? Čo to znamená pre limitu funkcie v bo-
de 3?
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Dominik: 9, preto lim
x→3

(2x + 3) = 9.

Erika (pri tabuli): lim
x→3

1
x−3 =

1. F (x) = 1
x−3 pre x 6= 3,

2. F (3) = L.

Obr. 2
Učitel’: Je možné túto funkciu v bode 3 dodefinovat’ tak, aby sa stala
spojitou?
Viaceŕı z triedy: Nie.
Učitel’: Čo to znamená pre limitu funkcie v bode 3?
Erika: Limita neexistuje.
Učitel’: V prvom pŕıklade sme v podstate iba dosadili funkčnú hodnotu a
dostali sme hodnotu limity. Čo mysĺıte, čomu sa rovná lim

x→3

2x3−54
x−3 ?

Michal: 0.
Učitel’: Pod’te nás o tom presvedčit’.

Obr. 3
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Michal poč́ıta na tabuli:
1. F (x) = 2x3−54

x−3 pre x 6= 3,
2. F (3) = L.
2x3−54

x−3 = 2(x3−27)
x−3 = 2(x−3)(x2+3x+9)

x−3 =

= 2
[(

x + 3
2

)2 − 9
4 + 9

]
= 2

(
x + 3

2

)2− 9
2 +18 = 2

(
x + 3

2

)2 + 27
2 Učitel’: Ako

urob́ıme túto kvadratickú funkciu spojitou (pozri obr. 3)? Čo to znamená
pre limitu funkcie v bode 3?
Michal: Doplńıme bod [3,54]. lim

x→3

2x3−54
x−3 = 54.

Derivácia funkcie v bode

V súčasnosti najčasteǰsie použ́ıvanej učebnici Hecht [3] je pojem derivácie
funkcie v bode zavádzaný pararelne viacerými spôsobmi. Jeden z nich je v
súvislosti s pojmom dotyčnice funkcie v bode, pričom tento pŕıstup nazýva
Hecht statickým. Jeho podstatou je hl’adanie dotyčnice pomocou sečnice,
ktorá pret́ına graf funkcie v dotykovom bode hl’adanej dotyčnice a v inom
bode, ktorý sa potom k nemu limitne ”približuje”. Tento limitný proces
súviśı s pojmom limity funkcie, preto ju aj na tomto mieste zavádza. Po-
mocu nej definuje deriváciu funkcie f v bode x nasledovne.
Defińıcia 4. Deriváciou funkcie f(x) v bode a nazývame vlastnú limitu

lim
h→0

f(a+h)−f(a)
h , ak táto limita existuje. Deriváciu funkcie f(x) v bode a

označujeme f ′(a).
Analogickú defińıciu použ́ıva Riečan a kol. v [7]: f ′(x0) = lim

x→x0

f(x)−f(x0)
x−x0

.

Potom podrobne rozoberá pojem dotyčnice k parabole, pomocou ktorej
zavádza deriváciu.

Hischer a Scheid v [4] zavádza pre funkciu f funkciu smernice sečnice,
ktorá je totožná s podielom diferencíı:
Defińıcia 5. Nech funkcia f je definovaná v bode a a aspoň v jed-
nom bode okrem a. Označme definičný obor funkcie f ako Df . Funkciu

sf,a(x) = f(x)−f(a)
x−a definovanú na množine Df − {a} nazývame funkcia

smernice sečnice funkcie f v bode a.
Napŕıklad pre funkciu f = x2 je sf,a(x) = x + a. Potom definuje deriváciu
funkcie v bode v súvislosti s pojmom diferencovatel’nosti funkcie.

Pojem funkcie smernice sečnice definovanej v defińıcii 5 sme využili v
nasledovnej defińıcii, ktorá je vyjadreńım defińıcie limity lim

x→a

f(x)−f(a)
x−a v

zmysle defińıcie 3.
Defińıcia 6. Nech funkcia f je definovaná na intervale I, nech a je bod z
intervalu I a nech k je reálne č́ıslo. Ak funkcia smernice sečnice definovaná



JÁN GUNČAGA 5

na I

sf,a(x) =

{
f(x)−f(a)

x−a pre x 6= a,

k pre x = a

je spojitá v bode a, tak funkcia f je diferencovatel’ná v bode a. Č́ıslo k sa
nazýva derivácia funkcie f v bode x.

Ukážka experimentálneho vyučovania

Pomocou defińıcie 6 sme zaviedli deriváciu funkcie v bode v experi-
mentálnom vyučovańı. Využili sme ako motiváciu úlohu na pohyb. Viaceré
zauj́ımavé fyzikálne úlohy súvisiace s touto problematikou uvádza Eisen-
mann v [1]. Potom sme pomocou grafov funkcíı so žiakmi riešili niektoré
kalkulat́ıvne úlohy.
Učitel’: Určte pomocou defińıcie deriváciu funkcie y = x2 v bode 1.

Robo (pri tabuli): f(x) = x2, a = 1, sf,1(x) =

{
x2−1
x−1 pre x 6= 1,

k pre x = 1.

x2−1
x−1 = (x−1)(x+1)

x−1 = x + 1 sf,1(x) =
{

x + 1 pre x 6= 1,

k pre x = 1.

Obr. 4

Učitel’: Ako dodefinujeme túto funkciu, aby sa stala spojitou?
Miroslava: Vyplńıme krúžok.
Učitel’: Akou funkčnou hodnotou?
Ivan: 2.
Učitel’: Čo to bude znamenat’ pre hodnotu derivácie funkcie x2 v bode 1?
Robo: Bude 2.
Učitel’: Zatial’ sme hovorili o funkciách, ktoré deriváciu majú. Teraz si
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ukážeme funkciu, ktorá nemá deriváciu aspoň v jednom bode: f(x) = |x−2|,
f ′(2) =?

Pavol (pri tabuli): sf,2(x) =

{ |x−2|
x−2 pre x 6= 2,

k pre x = 2.

pre x ∈ (2;∞) |x−2|
x−2 = x−2

x−2 = 1

pre x ∈ (−∞; 2) |x−2|
x−2 = −(x−2)

x−2 = −1

Obr. 5

Učitel’: Môžem túto funkciu ”dodefinovat’” tak, aby sa stala spojitou (pozri
obr. 5)?
Lukáš, Lucia: Nie, nedá sa.
Učitel’: Čo to znamená pre deriváciu funkcie v bode 2?
Pavol: Neexistuje.

Záver

Domnievame sa, že v školskej praxi sa nevenuje dostatočná pozornost’
pochopeniu a problémom existencie limity a derivácie funkcie v bode.

Zo žiackych riešeńı úloh sme zistili, že spôsob zavedenia limity a de-
rivácie funkcie v bode, ktorý sme použili v experimentálnom vyučovańı,
ul’ahčuje žiakom porozumiet’ týmto pojmom, pŕislušné úlohy pochopit’ a
úplne vyriešit’.

Využitie grafov funkcíı umožňuje riešit’ kalkulat́ıvne úlohy na limitu a de-
riváciu funkcie v bode bez mechanického dosadzovania hodnôt premenných
v pŕıslušných výrazoch. Grafy funkcíı ul’ahčujú nielen určit’ hodnotu limity
alebo derivácie funkcie v bode, ale aj vizuálne ukázat’ ich neexistenciu. To
uvádza aj Tkačik v [8].
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