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ABSTRACT. This paper is devoted to series, their sums and limits of sequences as
taught at grammar schools. We present some qualitative and quantitative research
results of in this area. We analyze various solutions by pupils and point out most
frequent errors and some problems related to understanding of sums of series and
limits of sequences. We mention some difficulties we have encountered when carrying
out our research.

Tematické celky limita postupnosti a sicet nekonecného radu su preberané na
gymnaziu obvykle zaciatkom 4. rocnika. Patria medzi narocné casti stredoskol-
skej matematiky. Cielom vyskumu, ktory bol realizovany na jesen roku 2002
na Gymnaziu sv. Andreja v Ruzomberku, bolo analyzovat prace ziakov, hladat
najcastejsie chyby a ich priciny. Dalsim ciefom bolo navrhnit sposob ako ulahéit’ a
priblizit’ tieto tematické celky Studentom, riesit’ netradicné ulohy. V tomto ¢lanku
bude predstavena cast’ vyhodnotenia zaverecnej tematickej previerky, v ktorom bola
vyuzitd kombinacia metdd kvalitativneho a kvantitativneho vyskumu.

METODY A HYPOTEZY KVANTITATIVNEHO VYSKUMU

Pri spracovani tematickej previerky boli pouzité aj viaceré Statistické metddy
vyhodnotenia nestandardizovanych didaktickych testov.

Obtiaznost ilohy mozno podla Tureka [6, str. 222] a Soltysa [4, str. 54] definovat’
ako pomer siuctu bodov ziskanych za dantu tulohu skupinou ziakov a maximalnemu
suctu bodov, ktoré za danu ulohu skupina ziakov mohla dosiahnut. To mozeme
zapisat’ a upravit’ nasledovne
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kde u;; je pocet bodov ziskanych j-tym Ziakom za i-tu dlohu, p; je obtiaznost i-tej
ulohy a n je celkovy pocet ziakov, ktori pisali previerku. B; je maximalny pocet
bodov za i-tu tlohu a wu; je aritmeticky priemer bodov, ktoré ziskali ziaci za i-tu
ulohu.

Soltys [4, str. 54] priraduje hodnotdm p; nasledujicu obtiaznost”
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Disperziu D; i-tej ilohy a absolitne skdre x; j-teho ziaka v previerke s k tlohami
mozno vypocitat pomocou znamych vztahov
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Disperziu skore dostaneme zo vztahu
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Smerodajni odchyjlku skére uréime podla vztahu s = /D. Kedze tematické pre-
vierky nebudi skérované bindrne, ich reliabilitu r vypocitame podla Tureka [6, str.
226] pomocou Cronbachovho vztahu

k
k 1
()

Podla Soltysa [4, str. 57] pomocou reliability » mézme uréit’ aj Standardni chybu
s¢ podla vztahu s; = sv/1 —r.

[jlohy v previerkach boli rozdelené na dve skupiny. Na skupinu kalkulativnych
uloh a na skupinu tloh na porozumenie a pochopenie pojmov. Pre obe skupiny tloh
bol zisteny sicet bodov kazdého ziaka. Nech i-ty ziak dosiahne za prva skupinu
uloh x; bodov a za druhu skupinu uloh y; bodov. Pearsonov koeficient korelacie 7,
vypocitame podla vztahu, ktory je uvedeny v [6, str. 226].

Ak Pearsonov koeficient koreldcie medzi tymito hodnotami nedosiahne kriticku
hodnotu 7,(0,05) (testujeme na hladine vyznamnosti 0,05), tak mozno konstato-
vat, ze uspesnost’ Studentov (v danej studijnej skupine alebo triede) v rieSeni tychto
dvoch skupin tloh neméa vzajomnu suvislost. Ak by koeficient korelacie prekrocil
kriticki hodnotu, tito hypotézu mozeme zamietnut.

Pearsonov koeficient korelacie je podla Tureka [6, str. 226] vyhodné pouzit aj na
urcenie validity. Vyjadruje ju ako koeficient koreldcie medzi vysledkami previerky
a inym akceptovatelnym meradlom. Pri ziakoch gymnaézia boli ako meradlo pouzité
znamky na polroénom vysvedceni.

Vsetky vyssieuvedené Statistické charakteristiky mozno ziskat vyuzitim pocitaco-
vého programu Ezcel.

ANALYZA CHYB - METODA KVALITATIVNEHO VYSKUMU

Podla Gavoru [2, str. 38] je ciefom kvalitativne orientovaného vyskumu porozu-
miet’ zmyslu javov, pripadne odhalovat nové skutoc¢nosti, ktoré mozu prispiet’ pri
budovani novej teorie.

Bikner a Herget v [1] venuji zvl&stnu pozornost chybdm ziakov vo vyucovani
matematickej analyzy. Svoju pozornost sistredili na pojmy neurcity integral, limita
postupnosti a derivacia. Uvadzaju aj niektoré typické chyby ziakov. Napriklad:

sinx . sinz . sinl
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Podobnym sposobom boli vyhladavané chyby ziakov aj v ich rieseniach tematickej
previerky.

Jednym zo zdrojov tychto chyb moéze byt podla Knocheho [3], Ze ziak sa uéi
matematiku ”viackrat”. Raz na prvom, potom na druhom stupni, nakoniec na
gymnaziu, pripadne aj na vysokej skole. Ak vyucovanie matematiky je len pretca-
nie, rozsirenie alebo zuzenie pojmov, ktoré su k dispozicii, tak z psychologického
hladiska moze dojst’ k interferencii a k narusSeniu ich poznatkovej struktury.

ZADANIE A STATISTICKE SPRACOVANIE

Tematicka previerka so zameranim na pojmy sucet nekonecného radu a limita
postupnosti bola pisana s 19 ziakmi 4.ro¢nika gymnazia dia 15.10.2002. Vzhladom
na maly priestor triedy boli ziaci rozdeleni na dve skupiny (A, B). Podobne ako
v [5] boli tieto skupiny samostatne Statisticky spracované. Ako ukdzku uvedieme
ulohy A skupiny:

1. Nech (u,)22, je postupnost realnych ¢isel. lim,, o u,, = L préve vtedy, ked

A) Je>0Vme N 3dIne N, zepre n>mplati |u, — L| <e
B) Ve>03dme N VneN,zepren>m plati |u, — L| <e
C) Ve>0VYme N Ine N, zepren>mplati |u, — L| <e
D) Je>0Vme€ NVne N, zepren > m plati |u, — L| < e

2. Upravte do tvaru zlomku &fslo 0, 27.

3. Zistite, ¢i je dany rad konvergentny. Ak dno, najdite jeho stucet.
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4. Vypocitajte
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10  pren <10,
c) lim a,, kde a,=4 ,
n—00 = pren > 10.

V tlohach 5 az 7 aj zdovodnite svoju odpoved:
5. Prirodzenych ¢isel n, ktoré splnaju podmienku

n+1
n

1—e<

<1+e¢, ceeR N e>0

A) je nekonecne vela  B) je konecne vela

6. Existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati, ze kazdé prirodzené ¢islo n > m
Splna nerovnost’ ”:1 < 1,001

A) dno B) nie

7. Existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati, ze kazdé prirodzené ¢islo n > m

splna nerovnost’ ”+1 < 0,999
A) dno B) nie
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Skérovanie (bodovanie) tloh bolo nasledovné:

Uloha 1. spravna odpoved - 1 bod
2. maximalne 3 body, ktoré boli rozdelené nasledovne:

Predpokladame, ze ziaci budu riesit’ ilohu pomocou prevodu zlomku s de-
satinnym rozvojom na geometricky rad (za spravny prevod zlomku na geo-
metricky rad alebo spravne urcenie prvého ¢lena a kvocientu geometrického
radu - 1 bod, za spravne dosadenie do vztahu pre sucet nekonecného geo-
metrického radu - 1 bod, za spravny vysledok - 1 bod).

3a. max. 2 body (spravne uréenie prvého clena a kvocientu geometrického radu
- 1 bod, za urcenie divergentnosti radu - 1 bod).

3b. max. 4 body (zapis radu v tvare sic¢ti dvoch geometrickych radov - 1 bod,
za spravne dosadenie do vztahu pre sicet nekonec¢ného geometrického radu
pri oboch radoch - 1 bod, za spravne urcenie suctu aspon jedného z radov
- 1 bod, za spravny vysledok - 1 bod).

4a. max. 2 body (spravne predelenie ¢itatela a menovatela zlomku vyrazom n
- 1 bod, za spravny vysledok - 1 bod).

4b. max. 3 body (za spravne rozndsobenie menovatela - 1 bod, spravne prede-
lenie ¢itatela a menovatela zlomku vyrazom n3 - 1 bod, za spravny vysledok
- 1 bod).

4c.,5.,6.,7. kazdd max. 2 body (za zdovodnenie alebo spravnu tpravu nerovnice - 1

bod, za spravnu odpoved - 1 bod).

2

Klasifikacna stupnica bola nasledovna:
1 ... 23 - 21 bodov

2 ... 20- 17 bodov
3 ... 16 - 12 bodov
4 ... 11 - 6 bodov
5 . 5- 0 bodov

A skupina - body ziskané ziakmi za jednotlivé ilohy:
Validita r,=0,760 bola vypocitand ako Pearsonov koeficient korelacie medzi znam-
kou z, z previerky a znamkou z, na polrotnom vysvedceni.
Kritickd hodnota Pearsonovho koeficientu korelacie: r9(0,05)=0,6664
Percento tspesnosti: 49,28
Aritmeticky priemer zndmok z,= 3,44 Z,= 3,22
Disperzia skore D = 27,556
Smerodajna odchylka s = 5,249

p.C.| meno §t./ dlohy |1 |2 (3a|3b|4a [4b [4c |5 |6 (7[> |2y |20
1 Barbora 013121412 3002|2182 |3
2 Blazej 1121202 (3|1 (222172 |2
3 Dévid 113123010 (2|2(2|16|3 |3
4 Lucia 113121112 ]|0(0|2(2|14|3 |3
5) Miéria 10101 (3|1 (2|0(2|11|4 |3
6 Richard 0/3(2(0|1 3|11]0]|0]|0]10 |4 (4
7 Lydia 1(3(2|1,0 0|0 1|2(0(0]9 |43
8 Zdenka 113/1/1101{00]0]|0|0]|6 |4 4
9 Juraj 0O|0{1]|0[O0O|O]OOfO|O|1 |5 |4
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A skupina - disperzie a obtiaznosti jednotlivych tloh:

Di obtiaznost | D;

0,67 [0,667 Tahka |0, 222
2,22 10,741 lahka 1,506
1,67 (0,833 [velmi lahka |0, 222
1,11 {0,278 tazka 1,877
0,78 10,389 tazka 0,617
1,67 0,556 | stredna |1,778
0,33 10,167 |velmi tazka |0, 222
0,89 (0,444 | stredna |0,988
0,89 (0,444 | stredna |0,988
1,11 |0,556 Tahka |0, 988
11,33 | — — 9,407

¢.ulohy
1
2

S

=~
S
N[ ro| | po| ol po| | po| ol —| WY

[\
w

5
6
7

2

Reliabilita r = 0,732
Standardné chyba s; = 2,719

Ulohy 2, 3a, 3b, 4a, 4b st kalkulativne (skupina tloh I) a tlohy 1, 4c, 5, 6, 7
st problémové tlohy zamerané na pochopenie pojmov (skupina iloh IT). Na zdver
si uvedieme Statistické vyhodnotenie vztahu medzi si¢tom bodov v prvej a druhej
skupine tloh.

p.C. ziaka |1 [2]3[4|5]|6|7|8]9

II 4 18[7[5(6|1|3|1(0

Pearsonov koeficient korelacie medzi I a II je r,=0,447. Kritickd hodnota Pear-
sonovho koeficientu koreldcie je r9(0,05)=0,6664. Hodnota r, nedosahuje kriticki
hodnotu, preto mozeme zamietnut hypotézu o nenulovej korelacii medzi suctami
bodov ziskanych ziakmi v oboch skupinach tloh.

KVALITATIVNA ANALYZA NIEKTORYCH ULOH

Ako ukéazku budeme analyzovat’ dlohy 4a, 5, 6 a 7. Uloha 4a bola tazka pre
ziakov, aj ked o nieco lahSia ako uloha 3b. Problémom pre mnohych ziakov bola
odlisnost’ stupna polynému v citateli a v menovateli. Celkom spravne vyriesili
tlohu len dvaja ziaci (Blazej, Barbora). Barbora vydelila ¢itatela aj menovatela
vyrazom n?. Blazej dvakrat po sebe vydelil ¢itatela a menovatela vyrazom n.
Zdenka ulohu neriesila. Richard a Maria vydelili podobne ako Blazej citatela aj
menovatela vyrazom n, ale nevedeli dalej pokracovat. Lucia po predeleni vyrazom

n? nevedela pokracovat. Lydia, Juraj a David sa dopustili chyb hlavne pri predeleni:
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Juraj: lim —2 5 n’ > = lim nt?_ lim & _ -t =1
n— oo % + n_g + = n—oo n— oo 2 0

+3 140 140 1

Lydia: lim

Tieto riesenia svedcia o nedostatkoch vo vedomostiach ziakov pri uprave algeb-
raickych a v pripade Juraja aj ¢iselnych vyrazov.

Ulohy 5, 6 a 7 boli pre ziakov skupiny stredne tazké. Priblizne polovica ziakov
vyrieSila kazdu z uloh spravne. Juraj dlohy neriesil a ostatni uviedli nespravnu
odpoved.

ZAVER

Z analyz prac ziakov zistujeme , Ze pri preberani problematiky suc¢tu nekonec-
ného radu a limity postupnosti, musia ziaci vyuzivat’ poznatky z roznych tema-
tickych celkov matematiky ako st vyroky s kvantifikatormi, kone¢né a nekonecné
mnoziny, Uprava algebrickych a ¢iselnych vyrazov, operacie s mocninami. Mnohi
ziaci majui nedostatky v tychto tematickych celkov a u najslabsich z nich aj vo
vSetkych sucasne. To je potom pricinou mnohych Ziackych chyb pri rieSeni tloh
na limitu postupnosti a sticet nekonecného radu. V skolskej praxi a ani v uceb-
niciach matematiky sa nevenuje dostato¢na pozornost’ pochopeniu tychto pojmov.
Uspeénost’ ziakov pri rieSeni kalkulativnych 1loh este totiz nezarucuje, ze doslo aj
k hlbsiemu pochopeniu tychto pojmov.
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