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Kapitola 1

Stucasny stav problematiky v
skolskej] matematike

1.1 Pedagogické vychodiska

Limitné procesy patria k pomerne naroénym castiam Skolskej, najmé gymnazidlnej
matematiky. V sicasnosti sa obvykle vyucéuji podla ucebnic [36], [37], [76].

P. Bero a M. Hejny v [9] upozoriuji na ¢asti konfrontdciu medzi kalkulativnym
a teoretickym pristupom, ktora je pritomna v suc¢asnom vyucovani matematickej
analyzy. Ucitel s teoretickym pristupom vidi tazisko v presnej vystavbe tedrie limit-
nych procesov. Usiluje sa o to, aby Studenti ovladali definicie, vety a ich dokazy.
Ucitel s kalkulativnym pristupom sa snazi, aby Studenti zvladli, ¢o najndrocnej-
§i matematicky apardt a vedeli ho aj pouzivat. Z hladiska sticasnych trendov vo
vyucovani matematiky si obidva povazované za nespravne. W. Blum v [13] upozor-
nuje na urcité stereotypy vo vyucovani matematickej analyzy:

1. Prevlada velmi direktivna orientacia. Studenti sa uéia jednotlivé typy tloh a
algoritmov, ktoré sa vyskytuju v pisomnych pracach, na maturitnej a prijimacej
skuske.

2. Vyucovanie je menej orientované na to, aby si Studenti vytvorili o jednotlivych
pojmoch urcitd predstavu. Formdélne postupy si uprednostiiované pred obsa-
hovymi dvahami.

3. Jednotlivé casti uciva si malo prepojené, chyba dostatok priestoru pre opako-
vanie a nadviazanie na predchadzajiice ¢asti uéiva. Chyba naviznost na redlne
priklady zo Zivota, medzipredmetové vztahy.

4. Vyucovanie je metodicky chudobné, ¢o sposobuje, ze Studenti su pocas vyuco-
vania vacsinou pasivni.

P. Eisenmann v [23] sa domnieva, Ze Studentom chyba dostatok vhodnych mode-
lov limitnych procesov a propedeutika limitnych procesov je nedostatoéna. Pritom by
stacilo pre zlepSenie tohto stavu, keby ucitelia matematiky vyuzili priklady a modely,
ktoré su preberané pred 4. ro¢nikom gymnézia, na ukazanie pritomnosti limitného
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procesu. Takymito prikladmi moézu byt desatinné éisla s periodickym rozvojom, fun-
kcie, ktorych grafy maji asymptoty, obsah kruhu aproximovany obsahom vpisaného
alebo opisaného n-uholnika, iracionalna mocnina kladného realneho ¢isla a podobne.
Eisenmann v [23] uvadza aj d'alsie vhodné motivacné priklady a v [24] uvddza aj ich
klasifikaciu, ako aj klasifikaciu roznych druhov limitnych procesov.

Dalsim désledkom néroénosti limitnych procesov, na ktoré upozornuji D. Tall,
S. Winner v [91] je to, ze Ziaci nemaju vzdy spravnu predstavu o pojmoch a ich
vlastnd definicia pojmov je casto odlisnd od formdlnej definicie, ktord je sicastou
matematickej tedérie. Tieto problémy by nemali odradit uécitela matematiky od toho,
aby pomocou vhodnej propedeutiky vybudoval u svojich ziakov spravnu predstavu
pojmov limitnych procesov. Aj keby ziaci zo zaciatku formulovali nespravne svo-
je vlastné definicie, pri vhodnej precizacii, pouziti vhodnych modelov, prikladov a
protiprikladov, je mozné priviest Ziakov k spravnej formalnej definicii.

Ucebné osnovy matematiky pre osemrocné gymnazid (pozri [68]) maji pojmy,
ktoré sivisia s limitnymi procesmi, zaradené do posledného ro¢nika gymnazia v ramci
tematickych celkov Postupnosti a Uvod do infinitezimdalneho poctu. Tematicky celok
Diferencidlny a integrdlny pocet je zaradeny do rozsirujiceho uciva.

Podla [68] prvoradym tsilim pri vyucovani matematiky v osemro¢nom gymnéaziu
by malo byt, aby Ziaci nedostévali hotové poznatky, ale aby sa pod vedenim ucitela
sami dopracovali k ziadanym matematickym poznatkom. Tito predstavu podporuje
aj Spirdlovitost osnovania obsahu. Vysledkom maji byt trvalejsie matematické po-
znatky, ale aj vytvorenie navykov u ziakov pre zamerné pozorovanie spolo¢enskych
a prirodnych javov a na formulaciu zistenych suvislosti. Oproti doterajsej praxi sa v
osnovach nevymedzuje hodinova dotacia na jednotlivé tematické celky. Pocet hodin
urcuje ucitel podla kvality triedy.

Pre pojmy suvisiace s limitnymi procesmi si uvedené nasledovné ciele a obsahy:
Ciele
- uréit limitu (intuitivne),

- ur¢it postupnost ¢iastoénych stictov,

- urcit sucet radu,

- hladat rovnice doty¢nice polynomickej funkcie,

- urcovat okamziti rychlost a extrémne hodnoty v konkrétnych fyzikalnych tlohéch,
- chapat zmysel derivicie ako pojem, ktory opisuje zmenu,

- urcenie priebehu polynomickej funkcie,

- spoznat myslienku dolnych a hornych stétov pri vipocéte obsahov a objemov.
Obsah

Nekonecny rad, siucet radu, nekonecny geometricky rad a jeho sicet. Smernica do-
tycnice, okamzitd rychlost, extrémy (konkrétne tdlohy), limita, spojitost a derivédcia
(intuitivne). Obsahy ttvarov ohranicenych krivkou a objemy rota¢nych telies (in-
tuitivne).

Ucebné osnovy matematiky pre stvorroéné gymnazia si podobné osnovam pre
osemrocné gymnazia. Ich ciele si takmer totozné s tymito osnovami, preto uvedieme
len obsah uciva. Pojmy suvisiace s limitnymi procesmi su zaradené v poslednom
ro¢niku. Obsahuje ich tematicky celok Funkcie, rovnice a nerovnice III (pozri [100],
v hranatych zatvorkach je rozsirujice uéivo).
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Obsah

Limita postupnosti (intuitivne), konvergencia, divergencia postupnosti. Nekonecény
rad, Clastoény sucet (najméi aritmetického a geometrického radu), siucet geometric-
kého radu(intuitivne), [konvergencia/divergencia radu].

Smernica dotyé¢nice, okamzitd rychlost, hladanie extrémov (vsetko prostred-
nictvom riesenia konkrétnych tiloh), [limita a spojitost funkcie], derivécia (intuitivne),
derivécia polynomickych funkeii, sivis monoténnosti funkcie a jej derivacie, [okamzitd
rychlost, druhd derivécial, priblizné vypocty obsahov a objemov, [primitivna funkcia,
urcity integrall.

Vyucovanie matematickej analyzy v triedach gymnazii s rozsirenym vyucovanim
matematiky je odlisné od vyucovania v beznych triedach. Ako priklad uvedieme te-
maticky plan pre takéto triedy pre skolsky rok 2003/2004 na Gymnaéziu v Kosiciach,
Postova 9 (vid [92]). V 2. ro¢éniku st v rdmci tematického celku Funkcie preberané
pojmy: dotyénica ku grafu polynomickej funkcie (PF), derivacia PF, Lagrangeova
veta a jej dosledky, monoténnost PF, lokdlne extrémy PF, konvexnost a konkdvnost
PF, priebeh PF. V ramci tematického celku 3. ro¢nika Postupnosti a redlne ¢isla st
preberané pojmy: limita postupnosti, vety o limitéch, nekoneény rad. Dalsim tema-
tickym celkom v 3. ro¢niku je Diferencidlny pocet, ktory prehlbuje vedomosti ziakov
v oblasti diferencialneho poc¢tu ziskané v 2. ro¢niku a viac sa venuje aj pojmu limity
funkcie. V 4. roc¢niku je zaradeny tematicky celok Integrdlny pocet, ktory svojim
rozsahom je porovnatelny s integralnym poctom funkcie jednej premennej, ktory sa
vyucuje v ramci vysokogkolského stidia matematiky budicich uéitelov matematiky.

Podla u¢ebnych osnov matematiky pre stredné odborné skoly (pozri [63]) cielom
vyucovania matematiky na strednych odbornych gkoldch je poskytnit Ziakom ma-
tematické vedomosti a zruc¢nosti vseobecnovzdelavacieho charakteru, ktoré im budu
potrebné pri §tudiu ostatnych - najmé odbornych predmetov. Podla tychto osnov je
v kompetencii skoly zaradenie tematickych celkov do ro¢nikov.

Pojmy stuvisiace s limitnymi procesmi su zaradené v tematickych celkoch Postup-
nosti, Uvod do diferencidlneho poctu a Uvod do integralneho poctu. Ciele a obsahy
st formulované nasledovne:

Ciele

- poznat nekone¢ny geometricky rad, podmienky jeho konvergencie a jeho stcet,
vediet aplikovat poznatky o nekoneénom geometrickom rade,

- vediet aplikovat poznatky o postupnostiach, hlavne vo fina¢nej matematike.
pochopit pojmy limita, spojitost, derivécia,

vedietf derivovat jednoduché a zlozené funkcie,

osvojit si postup vySetrovania priebehu funkcie,

vediet aplikovat ziskané poznatky a zrucnosti v studovanom odbore,

- pochopit pojmy neurcity a urcity integral,

- vediet vypocitat a aplikovat témy integrdlov, ktoré st potrebné v odbore stidia.
Obsah

Pouzitie postupnosti vo finan¢énej matematike. Urokovanie a umorovanie. Nekonecny
geometricky rad. Limita funkcie a jej vlastnosti. Vypocet limity funkcie. Spojitost
funkcie. Vypocet derivacie funkcie. Vyznam derivacie. Priebeh funkcie. Pouzitie
diferencialneho poc¢tu v odbore. primitivna funkcia, neurcity integral, urcity integral.
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Vypocty integralov. Pouzitie integralneho poc¢tu v odbore.

Ceské ucebné osnovy pre gymnézia (pozri [99]) zaraduji pojmy stivisiace s limit-
nymi procesmi do rozirujiceho uciva. Je nim cast tematického celku Postupnos-
ti(limita postupnosti, vety o limitach, vyuzitie limit postupnosti, nevlastna limita,
konvergentné a divergentnd postupnost, nekonecny geometricky rad) a tematicky
celok Zaklady diferencidlneho a integrdalneho poctu. Posledny tematicky celok méa
nasledovny obsah:

Elementéarne funkcie, vlastnosti, grafy. Okolie bodu. Spojitost funkcie v bode a
na intervale. Limita funkcie v bode. Limita funkcie v nevlastnom bode. Vety o limi-
tach. Derivacia funkcie, geometricky a fyzikalny vyznam. derivacie elementarnych
funkcii. Derivacia suctu, sucinu a podielu funkcii. Derivacia zlozenej funkcie. Druha
derivacia. Priebeh funkcie. Vyuzitie diferencidlneho poctu.

Primitivna funkcia. Primitivna funkcia k zakladnym funkcidm. Urcity integral.
Vypocet obsahu obrazca. Objem rotacného telesa. Fyzikalne aplikacie urcitého in-
tegrélu.

Osnovy osobitne doporucuju, aby toto rozsirujice ucivo bolo zaradené do obsahu
uciva pre pripravu ziakov na vysokoskolské stidium matematicko-prirodovednych,
technickych, ekonomickych a d'alsich smerov, v ktorych sa dobra pripravenost Ziakov
z matematiky vyzaduje. Tak ako slovenské uc¢ebné osnovy matematiky pre stredné
odborné skoly ponechévaju tieto ¢eské osnovy zaradenie tematickych celkov do roc-
nikov na skolu a vyucujiceho.

Podobne ako ¢eské uéebné osnovy aj polské uéebné osnovy pre gymnézié a stredné
odborné skoly (pozri Babianski [3]) zarad'uji pojmy stvisiace s limitnymi procesmi do
rozsirujuceho uciva. 7Z obsahovej stranky st podobné ¢eskym osnovam. V rdamci te-
matického celku Spojitost a derivdcia funkcie uvddzaji aj pojem jednostrannej limity
funkcie. Na rozdiel od slovenskych u¢ebnych osnov tieto tematické celky su zaradené
do predposledného rocnika.

Z cielov a obsahov uvedenych uéebnych osnov je vidiet, Ze fazisko vyucovania
limitnych procesov uz nie je vyluéne na ich kalkulativhom zvladnuti, ale je dolezité
dosiahnut, aby pocas vyucovacieho procesu Ziaci dospeli k sprdvnemu porozumeniu
tychto pojmov a vedeli ich aplikovat v praxi. Na to upozorituje A. Sierpinska v
[83]. V nasledujucich kapitolach rozoberieme problémy jednotlivych pojmov limit-
nych procesov z hladiska tedérie vyucovania matematiky podrobnejsie. Budeme si
véimat, ako si tieto pojmy zavedené v roznych uéebniciach matematiky, pretoze pri
experimentalnom vyucovani vystupuje experimentator v pozicii noosférického ucitela
(pozri Trencansky a kol. [94]).

1.2 Limita postupnosti a sticet nekonec¢ného radu

G. Herden, N. Knoche, V. Pickartz v [41] uvddzaji 3 definicie limity postupnosti:

1. Redlne ¢islo a je limitou postupnosti (a, )%, prave vtedy, ked

Vee RY dmeN VneN;, n>m=la,—a|<e
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2. Reélne ¢islo a je limitou postupnosti (a,)S, prave vtedy, ked Ve € R plati
|a, — a| < € pre takmer vSetky prirodzené ¢isla n.

3. Reélne ¢islo a je limitou postupnosti (a,,)2; prave vtedy, ked v kazdom okoli

¢isla a lezia takmer vsetky ¢leny postupnosti (a,)52 ;.

Vyraz ,takmer vSetky” znamend, ze dani podmienku nespfﬁa len konec¢na mnozina
prvkov. 2. a 3. definicia je povazovana za jednoduchsi pristup k abstraktnému pojmu
limity, lebo obsahuje menej kvantifikatorov v explicitnom tvare.

Vo viacerych publikécidch sa za pricinu tazkosti v chdpani limitnych procesov
povazuje velky pocet kvantifikdtorov v definicidch ich pojmov. V klasickej ,e — §”
koncepcii sa v definicidch vyskytuju obvykle tri kvantifikatory. Okrem hore spo-
menutych 3 definicii uvadzaji G. Herden, N. Knoche, V. Pickartz este dalsie Styri
definicie.

1. Reélne ¢islo a je limitou postupnosti (a,)%; prave vtedy, ked

YU(a) dmeN ¥YneN; n>m= a,cU(a).

2. Reélne ¢islo a je limitou postupnosti (a,)S2; prave vtedy, ked v kazdom okol{
¢isla a lezd nekoneéne vela ¢lenov postupnosti a mimo neho lezi najviac koneény
pocet ¢lenov.

3. Redlne ¢islo a je limitou postupnosti (a,)2, prave vtedy, ked postupnost
(a, —a)2>, je postupnost, ktorej limita je ¢islo nula.

4. Funkcia f so sprava neohrani¢enym definicnym oborom D(f) mé pre z — oo
limitu redlne ¢islo a, ak pre Ve € Rt Jr € RT, ze pre vsetky z € D(f)
s vlastnostou z > r plat{ f(z) € U.(a) (postupnost je chdpana ako funkcia
definovand na mnozine vsetkych prirodzenych ¢isel).

V nemeckych uéebniciach sa velmi ¢asto najprv zavadza pojem Nullfolge, ¢o je postup-
nost, ktorej limita je rovna nule. Potom pomocou nej sa definujui limity aj ostatnych
konvergentnych postupnosti pomocou naposledy spomenutej definicie 3.

Zaujimava je aj uéebnica Rosenblooma, Schustera [80], ktord motivuje klasicki de-
finiciu limity postupnosti pomocou rekurentne definovanych itera¢nych postupnosti.
Vezmime si napriklad postupnost

1 3
x1:2,xn+1:§ T, +— .

Tn
T4to postupnost sa pouziva na aproximéciu ¢sla /3. Najprv si ukdzeme, ze
1
|z, — V3| < o
Vyuzijeme pritom dokaz matematickou indukciou.

1 1
Nech n = 1. Potom |z; — V3| = |2 — V3| < o1 ¢o plati. Nech |z — V3] < o je
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1
indukény predpoklad. Vyjadrime |z, 1—v/3| = ‘5 (xk - ) V3 ’

J;i +3— 231,
ka

= VAl = VAP (5)

KedZe podla indukéného predpokladu plati

a:k—\/_> takzrejmexk>\/§——>\/§——>1>0
1\2
NS <?> 1 1
Odtial mamex—k—@ < 1. Preto 2] < 21 < TEsE

Takto sme dostali odhad, ze ak chceme vypocitat hodnotu ésla v/3 s presnostou
na jednu tisicinu, potrebujeme na to 10. ¢len postupnosti. Ak chceme vypocitat
hodnotu ¢isla v/3 s presnostou (e € R1), ndjdeme prirodzené ¢islo m € N také, ze
pre vSetky prirodzené ¢isla n vacsie ako m plati |z, — \/§| < e. Staci vybrat éislo
m také, ze 2™ > e71. Teraz mozeme zaviest klasickd definiciu limity postupnosti.
Okrem tejto definicie sa spomina v ucebnici [80] aj nasledovna:

Reélne ¢islo a je limitou postupnosti (a,,)5%; prave vtedy, ked pre kazdé okolie U
¢isla a existuje prirodzené cislo m také, ze pre vSetky prirodzené cisla n > m plati
a, € U.

Ruskd autorka L. T. Zukova v [109] sa zamysla nad pojmom spojitost funkcie,
pricom ju definuje klasickym ,,e — 0" sposobom, ze funkcia je spojita v bode a, ak pre
Ve>0 36>0 VeeD(f); |r—al]<d—|f(x)—f(a)] <e. V cviceniach, k tejto
definicii vymiena poradie kvantifikatorov a poradie vyrokov v implikacii a tlohou
ziaka je zodpovedat otdzku, ¢ takto zmenené definicie mozu byt este korektné pre
pojem spojitosti funkcie. Podobne moZno postupovat aj pri definicii limity postup-
nosti:

Reélne ¢islo a je limitou postupnosti (a,)%, prave vtedy, ked

Vee RY dmeN VneN; n>m:>|an—a]<5.
Ak by sme vymenili napriklad prvé dva kvantifikatory, dostali by sme: Redalne ¢islo
a je limitou postupnosti (a, )22, prave vtedy, ked

Jee Rt VmeN VneN; n>m=|a,—a| <e.
Vezmime si teraz postupnost ((—1)")7 | a zvolme a = 0, = 2. Potom

Vme N VneN; n>m:>]( )" < 2.

Tuto definiciu uvedend postupnost splna ale vieme, Ze je to oscilujica postupnost,
ktord nemd limitu. T4to zmenend definicia je nesprdvna. Skisme teraz vymenit
poradie v implikdcii: Reélne ¢islo a je limitou postupnosti (a,,)S%; prave vtedy, ked

Vee R"3Im e NVn € N; |a, —al| <e=n>m.

Znova si vezmime postupnost ((—1)")7, a zvolme a = 0. Potom

Vee R"dme NVne N; |(-1)"|<e=n>m.

Ak 0 < ¢ < 1, tak predpoklad implikacie je vzdy nepravdivy a celd implikdcia
je pravdiva pre kazdé prirodzené ¢islo m. Ak € > 1 predpoklad aj zaver je vzdy



1.2 Limita postupnosti a stcet nekonecného radu 11

pravdivy. To by mohlo znamenat, Ze limitou tejto postupnosti je ¢islo 0, ¢o vsak tiez
nie je pravda.

Autorka v cviceniach svojej ucebnice kladie akcent aj na to, aby ziaci zvladli
negéciu kvantifikovanych vyrokov. Napriklad Jirrolo (—=1)™ #£ 0, lebo ak vezmeme

8:%,taka€N dn € N; an/\|(—1)"|:12%.

Ziaci ¢asto nerozumejd, preco definicie pojmov limitnych procesov maji taky
tvar, aky maju, a preto potrebuji poznat kontrapriklady v pripade zmien v takychto
definicidch, aby mohlo u nich dojst k hlbsiemu poznaniu danych pojmov. Logické
komplikovanost ,e — §” definicii poukazuje na to, ze je dolezité, aby ziaci zvladli
matematicki logiku.

Fréderique Papy v [69] predstavuje velmi abstraktni koncepciu vyucovania ma-
tematickej analyzy pomocou topologickych pojmov a tedérie metrickych priestorov.
Podla tejto koncepcie definuje limitu postupnosti bodov metrického priestoru M s
metrikou d takto:

nlirgloxn:a(:}VEGRJr dneN VneN; n>m=d(x,a) <e.

Igor Kluvanek v [55] tvrdi, ze usilie vynalozené na limity pri vyucovani mate-
matickej analyzy nemusi mat vzdy zmysel. Problémom je to, ze je tazké presvedcit
ziakov, Ze limity mozu mat iny zmysel ako ich formélnu definiciu. Pritom je mozné
vyucovat tento pojem zaujimavym sposobom, ktory ukazuje nasledujtici priklad:

Nech a,b su prirodzené ¢isla. Dokézme, ze medzi ¢islami ¢, = va?n? + b, kde

n=0,1,2,..., je len konecne vela celych ¢isel(alebo Ziadne).
b bva?n? —b b
cn:\/a2n2+b:\/a2n2—|—b.l—): T+ ; an + = an+

+b (\/ a’n? +b— an) (\/aQn2 +b+ an)
va*n? + b+ an

=an +

b
Vazn2 +b+an

b 1
Plati lim = 0. Pre ¢ = — existuje prirodzené ¢islo m,
n—oo \/a’n? 4+ b+ an 2 P
§ § : L ) b 1
ze pre vSetky prirodzené c¢isla n platin > m = — < —.
a*n?+b 2

To znamena, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n, n > m plati an < ¢, < an + 5

1
Ak oznacime an = k, kde k je nezaporné celé ¢islo, potom k < ¢, < k+ 3 Pre vset-

ky prirodzené ¢isla vécsie ako ¢islo m plati ¢, ¢ N a ak existuju prirodzené éisla c¢;,
tak to mozu byt len pre niektoré prirodzené &islo ¢ mensie ako m.

Pri preberani pojmu limity postupnosti (napriklad pri praci s nadanymi ziakmi
v matematickom kriizku) je cenné venovat pozornost limite monoténnej postupnosti
a limite postupnosti pomocou pojmov limes superior a limes inferior. To sa neskor



1.2 Limita postupnosti a stcet nekonecného radu 12

vyuziva pri budovani konvergencie v usporiadanych struktirach (pole javov v prav-
depodobnosti, spojitost integralu - Lebesgueova veta) a vSeobecne integrovania na
usporiadanych strukturach.

Hayen v [35] zavadza nasledovné stupne porozumenia pojmu limity postupnosti:
1. Intuitivny poznatok
Tento poznatok je u ziakov prezentovany na béaze intuitivnych predstav. Ako priklady
mozno uviest obsah kruhu ako limita obsahov vpisanych alebo opisanych mnohouhol-
nikov. Hayen doporuc¢uje limitu postupnosti ukdzat najprv na priklade ,,nulovych po-
stupnosti”, t.j. postupnosti, ktorych limita je rovna nule. Aj naposledy spomenuty
priklad je mozné takto pouZitf, pretoZe rozdiel obsahu kruhu a obsahov vpisanych
mnohouholnikov je postupnost, ktorej limita je rovnd nule.
2. Obsahovy poznatok
Pri tomto stupni sa pracuje s ndzornymi definiciami ako ,,V kazdom okoli limity lezi
nekonecne vela ¢lenov a mimo okolia koneéne vela”. Na tomto stupni Ziaci spozndvaji
aritmetické a geometrické postupnosti, postupnosti ¢iastocnych stuctov. Pomocou
grafickych predstév alebo kalkulacky vedia na jednoduchych prikladoch rozlisit kon-
vergentnt a divergentnd postupnost.
3. Formalny poznatok
Na tomto stupni sa ziaci oboznamujui s forméalnou definiciou limity postupnosti.
Pouziva sa na vysSetrovanie konvergentnosti postupnosti. Vlastnosti konvergentnych
postupnost{ ako monoténnost a ohrani¢enost je vhodné zaviest v tejto etape.
4. Integrovany poznatok
Pri tomto stupni upeviiujeme u ziakov pochopenie vlastnosti konvergentnych radov
ako Cauchy - Bolzanovo kritérium konvergencie, poznatky o konvergentnych postup-
nostiach, pomocou ktorych boli v minulosti aproximované hodnoty iracionalnych ¢isel
(napriklad retazcové zlomky).
5. Kriticky poznatok
Na tomto poslednom stupni sa limita postupnosti pouziva pri definiciach centralnych
pojmov matematickej analyzy (derivécia funkcie, spojitost funkcie, urcity integral).
V tejto etape je mozné kriticky rozobrat aj niektoré paradoxy z histérie matemati-
ky(napriklad Achilles a korytnacka).

Tieto etapy mozno porovnat so stupfiami poznévacieho procesu u Milana Hejného
v [40], [39].
1. Motivéacia je velmi dolezit4 etapa, lebo je ,motorom” pozndvacieho procesu. V
psychike ziaka je rozpor medzi ,,neviem” a ,chcel by som vediet”. Ziak chce vyriesit
nejaky problém a jeho sucasné vedomosti mu na to nestacia, preto je v niom tuzba
po ziskani novych poznatkov a skisenosti, ktoré mu umoznia rieit problém.
2. Etapa separovanych modelov je etapa, v ktorej ziak riesi problém pomocou
rozliénych separovanych modelov, vd aka ktorym ziskava nové skiisenosti. Zo zaciatku
nevid{ vzdjomné stvislosti medzi tymito skisenostami. Konkrétnou ¢innostou s mo-
delmi vd'aka strukturalizacii a klasifikicii dosahuje univerzalny model, ktory predtym
pouzivané modely zatupuje alebo nahradza. S ¢im viac roznorodymi modelmi aj z
mimomatematickych oblasti sa ziak stretne, tym je jeho neskorsie poznanie pevnejsie.
3. Etapa univerzalnych modelov je dolezita v tom, ze univerzalny model ukazuje
najdolezitejsie vlastnosti separovanych modelov a zhina ich v sebe. K tomuto modelu
ziak moze dospiet tym, Ze najprv zisti, Ze uréité separované modely st rovnaké. Po-
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kra¢uje poznanim, Ze tieto modely sa moézu navzajom zastupovat a nakoniec si zvoli
jeden abo viac univerzalnych modelov, vhodnych na zastupovanie inych modelov. Pri
praci s tymito modelmi alebo uZ pri ich objaveni moéze ziak objavit poznatok a do-
spiet k abstraktnému poznaniu. Tento moment je nasledovna etapa.

4. Abstrakény zdvih déva zrod abstraktnému poznaniu. Je to hlbsi vhlad do
daného poznania. Nové poznatky, vztahy, pojmy a zdvislosti medzi fenoménmi sa
vymedzuji a osamostatiuji. Ziak v tejto etape tieto nové poznatky overuje na
pouzitych modeloch.

5. Etapa krystalizdcie m4 za ciel udomécnit nové poznanie v existujticej kog-
nitivnej strukture. Viaze sa na existujice vedomosti. Najprv na drovni modelov,
potom na urovni abstraktného poznania. Obvykle je to dlhodoby proces, ktory u
kazdého ziaka prebieha individualne. Tomu napomahaju rozlicné ulohy, ktoré ziak
riesi zamerané na aplikacie novych poznatkov.

Etapa automatizécie podla Hejného uz nepatri do pozndvacieho procesu, preto uz
nie je ocislovand. Je to nacvik uz poznaného, ziskanie urcitej rutiny pri pouzivani
novych poznatkov. Ziak automaticky riesi problémové tlohy a nepotrebuje pri ich
rieSeni modely pouzivané v predchadzajicich etapach.

V konkrétnom poznévacom procese sa mozu tieto etapy aj prekryvat. Ziak v 3.
etape sa moze vratit do 2. etapy, aby ju obohatil o d'alsi model, pripadne pouzil
niektory uz pouzity separovany model pri ziskavani nového poznatku.

Prvé dve etapy, ktoré uvadza Hayen v [35], zodpovedaji etapdm separovanych a
univerzalnych modelov. Chyba vSak etapa motivacie, preco sa vobec pojmom limita
postupnosti zaoberame. Na tomto mieste by bolo vhodné motivovat Ziakov pomocou
prikladov a paradoxov z histérie matematiky a z praxe. Tretia etapa formélneho
poznatku zodpoveda objavu poznatku a abstrakénému zdvihu. Integrovany a kriticky
poznatok zodpovedaju etape krystalizacie.

Etapa automatizacie je pri pojme limita postupnosti pomerne naroc¢na, pretoze
pri niektorych tlohdch je potrebné najprv zistit, ¢i je dand postupnost vobec kon-
vergentnd a az potom mé zmysel vypocitat jej limitu. Weigand v [103] uvéadza, ze
intuitivne porozumenie pojmu limity postupnosti sivisi s pojmami hromadny bod,
okolie ¢isla. Tieto pojmy sa u nas preberaju na vysokej skole, pripadne na gymnaziach
s rozsirenym vyucovanim matematiky.

Tall a Viner v [91] pojem limity postupnosti zavddzaji pomocou postupnosti
(2%):):1. Ak mame ¢islo p € RT, tak existuje m € N, ze pre vSetky prirodzené ¢isla
© > m plati QL‘ < 107P. Na zaklade toho konstatuju, ze limita postupnosti je nula. Z
presného matematického hladiska by bolo presnejsie, ak by ¢islo 107 bolo nahradené
kladnym realnym ¢islom. Nakoniec aj oni definuju klasicki Cauchyho definiciu.

Davis a Vinner v [19] popisuju tri formy zavedenia definicie limity postupnosti:
I. Informac¢na (Intuitivna) forma
Hovorime, Ze postupnost ai,as,...,ay,... ma limitu L, ak ,takmer vSetky” ¢leny
postupnosti ,,su priblizne rovné” L, kde

1. ,priblizne rovné” znamend, Ze ked si vezmeme Iubovolnii pozitivnu toleranciu
¢ t.j. kladné redlne ¢islo, tak a,, sa 1isi od L menej ako o €.

2. takmer vsetky” znamen4, Ze vlastnost 1 nie je splnend iba pre koneény pocet
¢lenov postupnosti aq, as, ..., ay, ...
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II. Geometricka forma
Znéazornime graf postupnosti:

Obr. 1

v

Ak budeme hladat kandidata na limitu, ozna¢me ho L, tak graf vyzerd podobne ako
v nasledovnom obrazku:

Obr. 2

Ak si zvolime kladné redlne cislo e, tak dostaneme:
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Obr. 3

-
+
Ll

X

v

Ak L je skutoéne limitou postupnosti, tak musi existovat iba koneény pocet ¢lenov,
ktoré nelezia v pase. Preto existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati, ze pre vsetky
prirodzené ¢isla n, n > m vsetky ¢leny a,, lezia v pase.

III. Obvykla formalna definicia

Cislo L je limitou postupnosti (a,),, ak

Vee RY dme N VneN; n>m=L—-c<a,<L+e.

Podla Davisa a Vinera [19], Bendera [7], Sierpinskej [83], Mundy/Graham [65] je
vaznym problémom, ktory sa dotyka aj limitnych procesov, vzdjomny vztah racio-
nalnych ¢isel, zlomkov a desatinnych ¢isel s periodickym desatinnym rozvojom.

Ziaci vedia pochopit, ze 5 = 0,333... = 0,3. Najcastejsie chapu tito rovnost
ako vysledok delenia, ¢ize % =1:3=0,333.... Zapis 0,3 je vtedy chapany ako
z4pis nekoneéného mnozstva trojok za desatinnou éiarkou. Rovnost 0,3 = % mozeme
chapat ako postupnost 0,3;0,33;0,333;... alebo ako &iselny rad 0,3 + 0,03 + ...
Bender tvrdi, Ze Ziaci nevedia pochopit, Ze tento limitny proces vedie k limite, ktorou
je cislo % Preto pochopia hlbsie rovnost % = 0,3 len vtedy, ak sd ich poznatky na
primeranej urovni. Podobne Mundy/Graham v [65] spominaji ¢asti argumentéciu
ziakov, ze &islo 0, 9 je iba priblizne 1, ale nie je to presne 1. To zodpoveda aj vysledkom
experimentu uvedenom v [33].

Davis a Vinner aplikuji v [19] definiciu limity na prikladoch postupnosti desa-
tinnych ¢isel. Postupnost 0,9; 0,99; 0,999;... je rastiica postupnost. V tomto priklade
podobne ako I. Kluvének v [54] pri pojme sumovatelnej postupnosti, definuji limitu
L postupnosti {a,}>°, ako najmensie redlne ¢islo, pre ktoré a,, < L pre vsetky hod-
noty prirodzenych ¢isel n. Analogicky je definovana limita klesajicej postupnosti. Na
prikladoch postupnosti typu 1,1; 0,9; 1,01; 0,99; 1,001; 0,999;... je ukdzana potreba
presnej Cauchyho definicie limity postupnosti.

Tento metodicky postup zdovodnuji schémou poznavacieho procesu pojmu limi-
ty postupnosti (pozri obr. 4). Schéma predstavuje paralelnii struktiru, ktorej Tavé
strana je viac abstraktna, prava viac konkrétna pre ziaka a vhodna je preto aj pre
gymnazialny stupen. Abstraktnejsia linia je vhodnejsia len pre vysokoskolsky kurz

matematickej analyzy, pripadne pre gymnazia s rozsirenym vyucovanim matematiky.
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Obr. 4
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Isté prvky spominanej konkrétnej linie je mozné pozorovat aj v uéebniciach Hechta v
[36], [37]. V [36] je pojem limity postupnosti uvadzany prikladmi postupnosti, ktoré
aproximuju hodnoty niektorych realnych ¢isel. Potom uvadza trojicu prikladov, na
ktorych chce priblizif pojem konvergencie, ktord je zatial chdpand len intuitivne.
Potom formuluje formdlnu definiciu limity postupnosti. Nésledne ju vysvetluje na
priklade a aj graficky interpretuje.

V ucebnici Odvarko a kol. [66] je limita postupnosti zavadzand s vyuzitim grafickej
interpretacie konvergentnych postupnosti. Potom je limita postupnosti definovana
nasledovne: Redlne ¢islo L sa nazyva limita postupnosti (a,)re,, ak pre

Ve € Rt dm € N, ze vsetky cleny danej postupnosti poéntic clenom a1 si z
intervalu (a —e,a + ¢€).

Autor postupoval podobne aj v uéebnici [67] a pouzil definiciu: Cislo a sa nazyva
limita postupnosti (a,)%; prave vtedy, ked ku kazdému kladnému ¢islu e existuje
no € N tak, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n, n > ng plati |a, —a| < e. Tuto definiciu
pouziva aj ucebnica Babianski W. a kol. [2].

Kraemer a kol. v ucebnici [60] zavddzaji pojem limity postupnosti pomocou poj-
mu nulovej postupnosti. SnaZia sa riegit aj problém s velkym poctom kvantifikdtorov
v definicidch, na ktory upozoriuje aj G. Herden, N. Knoche, V. Pickartz v [41]. Pojem
limity postupnosti je definovany nasledovne:
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Definicia 1. Hovorime, Ze skoro vietky éleny postupnosti (a,)>, maji nejaki viast-
nost, ak maji tito vlastnost vietky také cleny a,, ktorijch index je vicsi neZ urcité
vhodne zvolené cislo r.

Definicia 2. Hovorime, Ze postupnost (a,)°, je nulovd prdve vtedy, ked pri lubo-
volnej volbe kladného éisla k nerovnost |a,| < k plati pre skoro vietky indexy n.

o0

Definicia 3. O ¢isle a hovorime, Ze je limitou postupnosti (a,)S>,, ak je postupnost

(an — @) nulovd.

Vhodné je poznamenat, Ze v definicii 2 mohli autori lepsie vyuzit definiciu 1, ak by
nahradili tvrdenie , plati pre skoro vSetky indexy n” tvrdenim ,plati pre skoro vSetky
¢leny postupnosti (ay,) Podobna definicia sa nachadza aj v ucebnici Klaczkow
K. a kol. [52]:

oo »
n=1 -

Definicia 4. Cislo g je limitou postupnosti (a,)22, prdve vtedy, ked pre kazdé kladné
redlne ¢islo € takmer vietky cleny postupnosti (a,)s, sa nachddzaji vo vzdialenosti
mensej ako € od cisla g.

Tieto definicie st potom precvicované na konkrétnych prikladoch konvergentnych
a divergentnych postupnosti. Tento sposob definovania je dost rozsireny v nemeckych
ucebniciach (napriklad v [15], [42]), kym na Slovensku je v sti¢asnosti pomerne zried-
kavy. Dalsf zaujimavy pristup k zavedeniu limity postupnosti mozno najst v [59].

Vd'aka naro¢nosti pojmu limity postupnosti existuji snahy zaviest niektoré pojmy
vyuzivajuce limitu bez nej. Bindl v [12] zavadza pojem sic¢tu nekoneéného geomet-
rického radu nasledovne:

Obr. 5
C
a
B2 E
aq
ag \F
D od
aqg G
H ™~ad’
A S O

|BA| _ |DE)|

40|~ [EB|’ Cleny geometrickej

ADEB ~ ABAO podla vety (uu). Preto plati
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postupnosti si reprezentované dizkami useciek, ktoré su rovnobezné so stranami AC'
alebo AO. Ak oznacime sucet nekoneéného geometrického radu ako s, potom

|AO| = |AC| = s. Dalej |EB| = a,|DE| = aq. Takto dostaneme

[BA| _ ag

— ateda |BA| = sq. Dalej |AC| = |BA| + |BC|. Po dosadeni s = sq + a.
s a

) a/ ~ . ~ ~ . Y s

Odtial s = T—2 Tento dokaz je vsak pouzitelny len pre 0 < ¢ < 1.
-9

L. Kluvének v [54], [55] sa zaoberd najprv si¢tom nekonecného radu s nezdpornymi

¢lenmi, pricom sucet s tohto radu definuje ako najmensie ¢islo, ktoré je vacsie alebo

n
rovné kazdému ¢iastoénému sucétu radu. Nerovnost g a; < s plati pre kazdé n € N.
i=1

n
Zaroven ak t je také ¢islo, ze Z a; < t, tak s <t. Tieto dve podmienky, ktoré stacia
i=1
na definiciu pojmu stcet nekoneéného radu, velmi pripominaji definiciu suprema
lim a, = sup{a,;n € N}, kde a, je monoténna rastiica postupnost. Okrem tohto

n—oo
sposobu sa I. Kluvédnek snazil pouzit aj sposob, ktory pripomina klasicki definiciu
limity postupnosti. Poslednt podmienku preformuloval:

n

Ku kazdému redlnemu cislu 0 < s dn € N také, ze 0 < Z a;. Teraz ked ozna-

i=1

n n
¢ime € = s — 0, tak dostaneme s — ¢ < E a;. Ak vieme, ze g a; < s, dostaneme
i—1 i=1

n
vysledni podmienku Ve € RT 3n € N, pre ktoré plati s—e < Z a; < s.

i=1
To znamend, Ze sticet nekoneéného radu aproximuju jeho ¢iastocné stcty s lubovolnou
presnostou. Od tejto podmienky je uZ len , krocik” k podmienke

n
YVee RT ImeN VneNplatinzm:>3—€<2ai<s+5.
i=1
Tato podmienka je uz vhodna pre definovanie siuctu kazdého nekoneéného radu. V
ucebnom texte, ktory je dodatkom B tejto prace je preto vypracovany prave tento
postup odvodenia definicie stc¢tu radu. I. Kluvdnek v [55] d'alej tvrdi, Ze ,usilie
vynaloZzené na limity sa nevypldca, lebo nemusi presvedéit Ziakov, Ze limity mozu
mat iny zmysel ako svoju formdlnu definiciu”. Z tohto dovodu je v uéebnom texte
navrhnuty postup, respektujuci historicky vyvoj.
Najprv je v nom zavedeny sucet nekonecného radu a néasledne je zavedeny pojem
limity postupnosti. Nekoneény rad mé stcet s prave vtedy, ked

YVee RY ImeN VneNplatian:>s—5<Zai<s+5.
i=1
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Teraz staci vziat postupnost ¢iastocnych sictov s, a dostaneme definiciu

nli_)rgosn:s@VSERJr IneN VneNplatin>m=s—ec<s, <s+e.
T4to definicia je vhodna pre akikolvek postupnost bez ohladu na to, & je alebo nie
je postupnostou ¢iastoénych siuctov radu.

Hecht v [36] a Odvarko v [67] definuji sucet nekonecného radu ako limitu postup-
nosti jeho ¢iastoénych suctov. Klaczkow v [52] a Babianski v [2] sice definuju stcet
radu analogicky, ale definuju ho vyluéne pre nekonec¢ny geometricky rad. Tento pojem
spomina medzi cielmi vyu¢ovania matematiky na gymnéziu (Iyceu) aj Domoradzki v
[21].

1.3 Limita funkcie

Limita funkcie je dost odlisny pojem od limity postupnosti nielen z historického,
ale aj z metodologického hladiska, aj ked je mozné chépat limitu postupnosti ako
Specialny pripad limity funkcie v nevlastnom bode. Tietze, Klika, Wolpers uvadzajui
v [93] styri definicie limity funkcie v bode: Reélne ¢islo L sa nazyva limitou funkcie
f v hromadnom bode a jej definicného oboru D, ak

l.Vee RT3 € Rt Ve € Dplati 0 < |z —a|] < § = |f(x) — L| < e (Cauchyho
definicia).

2. Ve € Rt 3§ € Rt Va € (D/{a}) N Us(a) plati f(z) € U.(L) (Us(a) je § -
okolie bodu a, U.(L) je € - okolie bodu L).

3. pre kazdu postupnost (z,)%%,,x, # a, ktord konverguje k ¢&islu a plati, ze po-
stupnost (f(z,)).— konverguje k ¢islu L (Heineho definicia).

4. funkcia f ma v bode a spojité pokraéovanie(prediienie) s funkénou hodnotou
L.

Podobne formuluje tieto styri definicie aj Hischer /Scheid v [43]. Posledni z tychto
definicii vyuziva vo svojej koncepcii vyucovania matematickej analyzy aj Kluvanek v
[54], [55]. Argumentuje tym, Ze ,nie je vyhodné najprv zaviest pojem limity funkcie
a pomocou nej definovat spojitost. Z pedagogického hladiska je velky rozdiel v tom,
ktory pojem zavedieme ako prvy. Kazdy skiseny uéitel zdoraznuje, Ze limita funkcie
v bode nie je jej funkénd hodnota v tomto bode. Pre Ziaka je velmi tazké konceptudlne
rozlisit dva pojmy, ktoré st podla jeho skiisenosti identické.”

Dalsim problémom je, ze pri zavddzani pojmu limity funkcie v bode vystupuje
otazka jej existencie. Kym definicia spojitosti obsahuje tri, tak definicia limity funkcie
v bode obsahuje az styri kvantifikdtory.

Z tohto dovodu Kluvanek definuje najprv spojitost funkcie v bode: Funkcia f je
spojitd v bode a, ak ku kazdému okoliu V' hodnoty f(a) existuje okolie U bodu a
také, ze pre kazdé x € U plati f(z) € V. Jeden kvantifikdtor by sa dal aj odstranit,
ak by sme zépis ,,pre kazdé = € U plati f(x) € V” nahradili zdpisom
Sf(U)={f(x);z e UL C V7.
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Potom je definovana limita funkcie: Nech f je funkcia a nech a je hromadnym
bodom jej definicného oboru D. Nech L € R a F je funkcia definovana nasledovne:

1. F(x) = f(x), pre kazdé x Za ANz € D

2. Fla)=1L
Potom lim f(z) = L & F(z) je spojita v bode a.

Okréma Kluvanka tymto sposobom je definovana aj v inych uc¢ebnych textoch
(pozri napriklad [58]).

Hecht v ucebnici [37] zaviedol pojem limity funkcie f v bode a pre pripad, ze
funkcia f sa malo lisi od nejakej spojitej funkcie, ktora je v bode a definovana: ,,Nech
pre funkciu f a otvoreny interval M obsahujici bod a je g taka spojita funkcia na
mnozine M, ze g(x) = f(z) pre vsetky € M — {a}. Potom limitou funkcie f
v bode a nazyvame ¢islo b = g(a)”.

V poznamke 2 sice vysvetluje, Ze v tejto definicii pojem spojitej funkcie nebol
eSte zavedeny, ale ho nésledne zavadza intuitivnym sposobom: , Funkcia je spojita
na intervale I, ak jej graf na I mozno nakreslit jednym tahom, teda bez toho, aby sme
zdvihli pri kresleni tuzku.” Nakoniec uvadza bez dokazu limitu stuctu, rozdielu, stucinu
a podielu funkcii. Za presnu definiciu limity funkcie povazuje klasicki Cauchyho
definiciu. Pre zaujimavost mozno spomentit, Ze ttito definiciu limity pouziva uz aj
Hronec v [46]: ,,Hovorime, ze funkcia f(z) méd v bode z = a limitu b, ak ku kazdému
¢islu n existuje také ¢islo e, ze pre vsetky z, vyhovujice nerovnosti |z — a| < ¢ je
|f(z) —al <n”

Riecan a kol. v uéebnici [76] definuje pojem limity pomocou pojmu okolia bodu.
Tieto pojmy definuje nasledovne:

Definicia 5. Okolim O(a) bodu a rozumieme lubovolny interval O(a) = (a—r,a+7),
kde r je kladné ¢islo (polomer okolia O(a)).

Definicia 6. Nech f je funkcia, ktord je definovand v okoli bodu a, pripadne okrem
bodu a. Funkcia f md v bode a za limitu ¢islo L, ak k lubovolnému okoliv U(L) bodu
L existuje také okolie V(a) bodu a, Ze pre vsetky x € V(a),x # a plat{ f(z) € U(L).

Potom st v ucebnici uvedené vety o tom, ze

1. Funkcia f ma v danom bode najviac jednu limitu.

2. Limita siuctu funkcii v danom bode je rovna suc¢tu limit jednotlivych funkcii v
danom bode.

3. Limita nésobku funkcie v danom bode je rovna nasobku limity funkcie v danom
bode.

4. Ak n € Ny, potom lim 2" = a”.

r—a

Prvé dve vety maju v uc¢ebnici uvedené dokazy, dokazy d'alsich dvoch viet st uvedené
ako tlohy. Limitou suctu, rozdielu, suc¢inu a podielu dvoch funkcii sa Rie¢an hlbsie
zaoberd v [77]. Vyuziva vo svojich tivahach vlastnosti okoli redlnych ¢isel.

Hruby /Kubat v ucebnici [47] sa najskor venujui pojmu spojitost funkcie, a potom
definuju limitu funkcie v bode nasledovne.
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Definicia 7. Funkcia f md v bode a limitu L, ak ku lubovolne zvolenému okoliu bodu
L, existuje okolie bodu a tak, Ze pre vsetky redlne x # a z tohto okolia patria hodnoty
f(z) zvolenému okoliu bodu L.

V ucebnici [2] Babianski a kol. je pojem limity funkcie preberany najprv intuitiv-
ne: Tvrdenie ,¢islo g je limitou funkcie f pre x idice k xy” rozumieme tak, ze f(z) ,sa
blizi” k ¢islu g, ak x ,sa blizi” k xy. Na grafoch funkcii si ukazané priklady funkcii,
ktoré maju a nemaju limitu funkcie v bode. Je ukazané, ze aj funkcia y = sin% nema
limitu v bode 0 pomocou jej grafu na intervale (0,00015;0,0006). Potom si uve-
dené Cauchyho aj Heineho definicia limity funkcie. Obe definicie uvadza aj u¢ebnica
Klaczkow a kol. [53] a ucebnica Kakol a kol. [50]. Ucebnica [53] uprednostnuje
Heineho definiciu, ¢o je vidno na rozsiahlom dokaze, ze

sin x

lim =1.
z—0 X

Fischer/Malle/Biirger v [27] uprednostnuji na zaciatku intuitivnu predstavu limi-
ty, ktora sa buduje pomocou vypoctov derivacie polynomickych funkcii. Nésledne sa
urcuje priebeh funkcie, vysetrovanie tvaru grafov funkcii a nakoniec uvadza definiciu
limity funkcie, ktord je podobna Riecanovej v [76], lebo tiez vyuziva pojem okolia
bodu.

Hischer /Scheid v [43] tvrdia, Ze je vhodné preberat sicasne pojmy limita a spo-
jitost funkcie. Dokumentuji to nasledovnym prikladom: Nech f, g, h si nasledovné
funkcie definované na R.

1 pre x € Z,
f<x)_{1—l—m pre x € R\ Z,

g(m):{l pre x € @,

l+xz prexe R\Q,

(=12 pre x € Q,
h(i'«“)—{ —(z—1?% prez e R\Q.

Sktiimajme teraz existenciu limity tychto funkcii v bode 1. Pouzime Heineho definiciu
limity. Definujme postupnosti

1 2 1\"
ap=1———, bn:1+i, =1+ —) .
n+1 n+1 V2

Potom z tychto postupnosti mozeme dostat pomocou danych funkecii devit postup-
nost{ funkénych hodnot f(ay), f(by), f(cn),- .., h(c,). Z nich sest postupnosti je kon-
vergentnych, pricom f(a,), f(b,), f(¢,) konverguji k éislu 2 a h(a,,), h(b,), h(c,) kon-
verguju k ¢&fslu 0. Postupnost g(a,) konverguje k ¢islu 1, g(b,) k ¢islu 2 a g(c,) je
divergentnd. Preto limita funkcie g(x) v bode 1 neexistuje. Ako je to s limitami
funkcii f(z),h(x) v bode 1?7 Zvolme postupnost

d, =1+

1+ (=1)").

n—+1
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Postupnost f(d,) je divergentna, ale postupnost h(d,,) konverguje k 0. Pre kazdi po-
stupnost z,,, ktord konverguje k ¢fslu 1, postupnost h(z,) konverguje k ¢islu 0. Ak by
sme v postupnosti d,, vylacili ¢leny rovnajiice sa ¢éislu 1, tak by f(d,) konvergovala k
¢islu 2. Limity oboch funkcii v bode 1 existuju, rozdiel je vSsak v tom, ze kym funkcia
f nie je spojita v bode 1, tak funkcia h je spojita v bode 1.

Pri tejto tlohe je vSak urcité riziko, Zze moze dojst u Ziakov k interferencii medzi
pojmami spojitost a limita funkcie v bode. Ak vsak ucitel viac zdorazni rozdiel medzi
tymito pojmami, moze pouzit tento priklad ako ukdzku

1. spojitej funkcie v bode,
2. nespojitej funkcie v bode, ktorej limita v tomto bode existuje,

3. nespojitej funkcie v bode, ktorej limita v tomto bode neexistuje.

Na tomto mieste je vhodné studentom pripomentut, Ze ak je funkcia v hromadnom
bode spojita, potom existuje aj limita funkcie v tomto bode.

Vystupuje tu v stivislosti s pojmom spojitost funkcie otézka, ¢i je vhodny obvykly
sposob vyucovania limity funkcie a spojitosti v bode, ked je najprv preberany pojem
limity funkcie a nasledne pojem spojitosti. Nielen Kluvanek v [54], [55], ale aj Zukova
v [109] preberd najprv pojem spojitosti funkcie, a potom limity, aj ked na rozdiel od
Kluvanka pouziva klasické Cauchyho definicie.

Freudenthal v [29] doporucuje pred preberanim pojmov limita a spojitost funkcie,
precvicit u ziakov schopnost narabat so vSeobecnym a existenénym kvantifikdtorom.
napriklad ,, Vzdy tu niekto bol”, ,Niekto tu vidy bol”. Prva veta by sa dala prelozit:
, Pre kazdy cas t existuje x, ze osoba x v ¢ase t tu bola” a druha veta: ,Existuje také
X, ze pre vSetky casy t, osoba x tu bola.”

Potom mozno pokracovat aj jednoduchsimi vyrokmi z matematiky ako ,,v/2 nie je
iraciondlne ¢islo”. Toto tvrdenie mozno preformulovat aj tak, ze p* = 2¢*, (p,q € N)

alebo V2 = b a zaroven su p, ¢ nesudelitelné &fsla.

Freudenthal motivuje pojem spojitosti funkcie, z ktorého odvodzuje aj limitu
funkcie, pomocou slovného spojenia ,malé priciny — velké dosledky”. Pomocou
kvantifikdtorov by sa toto prislovie dalo preformulovat aj takto: ,,Lubovolne velké
nésledky pochddzaji z lubovolne malych pri¢in.” Nech teraz pri¢iny si interpretované
velkostou z a nech prostrednictvom funkcie f st prenesené na nasledky interpretované
velkostou y. Vyraz ,,lubovolne malé pricina” by sa dal matematizovat ako: Vo € R
existuje zmena od zg t.j. |x — x| mensia ako §. ,Lubovolne velky ndsledok” by zna-
menal, ze pre Ve € RT existuje zmena od y vicsia alebo rovna e. Celé prislovie by sme
tak mohli zapisat ako: Ve € Rt 36 € R" Vzr € D(f);|v — xo| <0 = |f(x) —y| > &.

Zmenami v tejto definicii moZno potom dostat definicie spojitosti a limity fun-
kcie. Pomerne velkt pozornost venuje Freudenthal aj definicii rovnomernej spojitosti
funkcie Ve € RT 3§ € RY Vay, 20 € D(f);|z1 — 22| < 0 = |f(z1) — f(22)] < € a
negacii tejto definicie.

Tall/Vinner v [91] zdoraziujui, ze v anglickych skoldch je pojem limity funkcie
spajany v suvislosti s pojmom derivacie funkcie ako

i Fe ) = f@)
h—0 h
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Najprv je predkladand v dynamickej forme ,, f(x) sa blizi k ¢islu (limite) L, ak z
sa blizi k ¢islu a.” Neskor sa zavedie a ukaze Cauchyho definicia, ktord vyuziva
kvantifikatory. Tento postup zdovodnuju tym, ze dynamicka predstava pojmu limity
funkcie je pre ziakov zrozumitelnejsia, a preto predchiddza Cauchyho definiciu.

Dalej je potrebné, aby Zziaci ziskali skisenost s tym, ze nemusi vzdy

2
) 7 . ) . , . - 1
platit f(a) = L. Je vhodné uviest na tomto mieste priklady ako lqu L T
x—1 r —
3 pre z =1,
lim (3z+1 koniec li , pric = 21
erri( r+1) a na oniec lim f(z), pricomf(z) x prez 1.

xr —

Tieto priklady poukazujui na limity troch roznych funkeii, ktoré sice existuju, ale pre

lirr{ f(z) = L nastavaji nasledovné pripady:

1. f(a) # L, lebo f(a) nie je v bode a definovana.

2. f(a) = L, pricom rovnost je chdpand ,silne”, takze obe strany rovnosti su
definované a existuju.

3. f(a) # L, lebo f(a) je hodnota odlisna od L, ale f(a), L si definované a existuju.

Tall/Vinner v [91] upozoriuji na zaujimavy priklad limity zlozenej funkcie, ktord u
ziakov vyvolava Castl nespravnu predstavu, ze ak

lim f(z) = b a zéroven lim g(y) = ¢, tak potom lim g(f(z)) = c.

T—a y—b T—a

Ako kontrapriklad mozno uviest konstantni funkciu typu f(x) = b a g(y) takd, ze
g(b) # c. Celkom konkrétne, nech f(x) =3 a

|4 prey#3,
g(x)—{5 pre y = 3.

Teraz plati, ze ak hII% f(z) =3, lirré g(y) = 4, potom lir%g(f(x)) =g(3) =5.
Ervynck v [26] upozoriiuje v stvislosti s formalnou definiciou limity funkcie na
mozné rizika jej pochopenia ziakmi v nasledovnych aspektoch:

e predstava o tom, ze ,,x sa blizi k a”,

e vzajomn4 suvislost medzi tlohami ¢isel € a d,

uloha a poradie kvantifikatorov V a 3,

e bezvyznamnost pripadu x = a a hodnoty f(a),

fakt, ze bod a je hromadnym bodom definicného oboru funkcie.
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Tieto problémy stvisia s tym, Ze pojem funkcie je u Ziakov ¢asto velmi zjednoduseny
a zviazany casto len s jej grafom alebo funkénym predpisom.

Stolar v [88] formuluje slovne aj pomocou matematickej symboliky Cauchyho
definiciu limity funkcie v bode. Kladie si pritom otazku: Je alslir(ll f(z) = b? Pri rieSeni

tejto otazky vyuziva nasledovny orientovany graf:

Obr. 6

o Ay

A& AQ A10
o<
Ay
Jeho vrcholy znamenaju:
A, — Vziat Tubovolné kladné redlne éislo €, prejst k As.

Ay — Zostavit vyraz |f(x) — b|, prejst k As.
A3z — Vyslovit podmienku |f(z) — b| < ¢, prejst k Ay.

Ay — Pokusit sa vyjadrif z podmienky nerovnost obsahujicu vyraz |r—al. Ak sa to
nepodari, prejst k As(cesta 0). Ak sa to podarf a rieSenie ma tvar |z —a| < F(g)
a zdroven F(e) > 0, prejst k Ag(cesta 1). Ak vsak |z — a| < F(g) a zdroven
F(e) <0, prejst k Ajp(cesta 2).

As — Riesit nerovnost vyjadrenim z(p(e) < z < 1(g)). Ak sa to podari, tak prejst
k Ag (cesta 3). Ak sa to nepodari, prejst k Aj; (cesta 4).

Ag — Zo ziskanej nerovnosti vyjadrit vyraz x —a(p(e) —a <z —a < ¢¥(g) —a). Ak
plat{ podmienka p(c) —a > 0 a zdroven ¢ (g) —a < 0, tak prejst k A (cesta 5).
Ak této podmienka neplati, tak prejst k Ao (cesta 6).

A; — Vziat § = min(p(e) — a,a — ¥(e)), prejst k As.
Ag — Zapisat nerovnost —§ < z —a < §, nésledne |x — a|] < § a prejst k Ajg.
Ay — Vziat § < F(e), prejst k Ajg.

Ajp — Odpoved je pozitivna ,,dno”, t.j.lim f(x) = b (koniec).

r—a

Ay — Nepodarilo sa ziskat odpoved, tloha zostdva nevyriesend (koniec).

Ay — Odpoved je negativna ,nie”, t.j. lim f(z) # b (koniec).
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Tento graf ma tri koncové vrcholy Aqg, A11, A1p. Tie oznacuju tri mozné vystupy
rieSenia ulohy. Pri jednom z nich sa tato metoda rieSenia ukézala ako neuspesna. K
takémuto zaveru by sme dospeli, ak by sme napriklad chceli ziskat odpoved na otdz-

.. .. sin(z
ku, ¢i lim L = 0.

x—0 €
Pri rieseni tejto tlohy vyuzivame zndmu vlastnost limit funkcii, Ze ak

glclgé flz) = glclgcll h(z) = b a zaroven pre kazdé prstencové okolie bodu a plati, ze
f(z) < g(z) < h(zx), tak potom aj :165131 g(x) = b. Tieto tlohy sa vyskytuji vacsinou
az na vysokej skole, lebo svojou naroénostou prekrac¢uji ramec stredoskolskej mate-
matiky.

Przenioslo v [73] porovnéva pojmy limita funkcie a limita postupnosti, pricom li-
mitu postupnosti chape ako Specidlny pripad limity funkcie. Stretava sa s problémom,
ze v oblasti intuitivnych predstav pojmu limity funkcie, ziaci maju prvé skiisenosti
pri nespojitych funkcidch typu nepriama timernost, linedrna lomens funkcia, mocni-
novd funkcia. Tu je vhodné pripomentt, Ze pri linedrnej lomenej funkcii a nepriame;
umernosti v bodoch nespojitosti limita neexistuje (existuje len nevlastna jednostrannd
limita). Dalej pri mocninovej funkcii so zapornym parnym exponentom existuje v bo-
de nula len nevlastnd limita +oo. Toto je ur¢ity problém, ak chceme od Ziaka, aby
pochopil hlbsie v¥znam konecnej limity funkcie v bode. Dalsim zdrojom chybnych
predstav je nedostatok skusenosti ziakov s funkciami, ktoré nie si monoténne alebo
st nespojité a nepatria do horeuvedenych typov funkcii. Tieto problémy doporucuje
Przenioslo v [74] riesit takou formou vyucovania, aby Ziaci sami objavovali a formu-
lovali svoje predstavy o limitnych procesoch. To je mozné v rdamci problémového,
¢innostného alebo konstruktivistického vyucovania. Toto vyucovanie sme sa pokusili
prezentovat v kapitole 3.

Zaverom mozno z hladiska stredoskolskej matematiky konstatovat, Ze v oboch
v sucasnosti najcastejsie pouzivanych ucebniciach Hecht [37], Riecan [76] m& po-
jem limity funkcie iba funkciu pomocného pojmu pri zavedeni a definovani derivacie
funkcie v bode. Je otdzka, ¢i je to dostatoéné. Odpoved na tiito otdzku stvisi s
tym, Ze akd ¢ast z pojmov a problematiky limitnych procesov mé byt prebrans na
strednej a aké ¢ast uz ma byt prenechans na vysokt skolu. Ttito situdciu komplikuji
eSte dve skutocnosti. Po prvé, je vSeobecne zname, ze na urovni strednych skol je
predpisané velké mnozstvo ucéebnej latky v ramci uéebnych osnov, ktorej prebratie je
pre mnohych ucitelov problémom. Po druhé, takmer vSetci Ziaci posledného roénika
strednych $kol maju predstavu o svojom stidiu po skonceni strednej skoly, a preto
ti, ktori sa uz s matematikou nestretni, nemajui zaujem o vyucovanie matematiky.
Tychto Ziakov je podstatne narocnejsie motivovat. Kym pojmy limita postupnosti a
sti¢et nekonecného radu je mozné motivovat zaujimavymi lohami najmé z histérie
matematiky, tak pojmy limita funkcie a spojitost funkcie st ovela abstraktnejsie.

Domnievame sa, ze v 4. roéniku gymnézia je koncepcia uc¢ebnice Hecht [37] vhodna
pre zéakladnt informéciu vsetkych ziakov posledného roénika strednych skol. Koncep-
cia u¢ebnice Riec¢an [76] rozsirend o hlbsi pohlad na limitu a spojitost funkcie by bola
vhodnejsia pre tych Ziakov, ktori budi studovat matematiku na vysokej skole.



1.4 Derivacia funkcie v stuvislosti s limitnym procesom 26

1.4 Derivacia funkcie v sivislosti s limitnym pro-
cesom

V stcasnosti najcastejsie pouzivanej ucebnici Hecht [37] je pojem derivécie funkcie
zavadzany pararelne viacerymi sposobmi. Jeden z nich je v suvislosti s pojmom do-
tyc¢nice funkcie v bode, pricom tento pristup nazyva Hecht statickym. Jeho podstatou
je hladanie doty¢nice pomocou se¢nice, ktord pretina graf funkcie v dotykovom bode
hladanej dotyé¢nice a v inom bode, ktory sa potom k nemu limitne ,, priblizuje”. Tento
limitny proces suvisi s pojmom limity funkcie, preto ju aj na tomto mieste zavadza.
Pomocu nej definuje derivaciu funkcie f v bode x nasledovne.

Definicia 8. Derivdciou funkcie f(x) v bode a nazgvame vlastni limitu

L fath) — f(a)

h—0 h

Y

ak tdto limita existuje. Derivdciou funkcie f(x) v bode a oznacujeme f'(a).

Analogicki definiciu pouziva Riecan v [76], [78]

Obe definicie puzivaji aj uéebnice Hruby/Kubdat v [47], Babianski v [2], Klaczkow v
[53].

Riec¢an v [78] podrobne rozoberd pojem dotycnice k parabole, pomocou ktore;
zavadza derivdciu. Potom sa venuje derivécii polynomickych funkcii, zamysla sa nad
vztahom derivéacie a monoténnosti a nakoniec ukazuje praktické pouzitie derivécie na
priblizné rieSenie rovnic.

Hruby/Kubét v [47] kladie déraz na pochopenie derivacie ako okamzitej rychlosti
pri zavislosti drahy hmotného bodu od ¢asu. Aj Babianski v [2] vyuziva fyzikdlnu
aplikdciu - zavislost drahy hmotného bodu od ¢asu a vysvetluje zmysel vyrazu

f(x) — f(wo)

T — 2o

ako priemernej rychlosti. Po zavedeni derivacie je venovana osobitnd pozornost rov-
nici doty¢nice funkcie f v bode g, ktord je dand vztahom y — f(z¢) = f'(xo)(x — z0).

Knoche v [56], [57] upozoriuje na to, ze ziaci st prili§ zvyknuti na to, ze doty¢nica
ku krivke méa s nou spolo¢ny prave jeden bod, ¢o sivisi s tym, Ze sa prvy raz s pojmom
dotycnice stretli pri kruznici.

Ako definovat dotyénicu ku krivke, ktord mé s nou viac spoloénych bodov?
Skisme si predstavit nasledovnii situdciu: Nech krivka (graf funkcie f) je trajektériou
bicyklistu, ktory vo vecernych hodinédch jazdi s rozsvietenym prednym svetlom. Ak
by sme svetelny kuzel zndzornili v rovine, dostali by sme uhol, ktorého os by uréovala
okamZitd rychlost. Tato rychlost md zaroven smer dotycnice v danom bode. Této
uvaha vedie k nasledovnej definicii.
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Definicia 9. Funkcia g je dotycnicou funkcie f v bode xo, ak pre kazdé kladné
redlne cislo e existuje okolie bodu xo, v ktorom plati, Ze graf funkcie f lezZi v sek-
tore ohranicenom priamkami g(e,x) = f(xo) + (m + €)(v — zo) a g(—e,z) =
f(@o) + (m —e)(z — x0).

Teda v okoli bodu z( plati podmienka
f(xo) + (m—e)(x — z0) < fx) < f(zg) + (m +¢)(z — x0). Odtial dostaneme, ze

1)~ fw)

= <m+e.
r — Xy

m—e¢
Takto sme dostali, Ze musi existovat limita

lim L&) = F30) o i

f(xo +h) = f(xo)
- :

Hecht v [37] uz na zaciatku spomina vyznam dotycnice ako linedrnej funkcie, ktord
,Co najlepsie aproximuje funkciu f v bezprostrednom okoli bodu z, ktorej graf ¢o
najlepsie prilne ku grafu funkcie f.” Tento pristup k diferencidlnemu poctu opisuje
Knoche v [56], [57]. Nazyva ho rozvijanie pojmu diferencovatelnosti so zretelom na
linedrnu aproximdciu. Pri tomto pristupe je zdkladnym pojmom podla neho pojem
diferencovatelnosti funkcie.

Definicia 10. Nech funkcia f je definovand v nejakom okoli U bodu x. Funkcia f je
diferencovatelnd v bode x, ak existuje ¢islo m a funkcia r, definovand na U, Ze plati
f(x+h) = f(x) + mh+ hr(h) pre vsetky x +h € U a zdroven }llir% r(h) = 0.

Funkcia f(x + h) = f(x) + mh linedrne aproximuje funkciu f v okoli U bodu x.
Cislo m je derivaciou funkcie f v bode x.
Knoche pripomina, Ze sposob aproximéacie poskytuje nasledovné vyhody:

1. moznost jednotného vybudovania pojmov matematickej analyzy u Ziakov,
2. schopnost zovieobecnenia konceptu,
3. zjednodusenie dokazov.

7Z hladiska limitnych procesov je vyznamnd prva vyhoda, pretoZe aj zndma definicia
,Postupnost (a,)°2, konverguje k ¢islu a prave vtedy, ked

Vee€ R dng € N VYne€N; n>ng= |a, —a| <e&” sadi interpretovat tak, ze
,Postupnost (a,)22, konverguje k ¢islu a prave vtedy, ked je aproximovatelnd cislom
a”. To znamena, ze pre kazdu kladnu redlnu ,toleranciu” e existuje prirodzené ¢islo
ng, také, ze pre kazdé prirodzené ¢islo n € N, n > ng mozno v ramci tolerancie ¢ ¢len
postupnosti a,, ,nahradit” ¢&slom a.

Na prvy pohlad moze byt tato interpretdcia cudzia, avsak hned je zrejmejsia,
ak si uvedomime, Ze pri beznych vypoctoch tiez nahradzame ¢isla s nekoneénym
desatinnym rozvojom ¢islami s koneénym desatinnym rozvojom.

Definiciu spojitosti ,Funkcia f : D — R je spojita v bode a € D prave vtedy, ked
Ve e RY 30 € Rt Ve e D; 0<|z—a|l <d=|f(x)— fla) <& v zmysle
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aproximdcie mozno inerpretovat tak, ze funkciu y = f(z) mozno aproximovat v
kazdom okoli bodu a konstantnou funkciou y = f(a).

Pojem derivacie v histérii inicializovala fyzika, preto Knoche v [56] a Tietze v [93]
hovoria o zavedeni pojmu derivicie aj so zretelom na , priemernt zmenu funkénej
hodnoty”, ktori mozno dat do stvislosti s pojmom priemernd rychlost zndmom z fy-
ziky. Ak totiz po&itame priemerni rychlost v istom éasovom intervale, ktory postupne
skracujeme, tak v pripade, Ze sa limitne blizi k nule dostdvame okamziti rychlost,
ktora je derivaciou drahy podla ¢asu. pojmy priemernd rychlost a okamzita rychlost
vyuziva Bero v [10] ako nosné pri zavedeni pojmu derivécie. Od nich sa odvija pojem
,rychlost rastu funkcie”, ktory je prirodzenou predstavou ziakov gymnézia o derivacii.
Rovnako postupuje Hauke v [34], ktory uvddza viaceré priklady, najmé zo $portu, na
priemerni a okamzitd rychlost, s ktorymi sa mozu ziaci stretnit v beZnom Zivote.
Uved'me si aspon niektoré.

1. Skok na lyziach: Pri televiznych prenosoch je uvedend casto nejakd rychlost
(napriklad 90km.h™'). Zrejme sa jedna o okamzitii rychlost v okamihu skoku.

2. Tenis: Pri §portovych prenosoch byva uvedend rychlost lopty pri tidere. Aj tu
sa jednd o okamzitd rychlost.

3. Zjazd na lyziach: Pri sportovych vysledkoch zvykne byt uvedeny nielen ¢as, ale
aj rychlost. V tomto pripade sa jednd o priemernt rychlost.

Popp v [72] poukazuje na moznost pouzivat pri propedeutike pojmu derivécia Fer-
matovu metédu hladania extrémov. Jej podstata spociva v tom, Ze ak m4 funkcia f
v bode z extrém, tak v bode = + h (h je ¢islo ,blizke” nule) méa priblizne rovnaki
funkénd hodnotu f(z) =~ f(x + h). Modzeme najst tymto sposobom maximum pre
kvadraticku funkciu ax? + bx + c.

flx) ~ flz+h)
ar’ +br+c¢ =~ a(z+h)>+bz+h)+c
ar’ +br ~ azx?+ 2ahx + ah® + bx + bh
0 =~ 2ahx+ ah®+bh

0 ~ 2az+ah+b

Teraz, ak by sa h = 0, potom 0 = 2ax + b, teda x = —%.

Ak by sme cheeli ngjst bod z, v ktorom m4 funkcia f ,rast” s (smernica jej

dotyénice v bode x je s), tak to mozno pomocou Fermatovej metédy urobit pomocou

funkcie g(z) = f(x) — sz. Ukdzeme si to na priklade funkcie y = z?.

Pre tuto funkciu je g(z) = 2% — sz. Bod x je nésledne uréeny hodnotou ¢éisla s.

glo+h) ~ g(a)
(x+h)?—s(x+h) ~ 2*—sz
2?2+ 2hx +h* — sz —sh ~ 2°—sx
2hx + h? — sh
2c+h—s ~ 0

Q
o
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S

Ak by sa h = 0, potom 0 = 2z — s, teda 22 = s alebo x = 5. Vidime, Ze s = 2z
nipadne pripomina vztah y' = 2z.

Problém Fermatovej met6dy je vsak v tom, ze nie je celkom korektnd. Cislo h
mé rozliéné vyznamy. Najprv je to konecné &fslo, ktorym je mozné delit, a potom
ho kladieme rovné nule. Popp d’alej poznamendva, Ze v tomto smere je korektnejsie
vyuzitie Leibnizovho charakteristického trojuholnika a tplné riesenie tohto problému
prinasa nestandardné analyza.

Fischer, Malle v [27] sa zamyslaji nad zmyslom pojmu derivdcie vo vyucovani
matematiky. Jednou z moznosti je vySetrovat priebeh funkcie, ktory je pomocou nej
Tahsi z dévodu redukcie poétu premennych. Dalsi zmysel je v zavedeni novych aj
mimomatematickych pojmov. Okrem uZ spominanej okamzitej rychlosti to moze byt
zrychlenie, intenzita elektrického prudu, pokles tlaku, hraniéné vydavky, elasticita
dopytovej funkcie, veta o maximalnom zdaneni atd. Limitny prechod pri derivécii
mé zmysel najmé v oblasti modelovania realnych situdcii, pretoze zjednodusuje a
sprehladiuje ich popis.

Podobne ako Hecht v [37] aj Blum v [14] pouziva numerické vyjadrenie limitného
procesu pomeru zmien na zistenie smernice doty¢nice funkcie v bode. Hecht to uka-
zuje na priklade funkcie y = 2® pre bod x = 1:

Ay  (1+Az)° -1 _ 3Az+3 (Az)? + (Ax)?

=3+ 3Az + (Az)’

Ax Ax Ax
Ax | 0,1 0,01 0,001
Ay
—= 13,31 | 3,0301 | 3,003001
Ax

2
Blum pouziva funkciu y = §x2 pre x = 1.

x 1505 1,1 ... ] 1,001
fl@) - 1) 1,6 1 [14...]1,3334

z—1

_ 4
Zdovodnuje, ze hladana hodnota je 1,3 = 3

Algebricky je to mozné vypocitat pre x # 1.

2., 2 2
J@)-f) 3% 3 30 DEth 5
z—1 I r—1 _§x+§'

Vysledok 1,3 = % dostaneme, ak sa x ,,blizi” k ¢islu 1. Na upevnenie pochopenia
pojmu dotycnice ako vysledku limitného procesu se¢nic navrhuje Blum nasledovnt
ulohu:

Nech je dané funkcia y =
prechadzajucej bodmi [1, f(1
0,017

Riesenie: Smernica se¢nice pre x # 1 je §x+ % Smernica dotycnice je %. Hladana
podmienka ma teda tvar

2% abod a = 1. Pre aké hodnoty x sa smernica se¢nice

| a [z, f(x)] a dotyEnice v bode [1, f(1)] lisi menej ako

[SV ] )

~—
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0,01 < 2z+32—3<0,01
-0,03 < 2z —2 < 0,03
1,97 < 2z < 2,03

0,085 < z < 1,015

Vidime, ze podmienke tlohy vyhovuji vSetky redlne éisla z intervalu (0,085; 1,015).
Nasledovny krok moze byt ten, Ze ¢fslo 0,01 nahradime kladnym redlnym ¢islom € a
vyriesime t1ito tlohu vSeobecne. Tymto postupom checel Blum vyjadrit presvedéenie,
Ze je proti

1. formalizacii pojmu limity funkcie pred alebo na zaciatku preberania pojmu de-
rivacie,

2. c¢isto intuitivnej préaci s limitami,

3. zrieknutiu sa pojmu limity s ohladom na didaktické fazkosti, ktoré sprevadzaji
formalne matematické narabanie s tymto pojmom pocas vyucovania.

Freudenthal v [29] pripomina viaceré druhy praktickych pristupov k propedeutike poj-
mu derivacie. Podstatou numerického pristupu je vyuzitie tabuliek hodnot funkcii na
vypocet numerickych hodnot podielu diferencii

f(x) — f(xo)

T—x0

Freudenthal v geometrickom pristupe spaja pojmy derivacia a integral. Pomocou
grafu spojitej funkcie f a obsahu rovinného ttvaru ,pod grafom” chce zndzornit a
ukézat, ze

z+Az

JRGLS

f@) ™ =

Ak sa Az limitne blizi” k nule, tak sa uvedeny zlomok ,blizi” k f(z). Naopak pre
derivaciu funkcie f’ v bode x plati

Ar) —
f(x) ~ flz+ Axx) f<$), odtial f'(z)Az ~ f(z + Az) — f(x).

Preto plati pri integrovani
b
/f(x) dz = F(b) — Fla).

Dalej Freudenthal spomina fyzikalne veli¢iny rychlost, hustota telesa, kapacita vodica,
ktoré vyuzivaju derivaciu aj urcity integral.

Hischer/Scheid v [43] zavddza pre funkciu f funkciu smernice se¢nice, ktord je
totozna s podielom diferencii:
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Definicia 11. Nech funkcia f je definovand v bode a a asporn v jednom bode okrem
a. Oznacme definicny obor funkcie f ako Dy. Funkciu

f(x) — f(a)

Spal) = =——

definovani na mnozine Dy — {a} nazyvame funkcia smernice secnice funkcie f v bo-
de a.

Ukazuje tito funkciu na viacerych prikladoch. Pre funkciu f = 22 je sy (x) =
x + a. Potom definuje pojem diferencovatelnosti funkcie nasledovne.

Definicia 12. Nech funkcia f je definovand v nejakom okoli bodu a a nech T je
podmnoZinou jej definicného oboru Dy. Potom funkcia f je diferencovatelnd v bo-
de a prdve vtedy, ked existuje limita lim sy ,(x). Funkcia f je diferencovatelnd na

mnozine T prdve vtedy, ked je diferencovatelnd v kazdom bode mnoZiny T .

Oznacme teraz ako A; mnozinu vSetkych bodov a € Dy, v ktorych je f dife-
rencovatelnd. Potom funkciu f'(z) = lim s¢,(x) s definicnym oborom A; nazgvame
r—a

funkciou derivacie funkcie f. Jej hodnota f’(a) sa nazyva derivacie funkcie f v bode a.

Knoche v [56] tiez pouziva pojem funkcie smernice secnice funkcie f v bode a
v ramci koncepcie pojmu derivacie ako lokdlneho pomeru zmien, ale on uvadza de-
finiciu diferencovatelnosti funkcie ako moznosti spojitého prediienia funkcie smernice
secnice v bode. Tento pristup je pomerne abstraktny, a preto je vhodny skor pre
vysokoskolskych studentov.

Riede v [79] sa zamysla nad derivdciou ako smernicou doty¢nice funkcie a uvazuje
nad tym, preco by mal limitny proces vyzeraf tak, ze dotykovy bod dotyénice je
jeden pevny bod secnice a druhy bod secnice sa ,limitne priblizuje” k prvému. Ako
alternativu uvadza definiciu Schwarzovej derivdcie.

Definicia 13. Nech funkcia f je spojitd a definovand v nejakom okoli bodu a. Funkcia
f je Schwarz-diferencovatelnd v bode a prdve vtedy, ked existuje limita

h) — —h
o) = i 0T D S0 =1

Cislo f'(a) sa nazgva Schwarzova derivdcia funkcie f v bode a.

Uvadza na tento pojem aj zaujimavy geometricky priklad.
Povrch rotaéného telesa, ktoré vznikne rotdciou elipsy okolo jej vedlajsej poloosi
b (nazyva sa sféroid) sa vypocita podla vztahu

In(1+h) —In(1 —h)
2h

S =2 (a2 +b? ) , kde h = — (a je hlavné poloos, e je linear-

IS

na excentricita). Ak sa teraz elipsa ,,blizi” ku kruznici, tak sféroid sa ,,blizi” ku guli:

In(14+h) —In(1 —h
a —b,e — 0,h — 0. Potom S = 27a® (1+111h% n(l + )2hn( )>:47ra2.
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Meschkowski v [64] zavddza pojem derivdcie tiez pomocou pojmu okamzita rychlost,
avsak on ho skiima ako limitu postupnosti priemernych rychlosti v,, za casové inter-
valy t,, pricom postupnost ¢asovych intervalov konverguje k nule.Ak by sme chceli
urcit okamzit rychlost padajiceho kamena po 1 sekunde jeho volného padu, mozeme

: e . . , , L , . r .
ju vypocitat ako limitu priemernych rychlosti za ¢asovy interval —, t.j od t; = 1s po
n

1 . . . : .
ty = (1 + —) s. Pre velkost n — tej priemernej rychlosti plati
n

1\ 2
5<1+—) —5.12

n 5

Uy, = 1 =10+ —.

n

Potom pre velkost okamzitej rychlosti v ¢ase t = 1s plati

v = lim (10+ §> = 10.
n—oo n

Ak by sme tito ivahu zovseobecnili pre kazdu zdvislost drahy od ¢asu, dospejeme k
definicii derivécie, ktora spaja definiciu

flxz+h) = f(z)
h

f(x) = lim a Heineho definiciu limity funkcie.
h—0

Definicia 14. Nech funkcia f je definovand na intervale (a,b). Funkcia je v bode
z € (a,b) diferencovatelnd, ak pre kazdi nulovi postupnost (Awxy) ", t.j
lim Az, =0 s vlastnostami ¥n € N; Az, # 0Nz + Ax, € (a,b) existuje td istd

n—oo

limita postupnosti pomeru diferencii

n—oo qun

f(x) sa nazyva derivdcia funkcie f v bode x.

Hofe v [44] upozoriiuje na to, Ze ziaci pri pochopeni derivécie podla definicie 8
mozu mat problém pri rozliseni pomeru diferencif (vyraz za znakom limity v definicii)
a samotnou derivdciou. Domnievame sa, Ze tento problém moze mat dve zavazné
priciny.

Prvou z nich je ta, ze pri vypocte limit funkcii alebo postupnosti sa ziaci tak
zameraji na tpravu algebrickych vyrazov, Ze vo vypoctoch zabudnti pisat znak limity.
To ma za nasledok, ze unikne ich pozornosti, ze ich ulohou je vypocet limity.

Druhou moze byt nepochopenie limitného procesu ,,prechodu” dotyénice na seé-
nicu, ¢o sa stane, ked v definicii 8 éfslo h ,blizi” k nule. Na to upozoriiuje aj
Mundy/Graham v [65], kde argumentuju, ze ziakom ¢asto chyba grafickd predstava
o derivdcii ako o smernici dotyé¢nice, ale naopak mozu dosahovat dobré vysledky pri
vypocte derivacii jednotlivych funkcii. Toto prebieha najméi vtedy, ak je vyucovanie
prilis zamerané na kalkulus.
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Tall v [90] si zamysla nad problémami, ktoré moézu vzniknit pri oznaceni derivécie

d )
ako 2 — 1im ¥ vo vyucovani matematiky.
dr  3—0 dx

Upozornuje na to, ze u niektorych ziakov vznikd nespravna predstava, ze ,,dy je limi-

ta, ked sa dy blizi k nule” alebo ,, dv = lim dx = 0”. Tieto nespravne predstavy mo-

6x—0

7u vychadzat z povrchnych vedomosti Ziakov o zmysle uvedenej symboliky, preto mu-
si byt ucitel matematiky pri jej pouzivani opatrny a radsej ju nepouzivat, pokial ju
ziakom podrobnejsie nevysvetli.

Kluvének v [55] a Konigsberger v [58] uvadzaju nasledovnu definiciu derivacie
funkcie v bode.

Definicia 15. Nech funkcia f je definovand na nejakom okoli bodu x a nech k je
redlne ¢islo. Nech ¢ je takd funkcia, Ze p(0) =k a zdroven f(x+u) — f(z) = p(u)u
pre kazdé u z niektorého okolia bodu 0. Ak mozno cislo k zvolit tak, Ze funkcia ¢ je
spojitd v bode 0, tak hovorime, Ze funkcia f je diferencovatelnd v bode x a ¢islo k sa
nazyva derivdcia funkcie f v bode x.

V tejto definicii je aplikovana definicia limity funkcie, ktori uvadza Kluvanek
predtym v [55]. Zo vztahu f(z + u) — f(z) = ¢(u)u totiz vyplyva, ze

flz+u) - f(z)

u

= p(u).

Takze v definicii 15 sa prakticky jedna o

lim ¢(u) = lim flw+u) = f(x)

u—0 u—0 u

Hauke v [34] spomina sposob definovania derivacie funkcie v bode ako ,,hodnoty diery”
alebo ,,spojitého predlzenia” funkcie smernice secnice definovanej v definicii 11. Tato
myslienka podla neho nie je nova a mohla by ju vyjadrit aj nasledovné defi-

x)— f(a
nicia, ktora je vyjadrenim definicie limity lim —f( )~ 1(a)
g—a T —a

v zmysle definicie limity

funkcie, ktori uvadza Kluvének v [55].

Definicia 16. Nech funkcia f je definovand na intervale I, nech a je bod z intervalu
I a nech k je redlne cislo. Ak funkcia smernice sec¢nice definovand na I

f(@)—f(a)

Sf,a(l’) — { r—a pre X 7£ a?

k pre r = a

je spojitd v bode a, tak funkcia f je diferencovatelnd v bode a. Cislo k sa nazjva
derivdcia funkcie f v bode x.
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Nech funkcia f je y = 22 a zistime, & je diferencovatelnd v bode 2 podla definicie
16. Funkcia smernice secnice je

z2—4
— pre x # 2
Spa(r) =< *72
ra(@) {k pre x = 2.
Zaroven pre x # 2 plati ‘f_’f = 2 + 2. Funkcia syo(z) je mimo bodu 2 linedrnou

funkciou x 4+ 2. Aby bola v bode 2 spojitd, je potrebné, aby v tomto bode mala
hodnotu 4. Preto derivacia funkcie f v bode 2 je 4.

1.5 Urcity integral v suvislosti s limitnym proce-
som

Ako je uvedené v kapitole A.3 uz John Wallis vyuzival pri vypocte uréitého integralu
sucet nekonecéného radu. Tietze v [93] povazuje pojem urcitého integrélu za zlozitejsi
ako pojem derivacie. To je dovod, preco sa vo vyucovani matematiky preberd tento
pojem az po derivacii.

Pojem urcitého integralu tzko suvisi s pojmom obsahu rovinného tutvaru ohra-
niceného rovinnou krivkou. Knoche v [56] sa zameral na urcity integral spojitych
funkcif z hladiska vlastnosti obsahu rovinnych ttvarov, ¢o je postacujice z hladiska
gymnazialnej matematiky. S ur¢itymi integralmi nespojitych funkcii sa moézu studenti
stretntit aZ na vysokej gkole.

V stivislosti s pojmom obsahu rovinného ttvaru mozno podla Knocheho pripome-
nit ziakom nasledovné vlastnosti tohto pojmu, ktoré uz poznaju.

1. Obsah S(U) dtvaru U je nezdporné redlne ¢islo.
2. Zhodné utvary maji rovnaké obsahy.

3. Ak pre dva utvary Uy, Us plati Uy N Uy = O, tak potom S(U; U Us) = S(Uy) +
S(Us).

4. Obsah obdlznika s dlzkami stran a, b je stéin ab.
Z vlastnosti 1, 3 vyplyva, ze

5. Ak pre dva utvary Uy, U, plati Uy C Us , tak potom S(Up) < S(Us).

Tieto zakladné vlastnosti, ktoré predpokladaji existenciu obsahu rovinného utvaru
mozno pouzit aj pri vypocte obsahu rovinného ttvaru v stradnicovej stistave ohra-
niceného osou z a krivkami x = a,x = b,y = f(z), pricCom f je spominand spojité
funkcia a a, b st realne ¢isla, kde a < b.

Predpokladajme teraz, ze ¢islo a je stdla konstanta a nech b je premenné z intervalu
(a, 00). Obsah tohto utvaru charakterizujme pomocou funkcie premennej b a oznaé¢me
ju F,(b). Aby sme urcili funkéni hodnotu tejto funkcie, doporucuje Knoche v [56]
aproximovat funkciu f pomocou schodovitych funkeii.

Ukézme si to na priklade funkcie f(x) = 2 a zvolme a = 0,b = 1. Rozdelme
interval (0,1) na n rovnakych intervalov. Pomocou nich definujme dve schodovité
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funkcie. Prva z nich bude na kazdom intervale nadobtdat najmensiu, druhd najvic-
siu funként hodnotu funkcie f na prislusnom intervale. Kedze v nasom pripade f je
rastiica funkcia, je to funkénd hodnota funkcie f v pravom resp. lavom koncovom
bode prislusného intervalu.

Podla 4. vlastnosti obsahu, obsah rovinného dtvaru na jednotlivych intervaloch
,pod” schodovitou funkciou sa bude rovnat sti¢inu sirky intervalu a funkénej hodnoty.
Podla 3. vlastnosti obsahu, obsah rovinného ttvaru ,,pod” schodovitou funkciou na
intervale (0, 1) sa bude rovnat sti¢tu obsahov na jednotlivych intervalov delenia (0, 1).
Ak navySe pouzijeme 5. vlastnost obsahu, dostaneme

Xn: (Z;l)Q < (1) < 2; (%)2

=1

V pripade limitného prechodu n — oo dostaneme, ze Fy(1) = % Tento sposob
zavedenia obsahu rovinného tutvaru ,pod grafom” spojitej funkcie je dolezity aj
z toho hladiska, Ze umoziiuje radidlnu struktiru vyucovania matematiky, pretoze
prepaja viaceré casti matematiky. Ucitel matematiky moze pripomentit vyznam ro-
vinnych tdtvarov v rdmci geometrie. Spominané siucty obsahov vedd k hornym a
dolnym integralnym sic¢tom Riemannovho integralu. Nakoniec, ak by sme vypocet
zovseobecnili pre kazdé b z intervalu (0,00), tak Fy(b) = % To je pouzitelné ako
propedeutika pri zavedeni pojmu primitivna funkcia.

Tietze v [93] uvddza aj nasledovni definiciu riemannovskej integrovatelnosti.

Definicia 17. Nech funkcia f je ohranicend funkcia, definovand na uzavretom in-
tervale {(a,b). Dalej nech T = {xja = 29 < 11 < ... < T < T, = b} je delenie
intervalu (a,b). f; = inf{f(z);z;.1 <z < x;} je infimum a f; = sup{f(z); ;-1 <
x < x;}je supremum funkcie f na i-tom intervale (x;_y, ;). Cisla

:ZL(Z le Zfz ’L_'rll

sa nazyvaji dolny, resp. horny integrdlny sicet funkcie f vzhladom na delenie T .

Cislo S(T me —2i1),xi1 < x < x; sa nazyva Riemannov (medzi)sicet.
Funkcia f je riemannovsky integrovatelnd, ak je splnend jedna z nasledujicich na-

vzajom ekvivalentnych podmienok.

1. Darbouzov dolny integral sa rovnd Darbouxovmu hornému integralu.

sup S(T) = inf S(T),
T T

2. Emistuje postupnost delent intervalu (T,),, pre ktori plati

lim S(T},) = lim S(T,,),

n—oo n—oo
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3. Ezistuje postupnost delent intervalu (T,,) a také redlne ¢islo s,

e pre kazdi postupnost (S(T,))22, plati lim S(T,) = s.

V' kaZdom pripade sa navzdajom rovnajuct horny a dolny integrdl, resp. existujica
limita nazyva Riemannov integrdl funkcie f v hraniciach od a po b a oznacujeme ho

ako /ab f alebo /ab F(x) da.

Vypocet urcitého integralu mocninovej funkcie od Johna Wallisa znamy z historie
matematiky, smeruje viac k 3. podmienke definicie 17. Predchadzajtici vypocet pre
obsah rovinného ttvaru ohrani¢eného grafom funkcie y = 22, priamkami v = 0 a
x = 1 smeruje k 2. podmienke definicie 17.

V stivislosti s tymto vypoctom moze vzniknit problém, ¢i v pripade, Ze postup-
nost geometrickych tdtvarov konverguje k nejakému vyslednému itvaru, aj postupnost
obsahov tychto tutvarov konverguje vzdy k obsahu vysledného tutvaru.

Talentovanym Ziakom je mozné zadat nasledovny problém, ktory je mozné znizor-
nit manudlne uz na zdkladnej skole: Vystrihnime z papiera $tvorec 4 x4. Rozstrihnime
ho pozdfine na polovice, prilozme ich k sebe kratsimi stranami a zlepme. Dostaneme
obdlznik 2 x 8. Rozstrihnime ho znova pozdiine a zopakujme predchadzajici postup.
Dostaneme obdlznik 1 x 16. Ak by sme to ,,robili donekone¢na” dostaneme postup-
nost obdlznikov 4n x %. Kazdy z nich mé4 obsah 16. Co je vysledny geometricky
utvar? Je jeho obsah 167

Hecht v ucebnici [37] rozvija propedeutiku urcitého integralu pomocou dynamic-
kého pohladu na obsah rovinného ttvaru ,,pod krivkou” (grafom spojitej funkcie),
ktory vyuziva na to, aby u ziakov vznikla intuitivna predstava, ze funkéna hodnota
je imerna ,rychlosti pritekania obsahu”, t.j. prirastku obsahu AS prepocitanému
na jednotku diZky h. Tento vysledok vyuziva pri odvodeni Newtonov-Leibnizovho
vzorca. Limitny proces pouziva len nepriamo, pretoze uvaha o ,,rychlosti pritekania
obsahu”, t.j. prirastku obsahu prepoc¢itanému na jednotku dfiky, by sa dala pouzijic

. . AS
symboliku v ucebnici presnejsie formulovat aj tak, ze yy = ’lllrr(l) —_—

h
Podobny sposob pouziva aj Hruby/Kubat v [47] komplikovanejsim sposobom, ktory
vyuZziva jednostranné limity zlava a sprava.

Obr. 7

a bt nX
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Kahl v [49] vyuziva pri zavedeni ur¢itého integrdlu spojitej funkcie znalost pri-
mitivnej funkcie a platnost vety o strednej hodnote spojitej funkcie na uzavretom
intervale. Ozna¢me podla obr. 7 obsah rovinného ttvaru ohraniceného priamkami
y =0, x = a, z = b a grafom funkcie f ako g(b). Na gymnazidlnom stupni sa tu
,mlcky” predpoklada, Ze spojité funkcie st integrovatelné, a teda takéd funkcia g(b)
existuje. KedZe funkcia zavisi od b, bod a zostdva pevny. Teraz nds zaujima, ako
,rychlo rastie” alebo sa ,meni” funkcia g.

7Z diferencidlneho poc¢tu uz Ziaci vedia, Ze ,rychlost zmeny” vyjadruje derivacia,
preto je prirodzené néjst hodnotu ¢/(b). Ak sa vratime k definicii 16 z predchddzajicej
kapitoly, tak pre funkciu smernice secnice s,;(u) plati

g(u) —g(b)  obsah ,sivého ttvaru”

Sgp(u) = pre u # b.

u—>b u—>
,Obsah sivého titvaru” S = g(u) —g(b) mozno vyjadrit v tvare (u—b)f(t), pre vhodné
t z intervalu (b, u). Vtedy obsah tohto obdlznika (u — b)f(t) je zhodny s obsahom S.
To sa d4 znazornit t/ak, ze obsah casti utvaru S ,nad” priamkou y = f(t) je zhodna
s obsahom ¢asti obdlznika ,nad” grafom funkcie y = f(x). Tak dostaneme pre = # u

sty = IO gy
Ked'ze funkcia f je spojitd aj v bode b, tak mozeme funkciu s, ,(u) ,,dodefinovat”, aby
sa stala spojitou. Ak vezmeme do uvahy, ze ¢ € (b, u), tak s,,(b) = f(b). To podla
definicie 16 znamend, ze ¢'(b) = f(b).Tak sme dostali, ze funkcia ¢ je primitivnou
funkciou funkcie f.

Ak primitivnu funkciu funkcie f mozeme zapisat v tvare F(x) + ¢, tak v nasom
pripade, v zmysle vyznamu funkcie g plati, ze g(a) = 0. Ak 0 = g(a) = F(a) + ¢,
potom ¢ = —F(a) a g(b) = F(b) — F(a). Tym sme dokézali Newton - Leibnizovu
formulu a tymto sposobom mozeme zaviest Newtonov integrdl vo vyucovani mate-
matiky.

Podobny sposob ako Kahl pouzil aj Klaczkow v [53], pricom najprv vyuziva We-
ierstrassovu vetu, ze kazda spojita funkcia nadobida na uzavretom intervale maxi-
mum a minimum. Nésledne je vyuzitd veta o strednej hodnote funkcie. Aj ked této
ucebnica uvadza pri preberani limity funkcie v bode Cauchyho aj Heineho definiciu
limity funkcie v bode, pri ur¢itom integrale uvadza Newtonov a neuvadza Riemannov
integral.

V doterajsich tivahdch sme si mohli v§imnuit ako sa pri zavddzani uréitého in-
tegralu prelinaju dva pristupy. Jeden z hladiska pojmu primitivna funkcia a druhy
z hladiska pojmu obsah rovinného dtvaru. Ako sa tieto pristupy maji uplatnit vo
vyucovani matematiky?

Bender v [8] tvrdi, ze vo vyucovani matematiky sa oba tieto pristupy navzajom
prelinaji a navzajom ovplyvituji. Rozdiel medzi nimi sa podla neho ¢asto redukuje na
novu konstrukciu alebo rekonstrukciu primitivnej funkcie. To znamena, ze k funkcii f
hladdme funkciu F, ktord je funkciou obsahu rovinného itvaru ,,pod krivkou” f alebo
k funkcii f hladdme funkciu F', pre ktoru je funkcia f rychlostou ,jej rastu” alebo
derivéaciou. Tento rozdiel nie je vyrazny z matematického hladiska, ale z hladiska
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pojmotvorného procesu. Okrem toho vela odbornikov v oblati tedrie vyucovania
matematiky, ucitelov matematiky a Ziakov povazuje prvy pristup za ndzornejsi.

Z hladiska vyuzitia limitnych procesov je doleZitejsi prvy pristup, pretoze integral
ako obsah rovinného itvaru moze vzniknit aj ako vysledok limitného procesu. Na to
poukazuje aj histéria matematiky, staéi spomenit kvadratiry roznych geometrickych
utvarov napriklad Archimedovu kvadratiru paraboly (pozri kapitolu A.1). Okrem
toho aj definicia 17 riemannovskej integrovatelnosti smeruje k tomuto pristupu.

Dalej Bender v [8] nadvizuje na myslienku Kahla v [49] formulovanim tvrdenia,
ze hodnoty spojitej funkcie f si priemerné hodnoty pomeru zmien nejakych funkcii
velkosti ,,obsahu pod krivkou” f, pricom nezalezi na pociatoénom, resp. pevnom
bode, ktory zvolime. Ak tieto zmeny limitne ,blizia” k nule, tak dostavame znamy
fakt, Ze derivacia funkcie velkosti ,,obsahu pod krivkou” f v urc¢itom bode sa rovna
velkosti funkénej hodnoty funkcie f v tom istom bode. To vyuZiva pri budovani
urcitého integralu aj Hecht vo svojej ucebnici [37].

Tu vidiet, Ze limitny proces moze zohrat dolezitd tilohu pri hladani vzéjomnych
stivislost{ medzi integralnym a diferencidlnym po¢tom. Z hladiska principu ndzornosti
vo vyucovani matematiky zohrava v tomto prepojeni diferencidlneho a integralneho
poctu znézornenie grafu funkcie. Bender to v [8] vyjadril nasledovnou schémou.

Obr. 8
- L Znazornenie F(x) ako funkcia
Graf funkcie F(x) F "obsahu plochy pod"
grafom funkcie f(x)

derivacia
integril

f(x) ako "stipanie grafu" | znazornenie -
funkcie F(x) —bl Graf funkcie f(x) |

Fischer v [28] sa zamysla nad pojmom urcitého integrdlu zo $irsieho uhla pohladu a
rozlisuje jeho tri aspekty.

1. Integral ako limita ur¢itych suctov sic¢inov (vnutromatematickd definicia),

2. Integral ako obsah rovinného alebo objem priestorového dtvaru (vnutromate-
maticky vyznam),

3. Integral ako (mechanicka) praca, draha telesa, teplo, funkcia vyrobnych nékla-
dov ziskand z funkcie marginalnych nakladov, atd. (mimomatematicky, najmé
fyzikdlny vyznam).

Pri pohlade na vyucovanie gymnazidlnej matematiky u nds mozno povedat, Ze z
tychto troch aspektov, dominuje vo vyucovani druhy aspekt. Prvy a treti je po-
merne zriedkavy. Domnievame sa, Ze to moze mat dve podstatné priciny. Prvou z
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nich je, ze v ucebniciach sa prvy a treti aspekt takmer nevyskutyje a ak ano, tak
len okrajovo. Druhou je zndmy kritizovany problém predimenzovanosti uciva, takze
ucitelia matematiky nemaji dostatok ¢asu. Pre nich je vyhodnejsie v rychlosti pre-
brat problematiku z hladiska len jedného aspektu. KedZe z hladiska nézornosti a
kalkulativnej narocnosti je druhy aspekt najlahsie zvladnutelny, je aj najcastejsie
ucitelmi pouzivany.

V poslednom ro¢niku gymnézia, v ktorom je aj tato problematika preberand, su
ziaci obvykle diferencovani podla toho, ¢i idd alebo nejdi maturovat z matematiky,
resp. Cisa stretnu alebo nestretnu s matematikou vo vysokoskolskom studiu. Domnie-
vame sa, ze pre tych, ktorf sa s danou problematikou d’alej nestretnt, sta¢i poznanie
urcitého integralu z hladiska druhého aspektu aj na intuitivnej tirovni. Pre tych,
ktori sa s danou problematikou stretni aj na vysokej skole a budu vyuzivat urcity
integral na riesenie roznych praktickych problémov, je vyhodné poznat aj jeho treti
aspekt. Najlahsie ho moZe ucitel matematiky prezentovat jednoduchymi aplikdciami
urcitého integrélu v roznych oblastiach (fyzika, ekonémia, atd).

Ako priklad si mozeme uviest nasledovnu fyzikalnu aplikéciu, ktort uvadza Jost
v [48]. Nasou tilohou je uréit, s akou rychlostou musi vystarovat raketa, aby sa mohla
dostat mimo vplyv gravitdcie Zeme (vysledok je vhodny napriklad pre let na Mesiac).
Najprv uréime velkost prace, ktori treba vynalozit na prenesenie telesa z povrchu
Zeme do vysky h. Ak sa jednd o vysku v tisicoch kilometrov, nemozno povazovat
gravitacné zrychlenie za konstantné. Je potrebné uvazovat tak, Ze prendSame teleso
zo vzdialenosti R (polomer Zeme) do vzdialenosti R+ h od stredu Zeme. Gravitacnd
sila, ktori musime prekonat, nie je konstantnd, ale sa meni v zavislosti od vzdialenosti
z od stredu Zeme podla vztahu F(z) = kmM 2, pricom k je gravitactnd konstanta,
m je hmotnost telesa a M je hmotnost Zeme. Preto uvedent pracu je potrebné

R+h R+h

vypoéitat podla vzfahu W = / kmM— dr = kmM / — dx.

Tento vypocet mozeme pomocou druhého aspektu urcitého integrélu interpretovat
tak, Ze potrebujeme vypocitat obsah rovinného titvaru ohrani¢eného priamkami z =
R,z = R+ h,y =0 a krivkou f(z) = %.
Teraz pre zmenu pouZzijeme prvy aspekt urcitého integralu. Zvolme v zmysle
definicie 17 pre kazdé prirodzené ¢islo n delenie T, intervalu R = xp < 11 < 29 <
. < Ty < x, = R+ h. Funkcia f je na tomto intervale klesajuca, preto

1
fi= 27f1_ 22

Tiq
Prislusné dolné a horné integralne stucty si nasledovné.

n n
2 : Ti — Ti—1 —= — T; — Tiq
fl Z xl 1 E %,S(T) — E fl(xl —_ x’i—l — —Z 5 ¢ .

i i—1 Ti_1

i=1 v
Pomocou nich by sme tazko vypoéitali spominany integral. Vyhodnejsie je pouzit
Riemannov (medzi)sicet

fo T — Tim1), Tiog < o <
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Plati, ze ak 0 < z;_; < z;, tak 22 | < @, y2; < 22.0dtial z;_; < /T 10; < ;. V
kazdom intervale moZeme vybrat geometricky priemer jeho koncovych bodov. Vtedy
Riemannov (medzi)stucet bude

n

Ti— Tl — 1 1 1 1 1 1 1 1 1
S(Ty=» ———= - ) = =
( ) Z Ti1%; zzl <l’i_1 l’z> R 1’1+ZE1 ZE2+ R+h R R+h

i=1

Na tomto stcte je vyhodné to, Ze je to teleskopicka suma, takze jeho hodnota nezavisi
od delenia intervalu. Preto je tato hodnota aj limitou tychto sic¢tov a hodnotou

1 1
integralu. Pret hladant pré lati W =kmM (| = — —— | .
integralu. Preto pre hladand pracu plati m (R R+h>

Ak by sme teleso preniesli mimo posobenie gravitaéného pola, t.j. teoreticky do

1 1 1
nekonecna, tak by W = hh_{glo kmM <§ — R——HL) = l{:mM}—%.

Mohli by sme vystrelit raketu s takou rychlostou v, aby sa jej kinetickd energia

spotrebovala prave na tuto pracu. Vtedy %va = kmM%, odtial v = %

Po dosadeni za konstanty by sme dostali znamu hodnotu druhej kozmickej rychlosti,
¢o je priblizne 11,2 km.s~'. Na tomto priklade je cenné to, Ze umoziiuje uréitym
sposobom skibif vietky tri pristupy pri pohlade na ur¢ity integral.

Kirsch v [51] neodporica zacat pri preberani urcitého integralu s Riemannovym
integralom a to z tych dovodov, Ze je pomerne naroény. U ziakov nemusi pretr-
vat precizna predstava o fiom, nebyva potrebne zdovodneny, dlho trva kym sa ziaci
stretni s nazornymi prikladmi a mléky sa predpoklada existencia predstavy o obsahu
rovinného ttvaru u ziakov. Je potrebné rozliSovat problém definicie urcitého in-
tegralu a problém vypoctu konkrétneho urcitého integralu v uréitom priklade. Casto
zvykni byt tieto dva problémy medzi sebou pomiesané a vznikd potom zméitok v
predstavach Ziakov natolko, Ze nie si schopni definovat, ¢o je urcity integrél. Kirsch
nakoniec tuplne vynechava Riemannov integral v [51].

Fischer v [28] sa nedomnieva, ze by bolo nezmyselné vyucovanie Riemannovho
integralu, skor sa domnieva, Ze je potrebné upriamit pozornost na jeho dva aspekty.

1. Definitoricko-teoreticky: Integral ako limita urcitych sicétov moze byt zave-
deny nezévisle od pojmu obsah rovinného itvaru ako teoretickd velkost s roz-
licnym vyznamom. Ttto predstavu mozno prezentovat az vtedy, ked mali Ziaci
moznost stretnit sa uz s inymi predstavami o uréitom integrale.

2. Algoritmicko-konstruktivny: Aspekt ,limity urcitych sucétov” umoznuje pri-
blizny numericky vypocet urcitych integrédlov. To je dolezité pri funkciach,
ktoré nemaju primitivnu funkciu v analytickom tvare. Tieto funkcie je nutné
potom numericky integrovat pribliznymi metédami.
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Fischer zdoraznuje, ze je potrebné, aby sa ziaci stretli s rozlicnymi pristupmi k
urcitému integralu. Pokial sa ucitel matematiky zameria vyluéne na obsah rovinného
tvaru, tak je potom také vyucovanie z obsahovej stranky velmi chudobné.

Doteraz sme spominali vzdjomné suvislosti medzi integralnym a diferencialnym
poctom. Z hladiska limitnych procesov pripomina Strick v [89], Ze je mozné hladat
vzajomni stivislost medzi uréitym integralom a stiétom nekoneéného radu redlnych
¢isel. Uvadza niektoré priklady nevlastnych integralov niektorych mocninovych funk-
cii, ktoré chape ako obsahy utvarov ,pod grafmi” tychto funkcii. Napriek tomu, ze
sa snazi o maximéalnu ndzornost vyuzivajic grafy a tabulky, domnievame sa, Ze je
vhodné tieto ulohy preberaf s talentovanymi Ziakmi gymnézia alebo az v prvom
ro¢niku vysokoskolského studia.

Pomocu grafickej interpretacie urcitého integralu a pojmu dolného sii¢tu (znameho
z tedrie Riemannovho integrdlu) mozno pre funkciu f(z) = < vyslovit tvrdenie, ze
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= 10. 3= = 5. To sa d4 zovseobecnit tak, 7Ze /— dx > n§
T

1

To znamend, Ze ak sa prirodzené ¢&islo n zvicsuje, tak velkost tohto integralu rastie
,nad vsetky medze” (diverguje), resp. obsah rovinného utvaru ,,pod grafom” funkcie
v hraniciach od 1 po co nie je koneény. Dalej Strick argumentuje, ze ak
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. Teraz sa znova vracia

oo
Dalej zoveobeciiuje tento vztah a dostava /
1

[e.e]
1
k integralu / — dx 1lohou, ze pre aké exponenty mocninovych funkcii vyjda v po-
x

1

. . : .. 1
slednom vztahu prirodzené ¢&isla. Jedna z moznosti je pomoct si substiticiou — = a.
n

[e.9]

1
Vtedy /
e

1

dx = a. To znamen4, 7e ak sa prirodzené éislo a zvicsuje, tak velkost
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tohto integralu rastie ,nad vsSetky medze”.
[e.e]
1 1
Ale vtedy sa ¢islo 1 + — ,,priblizuje” k ¢islu 1 a ,,sme znova” pri integrale / —dx.
a x
1

Urcity integral je casto spajany s pojmom obsahu rovinného utvaru. Piischel v [75]
pripomina moznu priestorovi interpretaciu urcitého integralu. Skiimajme integral

b
/xQ dx
0

a objem ihlana so Stvorcovou podstavou. Strana Stvorca a vyska ihlana nech maju
dizku b.

Ak rozrezeme ihlan n — 1 rovinami kolmymi na vysku na ,rovnako hrubé” casti,
mozeme kazdej i-tej Casti (ak ich pocitame od vrcholu ihlana) vpisat kvéder so stranou
podstavy %b a opisat kvader so stranou podstavy %b' Oba spomenuté kvadre by mali
vysku % ,Vnutornd” a ,vonkajsia” stupnovitd pyramida, ktoré by vznikli zlozenim
vpisanych, resp. opisanych kvadrov by mali objemy

(5 v n (o) v

i=1 i=1

Ak sa na tieto posledné vztahy bliZsie pozrieme, tak zistime, Ze predstavuji dolny
a horny integralny sticet v zmysle definicie 17 funkcie y = 2% vzhladom na delenie
intervalu (0, b) na n rovnako dlhych intervalov.

Ak by sa prirodzené ¢islo n zvacsovalo ,nad vSetky medze”, tak by , vnitorna” a
,vonkajsia” stupnovitd pyramida konvergovali k ihlanu a ich objemy k jeho objemu.

b
Zaroven dolny a horny integralny sicet by konvergovali k / 22 dz. Ked'ze objem
0

b / b3
ihlana je 3 tak musi platit /x2 dx = R
0

Na viaceré pojmy matematickej analyzy suvisiace s limitnymi procesmi sme sa
doteraz pozerali z roznych hladisk. Domnievame sa, Ze pri sticasnom intenzivnom
rozvoji informacénych technolégii sa znizuje vyznam vyuky kalkulativnych postupov
a zvySuje vyznam vyuky zmyslu a hibky pochopenia pojmov. Obrazne povedané,
dnes je dolezitejsie vo vyucovani matematiky, aby ziaci pochopili, ¢o je derivacia,
limita a integral ako to ako sa derivacia, limita a integral vypocitaju.



Kapitola 2

Metodologické vychodiska

2.1 Ciel dizertacnej prace

Cielom préace je preskiimat doterajsie poznatky tedrie vyucovania matematiky v ob-
lasti limitnych procesov a ich aplikdcie v skolskej praxi, a to najmé v tematickych
celkoch gymnazidlneho u¢iva matematiky ako postupnosti a rady, limita postupnosti,
sticet nekoneéného radu, limita funkcie, stvislost limitnych procesov s derivéciou a
urcitym integralom. Limitné procesy maju rozne moznosti vyuzitia v réznych ob-
lastiach matematiky, na ¢o poukazuje hlavne histéria matematiky. Zial, v skolskej
praxi sa chdpanie tychto procesov redukuje casto iba na zvladnutie zakladnych poj-
mov, najmé definicii a viet, pricom sa zanedbava propedeutika tejto problematiky v
nizsich roénikoch. Nie je docenend ani tiloha medzipredmetovych vztahov, ktoré si
dolezité na to, aby Ziaci ziskali pohlad z viacerych stran na rozne matematické pojmy
a vnimali ich vo svetle roznych praktickych aplikacii.

Cielom dizertacnej prace je navrhnif a experimentdlne overit novyj spésob
vyucovania limitngch procesov na gymndziu, ktory by v sebe zahinal propedeuti-
ku tychto procesov. Na to sme pouzili prace doméacich a zahrani¢nych autorov z
oblasti tedrie vyucovania matematiky (O. Sedivy [31], J. Fulier [30], M. Hejny [40],
U. P. Tietze [93], L. Bauer [4], L. Kvasz [61], N. Knoche [56]), prace venované histérii
matematickej analyzy (napriklad Edwards [22]). Této koncepcia vyucovania limit-
nych procesov by mala respektovat paralelu fylogenézy a ontogenézy matematického
myslenia.

7 hladiska postupnosti krokov pri prebereni tematického celku je potrebné vycha-
dzat z etdp pozndvacieho procesu (pozri [40]). Vysledkom pripravnych préic je ezpe-
rimentdlny ucebny text (pozri dodatok B), ktory pomocou experimentalnych metéd
kvalitativneho vyskumu ako si konstantna komparacia, terénne zapisy vyucovacich
hodin, analyza pisomnych prac ziakov a Studentov je prakticky verifikovany v skolskej
praxi. Jednym zo zdrojov inSpiracie k metodike sporacovania st nepublikované alebo
malo publikované, a preto mélo zname prace zosnulého profesora Igora Kluvanka,
v ktorych je mnozstvo zaujimavych didaktickych postupov, problémovych tloh. Ich
overenie v Skolskej praxi sa doteraz nerealizovalo.

Filozoficka a metodologicka koncepcia prace sa opiera o prace viacerych vyznam-
nych didaktikov matematiky ako H. Freudenthal, A. Sierpinska, D. Tall, S. Vinner.
V suvislosti s rozvojom informaénych a komunikaénych technolégii, ktoré umoznuju
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lepsiu vizualizéciu a individualizaciu vyuéovacieho procesu je ¢ast vyskumu venovand
aj vyuzitiu programu Mathematica pri propedeutike pojmov stuvisiacich s limitnymi
procesmi (konkrétne v préaci pojmy derivécia a dotycnica funkcie v bode).

KedZe $irka spracovanej problematiky je pomerne rozsiahla, experimentalny vys-
kum pozostava z 12 experimentalnych vyucovacich celkov, ktoré zachytia zakladné
témy spracovanej problematiky. Skladba tychto celkov je nasledovna:

1. Propedeutika zavedenia pojmu sicet nekonecného radu.

2. Definicia a vypocet suctu nekoneéného geometrického radu.
3. Zavedenie pojmu limity postupnosti.

4. Vypocty jednoduchsich limit niektorych postupnosti.

5. Vypocty narocnejsich limit niektorych postupnosti - typu

a, = { ? pre n < 1000,
= pren > 1000.
6. Problémové tlohy suvisiace s limitnymi procesmi.
7. Zavedenie pojmu limity funkcie.
8. Vypocty limit funkcie.
9. Zavedenie pojmu derivécie (v suvislosti s limitnym procesom).
10. Vypocet derivacie niektorych funkcii.
11. Zavedenie urc¢itého integralu pomocou limitného procesu.

12. Riemannov a Newtonov integral.

Experimentédlne vyucovanie sa realizovalo v rdmci vyucovacich hodin na cvi¢nej
skole Katolickej Univerzity, na Gymnaziu Sv. Andreja v Ruzomberku (v praci
oznaceni ako skupina G). Aby vzorka skimanych ziakov bola vécsia, tak vyucovanie
sa uskutocnilo aj v ramci ivodnych seminarov z matematiky resp. cviceni z matema-
tickej analyzy pre studentov 1. ro¢nika Pedagogickej fakulty Katolickej Univerzity-
ucitelstvo vseobecnovzdeldvacich predmetov kombindcii s matematikou (v préci
oznaceni ako skupina U). Cielom kvalitativneho vyskumu je aj hladaf a klasifiko-
vat najcastejsie ziacke chyby stivisiace s porozumenim pojmov preberanych v rdmci
horeuvedenych vyucovacich celkov.

Cielom kvantitativneho vyskumu je zistit vplyv a previazanost niektorych tema-
tickych celkov, s ktorymi sa ziaci stretli v prvych troch roénikoch gymnézia (vstupné
faktory) s pojmami limitnych procesov(vystupné faktory). Vzhladom na sirku prob-
lematiky préce je vplyv vystupnych faktorov skimany pri pojmoch limita postupnos-
ti a sucet nekoneéného radu, limita a derivdcia funkcie. Vzajomny vztah vstupnych
a vystupnych faktorov je podrobnejsie rozpracovany pri pojmoch limita a derivdcia
funkcie. Cielom vyskumu je ukdzat, Ze experimentdlne vyucovanie zamerané viac na
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porozumenie pojmov a s nim suvisiace tlohy zlepsi vykon ziakov pri rieseni tohto
typu tloh. Pritom nedojde k zhorseniu vykonov ziakov pri rieseni kalkulativnych
uloh. Z tohto dovodu boli ziaci a Studenti rozdeleni na experimentalnu a kontrolnu
vzorku. V kontrolnej vzorke sa vyucovalo klasickym sposobom. Na rozsirenie kontrol-
nej vzorky pre potreby kvantitativneho vyskumu boli pouzité aj prace studentov 1.
rocnika Pedagogickej fakulty Univerzity J. E. Purkyné v Ust{ nad Labem-u¢itelstvo
vSeobecnovzdelavacich predmetov kombinacii s matematikou.

Dalsim cielom kvantitativneho vyskumu je zistit, ¢ pohlavie ziakov vplyva na ich
vykony, vstupné a vystupné faktory pri experimentalnom vyucovani.

2.2 Metddy experimentalnej prace

2.2.1 Ciele, formy, prostriedky a hypotézy kvalitativnheho
vyskumu

Pocas experimentalnych vyucovacich hodin sa uskutocnil kvalitativne orientovany
vyskum. Pre tento druh vyskumu sme sa rozhodli jednak z praktickych dévodov,
jednak preto, Ze chceme zachytit tistne a pisomné vypovede Ziakov a Studentov. Z
nich je mozné vybrat a triedif doleZité fenomény, ktoré do urcitej miery charakterizuji
poznavaci proces pri preberani limitnych procesov.

Podla Gavoru v [32] je cielom kvalitativne orientovaného vyskumu porozumiet
zmyslu javov, pripadne odhalovat nové skutocnosti, ktoré mozu prispiet pri budovani
novej tedrie. V tejto praci ma tento typ vyskumu tlohu popisat priebeh experi-
mentalnych vyucovacich hodin, ktoré si spominané v kapitole 2.1. Tie mozu odhalit
pozitivne i negativne stranky koncepcie vyucovania limitnych procesov, vypracova-
nej v experimentalnom u¢ebnom texte. Navyse kvalitativny vyskum je konstrukcng a
kvantitativny je verifikacny, preto experimentédlne vyucovacie hodiny zohrali doleziti
tilohu pri hladani vstupnych faktorov kvantitativneho vyskumu, ako aj pri formulo-
vani jeho pracovnych hypotéz.

Protokoly z tychto vyucovacich hodin su spracované vo forme terénnych zapisov
(field notes), ktoré podla Gavoru v [32], neobsahuju tiplny zoznam veci a nie st tiplne
podrobné. Experimentitor ma moznost si vybrat, ktorym veciam pocas vyucovania
venuje pozornost, pripadne ich d'alej podrobnejsie spracuje. Tento sposob vyuzil
vo svojej praci aj Bero v [10] vo forme komentovanych protokolov vyucovacich
hodin. V nich sa nachédzaji aj ¢asti rozhovorov experimentdtora(ucitela) so ziakmi
a studentmi, ktoré dokumentuju jav, ktory chce experimentétor popisat. Aj v tejto
praci sa nachadzaju tieto casti. Ustne vypovede ziakov a Studentov umoznuja cha-
rakterizovat sposob a stupen porozumenia matematického pojmu preberaného pocas
vyucovacej hodiny. Rovnako je mozné pomocou nich urcit, v ktorej fdze pozndvacieho
procesu daného matematického pojmu sa vyucovanie matematiky v danom okamihu
nachadzalo.

Dizertacné prace Hauke [34] a Przenioslo (¢asti v [73], [74] ) st na rozdiel od préce
Bero [10] viac experimentdlne zamerané a zaoberaju sa uzSou problematikou, pre-
to obsahuju aj transkripty-prepisy magnetofénovych nahravok alebo videonahravok
vyucovacich hodin.
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Vzhladom na $irku problematiky, ktorou sa zaoberdme v tejto préci, sme sa roz-
hodli kombinovat ¢asti rozhovorov experimentdtora so Ziakmi a Studentmi s analy-
zami ich pisomnych prac. M4 to vyhodu najmé tspory ¢asu a moznost ziskat experi-
mentéalne udaje od celej skupiny ziakov alebo studentov sucasne. Pocas vyucovacich
hodin boli pre ziakov a Studentov pripravené experimentalne tlohy, ktoré ziaci a
Studenti vypracovavali za i¢elom experimentalneho spracovania.

Cielom experimentalnych 1loh bolo najmi motivovat ziakov a $tudentov, poskyt-
nit im viacero separovanych a univerzalnych modelov pri pozndvacom procese poj-
mov suvisiacich s limitnymi procesmi. Tie v beznom vyucovani ¢asto chybajui, na ¢o
upozornuje aj Eisenmann v [25]. Okrem toho poskytovali moznost experimentétorovi
diagnostikovat mozné problémy, najcastejsie chyby alebo objavif netradi¢né ziacke a
Studentské riesenia tuloh.

Okrem experimentalnych tloh si kvalitativne spracované aj tematické previer-
ky, ktoré svojou problematikou pokryvaju casti kapitol experimentdlneho u¢ebného
textu, ktoré boli preberané pocas experimentalnych vyucovacich hodin.

Mundy/Graham v [65] povazuju vo svojej stidii za dolezity piagetovsky konstruk-
tivisticky pohlad, Ze ,vyucovanie matematiky je proces, v ktorom ziak reorganizuje
svoje aktivity za ucelom objasnenia situdcii, ktoré povazuje za problematické.”

Bikner/Herget v [11] venuju zvlastnu pozornost chybdm studentov vo vyucovani
matematickej analyzy. Svoju pozornost ststredili na pojmy neur¢ity integral, limita
postupnosti a derivacia. Domnievame sa, ze chybovej analyze ziackych a studentskych
prac pocas vyucovani matematickej analyzy nie je u nas venovana dostatocné pozor-
nost. Hlavne pri priprave budtcich ucitelov matematiky mozu zohravat poznatky
ziskané v tejto oblasti dolezitu ulohu.

Nad vyznamom experimentov vo vycovani matematiky sa zamysla aj Steinberg v
[87]. Ciele, ktoré si vyuzité aj v tejto praci mozno formulovat nasledovne:

1. vstup do tematického okruhu: objavenie problému pri rieseni konkrétnej ilohy,
2. nazorné zavadzanie novych pojmov,

3. prepdjat tedriu s praktickym Zivotom,

4. odpovedat na otdzky ziakov a studentov pri rieSeni problémovych tloh.

Pocas experimentalnych vyuéovacich hodin zohrdval dolezitd tlohu vzfah me-
dzi ndzornostou a abstrakciou. Tietze v [93] upozornuje, ze ziakom ¢asto chyba
nazorna predstava o niektorych pojmoch matematickej analyzy. Ukazuje to na prikla-
de vztahu funkcie a jej derivécie, ked tvrdi, Ze mnohi Ziaci nevedia objasnit geomet-
rickd stvislost medzi tymito funkciami. Dalej venuje velkd pozornost problémom
ziakov a Studentov, ktoré suvisia s upravami algebraickych vyrazov, korektnosti ma-
tematickych zépisov a podobne ako Bikner/Herget v [11] uvadza aj niektoré typické
chyby studentov. Ako ukdzku si mozeme uviest nasledovné.

sin x . sinz . sinl

lim = lim sin = sin 77 lim
z—0 I x—0 z—0 x—0

Domnievame sa, Ze jednym z prameiiov tychto chyb moze byt to, Ze v zmysle
toho, ¢o tvrdi Knoche v [57], sa ziak u¢i matematiku ,viackrat”. Raz na prvom,
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potom na druhom stupni, nakoniec na gymnaziu, pripadne aj na vysokej skole. Ak
vyucovanie matematiky nie je nové ucenie, ale len pretcanie, rozsirenie alebo zizenie
pojmov, ktoré si k dispozicii, tak z psychologického hladiska moze dojst k interferencii
a k naruseniu ich poznatkovej struktiry. Ako priklad mozeme uviest svoju vlastni
skiisenost so studentmi-budicimi uéitelmi matematiky z kurzu algebry. Ak sa stretni
v ramci teoretickej aritmetiky najprv s euklidovskymi okruhmi, tak casto zabudnu
aj na zaklady teoretickej aritmetiky ziskané eSte na zédkladnej skole. Viaceri z nich
potom nevedia urcit ani najvicsi spoloény delitel, najmensi spoloény ndsobok na-
priklad ¢isel 24, 36. Na to treba ddvat pozor aj pri vyu¢ovani matematickej analyzy,
pretoze tu dochadza aj k nerespektovaniu etap poznavacieho procesu v zmysle tedrie
Hejného v [40].

Tietze v [93], Herden/Knoche v [41] sa domnievaji, ze mnohé problémy pri rieseni
kalkulativnych tloh stvisia s neschopnostou ziakov upravovat algebrické vyrazy a nie
s tym, Zeby nerozumeli pojmom ako limita postupnosti, limita funkcie atd. Ten-
to problém suvisi aj s tym, ze viacerym ziakom sa javi vyucovanie matematickej
analyzy ako ,aplikovand algebra”. Z hladiska koncepcie vyucovania limitnych proce-
sov prakticky vyjadrenej v experimentalnom ucebnom texte sa domnievame, ze tieto
problémy ucitel alebo experimentator tazko moze ovplyvnit a eliminovat. Algebra vo
vyucovani gymnazidlnej matematiky dominuje v nizsich ro¢nikoch, teda v ,starSom
ucive” matematiky, ktoré by ziaci uz mali ovlddat.

Bauer v [4] kladie doraz na to, ze vyucovanie matematiky musi byt pre ziakov
zaujimavé a pomenuva urcité indikatory spravania sa ziakov, ktoré tento zaujem
mozu signalizovat. Spomerime aspoi niektoré.

1. pozornost, koncentricia, obliibenost matematiky,

2. prekondvanie tazkosti, ochota vynalozit ndmahu pri ziskavani novych vedo-
mosti,

3. spontanne aktivity hladania, objavovania, skiimania.

Tieto aspekty moze lepsie vystihnit kvalitativny vyskum vo vyucovani mate-
matickej analyzy. Jeho zmyslom sa zaobera aj Hofe v [44]. Vyhodou tohto druhu
vyskumu je, Ze na rozdiel od kvantitativneho vyskumu umoziuje lepsie zachytit a
rekonstruovat individudlne stratégie a predstavy, respektive subjektivne skutocnosti
ziakov. Hofe si v suvislosti s vyucovanim matematickej analyzy kladie nasledovné
otazky.

1. Kolko ¢asu venuje ucitel matematiky dokladnému, uvedomelému budovaniu
pojmov ako limita, derivacia a pod?

2. Zostava c¢as na aktivne objavné vyucCovanie a s nim spojené nachadzanie a
prekonavanie pojmovych problémov?

3. Je azda pre kratkost ¢asu lepsie hned prezentovat hotové pojmy a skoncentrovat
sa na ich pouzitie v Standardnych tlohach?

Okrem toho je potrebné vybudovat dve doélezité dimenzie didaktiky matematickej
analyzy, ktoré Hofe formuluje nasledovne.
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Preskriptivna dimenzia, ktorej cielom je spracovat schopnosti a zruénosti ziakov,
ktoré maji nadobudnit vo vyucovani matematickej analyzy. Opisat adekvéatne po-
rozumenie pojmov, formuluje zdkladné predstavy, ktoré si m4 ziak vypestovat. Dalej
poukazuje na vecné tazkosti, s ktorymi sa moze ucitel a ziak stretniif na ceste osvo-
jovania vyznamu pojmov.

Konstruktivna dimenzia vyuziva zaklad, ktory jej poskytuje preskriptivna di-
menzia. Rozvija konstruktivne ndvrhy so zretelom na pedagogické a psychologické
aspekty, ktoré siahaji od moznosti Strukturovania a stupnovania jednotlivych tém az
po rozpracovanie vyucovacich metéd.

Aj experimentélny ucebny text spracovany v tejto praci ma za ciel prispiet k
rozvoju konstruktivnej dimenzie didaktiky matematickej analyzy a experimentalne
vyucovacie hodiny maju zmysel nielen preverenia tohto textu. V zmysle preskriptivne;j
dimenzie majui za ciel popisat, ako by mohol tento text prispiet k lepSiemu porozu-
meniu pojmov sivisiacich s limitnymi procesmi ako aj poukdzat na vecné tazkosti, s
ktorymi sa moze ucitel a ziak stretnif na ceste osvojovania vyznamu tychto pojmov
pri pouziti tohto textu.

Domnievame sa, ze v didaktike matematiky existuje tvorivé napétie medzi po-
znatkami prichadzajicimi z oblasti vedeckej matematiky a z oblasti pedagogiky, psy-
cholégie a vieobecnej didaktiky. Je potrebné docielit urciti rovnovahu medzi tymito
dvoma pdélmi. K tomu mozu prispief poznatky prichddzajice z histérie matematiky,
ktoré umozinuju predstavit matematiku ako sicast Tudskej kultiiry. V stcasnosti nie
je mozné zanedbaf ani rozvoj informaénych a komunika¢nych technolégii. Aspek-
ty vnttornych vztahov, ktoré povazujeme za dolezité, sme zndzornili nasledovnou
schémou.

Obr. 9
pedagogicko-psychologické rozvoj informaé&nych a
vedné discipliny komunikaénych technolégii
humanizécia spésobu modernizacia foriem
vyuéovania matematiky vyuéovania matematiky
didaktika
matematiky
aktualizacia, modernizacia obsahu predstavenie matematiky
vyuéovania matematiky ako suéasti M'udskej kultary
discipliny vedeckej
matematiky

I. Kluvanek v [55] tvrdi, zZe , Gsilie vynalozené na limity sa nevypléca, lebo nemusi
presvedcit ziakov, Ze limity mozu mat iny zmysel ako svoju formdlnu definiciu.” Z
tohto dovodu je v ué¢ebnom texte navrhnuty postup, respektujuici historicky vyvoj,
a preto je v nom zavedeny najprv sucet nekonecného radu a nasledne je zavedeny
pojem limity postupnosti. Pritom su vyuzité viaceré konkrétne priklady z histérie
matematiky, ktoré su zdrojom viacerych separovanych modelov sictu nekonecéné-
ho radu. V zmysle doteraz uvedenych uvah je vyskum terénnych zapisov experi-
mentalnych vyucovacich hodin zameranych na tito problematiku orientovany na to,
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akym sposobom tieto modely napom&ahaji k pochopeniu pojmu stcet nekone¢ného
radu.

Kazdy matematicky pojem by mal Ziak zvladnut na intuitivnej irovni a az potom
na formdlnej. V praxi to Gasto vyzera tak, Ze pre kratkost ¢asu sa ucitelom javi lepsie
hned’ prezentovat hotové pojmy a skoncentrovat sa na ich pouzitie v standardnych
tilohdch. Jednou z pricin je predimenzovanost uéiva predpisaného v ucebnych os-
novach pre dany pocet vyucovacich hodin, ktoré ma ucitel matematiky k dispozicii,
ktoru opravnene kritizuje Turek v [97], [98].

Bero v [10] tvrdi, Ze Ziaci principidlne odmietaji séitat nekoneény rad az do
okamihu, ked sa o tom dozvedia v skole alebo inym sposobom. Z fylogenetického
hl'adiska je to pochopitelné, éoho dokazom st Zenénove apdrie. V experimentdlnom
ucebnom texte sme sa tento problém rozhodli riesit tak, Ze sme spojili problematiku
¢isel s periodickym desatinnym rozvojom so Zenénovou apériou Achilla a korytnacky:.
Domnievame sa, ze pri takomto prezentovani pojmu sucet nekonecného radu nedojde
k odmietaniu séitat nekoneény rad, pretoze sa ziaci s ¢fslami s periodickym desa-
tinnym rozvojom stretli uz na zakladnej skole. Ttto hypotézu podporuje aj Wigand
v [105], ktory sa domnieva, Ze je potrebné zaoberat sa limitnymi procesmi uz na
zékladnej skole, pricom ¢isla s periodickym desatinnym rozvojom povazuje za jeden
z dolezitych modelov na tomto stupni. Domnievame sa, Ze o to viac by mali byt
vhodné pre ziakov gymndzia a mali by byt zaradené medzi prvé modely, s ktorymi sa
ziaci stretni. Vsetky limitné procesy su podla Wiganda v [105] vysledkom urcitého
matematického myslenia a ich myslienka musi na tivod zazniet v nejakej jednoduchej
forme a potom ju treba pomocou d'alsich modelov robit stdle zndmejSou a jasnejsou.
To popisujeme v kapitole 2.2.3.

Pri spracovani pojmu limity funkcie sme sa nechali ingpirovat rukopismi profesora
Igora Kluvanka a koncepciou Pickerta v [70], ktorf navrhovali vybudovat tento pojem
pomocou pojmu spojitosti. Kluvanek v [54], [55] tvrdi, ze ,nie je vyhodné najprv
zaviest pojem limity funkcie a pomocou nej definovat spojitost. Z pedagogického
hladiska je velky rozdiel v tom, ktory pojem zavedieme ako prvy. Kazdy skiseny
ucitel zdoraznuje, Ze limita funkcie v bode nie je jej hodnota. Pre Ziaka je velmi
tazké konceptudlne rozlisit dva pojmy, ktoré si podla jeho skisenosti identické.”

Dalsim problémom je, Ze pri zavddzani pojmu limity funkcie v bode vystupuje
otézka jej existencie. Faktom dalej zostava, ze kym definicia spojitosti obsahuje tri,
tak definicia limity funkcie v bode obsahuje az styri kvantifikatory.

Z tohto dovodu Kluvdnek navrhuje definovat najprv spojitost funkcie v bode.
Cielom vyskumu v tejto oblasti bude overit, ¢i Ziaci vedia lepgie rozlisit pojmy limita
funkcie v bode a hodnota funkcie v bode pri vyucovani pomocou experimentalneho
ucebného textu. Okrem toho je cielom zistit, ¢i si zamienaji v tomto pripade pojmy
limita funkcie v bode a spojitost funkcie v bode. Dalsim cielom je dokumentovat,
akym sposobom ziaci vyuzivaju graf funkcie pri pochopeni pojmu limity funkcie v bo-
de a v problémovych tlohach sivisiacich s tymto pojmom.

Aj pri pojme derivacia navrhuje Kluvanek vo svojich rukopisoch rovnako ako
Kahl v [49] vyuzit pojem spojitosti funkcie. Spomina ju aj Hauke v [34] pod ndzvom
metdda ,hodnoty v medzere”. KedZe aj tu bude kladeny doraz na graficki inter-
pretéciu bude cielom vyskumu sledovanie tohto aspektu v poznévacom procese. Dalej
vo vyskume sme sledovali schopnost Ziakov a $tudentov numericky uréit priblizni
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hodnotu derivacie funkcie v bode.

Pojem urcity integral je zavadzany nielen pomocou Newtonovho integralu, ale
ziaci st oboznameni aj s pojmami integralnych suctov, ktoré su visia s Riemannovym
integralom.

Pocas experimentu ziaci a Studenti pisali tematicki previerku zamerantu na limi-
tu postupnosti a sicet nekoneéného radu. Dalsia previerka bola venovand pojmom
limita funkcie a derivacia. Vysledkom ich spracovania je chybova analyza prac zia-
kov a Studentov (pozri kapitolu 4). Popis experimentélnych vyucovacich hodin sa
nachadza v kapitole 3.

2.2.2 Metody a hypotézy kvantitativheho vyskumu

Pri spracovani tematickych previerok st pouzité viaceré statistické metody vyhodno-
tenia nestandardizovanych didaktickych testov.

Obtiaznost 1ilohy mozno podla Tureka v [97] a Soltysa v [86] definovat ako pomer
suctu bodov ziskanych za danu tlohu skupinou studentov a maximélnemu suctu bo-
dov, ktoré za dant 1lohu skupina Studentov mohla dosiahnut. To méZme zapisat a

upravit nasledovne
n n
Suo Y
=1 1= B
u;; je pocet bodov, ktoré ziskal j-ty Student za i-tu ilohu. p; je obtiaznost i- tej tlohy
a n je celkovy pocet studentov, ktori pisali previerku. B; je maximalny pocet bodov
za t-tu ulohu a w; je aritmeticky priemer bodov, ktoré ziskali studenti za ¢-tu tlohu.
Soltys v [86] prirad uje hodnotdm p; nasledovni obtiaznost:

Ui

Di 0,0-0,20 |0,21-0,40 0,41 - 0,60 0,61-0,80 | 0,81-1,0
tlohy | velmi tazké tazké strednej obtiaznosti lahké velmi lahké

n
Disperziu i-tej ulohy vypocitame pomocou zndmeho vztahu D; = — Z(UW — ;)2
n
=1

k
Ak j-ty Student ziska v previerke s k tlohami absolitne skére z; = Z u;;, tak aj
i=1

I 1 o
dis u sko Cit logicky D = — —7)% kde T = — .
perziu skore vypocitame analogicky " Z(x] 7)°, kde T " Z T,
j=1 j=1
Smerodajni odchylku skére uréime podla vztahu s = /D. Kedze tematické
previerky nebudu skérované bindrne, ich reliabilitu r vypocitame podla Tureka v [97]

k
k 1
h £ =—1[1-= g D; .
pomocou Cronbachovho vztahu r - ( o) 2 Z)

Podla Soltysa v [86] pomocou reliability r uréime aj standardni chybu s; podla vztahu

St = Sv1—r.
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Ulohy v zéverecnych previerkach s rozdelené na dve skupiny. Na skupinu éisto
kalkulativnych 1loh a na skupinu tloh na porozumenie a pochopenie pojmov. Za obe
skupiny tloh je zisteny sucet bodov kazdého studenta. Nech i-ty Student dosiahne za
prvi skupinu tloh z; bodov a za druht skupinu tloh y; bodov. Pearsonov koesficient
koreldcie r, vypocitame podla vztahu

n n n
n E TiYi — E T; E Yi
i=i i=i i=i

nzx?—<zxz> nny—<Zyz~>

Ak Pearsonov koeficient koreldcie medzi tymito hodnotami nedosiahne kriticki hod-
notu 7,(0,05) (testujeme na hladine vyznamnosti 0,05), tak mozno konstatovat, ze
tispesnost studentov (v danej studijnej skupine alebo triede) v rieseni tychto dvoch
skupin tiloh nemé vzdjomnu stvislost. Ak by koeficient koreldcie prekrocil kriticki
hodnotu, hypotézu zamietneme. Kvoli viicsej prehladnosti je stcet bodov za kalku-
lativne ulohy v praci oznacovany ako faktor SKal. Stucet bodov za tlohy na porozu-
menie a pochopenie pojmov je oznaceny ako faktor SPr.

Pearsonov koeficient koreldcie je podla Tureka v [97] vyhodné pouzit aj na urcenie
validity ako koeficientom korelacie medzi vysledkami previerky a inym akceptova-
telnym meradlom. Vsetky doteraz uvedené statistické charakteristiky mozno ziskat
vyuzitim programu Ezxcel (pozri [20]). Vysledky tohto spracovania si uvedené v
kapitole 4.

V tejto praci su prezentované vysledky dvoch tematickych previerok zameranych
na tieto témy :

1. limita postupnosti a sticet nekoneé¢ného radu
2. limita a derivacia funkcie v bode
Na zaver preberania prvej témy skupina G pisala nasledovni pracu:

A skupina

1. Nech (u,);~, je postupnost redlnych ¢isel. lim u, = L prave vtedy, ked

A)Je>0Vm e N In € N, ze pre n > m plati |u, — L| < ¢,

B) Ve >03m e N Vn € N, ze pre n > m plati |u, — L| < e,
C)Ve>0Vm € N dn € N, ze pre n > m plati |u, — L| < ¢,

D) Jde >0Vm e N Vn € N, ze pre n > m plati |u, — L| < .

2. Prevedte do tvaru zlomku &islo 0, 27.

3. Zistite, ¢i je dany rad konvergentny, ak ano, najdite jeho stucet.

(a) <—$) T <—§>2+ (—2)1..., (b)i?’j:fj.

J=1
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4. Vypocitajte:

n+3 n® +1
lim ———+—— b) i
@ ey O MGy

{ 10 pre n <10,

1

li kde a, =
(c)  lim an, kde a ~—  pren > 10.
n

n—oo

n+1
n

5. Prirodzenych &fsel, ktoré spiiiaji podmienku 1 — & < <l+ee>0

A)je nekonecne vela,  B)je konecne vela.
6. Existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati, ze kazdé prirodzené ¢islo n > m

n—+1

splita nerovnost < 1,001

n

A) éno, B) nie.
7. Existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati, ze kazdé prirodzené ¢islo n > m

, , 1
spliia nerovnost r < 0,999

A) éno, B) nie.
B skupina

1. Preved'te do tvaru zlomku &islo 0, 32.
2. Zistite, ¢ je dany rad konvergentny, ak dno, najdite jeho sticet.

oS Fm o () () < () <

3. Vypocitajte:

nd—1 n?+1
li b lim ——
@ ey P Ty
-1
i pre n < 10,
(¢) lim ap, kdea, =4 "
e — pre n > 10.
n

4. Nech (uy)72, je postupnost redlnych ¢isel. lim u, = L prave vtedy, ked

A)Je>0Vme N Vn e N, ze pre n > m plati |u, — L| < ¢,
B) Ve >0Vm e N 3n € N, ze pre n > m plati |u,, — L| < ¢,
C) Je >0Vm e N 3n € N, ze pre n > m plati |u,, — L| < ¢,
D) Ve >03m e N Vn € N, ze pre n > m plati |u, — L| < .

, n+1
5. Prirodzenych ¢isel, ktoré splnaji podmienku >1+e,e>0

n
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A)je nekonecne vela, B)je konecne vela alebo Ziadne.
6. Existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati, ze kazdé prirodzené ¢islo n > m

n-+1

< 0,99999

spliia nerovnost

A) ano, B) nie.
7. Existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati, ze kazdé prirodzené ¢islo n > m

n+1

splita nerovnost < 1,0001

n

A) éno, B) nie.
Skérovanie (bodovanie) tloh v skupindch A a B bolo analogické. Uvedieme preto len
skupinu A:

Uloha 1 spravna odpoved 1 bod

2 maximalne 3 body, ktoré boli rozdelené nasledovne: Predpokladame, ze ziaci
budt riesit tlohu pomocou prevodu zlomku s desatinnym rozvojom na geomet-
ricky rad.

- za spravny prevod zlomku na geometricky rad alebo spravne urcenie
prvého ¢lena a kvocientu geometrického radu - 1 bod,

- za spravne dosadenie do vztahu pre sicet nekoneéného geometrického radu
- 1 bod,

- za spravny vysledok - 1 bod.
3a maximéalne 2 body:

- spravne urcenie prvého ¢lena a kvocientu geometrického radu - 1 bod,

- za urcenie, ze rad je divergentny - 1 bod.
3b maximalne 4 body:

- zapis radu ako sucet dvoch geometrickych radov - 1 bod,
- za spravne urcenie suctu aspon jedného z radov - 1 bod,

- za spravne dosadenie do vztahu pre sicet nekoneéného geometrického radu
pri oboch radoch - 1 bod,

- za spravny vysledok - 1 bod.
4a maximalne 2 body:

- spravne predelenie ¢itatela a menovatela zlomku vyrazom n? - 1 bod,

- za spravny vysledok - 1 bod.
4b maximéalne 3 body:

- 7za spravne roznasobenie menovatela - 1 bod,
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- spravne predelenie ¢itatela a menovatela zlomku vyrazom n? - 1 bod,

- za spravny vysledok - 1 bod.
4c, 5, 6, 7 kazdd maximalne 2 body:

- za zdovodnenie alebo spravnu upravu nerovnice - 1 bod,

- za spravnu odpoved - 1 bod.
Klasifikacna stupnica bola nasledovna:
1 ... 23 - 21 bodov
2 ... 20 - 17 bodov
3 ... 16 - 12 bodov
4 ... 11 - 6 bodov
5 ... 5- 0 bodov

Ijlohy tematickej previerky 2, 3a, 3b, 4a, 4b v A skupine, tlohy 1, 2a, 2b, 3a, 3b v
skupine B st kalkulativne (faktor SKal). Ulohy 1, 4c, 5, 6, 7 v A skupine, tlohy 4, 5,
6, 7 v B skupine si problémové tlohy zamerané na pochopenie pojmov (faktor SPr).
Skupina U pislala nasledovni tematickd previerku, ktorej bodovanie bolo podobné
ako v skupine G. Preto ho uvadzame v zadani tloh:

A skupina

1. Nech (u,),;—, je postupnost redlnych ¢isel. lim u, = L prave vtedy, ked
n—oo

A)Je>0Vm e N In € N, ze pre n > m plati |u, — L| < ¢,

B) Ve > 03dm e N Vn € N, ze pre n > m plati |u,, — L| < ¢,
C)Ve>0Vm &€ N In € N, ze pre n > m plati |u, — L| < ¢,

D) 3e >0VYm e N Vn € N, ze pre n > m plati |u, — L| < e (1 bod).
2. Preved'te do tvaru zlomku &fslo 0,27 (3 body).

3. Zistite, ¢i je dany rad konvergentny, ak ano, najdite jeho sticet.

(a) (—1—70> 4 (—1—70)2 4 (—?)3 b (2 body), Z P (4 vody).

J=1
3
4. Vypocitajte: (a) JEEO#M (2 body),
1
b) lm — (3 body),

n—oo (n+1).(n? 4+ 1)

{10 pre n < 10

1 (2 body),

li n» kd n —
(c)  Jim a cd — pren > 10
n

n—0o0
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(d) lim (=2)" (2 body),

n—oo

1
() lim ap, kdea, =4 5 PCPS10 904y,
e 10 pren > 10

(f)  lim by, kde b, =

n—oo

2 (2 body).

2n  pre Cisla n parne
—  pre ¢isla n neparne
n

, 1
5. Prirodzenych ¢isel, ktoré splnaji podmienku 1—¢ < ntl <l4eprec=0,1
n
A)je nekonecne vela,  B)je konecne vela. Preco? Odpoved zdovodnite (2 body).
. , > ’ {v s . n -+ 1 +
6. Prirodzenych c¢isel, ktoré spliaju podmienku 1—e < —— < 1+ecprec € R
n

A)je nekonecne vela,  B)je konecne vela. Preco? Odpoved zdovodnite (2 body).
7. Existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati, ze kazdé prirodzené ¢islo n > m

n—+1

splita nerovnost < 1,01.

n

A) Ano. Ktoré? B) Nie. Preco? (2 body)

8. Existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati, ze kazdé prirodzené ¢islo n > m

n—+1

splita nerovnost <0,99.

A) Ano. Ktoré? B) Nie. Preco? (2 body)

9. Urcte, ¢i su tieto rady konvergentné. Ak ano, urcte ich stucet.

00 1
(a) Zan, kde a,, = { n pren <3 (2 body),
0

(0) > by, kde b, = { " preq parbe (2 body),
n=1

0 pre n nepéarne

oo _1\n <
(c) ch, kde ¢, = { (=1)" pren <10 (2 body).
n=1

0 pre n > 10
y — 1 e .
10. Kolko ¢lenov radu Z on musite s¢itat, aby ste dostali :
n=1

(a) 0,75 (1 bod), (b) 0.96875 (1 bod), (¢) 1 (2 body).
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B skupina
1. Preved'te do tvaru zlomku &islo 0,32 (3 body).
2. Zistite, ¢i je dany rad konvergentny, ak dno, ndjdite jeho sucet.
> 5972 7 7\’ 7\’
. 4 bod b) [ —— —— —— ... (2 body).
3. Vypocitajte: (a) i w1 (3 body)
. ocitajte: (a im 0
YPoeral nihe (0 — 1).(n? 1) v
. on?+1
(b)  lim oy (2 body),
n- pren < 10
(¢) lim a,, kdea,=q 1" (2 body),
oo — pre n > 10
n
(d) lim (—=3)" (2 body),
! <5
(e) lim an, kdea,=¢ 5 P> (2 body),
e 5 pren>5
2

(f)  lim by, kde b, =

n—oo

pre c¢isla n parne

(2 body).

n
{ 2n pre Cisla n neparne

4. Nech (uy):2, je postupnost redlnych ¢isel. lim w, = L prave vtedy, ked

) Je>0VYm e N Vn €N, ze pre n > m plati |u, — L| < ¢,
) Ve >0Vm € N In € N, ze pre n > m plati |u, — L| < ¢,
) de>0Vm e N dn € N, ze pre n > m plati |u, — L| < ¢,
)Ve>03m e N Vne N, ze pre n > m plati |u, — L| < ¢ (1 bod).

, n+1
5. Prirodzenych ¢isel, ktoré splnaji podmienku > l4epreec=0,1

A)je nekonecne vela. B)je konecne vela. Preco? Odpoved zdovodnite (2 body).

1
> 1+4¢ pre pevne dané € > 0

, n
6. Prirodzenych ¢isel, ktoré splnaju podmienku

A)je nekonecne vela.  B)je konecne vela. Preco? Odpoved zdovodnite (2 body).
7. Existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati, ze kazdé prirodzené ¢islo n > m

n+1

splita nerovnost < 0,99.

n

A) Ano. Ktoré? B) Nie. Preco? (2 body)
8. Existuje prirodzené ¢islo m, pre ktoré plati, ze kazdé prirodzené ¢islo n > m

n+1

splita nerovnost < 1,01.

n
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A) Ano. Ktoré? B) Nie. Preco? (2 body)
9. Urcte, ¢i su tieto rady konvergentné. Ak ano, urcte ich sucet.

00 1
() Yankdea,={ n P70 (@ body),
n=1 0 pren>5

n  pre n neparne

(0) > bu. kde b, = { 0 pren parne (2 body),
n=1

o _ n <
(c) ch, kde ¢, = { é " pren <5 (2 body).

— pren > 5
y — 1 e :
10. Kolko ¢lenov radu Z on musite s¢itat, aby ste dostali :
n=1

(a) 0,5 (Lbod), (b) 0,984375 (1bod), (c) 1 (2 body).

Ulohy tematickej previerky 2, 3a, 3b, 4a, 4b, 10a, 10b v A skupine a tlohy 1, 2a,
2b, 3a, 3b, 10a, 10b v skupine B si kalkulativne (stucet bodov za tieto tlohy - faktor
SKal ). Ulohy 1, 4c, 4d, 4e, 4f, 5, 6, 7, 8, 9a, 9b, 9¢, 10c v A skupine a ulohy 3c, 3d,
3e, 3f, 4,5, 6, 7, 8, 9a, 9b, 9¢, 10c v B skupine su problémové tlohy zamerané na
pochopenie pojmov (sticet bodov za tieto tlohy - faktor SPr).

Cielom kvantitativneho vyskumu, je overit previazanost faktorov SKal a SPr a
stivislost pohlavia Ziakov s tymito faktormi. Preto sme vytvorili aj faktory Chlapci
(1-chlapec, 0-dievca), Dieveata(O-chlapec, 1-dievéa). Pre potreby kvntitativneho vys-
kumu formulujeme nasledovné pracovné hypotézy:

Hla: Faktory SKal a SPr nekoreluji medzi sebou.

Hib: Faktory SKal a SPr koreluji medzi sebou.

H2a: Faktory Chlapci a Dievcatd nevplyvaji na faktory SKal, SPr.
H2b: Faktory Chlapci a Dievéatd vplyvaji na faktory SKal, SPr.

Za ucelom vyhodnotenia previazanosti poznatkov sa konal kvantitativny vyskum
pri preberani témy limita a derivacia funkcie v bode v 1. polroku skolského roka
2003/2004. Na rozdiel od témy limita postupnosti a sicet nekoneéného radu, pri tejto
téme bola porovnavana experimentalna skupina, v ktorej sa uskutoc¢nilo vyucovanie
podla experimentdlneho uéebného textu uvedeného v prilohe s kontrolnou skupinou,
v ktorej sa vyucovalo klasickym sposobom.

Na zéaklade skisenosti z kvalitativneho vyskumu témy limita postupnosti a sucet
nekoneéného radu, ktory sa uskutoé¢nil v predchadzajicom skolskom roku 2002/2003
boli vytypované vstupné faktory, ktoré mozu ovplyviovat vykon Ziakov pri preberani
pojmov limita a derivacia funkcie v bode. Faktory boli nasledovné: L - logicky faktor,
AV- algebrické vyrazy, CV - ¢iselné vyrazy, N - nerovnice. Faktory boli odmerané
pomocou nasledovnej vstupnej previerky:

A skupina

1. (faktor L) Negujte nasledovné vyroky:

(a) Existuje stét, v ktorom kazdy zékon je aspon dvakrat novelizovany
(3 body),
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58
(b) Ve e N FJy € N;z+y =5 (3 body),
(¢) Vsetky cisla su parne (2 body).

(a) u® —4

bod
" (3 body),

2. (faktor AV) Zjednoduste nasledovné vyrazy (urcte aj podmienky).
2

ud — 8

B 8 (3 boay),
© <u2—4 ud —8

u+2+u_2>:(u+1) (4 body), (d) (

3

1\ 3
u‘vs
> (3 body).
uzv3
3. (faktor CV) Upravte nasledovné ¢iselné vyrazy a odstrante zlomok, ak to mozné.

@ (555) e, o (F5) @boay
(c) (2;}2) (3 body).

4. (faktor N) Rieste v R sistavy nerovnic:

a) dr 4+ 6 < 2x +5 < bz + 8 (5 bodov),

b) 204+ 7 <4z —5 <z +6 (5 bodov).
B skupina

1. (faktor L)Negujte nasledovné vyroky:

(a) Existuje kniznica, v ktorej kazd4 kniha je aspon dvakrdt preradovana
(3 body),

(b) Ve € N Jy € N;x+y =14 (3 body),
(c) Vsetky cisla st neparne (2 body).

u? — 25
3 bod

2. (faktor AV) Zjednoduste nasledovné vyrazy (urcte aj podmienky).

ud — 27
b 3 bod
(b) ——5 (3 body),
1\ 5
u? —25  wd—27 uvs
: 2) (4 bod d body).
© (L5245 @), (@ (u> (3 body)
3. (faktor CV)Upravte nasledovné ¢iselné vyrazy a odstrante zlomok, ak to mozné.
3% + 6%\ 37 + 67
@ (55) e, o (

4
3

2
3 ) (2 body),
42165
¢ 5 3 body).
(© (4216?,) (3 body)
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4. (faktor N) Rieste v R sistavy nerovnic:
a) 3r+7 < x—2<4x+ 3 (5 bodov),
b) 4z +1 <2z +4 <5z +9 (5 bodov).

Hodnoty faktorov urcoval pocet bodov ziskanych za jednotlivé ilohy tejto vstupne;j
previerky, ktora bola zadand Zziakom na zaciatku vyskumu. Pocas experimentalnych
vyucovacich hodin bolo kvalitativne zistené, ze vplyvom riesenia tloh na limitu a
derivaciu funkcie sa zlepsili schopnosti ziakov vo faktoroch AV a N. Preto na konci
preberania tematického celku boli tieto faktory znova odmerané, a tak boli ziskané ich
aktualizované hodnoty AV1 a N1. Po prebrani tematického celku limita a derivacia
funkcie, ziaci a Studenti experimentédlnej a kontrolnej skupiny pisali nasledovnu te-
matickd previerku:

A skupina

1. Zistite, ktora z definicii spojitosti funkcie f v bode a je spravna.
A)Ve>0 F6>0 Ve D(f);a—d<xz<a+d= fla)—e < f(x) < f(a)+e,
B)Ve>0 30 >0 VzeD(f); fla)—e < f(x) < fla)+e=a—05 <z < a+d,
C)Ve>0 3F0>0 VereD(f);a—e<z<ate= fla)—0 < f(x) < f(a)+9,
D)V6 >0 Je>0 Ve D(f); fla)—e < f(z) < fla)+e =a—d <z < a+.

2. Dopliite predpis pre funkciu f(z), aby bola v bode 3 spojita. Zddvodnite svoju
odpoved'.
{ ﬁ pre x # 3,

pre x = 3,

pre x = 3,

(b) f<x>={ S pressd

© g { = ez

pre x = 3.

3. Existuje vhodné kladné redlne ¢islo 6, aby platilo tvrdenie:
VieR;1—60<x<146=3,99<2x+2<4,017

A) Ano. Ktoré?
B) Nie. Preco?

4. Existuje vhodné kladné realne ¢islo o, aby platilo tvrdenie:
Ve Ry —0 < <d=—1000 < + < 1000 ?

A) Ano. Ktoré?
B) Nie. Preco?

5. Vypocitajte:

(a) lim

r—2

3932—12+332—2:)3 3 —8 i x?—4
¢) lim )
x—2 x2—4 )
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6. Vieme, ze lirr% f(z) = 3. Ktory z grafov tomu zodpovedd?

[ 1 x
9
1
1
_—3 -I’.___
1
1 X

7. Ktory z grafov predchadzajticej ilohy znazornuje funkciu spojitt v bode 17

8. N4jdite vieobecnii rovnicu priamky, ktora je dotyénicou ku krivke y = 2% v bode
[—2, —8].

9. Vieme, ze pre funkciu f plati: f’(1) = 1. Ktory z nasledovnych grafov je a
ktory nie je grafom funkcie f?

= Y
\'\
g

\IHN
ot
w

10. Novy model auta podrobili rychlostnej skiske. Pri rozbiehani pre jeho drahu
(v metroch) v zévislosti od ¢asu (v sekunddch) plati: s(t) = 0,35t% + 0, 05¢3.
Za aky ¢as dosiahne rychlost 30 metrov za sekundu?
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11. Derivéciu funkcie f’(a) pre funkciu f v bode a mézeme definovat v tvare :

f@) 4 ) g f@) S

A) lim :
r—a T+ a r—a r—a

o) tim LW =@ gy gy, @) = J(0)
r—a Tr—a r—a T+ a

12. Vypocitajte derivaciu funkcie f, ak
(a) f(x) =23 — 6% + 15,
(b) f(z) = (z+2)°
(¢) f(x)=x(x—3)(x+3).

B skupina

1. Zistite, ktora z definicii spojitosti funkcie f v bode a je spravna.
A)Ve>0 36>0 Vre D(f); fla)—e < f(z) < fla)+e=a—0d <z <a+d,
B)Ve>0 30>0 VreD(f);a—e<z<ate= fla)—0 < f(x) < f(a)+9,
C)Vo >0 Fe>0 VreD(f); fla)—e< f(x) < fla)+e=a—0 <z < a+d,
D)Ve>0 30>0 Vrxe D(f);a—d<xz<a+d= fla)—e < f(x) < f(a)+e.

2. Dopliite predpis pre funkciu f(z), aby bola v bode 2 spojita. Zdovodnite svoju

odpoved'.
_ [ == prex#2
(a) f(@) = { ...2 pre r = 2,
_ [ 55 prex#2
(b) flo) = { ...2 pre x = 2,
x% pre x # 2,
() f(:c):{2 pre r = 2.

3. Existuje vhodné kladné realne ¢islo 9, aby platilo tvrdenie:
Vie Rj2—0<x<240=7,8<3x+2<8157

A) Ano. Ktoré?
B) Nie. Preco?

4. Existuje vhodné kladné realne ¢islo o, aby platilo tvrdenie:
VieR —0<z<d=-10<1<107

A) Ano. Ktoré?
B) Nie. Preco?
5. Vypocitajte:
<3m2—27 x2—3x) oot =27 r x?2—9

r—3 2 -9

(a) lim

z—3
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6. Vieme, ze funkcia f je spojita v bode 1. Ktory z grafov tomu zodpoveda?

7. Ktory z grafov predchadzajucej ilohy znazornuje funkciu f, pre ktoru plati
lirr{ f(z) =37

8. N4jdite véeobecnt rovnicu priamky, ktord je dotyénicou ku krivke y = 23 v bode
3, 27].

9. Vieme, ze pre funkciu f plati: f’(1) = —1. Ktory z nasledovnych grafov je a
ktory nie je grafom funkcie f7

= Y
\!\
g

\IHN
w

10. Starsi model auta podrobili rychlostnej skuske. Pri rozbiehani pre jeho drdhu
(v metroch) v zéavislosti od ¢asu (v sekunddch) plati: s(t) = 0,15¢* + 0, 02¢3.
Za aky ¢as dosiahne rychlost 30 metrov za sekundu?
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11. Derivéciu funkcie f’(a) pre funkciu f v bode a mézeme definovat v tvare:

A 1 O I@ g T~ @)

r—a r—a r—a r+a
0 1 SO HI@ o f@) 4 )
r—a xr —a r—a T+ a

12. Vypocitajte derivaciu funkcie f, ak
(a) f(z) = 23— 522+ 10,
(b) f(z) = (z+3)?
(c) flzx) =x(x—2)(z+2).

Aby vyhodnotenie previerky bolo jednoduchsie, ulohy sa medzi skupinami lisili len
¢iselnymi hodnotami v zadaniach a v poradi tloh. To umoznilo vyhodnotenie pre-
vierky ako jednej skupiny. Z tohto dévodu uvedieme len skérovanie (bodovanie) tiloh
v skupine A:

Uloha 1 spravna odpoved 1 bod.
2a,b,c kazda maximalne 2 body:

- za spravne zdovodnenie alebo vypocet - 1 bod,

- za spravnu odpoved - 1 bod.
3 maximalne 3 body:

- spravny vypocet jednej nerovnice - 1 bod,
- spravny vypocet druhej nerovnice - 1 bod,

- za spravnu odpoved - 1 bod.
4 maximalne 2 body:

- za spravne zdovodnenie pomocou grafu alebo vypocet - 1 bod,

- za spravnu odpoved - 1 bod.
5 maximalne 3 body:

- spravna uprava vyrazov v prvom zlomku - 1 bod,
- spravna uprava vyrazov v druhom zlomku - 1 bod,

- za spravny vysledok - 1 bod.
5b,5¢ kazdd maximéalne 2 body:

- spravna uprava vyrazov v zlomku - 1 bod,

- za spravny vysledok - 1 bod.

6,7 V tlohe 6 maximélne 5 bodov, v tlohe 7 maximélne 3 body:
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za urcenie spravneho grafu - 1 bod,

za urCenie nespravneho grafu - odpocitanie 1 bodu tak, aby minimélny
pocet bodov za tlohu bol 0 bodov.

8 maximalne 4 body:

za spravny vypocet derivacie funkcie - 1 bod,
za spravny vypocet smernice dotycnice - 1 bod,

za spravny smernicovy alebo iny tvar rovnice dotycnice, ktory vedie k
spravnemu vysledku - 1 bod,

za spravny vysledok - 1 bod.

9 maximalne 1 bod:

za urcenie spravneho grafu - 1 bod,

za urcenie nespravneho grafu - odpocitanie 1 bodu tak, aby minimalny
pocet bodov za tlohu bol 0 bodov.

10 maximalne 4 body:

za spravny vypocet derivacie funkcie - 1 bod,
za spravnu kvadratickd rovnicu - 1 bod,

za spravny vypocet odmocniny z diskriminanta kvadratickej rovnice - 1
bod,

za spravny vysledok - 1 bod.

11,12a spravna odpoved 1 bod.

12b,12¢ kazdé maximalne 2 body:

spravna uprava vyrazu - 1 bod,

za spravny vypocet derivacie funkcie - 1 bod.

Klasifika¢na stupnica pre skupinu G bola nasledovna:

1 ..
2 ..
3 ..
4 ..

5 ...

42 - 38 bodov
37 - 32 bodov
31 - 21 bodov
20 - 11 bodov
10 - 0 bodov

Klasifika¢na stupnica pre skupinu U bola nasledovna:

A(1,0) ... 42 - 40 bodov



2.2 Metody experimentalnej prace 65

B(1,5) ... 39 - 37 bodov
C(2,0) ... 36 - 33 bodov
D(2,5) ... 32 - 30 bodov
E(3,0) ... 29 - 21 bodov
F,(4,0) ... 20 - 11 bodov
F(5,0) ... 10 - 0 bodov

Aj v tejto tematickej previerke sme zavedli faktory SKal, SPr, Chlapci a Dievcata.

Ijlohy tematickej previerky 2b, 2c¢, 5, 8, 12 v A skupine a tlohy 2a, 2b, 5, 8, 12 v

skupine B st kalkulativne (sicet bodov za tieto tlohy - faktor SKal ). Ulohy 1, 2a,

3,4,6,7,9, 10, 11 v A skupine a ulohy 1, 2c, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11 v B skupine su

problémové tlohy zamerané na porozumenie pojmov (stucet bodov za tieto tulohy -

faktor SPr). Vzhladom na to, Ze v skupine tloh na porozumenie bola dvojica tiloh

zamerana viac na vyuzitie rieSenia nerovnic, bol faktor SPr rozéleneny aj na faktory

SPr1 (stcet bodov za tlohy 1, 2a(c), 6, 7, 9, 10, 11) a SPr2 (stcet bodov za ilohy 3 a

4). V stilade s cielmi dizertacnej prace boli overované nasledovné hypotézy:

H3a: Strednd hodnota faktora SPr v experimentdlnej skupine je vicsia ako strednd
hodnota faktora SPr v kontrolnej skupine.

H3b: Strednd hodnota faktora SPr v experimentdlnej skupine je rovnakd ako strednd
hodnota faktora SPr v kontrolnej skupine.

H4a: Faktor L ovplyvniuje faktor SPri, faktor N1 ovplyvnuje faktor SPr2.

H4b: Faktor L neovplyvnuje faktor SPri, faktor N1 neovplyvniuje faktor SPr2.

Hba: Faktory AV1, CV ovplyviiuji faktor SKal.

H5b: Faktory AV1, CV a SKal si nezdvislé.

Hé6a: Strednd hodnota faktora AV1 je vicsia ako strednd hodnota faktora AV a strednd
hodnota faktora N1 je vicsia ako stredna hodnota faktora N.

H6b: Stredné hodnoty dvojic faktorov AV, AV1 a N, N1 si rovnaké.

H7a: Faktory Chlapci, Dievcatd nevplyvaji na faktory AV1, CV, N1, L, SPr, SKal.

H7b: Faktory Chlapci, Dievéatd vplyvaji na faktory AV1, CV, N1, L, SPr, SKal.

Hypotézy H4 az H7 boli overované na experimentdlnej skupine.

Cielom kvantitativneho vyskumu bolo dokdzat hypotézy oznacené pismenom a
pomocou zamietnutia alebo nepotvrdenia hypotéz oznacenych pismenom b, ktoré
mali funkciu alternativ.

Hypotézy H2, H4, H5 a H7 sme overili aj metédami zhlukovej analyzy. Podla [62]
ich cielom je klasifikovat skiimané veci a javy (v nasom pripade vstupné a vystupné
faktory) na zdklade ich podobnosti a zoskupovat ich do ich ,zhlukov.” KedZze sme
vyuzili program CHIC, toto zhlukovanie sme realizovali formou podobnostného stro-
mu, ktorého grafickym reprezentantom je dendrogram. Hladinu vetvenia vyjadruje
koeficient podobnosti, ktorym je redlne ¢islo z intervalu (0, 1). Cim je toto ¢islo bliz-
Sie k 1, tym je podobnost medzi vetvami dendrogramu vicsia. Vplyv vstupnych
na vystupné faktory sme znazornili okrem zhlukového aj pomocou implikativneho
dendrogramu, ktorého hladinu vetvenia vyjadruje koeficient kohezivity, ktory ma po-
dobnt funkciu ako koeficient podobnosti a tiez nadobuda hodnoty z intervalu (0, 1).
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Cim je toto ¢islo blizsie k 1, tym je implikativny vzfah medzi vetvami v smere
orientacie dendrogramu silnejsi. Pri pouziti metéd zhlukovej analyzy je potrebne
ziskat namerané hodnoty zo vzorky aspon 50 Ziakov, preto v pripade hypotézy H2
st uvedené Statistické idaje zo spojenej vzorky oboch skupin G aj U (57 ziakov a
Studentov). Kedze vsetky faktory povazujeme za rovnocenné, namerané hodnoty
vSetkych vstupnych aj vystupnych faktorov sme predelili ich maximéalnou moznou
hodnotou, ¢im sme ich hodnoty previedli na interval (0,1). V praci su koeficienty
podobnosti resp. kohezivity uvedené priamo v dendrogramoch.

Ostatné Statistické testy sme realizovali pomocou programu FEzxcel. Statistické
overenie hypotéz je uvedené v kapitole 5.

2.2.3 Metodika spracovania experimentalneho ucebného tex-
tu

Cielom experimentdlneho uéebného textu uvedeného v prilohe je pokusit sa zostladit
etapy poznavacieho procesu uvedené v kapitole 1.2 s vyucovanim pojmov suvisiacich s
limitnymi procesmi. V kapitole B.1.1 maju tlohu motivacie problémové ulohy zadané
prikladmi 1 a 2. Sp&ajaju problematiku desatinnych ¢isel s periodickym destinnym
rozvojom a Zenénov paradox Achilla a korytnacky. Ukazuje sa tu moznost vyuzit
histériu matematiky a v praxi uplatnit paralelu fylogenézy a ontogenézy matematic-
kého myslenia. Zaroven ich cielom je vytvorit u Ziakov uréitd intuitivnu predstavu o
limitnych procesoch.

Ucebny text pokracuje geometrickymi modelmi (,tortové modely”) nekone¢nych
geometrickych radov s urcitymi kvocientami, ktoré sluzia ako separované modely.
Dalsi geometricky model vyuzivajici podobnost trojuholnikov uz zovseobeciiuje po-
znatky ziskané pri ,tortovych” modeloch, preto ho moZno povazovat za univerzalny
model.

VyuZitim tohto modelu je odvodeny vztah pre sicet nekonecéného geometrického
radu s kladnym kvocientom mensim ako ¢islo 1 (abstrakény zdvih).

Potom mozu Ziaci analyzovat pre aké d’alsie geometrické rady tento vztah plati a
prist k zdveru, ze kvocient musi byt z intervalu (-1, 1) (krystalizdcia).

Nakoniec si ziskané poznatky mozu uplatnit pri rieSeni konkrétnych tloh na sticet
nekoneéného geometrického radu (automatizécia).

Pri formalnej definicii sti¢tu nekonecného radu vystupuje ako didakticky problém
mnozstvo a poradie kvantifikitorov. Ziaci ¢asto nechdpu, preco ich je tolko a preco
su v takom poradi. Preto bola formulovana tato definicia postupne s vyuzitim kon-
traprikladu.

Obvykle sa pojem limity postupnosti preberd skor ako pojem sictu nekonecné-
ho radu. Domnievame sa, ze v histérii matematiky to bolo naopak, preto sme sa
rozhodli uplatnif fylogenetické hladisko. Dalej nds indpirovali rukopisy zosnulého
profesora Igora Kluvanka, v ktorych nie je zavedeny pojem suc¢tu nekoneéného radu,
ale pojem sumovatelnej postupnosti, t. j. postupnosti, korej sicet ¢lenov je koneény.

Kluvének v [55] zdovodnuje svoj postup vyuzitim analégie s pojmom integro-
vatelnosti funkcie. Tak ako existuju funkcie, ktoré si alebo nie st integrovatelné,
podobne existuju aj postupnosti, ktoré st alebo nie st sumovatelné. Pojem limity
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postupnosti definuje dokonca ako Specidlny pripad limity funkcie v nevlastnom bode.
Za funkciu v tomto pripade berie funkciu definovant na mnozine prirodzenych ¢isel,
¢o je prakticky postupnost.

Spominané rukopisy a nézor Pickerta v [70] nds inspirovali aj pri zavedeni poj-
mu limity funkcie. Rozhodli sme sa ju zaviest pomocou pojmu spojitosti funkcie.
Przenioslo v [73], [74] a aj Hecht v [37] vyuzivaji na vybudovanie intuitivnych a
vizudlnych predstav grafy rozlicnych funkcii. Domnievame sa, ze uvedeny sposob v
experimentalnom ucéebnom texte umozinuje klast pri praktickom vyuziti vicsi doraz
na grafy funkcii, pretoze si dolezitymi separovanymi modelmi poznavacieho procesu.

Ucebné osnovy pre posledny roénik osemrocénych gymndzii v [68], Hecht v [37]
kladu pri zavadzani pojmu derivacie doraz na fyzikalnu aplikdciu derivécie ako okam-
zitej rychlosti (separovany model). Z fylogentického hladiska je to spravne, pretoze je
zname z historie matematiky, ze pri objaveni diferencidlneho poctu zohrali podnety
z tyziky rozhodujicu ilohu.

V experimentalnom uc¢ebnom texte je tiez uplatneny tento model a v jeho rdmci
limitny proces pri hladani okamzitej rychlosti. Z hladiska Freudenthalovych predstav
formulovanych v [29] je dolezité, aby sa ziaci obozndmili aj s aplikdciami derivacie z
d'alsich oblasti. To sa premietlo aj v texte (aplikdcie v ekonémii).

Sposob definovania pojmov derivacia a urcity integral bol zvoleny tak, aby bol
istym pokracovanim koncepcie budovania matematickych pojmov z predchadzajucich
kapitol experimentalneho ucebného textu. Aj pri urcitom integrale zohrava podobne
ako pri derivacii graf funkcie a obsah rovinného utvaru ,,pod grafom” funkciu domi-
nantného separovaného modelu. Hecht v [37] sa rozhodol uplatnit dva pohlady na
urcity integral (Newtonov a Riemannov integral). V texte si spomenuté oba pristupy
obohatené niektorymi geometrickymi modelmi a modelmi z histérie matematiky:.



Kapitola 3

Dokumentacia experimentov

V nasledujicich kapitolach bude popisany priebeh experimentalnych vyucovacich
hodin. Prvych Sest tém (pozri kapitolu 2.1) bolo realizovanych v mesiacoch oktéber a
november 2002 v stvrtom roéniku Gymnézia Andreja Hlinku v Ruzomberku v ramci
vyucovacich hodin matematiky. Dalej sme ich realizovali aj v mesiacoch marec a
april 2003 so studentmi prvého ro¢énika ucitelstva matematiky Pedagogickej fakulty
Katolickej Univerzity v Ruzomberku v ramci prosemindra z matematickej analyzy.
Pouzijeme pre tieto dve skupiny ziakov a studentov nasledovné oznacenie: G - trieda
ziakov stvrtého roénika Gymnéazia Andreja Hlinku, U - skupina Studentov prvého
ro¢nika ucitelstva matematiky. Pri rozhovoroch uéitelov so ziakmi alebo $tudentmi
budid uvedené pismend v zatvorke, aby bolo jasné, do ktorej skupiny ziak alebo
Student patri.

3.1 Propedeutika zavedenia pojmu siicet nekonec-
ného radu

Téma tejto kapitoly bola rozpracovana aj v ramci experimentalnych vyucovacich
hodin so studentmi ucitelstva pre 1. stupei ZS. Podrobnejsi opis tychto vyucovacich
hodin mozno néjst v [33].

Vyucovaciu hodinu venovanej tejto téme v skupine G sme zacali rieSenim nasle-
dovnej problémovej tlohy:
Priklad 1. Vydelil som 1 : 3 = 0,3333333 na kalkulacke. Potom som vynésobil a
dostal som 0,3333333x3=0,9999999 Je 0,9999999=17 Ked x=1:3, je potom 3x=17
Co vieme povedat o ésle x? Je 0,99999....=1?7 Preco? Existuji aj kalkulacky ktoré
vypocitaju 0,3333333 x 3 = 1. Su tieto kalkulacky lepsie?
Ucitel: Vypoéitajte pomocou kalkulacky 1:3 a vysledok vyndsobte &islom 3. Aky
vysledok dostanete?
Veronika, Blazej(G): 1
Jan, Jana(G): 0,99999...
Ziaci bez problémov chépali, ze celoéiselnym nésobkom ¢isla s periodickym desa-
tinnym rozvojom je znova cislo s periodickym desatinnym rozvojom.
Ucitel: Ktord kalkulacka je lepsia? S vysledkom 1 alebo 0,99999997
Vsetci ziaci (G) si mysleli, ze kalkulacka s vysledkom 1.
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Ucitel: Preco prave tato?

Juraj(G): Lebo je presnejsia.

Ucitel: A ¢o myslite, ktoré éislo je vicsie 1 alebo 0,97

Vsetci ziaci(G) sa domnievali, ze ¢islo 1 je vacsie.

Uéitel: 5342=>5.1000+3.1004+4.104+2. A ako mozem &islo 0,9 zapisat?

Juraj(G) pise na tabulu: 9.0,1+9.0,014+9.0,001+....=9.(0,1+0,014+0,001+...)

Ucitel: Na to, aby sa ndm s poslednym vyrazom lahsie pocitalo, pouzijeme sumacné

3 i
1 1 1 1
znamienko. Napriklad g (—) = —t-—+—.
—~ \10 10 10% 10

1 1 1
A ked iSem — — .
ed napisem + + 103 +

10 ' 102
Blazej: Nekonecno.
Ucitel: Teraz to dosadme do vztahu pre...

_ &y
i=1

Tento prvy problém mal motivacni funkciu a v nom sme narazili na problém suctu ne-
koneéného radu. Rozhodli sme sa ho riesit pomocou mierne modifikovaného zndmeho
Zenénovho paradoxu Achilla a korytnacky.

Priklad 2. Achilles, hrdina trdjskej vojny, ktory mal povest rychleho bezca a ko-
rytnacka bezali spolu preteky. Achilles dal korytnacke velkodusne ndskok jedného
kola. Achilles bezal 10 krat vicsou rychlostou. Zendén uvazoval dalej takto: Ked
Achilles prebehol jedno kolo, korytnacka presla desatinu kola, ked Achilles prebehol
t1i desatinu, korytnacka sa posunula o stotinu kola d'alej atd. Na zdklade toho Zenén
usudil, ze Achilles korytnacku nikdy nedobehne. Mal pravdu?

Ucitel: Mozeme si tento problém rozobrat na konkrétnych ¢islach. Aky naskok moze
dat bezne bezec?

Jana(G): 100 metrov.

Ucitel: Vedel by niekto zapisat drédhu, akd prejde Achilles?

.., tak namiesto ¢isla 3 hore napiSem...

11 /1Y
Blazej (G) pis tabulu: 1004+10+1+—+—+... =111 — .
azej (G) pise na tabulu +10+ +10+100+ —i—; <10)

Obr. 10

Bl

—
<o
o
<
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Ucitel: Vyborne. A teraz tento problém budeme riesit ako klasickd pohybovii tlohu,
ktoru iste pozndte uz zo zakladnej skoly. Ak m4 Achilles rychlost v, tak mé koryt-
nacka rychlost 0, 1v. Ak si vSimneme graf zdvislosti drdhy od ¢asu a spomenieme si
na to, ze draha je rychlost krat ¢as, tak vidime, Ze plati...

Veronika(G): vt = 100 4 0, 1vt

Ucitel: Spravne. Mohli by ste to prist dopocitat?

Veronika(G) piSe na tabulu:

vt = 100+ 0, 1lvt

0,90t = 100 (tu sa zastavila a nevedela pokracovat, pravdepodobne bol problém

dve premenné v rovnici).
Ucitel: Ak si lepsie v§imneme graf, tak vidime, Ze v vt je drdha, ktord prejde Achilles,
kym dobehne korytnacku. Oznac¢me si ju napriklad s.
Veronika(G) pokracuje: 0,9s = 100
100 100 1000

s —_— =

~ 09 9 9

10

Ucitel: Vyborne. Teraz sa vratme k nasej otdzke, ¢i 0,9 = 1. Ak ddme do rovnosti to,
¢o urcil Blazej s tym, ¢o vypocitala Veronika, tak dostaneme...Pod’te Jana to napisat
na tabulu.

Jana(G):

>/ 1\' 1000
111 — | = tavi ypocte).
+ ; (10) 9 (zastavi sa vo vypocte)

Ucitel: No tak vyjadrime td sumu.

=/ 1\ 1000 1000 —999 1
Jana pokracuje: Z (—) =——1ll=— = —.
£\ 10 9 9 9

Ucitel: A teraz dosadme vzfah do vztahu pre 0, 9.

Juraj(G):
_ Z“’ 1\ 1

i=1
Ucitel: Preco nam vysiel vysledok, ze 0,9 = 17?
Jana(G): Lebo Achilles dobehne korytnacku.

Na tejto zZiackej odpovedi je vidiet, Ze Zendénov paradox Achilla a korytnacky
je vhodnym modelom na vysvetlenie problému rovnosti 0,9 = 1. Ziaci pochopili,
7e tak, ako sa postupne skracuje vzdialenost medzi Achillom a korytnackou, aZ ju
nakoniec dobehne, tak aj ¢islo 0,999... sa ,,priblizuje” k ¢islu 1, ak v nom ,,pripisujeme
dalsie deviatky”. Problém pochopenia tejto rovnosti sivisi aj s pochopenim pojmu
nekone¢no, o ktorom pise aj Bero v [10] a Eisenmann v [25].

Dalej sme pracovali s geometrickymi separovanymi modelmi, na ktorych sme si
ukazali pojem st¢tu nekoneéného geometrického radu. Ziaci mohli pouzivat aj ,tor-
tovy” aj ,Stvorcovy” model (pozri aj obrazky 55 a 56 v kapitole B.1.1).
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Obr. 11

Ziaci dostali za tlohu vyuzit tieto modely na odvodenie vztahu pre stéet nekonecné-
ho geometrického radu s kvocientom %, kde ¢ je prirodzené ¢islo vacsie ako ¢islo 2.
Jedna ziacka prezentovala nasledovné riesenie:

mo S -2 S0-E S0

=1 =1

Ked sa ¢lovek na to pozrie, tak ndm vzdy vznikne v menovateli ¢islo o 1 mensie
b )

preto A

i <1> _

i1 \4 ¢—1
Len niekolkym Ziakom v triede sa podarilo nijst vSeobecné rieSenie, vicsina Ziakov
ziskala len prvé dva vysledky.
Ucitel: Aky kvocient ma posledny geometricky rad? A ¢o je to vlastne kvocient
geometrického radu?
Veronika(G): Je to ¢islo ¢, pre ktoré plati as = a; + g alebo ay = ayq.
Ucitel: Jeden z tych dvoch vztahov nie je spravny. Ako vyjadrime 2. ¢len geomet-
rickej postupnosti?
Maria(G): as = a14.
Tu bolo potrebné ziakom zopakovat vztahy medzi lenmi geometrickej postupnosti
(radu). Kedze kvocient naposledy uvedeného geometrického radu je k = é,

1) 1 , < (1 1
tak mozno vztah ; (5) = 1 napisat v tvare ZZ_; I = 1—_1 Takto
k k
dostaneme io: K = L
—~" 11—k

Nasledovny geometricky model bol pouzity ako univerzalny model pre stcet geo-
metrického radu s kvocientom 0 < ¢ < 1 (pozri obr. 12).
Ucitel: Aké budu tie trojuholniky CBE, EDF, FHG, . ..?
Blazej(G): Budu podobné.
Juraj(G): To mam vlastne znézornent ti postupnost.
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Obr. 12
C
a
B—2 —F
aq
aq \F
D adf
ag G
H™>ad’
A s o)

Ucitel(G): Dobry postreh. Co vieme teda povedaf o dizke usecky AC 7
Veronika(G) : a}'?
Jana(G): a; +a1g+ . ..

Nésledne bol odvodeny vztah pre sicet radu a v rdmeci krystalizacie poznatku bol
tento vztah odvodeny aj pre kvocient geometrického radu —1 < ¢ < 0 (pozri kapitolu
B.1.1). Zo vztahu je zrejmé, Ze pre nulovy kvocient vztah plati.

Podobne prebiehal vyucovaci proces aj na seminari so skupinou U, ale prejavili
sa viiom isté odliSnosti. V priklade 1 na rozdiel od gymnazidlnych ziakov sa len 12
studenti (46,2 %) domnievali, ze kalulacka, ktora dava vysledok 1 je lepsia. Ostatni
(53,8 %) sa domnievali, Ze je lepsia kalkulacka, ktord dava vysledok 0,9999999. Tato
istd skupina Studentov sa domnievala, Ze ¢fslo 0,9 < 1. 11 Studenti (42,3 %) sa
domnievali, ze 0,9 = 1. 1 student (3,9 %) mal nézor, ze 0,9 > 1.

Pohybovi tlohu pri paradoxe Achilla a korytnacky riesil student pri tabuli
pouzitim priamej umernosti. Ozna¢me rychlost a drdhu Achilla ako v, s, a ko-
rytnacky vy, Sg.

Lubo(U): % = % Odtial * = 109 F5 b 108, = 100455 a 55 = 0.

U Vg Vg 10wy, 9
Pre drahu, ktort prejde korytnacka plati 1#80 =10+1+ 1L0 + ... Potom sa postupovalo
podobne ako v gymnazialnej triede.

Dvaja studenti poznali algebraicky dokaz rovnosti 0,9 = 1. Uvedieme riesenie

Roba(U):
0,910 = 9,99/ 0,9
—0,9+0,9.10 = 9,99-0,9
0,9(~14+10) = 9
0,99 =

0,9 =

= ol ©

0,9 =
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Nakoniec boli v skupindch G a U precvicované prevody desatinnych cisel s perio-
dickym desatinnym rozvojom na zlomky. Za domacu ulohu dostali ziaci a Studenti
previest ¢isla 0,5 a 4,32. Dalsou tlohou bolo vymyslief geometricky rad, ktorého
sucet by bol 5 alebo -1.

3.2 Definicia pojmu stcet nekoneécného radu

Do tejto problematiky ziaci a Studenti vstupovali s poznatkom o sicte nekonecné-
ho geometrického radu. Tento poznatok mal poslizit ako ,odrazovy mostik” pri
precizovani definicie sucet nekonec¢ného radu.

Ziaci skupiny G na rozdiel od skupiny U nepoznali algebraicky sposob prevodu
¢isla s periodickym desatinnym rozvojom na zlomok. Z toho dovodu vsetci pouzivali
geometricky rad v prvej ilohe domécej tilohy. Kym vsak ¢islo 0, 5 dokazali previest na
zlomok takmer vietci, tak éfslo 4,32 uz len polovica triedy. Niektorych pomylilo to,
ze ak sa napise desatinny rozvoj tohto ¢isla, geometricky rad za¢ne az druhym ¢lenom
vzniknutého radu. Pre inych bolo problémom to, ze periéda ¢isla bola dvojciferna.

Nasledujiicu tlohu dokézalo aspoii scasti vyriesit len malo ziakov. Jdn(G) vo
svojom rieseni zaujimavo vyuzil poznatok, ze
1=0,9=0,9.14+0,9.0,14+0,9.0,01 + ...

Rovnost vynasobil piatimi a zapfsal: 5 =4,5.1+4,5.0,1+4,5.0,01 + ...
Analogicky dostal aj vysledok —1 = —0,9 — 0,09 — 0,009 — 0,0009 — ...
Toto riesenie bolo motivaciou pre formulaciu tvrdenia

e e} o

(cay) —cg a;.

]:1 =

Tieto tlohy riesili aj studenti skupiny U, u ktorych bola tispesnost riesenia oboch
tiloh ovela vyssia. V druhej tlohe pri hladani radov, ktorych stcet by bol 5 alebo -1,

pouzili rad Z 50 ktory prenasobili ¢islami 5 alebo —1. Iné rieSenie bolo:
i=1

4 16 64
Bea(U): nek. rad: 1—1—5—1—%4_@_1_
4 1 1 1
7=5<1 T I=5-24-1°
b} 5 5

Toto je velmi podnetné riesenie, lebo navodzuje problémovi tilohu, néajst geometricky

rad s prvym ¢lenom 1, ktorého sticet je prirodzené ¢islo n. Staéi zvolit kvocient
n—1

q =

Umtel Kv()h jednoduchosti skisme skimat ¢iastoéné sucty geometrickych radov.

Ako priklady zvolme

3 (%) fjs (_g) f;l

j=1
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n

1\’ " 1\’ n
Oznacme ich n-té ¢iastocné sucty ako a, = E (5) b, = E 3. (—5) L Cp = E 1.
j=1 j=1

J=1

Zoradme prvych sedem ¢iastoénych stctov tychto radov do tabulky:

(o[ 1] 2 ] 3 | 4 [ 5 | 6 | T |
an | 0,5 ] 0,75 | 0,875 | 0,9375 | 0,96875 | 0,984375 | 0,9921875
by | -1,5 | -0,75 | -1,125 | -0,0375 | -1,03125 | -0,984375 | -1,0078125
o | 1 | 2 3 4 5 6 7

(Teraz je zakresleny graf postupnosti ¢iastoénych suctov.)
Ucitel: Ako rozlisime tieto rady? Ktoré budi mat koneény stéet a ktoré nebudu?
Juraj(G): Tie, ktorych ¢iastoéné sucty nevojdi do pdsa, nemaji koneény stcet.

(0.)
Ucitel: Najprv mozeme ten pas ohranicit lubovolne a vyslovit tvrdenie: Rad Z a;
i=1

mé stcet s prave vtedy, ked pre redlne &fsla v < s < v existuje také prirodzené éislo

m
m,ieu<2ai<v.
i=1
Ak by sme chceli menit ,,sirku pdsa” museli by sme menit dve ¢isla u,v. Jednoduchsie
by bolo ,,zostrednit pds”, a preto nech u =s—¢, v = s +&.
S pouzitim kvantifikdtorov by sme mohli tvrdit, Ze rad m4 koneény sticet prave
vtedy, ked

Vee RT dm e N; s—5<Zai<s+5.

=1

Cislo ¢ mozme vziaf Tubovolne malé, lebo Gastocné sucty radu sa musia vediet
lubovolne ,, blizko priblizit” k suétu radu.

Je tato definicia spravna? Vacsina ziakov skupiny G si myslela, ze dno a ostatni
nevedeli zaujat stanovisko. Preto na spresnenie definicie bolo potrebné pouzit priklad

o0

radu Z(—l)i a pomocou tabulky a grafu postupnosti jeho ¢iastoénych stctov za-
i=1

viest presnt definiciu (pozri kapitolu B.1.2). Aj pri preberan{ spomenutého radu sa
vyskytol problém, Ze niektori ziaci sa domnievali, ze jeho stcet je nula.

3.3 Zavedenie pojmu limity postupnosti

Pojem limity postupnosti bol zavedeny pomocou vztahu medzi si¢tom radu a jeho
¢iastoénymi suctami. Nech rad ma postupnost ¢iastocnych sictov (s,)°,. Ak je
splnend podmienka pre existenciu sictu radu: Ve € R™  Im € N také, ze pre kazdé
prirodzené ¢islo n > m plati s —e < s,, < s+ ¢, potom hovorime, Ze ¢islo s je limitou

postupnosti (s,) .
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Potom bola tdto definicia zovseobecnend pre aktikolvek postupnost (aj tu, ktord
nie je postupnostou ¢iastocnych siictov nejakého radu).
Skupiny G a U dostali za domécu tlohu :
1. Zistite, ¢i je konvergentny rad
(a) 0,6+ 0,006 + 0,0006 + ...,
o . n <
(b) 3 i, ke a; = { (=1)" pren <5,

— 0 pre n > 5.

2. Néjdite limitu postupnosti (ak existuje) (a,)2,, ak
ar=0,3; a2, =0,33; a3 = 0,333; ...

Vicsina ziakov skupiny G riesila tlohu la prepisom na desatinné ¢isla ako nasle-
dovni ziaci:

. . 6 6 6 6
Veronika, David(G): 0,6 + 0,06 4 0,006 + ... = o1 + e + 103 + = +...=
6
1 0,6 — 6 10 2
1= 15 s = 1 _’ T = 11? i =10-19 — 3 rad je konvegentny
10 10

Z vypoctu vidiet, Ze Ziaci maji vedomostné nedostatky o mocnindch so zadpornym
exponentom, ktoré narusili ich starSie poznatky o prevode desatinného ¢isla na zlo-
mok (uéivo 5. roénika ZS). Vécsina studentov skupiny U pouzila nekoneény rad a
spravne urcila, ze tento rad je konvergentny. Viac ako jedna tretina tychto studentov
spravne vypocitala aj sucet radu. Jeden Student napisal, ze rad je divergentny (bez
zdovodnenia) a ini dvaja Studenti nesprdavne urcili sucet radu (sucty 6 a 0,7), Ne-
spravny sucet 6 bol ziskany ako sucet geometrického radu s prvym clenom 0,6 a
kvocientom 0,6. Nésledne sa Student dopustil nasledovnej chyby:

Cecilia(U): —2 = —— =6.

Tato skupina studentov sa nedopustila sa chyb pri mocninach so zapornym exponen-
tom. Jedna skupina ziakov skupiny G sa dopustila nasledovnej chyby:

Stanislava, Barbora, Peter(G): 62 <1_O> =6 0, 61 — 18’_6 = % — 68 = 4.
i=1 =

10 10 10

Toto riesnie poukazuje na to, ze zavedenie sumac¢ného znamienka ako zjednodusSenia
zapisov nekoneénych radov, méze byt pre uréitti skupinu ziakov kontraproduktivne.
Je pre nich vhodnejsie toto znamienko nepouzivat, pretoze pri jeho pouziti v geomet-
rickych radoch nie je hned viditelny prvy ¢len a kvocient radu.



3.3 Zavedenie pojmu limity postupnosti 76

Zaujimavé riesenie tejto tlohy mal tento ziak:

) 1 0,6 0,6 6 10 2
Blasei(G) 4 =15 @ =06 si=—7 =% =g =3
0010
B 610 2 ~ 0,006 6 10 2
©=000 % =105 =50 BT 1 10009 300
10

2
Rad je konvergentny, lebo 0 < s < 3

Oznacenia $1, s9, 53 nemaju v jeho rieSeni zmysel prvého druhého alebo tretieho
¢iatoéného stétu radu, ale sicet radu poénic prvym, druhym, tretim élenom atd’.
Ucitel moze tento sposob riesenia vyuzit neskor napriklad pri zavedeni pojmu majo-
rantného radu, pretoze v hore spominanej dvojici po sebe iducich radov je ten prvy
majorantnym radom tomu nasledujicemu.

Ulohu 1b v tejto faze nezvladli obe skupiny G a U, pretoze pri odvodeni spravne;j
definicie limity postupnosti bola pouzitd oscilujica postupnost, ktord nekonverguje.
Dve tretiny gymnazidlnych ziakov nevzali do tvahy, ze ¢leny radu od uréitého ¢lena
pocnic st rovné nule a napisali, ze rad diverguje. Zvysna tretina sice konstatovala,
7e ¢leny radu ako postupnost konveguji k nule, ale nevedeli urcit spravne jeho sicet,
najcastejsie uvadzali, ze jeho sucet je nula. Pri tomto type tuloh je potrebné so
ziakmi pouZivat viacero ndvodnych tloh. U studentov skupiny U podobne vicsina
studentov napisala, ze diverguje, viac ako tretina studentov neodpovedala a niektori
uviedli odpoved , konverguje” bez zdovodnenia.

Druht tlohu vyriesili len niekolki ziaci skupiny G. Cleny postupnosti znazornili
graficky a vyjadrili ich ako ¢iastoéné sucty geometrického radu s prvym clenom

1 , TP 1
a; = 0,3 a kvocientom g = 10" Potom hladand limita je sucet tohto radu 3

Zo studentov skupiny U nevyriesil spravne ulohu nikto. Vacsina studentov neuviedla
ziadnu odpoved. Niekolki uviedli nesprdvnu odpoved 0,4.

Na zaciatku nasledujicej vyucovacej hodiny bola u oboch skupin G a U zadana
nasledovnd otazka:

Nech (u,,)S2; je postupnost redlnych ¢isel. nh—{go u, = L prave vtedy, ked

A)3Je>0VYm e N In € N, ze pre n > m plati |u, — L| < ¢,

B)Ve >03m e N Vn € N, ze pre n > m plati |u, — L| < ¢,

C)Ve>0Vm e N dn € N, ze pre n > m plati |u, — L| < e,

D) Jde >0VYm e N Vn € N, ze pre n > m plati |u, — L| < .

V skupine G sprdvnu odpoved B uviedlo 12 ziakov (60 % ), nesprdvnu odpoved
A 4 ziaci (20 %), C 3 ziaci (15%) a D 1 ziak (5 %).

V skupine U boli vysledky podobné: spravnu odpoved B uviedlo 12 §tudentov
(63,2 % ), nespravnu odpoved A 3 studenti (15,8 %), C 4 studenti (21%).

Nespravna odpoved D mohla byt preto takd zriedkava, lebo pri definovani pojmu
limity postupnosti bola vyuzitd postupnost ((—1)")>", a jej graf. Vsetky cleny tejto
postupnosti lezia v péase so Sirkou 2, preto ak vezmeme kazdé redlne ¢islo € > 2, je
definicia D pre tiito postupnost splnena. To, Ze tato postupnost spliia aj definfcie A
a C, nie je na prvy pohlad aZ také zrejmé.
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3.4 Vypocty jednoduchsSich limit niektorych po-
stupnosti

Na tivod bol obom skupindm ukdzany dokaz (aj pomocou grafu postupnosti) podla

definicie, ze
o1
lim — = 0.
n—oo M,

Ucitel: Dokézte, ze lim

1
3= 0. N4jdite vhodné m podla definicie pre € = 0, 2.

n—oo N,
1
Slava(G): u, = —— L=0 lupn—L| < €.
n+3
, 1 1 1
Po dosadeni -0l <e —<c <0,2
n+3 n+3 n+3

1 < 0,2n+0,6
—-0,2n < —1+40,6
—-0,2n < —-0,4

n > 2 napriklad m = 10

1 1 2
=~ =~ <2 lebo 10 < 26.
10+3 13 10 °°

Na zaver boli obom skupinam zadané nasledovné tlohy:
1. Existuje prirodzené c¢islo m také, ze pre vSetky prirodzené cisla n > m plati, ze

(a) —s <=l -1<+ (4no, nie),
(b) —1o5 < =1 — 1 < 355 (éno, nie).

2. Pre kazdé redlne ¢éislo € > 0 viem najst prirodzené &islo m také, ze pre vsetky
prirodzené &fsla n > m plati —e < =1 — 1 < ¢ (4no, nie).

n—1

3. Pre vsetky cleny postupnosti (T)Zozl plati

(a) —g <=t —-1<34 (4no, nie),
(b) —1o55 < “F — 1 < 1555 (4no, nie).

4. Pre kazdé redlne ¢islo € > 0 plati, ze pre vSetky prirodzené ¢isla n plati nerov-
nost —e < =1 — 1 < ¢ (dno, nie).

5. N4jdite postupnost, ktorej limita je rovnd ¢fslu 1.

Pocty odpovedi ano, nie v prvych styroch otazkach gymnazidlnych ziakov ukazuje
nasledovna tabulka:
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uloha ano nie bez odpovede
la 8 (42,2 %) | 11 (57,8%) 0(0 %)
b | 13 (68,4 %) | 6 (31,6%) 0(0 %)
2 14 (73,7 %) | 3 (15,7%) 2(11,6 %)
3a 7 (36,8 %) | 10 (52,6%) | 2 (10,6 %)
3b | 11 (57,8 %) | 6 (31,6%) 2 (10,6 %)
4 [ 4QL1%) |11 (578%) | 4 (21,1 %)

V tlohéch 1a, 1b, 2 bola spravnou odpovedou éno a v tlohdch 3a, 3b, 4 nie. Ne-
spravne odpovede u Ziakov stiviseli s neznalostou pouzivania kvantifikdtorov v logike,
s nedostatkami vo vedomostiach o nerovniciach, ale aj z nespravneho porovnavania
racionalnych ¢isel. Napriklad v tlohe la bola ¢astou chyba —% < —1. Divergen-
tnid tlohu 5 neriesilo 13 ziakov (68,4 %). Jana(G) uviedla konstantni postupnost
(1)72,, Dalibor(G) a Blazej(G) uviedli td istd postupnost v tvare (2)*° . Veroni-
ka(G) vyuzila ulohu la, uviedla postupnost (”T’l)zozl Barbora(G) nasla postupnost
(”T_Q)ZO:I a Peter(G) (”TH)ZOZI Cenné su tieto posledné dve riesenia najmé preto,

lebo s to nekonstantné postupnosti.
V skupine U boli vysledky prvych styroch tiloh nasledovné:

uloha ano nie bez odpovede
la |18 (69,2 %) | 8 (30,8%) 0(0 %)
b |19 (73,1 %) | 9 (26,9%) 0(0 %)
2 23 (88,5 %) | 3 (21,5%) 0(0 %)

11 ( )

10 ( )

10 ( )

3a 23 %) | 15 (57,7%) 0(0 %)
3b 38,5 %) | 16 (61,5%) 0(0 %)
1 38,5 %) | 15 (57,7%) | 1 (3,8 %)

V porovnani so skupinou G studenti skupiny U dosiahli lepsie vysledky, lebo
niektori sa s uvedenou problematikou stretli uz na strednej skole. Chybné od-
povede v tlohdch la, 1b boli spojené s tym, Ze niektori studenti (Zuzana, Julia-
na(U)) dosadili za n prirodzené ¢fsla 2 a 3 a pre ne nebola nerovnica splnend. Dals
studenti(Miroslava(U)) omylom dosadzovali namiesto prirodzenych ¢isel kladné zlom-
ky mensie ako 1, ktoré samozrejme tiez nespiﬁah nerovnicu. V tlohe 2 niektori urobili
chyby pri interpretécii vysledkov nerovnic, ako napriklad Miroslav(U), ktory si zvolil
e = 1 a zo sustavy nerovnic —1 < ”T’l — 1 < 1 dostal, ze n > 1 a sticasne n > —1.
To interpretoval ako nejednoznacnost pre hladané ¢islo m a priklonil sa k nespravnej
odpovedi ,nie”.

V tlohéach 3 a 4 viaceri studenti nespravne prendsali vysledky tloh 1, 2 na tieto
tulohy. Niektori studenti(Maridn(U)) presne zapisali, ze nerovnice neplatia pre vsetky
prirodzené ¢isla, ale od urcitého prirodzeného ¢isla n (¢élena postupnosti a,,) pocnic.

Ulohu 5 neriesila takmer polovica Studentov. Spravne ju vyriesila polovica Stu-
dentov. Najcastejsie uvadzané riesenia boli podiely dvoch polynémov prvého ale-
bo druhého stupna s koeficientami 1 pri najvyssej mocnine. Druhym najcastejsim
riesenim bola podobne ako pri gymnazialnych Ziakoch konstantnd postupnost, ktorej
vSetky ¢leny st rovné 1.
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3.5 Vypocty naroénejsich limit niektorych postup-
nosti

Najprv bolo v oboch skupinach dokazané tvrdenie, ze lim ¢" =0,ak —1<¢g < 1.

n—oo

Tu sme ukazali ziakom a Studentom sivis tohto poznatku s poznatkom o stcte ne-
konecného geometrického radu. Nasledne bola vysvetlena a dokazana veta o limite
suctu, rozdielu, suc¢inu a podielu dvoch postupnosti.

n n

Tieto poznatky boli precvicené na tlohach ako napriklad lim Nésledne

riesili samostatne nasledovné tlohy:

™+ 6" . n—23

n—oo TN — 6"’

(a)

V skupine gymnazidlnych ziakov tlohu spravne vyriesili 4 ziaci (22,2 %), nespravne
7 ziaci (38,9 %) a odpoved neuviedli 7 ziaci (38,9 %). Lucia(G) sa dopustila nasle-
dovnych chyb:

mLe T T
lim 0" gy 6060y, 6 6
6" 6" 6™ 6

Vydelenim ¢islom 6™ sa rieSenie ulohy neposiva dopredu, lebo vedie k postupnosti

N\ . . ) . "

— , ktora nekonverguje. Nasledne ziacka tvrdi, ze lim — = —.

on nel n—oo Q" §)
Podobne aj Jén a Peter(G) urobili chybu v tom, ze ¢itatela a menovatela vydelili
¢islom 7, ¢o vedie k divergentnym postupnostiam. Peter a Maria(G) mali problémy
aj s mocninami:

mooe" T+ 6e" 13"
R _l’_ R

B e L S
Peter(G): T}g{)loﬁ_g_7”—6"_£_1”-7_13
7 7 7 7
B
. LT (46" \n n) _ (0+0)
Maéria(G): JLI{}O7n_6n:7}LIEO(7—6)”:T}g§o 7 6 2:(0—0)2:0
)

Maridn a Juraj(G) vydelili ¢itatela a menovatela ¢islom n, ¢o tiez vedie k divergen-
tnym postupnostiam. Zdena(G) previedla zlomok na podiel dvoch vyrazov, ale d'alej
nevedela pokracovat.
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V skupine U stvrtina Studentov tlohu vyriesila spravne. Na rozdiel od gymna-
zidlnych ziakov tlohu sa pokusili riegit vSetci Studenti. Tretina Studentov uviedla
rieSenie oo ako Michal(U):

A i . Il . 6" . 7 \"
lim = lim + lim =lim ( —— | +

n—oo (™ — B  n—oo (" — 6" n—oo (" — 06" n—ooo \7—06

n—oo n—oo n—oo

+ lim <%) = lim 7" + lim 6" = 0o

U dalsej tretiny sa vyskytla nasledovnd chyba (vydelenie ¢itatela aj menovatela
¢islom 6™ namiesto ¢isla 77):

7 n
~] +1
™ 4 6" (6) 1
L (-

Ostatni studenti sa dopustili podobnej chyby, ale dostali nespravny vysledok 0.

7"7/
Martina(U): nlerolo - j_L = nllj{)lo 7 _ Gn +nhj20 T _gn nhjgo ﬁ%—
mom
6n

n . 1 1
n—oo 7n 6” o n—o00 6 n—o0 7 " o I —_1 o
T b (?) (é) !

Ulohu b vyriesilo v gymnazidlnej skupine spravne 16 ziakov (88,8 %). 1 ziak (5,6%)
tilohu neriesil. Juraj(G) v ulohe nespravne predelil menovatela ¢islom n:

n 5 lm 1 — I )
i n—5_ o, Smemame 1-0 .1
e nt3 3 G im0 fmlt0 L
— — 1m — 1m 11m — —
3T 3 3 3

Thto ulohu v skupine U spréavne vyriesili vSetci Studenti okrem jedného, ktory bez
zdovodnenia napisal, ze vysledkom je oo.

Nésledne boli so ziakmi a Studentmi precvicené d'alsie tilohy (podobné tlohy ako
v cviceni 3 v kapitole B.1.4).

V oboch skupinach boli rieSené samostatne nasledovné tlohy:

()= (n—1)
@) T D oD

1
(b) lim —(14+2+3+...4+n)

n— oo n2

Ulohu a v gymnazidlnej skupine spravne vyriesila Stvrtina Ziakov. Aj ked spravny
vysledok 1 dostali takmer vSetci, dve tretiny Ziakov sa dopustila chyby, ked namiesto
vztahu (n+1)! = (n+1)n(n — 1)! pouzili nesprdvny vztah (n+1)! = (n+1)(n—1)..
Blazej(G) cheel vydelit citatela aj menovatela vyrazom (n + 1)!
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Ulohu b spravne vyrieSila osmina ziakov. Takmer polovica tulohu neriesila.
Stvrtina vedela, ze sicet prvych n élenov aritmetickej postupnosti je s, = 5(ar+ay).
Nevedeli d'alej pokracovat. Osmina ziakov aj ziskala vysledok s, = Z(1+n). Nevedeli
ho uz vyuzit pri riesen{ tilohy.

V skupine U tlohu a) spravne vyriesila takmer polovica Studentov. Stvrtina
Studentov tlohu neriesila a ostatni sice dostali spravny vysledok 1, ale nespravnym

postupom.

o+ == (n+Dn!l—(n—-1)!
Ama H(U): i =1~ A e i+ (n— 1)
B |V ) e e N R VY CIC R V)
n—oo (n+1)(n—1)+(n—-1)! nooc(n—1!(n(n+1)+1)
A —(-D (=Dl (n(n+1)
Anna K.(U): Jim 1 M S S D (e 1 1)
o (D) == al((n+1)—(n—-1))
Viadimir(U): Jim e =~ M oy D - (e = 1))
(n+1!—=n-1)! . (n+1)nl—n

Katarina, Zuzana(U): nILIrOlO R A e T
Beata(U) a Lubica(U) urobili podobni chybu ako ziaci gymnazidlnej skupiny, ked
pouzili nespravny vztah (n+1)! = (n+ 1)(n — 1)! Z tychto prac vidime, Ze studenti
tejto skupiny sa dopustili viacerych druhov chyb. Mohlo to byt sposobené aj tym,
ze su absolventami roznych strednych $kol z roznych regiénov. V kazdom pripade
uvedené chyby podobne ako pri gymnazialnej skupine poukazuji na problémy pri
uprave vyrazov s faktorialmi.

Ulohu b v tejto skupine spravne vyriesila viac ako jedna tretina Studentov. Jedna
tretina studentov tlohu vobec neriesila a ostatni ju vyriesili nespravne. NajcastejSou
chybou bola nasledovna tvaha:

1 1 2 3
lim —(142+3+...4n)=lim -+ lim =+ lim —+...=0+0+0+...=0

n—oo n2 n—00 n2 n—oo n2 n—00 n2

T4to tloha moze ,,zvadzat” niektorych tudentov na pouzitie vety o limite siétu, ¢o
v tomto pripade nie je spravne, pretoze dana veta je o konecnom sicte.

3.6 Problémové ulohy suvisiace s limitnymi pro-
cesmi

Na uvod tejto témy bol v oboch skupinach kladeny doraz na sivis konvergencie po-
stupnosti s tvarom jej grafu. Nasledne Ziaci a Studenti riesili samostatne nasledovnt
problémovi lohu:

Dokresli do grafov aspon styri ¢leny postupnosti (a,). -, tak, aby platilo lim a, = 2.
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Obr. 13

Ulohy a), b) vyriesila spravne viac ako polovica gymnazidlnych ziakov. V tlo-
he a) nakreslili graf klesajicej postupnosti, ktora sa , priblizuje” k ¢islu 2. V tlohe b)
nakreslili postupnost, ktorej neparne ¢leny tvorili klesajucu a parne cleny rasticu
postupnost, pricom obe sa ,priblizuji” k &islu 2. Ulohu ¢) spravne nevyriesil ni-
kto. Vicsina ziakov nakreslila rastiicu divergentni postupnost, ostatni ilohu vobec
neriesili. RieSenia tychto uloh ukézali, zZe u tychto ziakov bola mylna predstava, ze
tak ako sa ,sprava” prvych niekolko ¢lenov postupnosti, tak sa ,,musi spravat” celd
postupnost.

V skupine U vyriesili dlohy a), b) spravne viac ako tri tvrtiny Studentov. Kym
v tlohe a) uvadzali klesajicu postupnost podobne ako gymnazidlni ziaci, tak v tlo-
he b) boli dve Studentské riesenia odlisné ako u ostatnych(to isté riesenie ako u
gymnazidlnych studentov). Jedna studentka(Maria) nakreslila graf postupnosti, ktora
bola pocniic piatym ¢lenom rastica a druhd studentka (Katarina(U)) postupnost,
ktora bola piatym ¢lenom poc¢ntc klesajiuca. Len jedna Sestina Studentov spravne
vyrieila dilohu ¢) tym, ze nakreslila postupnost, ktora bola klesajica po¢ntic piatym
¢lenom a ,priblizovala” sa k ¢islu 2. Jedna Sestina 1lohu vobec neriesila a ostatni
urobili t1 istt chybu ako gymnazidlni ziaci (rastica divergentnd postupnost).

Problémy s predchadzajicimi ilohami boli motivom pre zopakovanie stuvisu limity
postupnosti s tvarom grafu postupnosti.

6
lim + lim —
6 7—00 o 1
Juraj(G) pri tabuli:  lim ”;; - n_oen o

1 1 6 1
Ucitel: Kolko prirodzenych éisel splna nerovnost ——-—— < nt —7

1
271000 ~ 20 21000
Koneéne alebo nekonecne vela?
Juraj(G): Konecne vela. Veronika(G): Nekonecne vela.

Nézory ziakov sa rozchadzali, preto bolo potrebné pomocou grafu VyI‘lGSlt tuto
otazku. Potom uz vedeli, Ze je konecne vela prirodzenych ¢éisel, ktoré splnaju nerov-
nost "+6 > 5 + 1000

Potom boh rieSené ulohy, ktoré poukazovali na to, ze o limite a konvergencii po-
stupnosti nerozhoduje jej prvych n ¢lenov (n je prirodzené ¢islo).

pre n < 100,

1
Ucitel: Akd limitu m4 nasledovné postupnost? Nech a, =< n
1 pren > 100.
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Jana(U): T4to postupnost nem4 limitu.

Dusan(U): Jej limia je 0.

Lydia(U): Nie, jej limita je 1.

Nézory v oboch skupinach sa roznili aj pri postupnosti

1
. — pre n parne,
Qp = n

1 pre n neparne.

Preto bolo potrebné aj za pomoci grafu tieto tilohy v oboch skupinéch rozobrat.
V ramci zaverec¢ného opakovania v skupine U riesili studenti aj nasledovnu ulohu:
Ucitel: Vieme, Ze harmonicky rad nem4 sucet. Aky stucet ma rad

0o 1
i=1 0 pren > 3.

Ivana(U): M4 sucet.

Ucitel: Preco?

Ivana(U): Lebo od stvrtého ¢lena...(zamysli sa)
Ucitel: Co je od stvrtého ¢lena?

Ivana(U): M4 nuly.

V oboch skupindch sa potom konalo zaverecné opakovanie prebranych Siestich
tém a potom ziaci a Studenti oboch skupin pisali tematické previerky. Zadania 1loh
sa scasti v oboch skupinach odlisovali, pretoze v skupine U sa vyucovalo v ramci
dvojhodinovych cviceni. Previerku skupiny U pisali aj Studenti 1. ro¢nika ucitelstva
matematiky Pedagogickej fakulty UJEP v Ust{ nad Labem.

Zadania tematickych previerok pre obe skupiny si uvedené v kapitole 2.2.2. Ich
vysledky a vyhodnotenie je v kapitole 4.

3.7 Zavedenie pojmu limity funkcie

Experimentéalne vyucovacie hodiny so zameranim na limitu funkcie a derivaciu sa
uskutocnili v jednej triede 4. rocnika Gymndzia sv. Andreja (skupina G) a v dvoch
studijnych skupinich 1. roénika ucitelstva vSeobecnovzdeldvacich predmetov kom-
bindcii s matematikou (skupina U). Experimentélne vyucovanie sa konalo v novembri
a decembri 2003.

Na tvod ziaci a Studenti skupin G a U pisali vstupnu previerku, ktorej zadanie je
uvedené v kapitole 2.2.2. Okrem experimentalnych skupin uvedenu vstupnu previerku
pisali aj studenti kontrolnych skupin - d'alsej triedy 4. roénika Gymnazia sv. Andreja
a Studenti 1. ro¢nika ucitelstva matematiky Pedagogickej fakulty UJEP v Ust{ nad
Labem.

Uvodnym pojmom k pojmu limity funkcie bola spojitost funkcie. K jej zavedeniu
potrebovali Ziaci a §tudenti poznat okolie bodu.

Ucitel: Ako by sme definovali okolie stromu?
Anna J.(G): Je to oblast, kde padaju listy.
Ucitel: Zaujimava definicia. A ako by vyzeralo stvormetrové okolie stromu?
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Anna J.(G): Kruh s polomerom 4.

Ucitel: A ¢o by sa stalo, keby sme mali jednorozmerny pripad - néjst okolie ¢isla 57
Moézeme si ho nakreslit na ¢iselnej osi.

Michal G.(U): Bol by to interval.

Ucitel: Ako by potom vyzeralo 0,5 okolie bodu 57?

Jan K.(U): Interval od 4,5 po 5,5.

Ucitel: Spravne. Presnejsie by sa jednalo o otvoreny interval. A ako by vyzeralo ¢ -
okolie bodu 57

Lubomir D.(U): Otvoreny interval (4,5; 5,5).

Priklad 3. Nacrtnite graf funkcie y = 2x + 5.

Anna D.(G) sprdvne zakresl{ graf na tabulu.

Ucitel: Akt funként hodnotu mé funkcia v bode 37

Klaudia K.(U): 11.

Ucitel: Ak sa lepSie pozrieme na graf tejto funkcie, vidime, Ze v okoli bodu 3 sa
funkéné hodnoty nachddzaji v nejakom okoli bodu 11. Preto bude riesitelnd aj
nerovnica 10,5 < 2z + 5 < 11, 5.

Michal S.(G):

10,5 < 2245 20 +5 < 11,5
5,5 < 2z 2x < 6,5
2,7 < =z T < 3,25

Ucitel: Aké okolie mi vyclefiuji tieto nerovnice?
Lucia S.: Okolie ¢isla 3.
Potom studenti zovSeobecnili tento vysledok aj pre kazdé okolie ¢isla 11.

Maria K.(G):

11— < 2x+5 2 +5 <11l +¢

6—¢ < 2z 20 <6+¢
3—|—E < x x<3—|—E
2 2

Ucitel: Vidime, ze sme dostali § - okolie bodu 3. Ak by sme oznagili § = 5, mézeme
pre akékolvek epsilonové okolie bodu 11 néjst vhodné delta okolie bodu 3, pre ktoré
plati, ze v kazdom ¢isle x z tohto okolia funkénd hodnota je z epsilonového okolia
bodu 11. Postup, ktory sme robili doteraz je v hladani vhodného § pre kazdé éislo €.
Ak by sme postup obratili, dokdzali by sme, Ze pre akékolvek ¢islo €, také vhodné &
existuje.

Potom bola zavedend definicia spojitosti funkcie v bode a neskor na mnozine.
Tento pojem bol precvicovany na grafoch funkcii. Na priklade funkcie y = m; :11 bol
vysvetleny rozdiel medzi grafom tejto funkcie a grafom funkcie z+ 1. Ziaci pochopili,
ze funkciu y = % je mozné ,dodefinovat” tak, aby sa stala spojitou.

Nasledovali priklady linearnych lomenych funkcii, ktoré nie st spojité na mnozine
vietkych redlnych ¢isel a nie je mozné ich ,,dodefinovat” tak, aby sa stali spojitymi.

Ziskané poznatky boli precvicené na nasledovnych tlohach pri samostatnej praci
v oboch skupinach G a U:
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1. Zistite, ktora z definicii spojitosti funkcie f v bode a je spravna.
A)Ve>0 36>0 Ve D(f);a—d<z<a+d= fla)—e < f(z) < f(a)+e,
B)Ve>0 30>0 VzeD(f); fla)—e < f(z) < fla)+e=a—0d < x < a+d,
C)Ve>0 F0>0 VeeD(f);a—e<z<ate= fla)—0 < f(x) < f(a)+9,
D)Vo >0 Je>0 VexeD(f); fla)—e< f(z) < fla)+e=a—0 <z < a+td.

2. Dokreslite graf, ak je to mozné, aby funkcia dana grafom bola spojita v bode 1.

Obr. 14

(a) (h) (©)
I

/l'"

3. Ktora z uvedenych funkcii danych grafom je spojita v bode 17

Obr. 15

V skupine G dve tretiny ziakov vyriesili tlohu 1 spravne. Dvaja ziaci uviedli ne-
spravnu odpoved B a dvaja D. Ostatni Ziaci tlohu neriesili. Nespravna odpoved B
sa ligila od A poradim v implikdcii. Odpoved D sa podobé na B. V odpovedi D tym,
7e s na zaciatku vymenené pismend ¢ a d, tak st vymenené kvantifikdtory. Ziakom
a Studetom nemusi robit problém len poradie kvantifikdtorov, ale aj poradie vyrokov
v implikécii.
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V tlohe 2 nikto zo skupiny G nemal vSetky grafy spravne. Najcastejsie sa vyskytli
chyby v grafoch b, d, e. Pri grafoch d, e ziaci uviedli, Ze sa nedaji dokreslit tak, aby
funkcia bola spojitd v bode 1. Pri grafe d uviedli, Ze graf sa neda dokreslit alebo ho
dokreslili nespravne nakreslenim jedného ramena hyperboly.

Ulohu 3 vyriesila zo skupiny G spravne takmer polovica ziakov. Najcastejsie chyby
ziakov boli, ze pokladali funkcie b, d, e za spojité a funkciu f za nespojiti v bode 1.
Ziaci sa mylne domnievali, Ze ak je funkcia definovand v nejakom bode, uz je v fiom
spojita. Funkcia f je definovand len v okoli bodu 1, nie je definovand na mnozine
vSetkych realnych ¢isel, ¢o bolo problémom pre ziakov.

V skupine U tlohu 1 vyriesilo spravne polovica studentov, dve pétiny Studentov
uviedlo nespravnu odpoved B a ostatni uviedli nesprdvnu odpoved C.

Ulohu 2 vyriesili spravne 3 studenti. Najviac chyb urobili studenti v grafe d).
Thto cast 1lohy spravne vyrieSila pétina studentov. Tretina uviedla, Ze graf sa ned4
dodefinovat a ostatni doplnili graf nespojitou funkciou. Daslsim problematickym
grafom bol graf f). NajcastejSou chybou bolo vyplnenie jedného alebo oboch kruzkov.
Uvedenui chybu urobila tretina studentov.

Ulohu 3 vyrie§ila spravne tretina Studentov. Vyskytli sa podobné chyby ako v
skupine G, len boli viac rozsirené. Funkciu d) pokladala tretina studentov za spojiti.

Ziakom a Studentom boli potom vysvetlené podrobne vsetky tri tlohy. Na priklade
nespojitej funkcie bola dokdzand nespravnost definicii B, C, D z prvej tlohy. Pri
ostatnych tlohach boli vysvetlené vsetky grafy.

Na nasledujicej vyucovacej hodine bola vysvetlend veta o spojitosti sicu, rozdielu,
podielu spojitych funkcii a spojitosti konstantného nésobku spojitej funkcie.

Ucitel: Je funkcia y = ’”Q%flﬁ spojitd v bode 1?7 Co je grafom funkcie v Citateli?
Peter H.(U): Parabola.

Ucitel: Je to spojitd funkcia?

Peter H.(U): Ano, je.

Ucitel: A v menovateli je spojitd funkcia?

Anna J.(G): Je.

Ucitel: Bude podiel spojity?

Klaudia K.(G): Ano.

Ucitel: Preco?

Klaudia K.(G): Lebo x? + 1 # 0.

Ucitel: Ktorti z nasledujticich funkcif je mozné dodefinovat tak, aby sa stala spojitou?

Obr. 16

11 X

Anna J.(G): Td prvu.
Ucitel: Spravne. O takychto funkcidch budeme hovorit, Ze maji limitu v bode.
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Definicia 18. Nech M je otvorenyj interval obsahujici bod a a funkcia f je definovand
na mnozine M —{a}. Nech k je redlne c¢islo. Oznacme F' ako funkciu, pre ktord plati:

1. F(x) = f(x) pre kazdé x # a v definicnom obore funkcie f,

2. F(a) = k.
Limitou funkcie f v bode a je ¢islo k prdve vtedy, ked funkcia F je spojitd v bode a.
To oznacime nasledovne lim f(z) = k.
3.8 Vypocty limit funkcie

Na zaciatku ziaci riesili ilohy pomocou grafu.
Dominik(G): lirré(Zx +3) = D(f)=R

| 2z +3 prez #3,
F<x>_{L pre . =3

Ucitel: Nakreslite graf funkcie F(z) pre z # 3.

Dominik:
Obr. 17
¥
9|
I
|
3 I
/ I
7 3 X

Ucitel: Co urobime, aby sa funkcia stala spojitou?
Miroslava(G): Vyplnime krizok.
Uéitel: Akou funkénou hodnotou? Co to znamend pre limitu funkcie v bode 3?

Dominik(G): 9, preto lir%(2x+3) =09.

1
Erika J.(G) lim =

=31 — 3

1
_ ) 7 prex # 3,
F(z) { pre z = 3.
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Ucitel: Je mozné tiito funkciu v bode 3 dodefinovat tak, aby sa stala spojitou?
Viaceri z triedy: Nie.

Uéitel: Co to znamend pre limitu funkcie v bode 3?

Erika J.(G): Limita neexistuje.

Ucitel: V prvom priklade sme viacmenej iba dosadili funkéni hodnotu a dostali sme

. . , o 2x3—b54
limitu. Co myslite, comu sa rovnd hII:l)) — 3 ?
T— xr —

Michal J.(G): 0.
Ucitel: Pod'te nés o tom presvedéit.
2050 e g £ 3,

Michal poéita na tabuli: F(z) = { L:v—3 . 5
pre v =

20 =54 2(2® —27)  2(x—3)(2* + 3z +9)

r—3 T —3 r—3

3\? 9 3\? 27
=9 ) —Z2418=2 2 i
(x+2) 5 +18 (x+2> +5

Obr. 19

3\ 9
—9 °) —Z49
($~|—2> 4—|—

Ucitel: Ako urobime tito kvadratickd funkciu spojitou? Co to znamend pre limitu
funkcie v bode 37

213 — 54
Michal: Doplnime bod [3, 54]. lin% x—35 -
T— €T —

54.
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Ucitel: Vidime, Ze ndm limita nevysla nula. Tento priklad ukazuje, Ze nemozeme
bezducho dosadzovat do funkénych predpisov pri vypocte limit.

Potom ziaci pocitali vypoctové priklady aj bez kreslenia grafov a bola im zadand
nasledovnd samostatna praca:

1. Vieme, ze pre funkciu f plati lirr% f(x) = 2. Ktord z uvedenych funkecii danych

grafom spiﬁa tito podmienku? Odpoved zdovodnite pre kazdy graf.

Obr. 20

2. Existuje vhodné kladné realne cislo 9, aby platilo tvrdenie

(a) 3—d<2<3+6=09<-4 <1,1;
(b) 2—6<z<2+0=-10< -1 <107

V skupine G ulohu 1 celkom spravne nevyriesil nikto. Neceld polovica ziakov uviedla,
ze funkcia uvedend v a) spfﬁa podmienku. V pripade funkcie b) to boli iba traja
ziaci. Pocas vyucovania bolo pre ziakov problematické pochopit, Ze ak je funkcia
nespojitd v jedinom bode a ma v fom definovani funkéntd hodnotu, méze mat li-
mitu v tomto bode. Tri §tvrtiny ziakov spravne uviedlo, ze funkcia ¢) nemd v bode
1 limitu. Stvrtina ziakov uviedla nespravnu odpoved, u niektorych z nich vznikla
nespravna predstava, ze funkcia ma limitu v bodoch nespojitosti. 1 ziak uviedol,
ze funcia d) spiﬁa podmienku, pomylilo ho, ze funkcia mala definovani funkénu
hodnotu. Podobnej chyby v e) sa dopustila pitina ziakov. Stvrtina ziakov uviedla
odpoved f), g), h) a zamenila medzi sebou pojmy limita a pojitost funkcie v bode.
Funkcia h) svojim priebehom robila problémy aZ trom §tvrtindm Ziakov. Podla nich
funkcia nema limitu v bode 1, niektori uviedli dokonca, ze nie je ani v bode 1 spojita.

V dlohe 2a spravne odpovedali tri patiny ziakov, 2 ziaci uviedli nespravnu od-
poved, ostatni odpoved neuviedli. Chybné odpovede boli zapri¢inené numerickymi
chybami pri iprave nerovnice.
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Na tlohu 2b odpovedala spravne polovica ziakov, 3 ziaci uviedli nespravnu odpo-
ved a ostatni odpoved neuviedli. V chybnych odpovediach sa Ziaci dopustili okrem
numerickych chyb aj chyb pri prenasobeni nerovnice premennou x.

Nésledne bol Ziakom na grafe viacerych funkcii poukézany vztah medzi pojmami
limita a spojitost funkcie, vety o vypocte limity sictu, rozdielu, sic¢inu, podielu dvoch
funkcii. Preto bola pozornost zamerans na kalkulativne 1lohy.

. _ 22 —2x4+1 22—2 22 —-2x+1 . 2’—z
JUha(G)' iﬂ( r—1 x2—1> i—»l r—1 }cLl 2 -1
—1)? —1 1
= lim (z ) + lim (@ ) =0+ =

V skupine U sa u niektorych studentov prejavila zamena postupov medzi vypoctom
limity funkcie a limity postupnosti, pripadne problémy s ¢iselnymi vyrazmi:

1
z?—1 =
Juliana (U): lim = lim L =00
x—1 1 — 1 r—1 1 . 1
x
& . 1 1
Maria S. (U): lim - =0

2z —2 2-2 0
Tieto chyby sa vyskytovali najcastejsie u studentov, ktori neabsolvovali gymnazium.

3.9 Zavedenie pojmu derivacia (v suvislosti s li-
mitnym procesom)

Propedeutika pojmu derivacia pomocou programu Mathematica

Tento sposob propedeutiky pojmu derivécia bol realizovany so ziakmi 3. roc¢nika
Gymnazia sv. Andreja v Ruzomberku (v rdmci matematiky, skupina G) a aj so
Studentmi 2. ro¢nika ucitelstva matematiky na Pedagogickej fakulte Katolickej Uni-
verzity v Ruzomberku (v rdmci predmetu Vyucbovy softvér z matematiky, skupina
U). Vyucovanie sa uskutocnilo v pocitacovej uc¢ebni pre 10 studentov. Najprv boli
vysvetlené zakladné prikazy programu Mathematica, nevyhnutné ku kresleniu grafov
funkcii. Nésledne sme v tomto programe riesili tilohu, ktorti uvadza aj Kirsch v [51]
Priklad 4. Urcte smernicu dotyénice funkcie y = % + % + 2—2 v bode [0, 75; 1, 25].

Prvy zo série grafov funkcie po jej definovani v programe Mathematica sme vy-
kreslili pouzitim prikazu

Plot[f[z],{x,-3,3},PlotRange—{-3,3}, GridLines— Automatic,

AzesLabel—{"z”,”y”}] a dostali sme graf funkcie.
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Obr. 21
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Potom sme zobrazovali graf funkcie v stale ,uzsom” okoli bodu 0,75 az sa ndm krivka
zmenila na priamku. Pouzili sme prikaz Plot|f[z],{,0.746,0.754}, PlotRange—
{1.246, 1.254},GridLines— Automatic,AzesLabel—{"z”,"y" }].

Obr. 22

¥

-

4 nca
254 /
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Z grafu vidime, Ze smernicu & dotyénice mozeme uréit ako smernicu priamky. Vy-
pocitame k = % = 1,3. Studentom skupiny U bol ukézany aj vypocet pomo-
cou derivacie, ktory daval vysledok 1,3125. Uvedend metdéda pomocou grafu davala
v tejto tilohe presnost vysledku na jedno desatinné miesto. Vyssia presnost sa darila
dosiahnut pri dotyéniciach grafov kvadratickych funkcii, ¢o bolo vidiet v samostatnej
préaci ziakov. Mali moznost si zvolit jednoduchi spojiti funkciu a bod na jej grafe.
Potom ich 1lohou bolo ur¢it smernicu dotyénice funkcie v tomto bode.

Barbora(G) si zvolila funkciu y = 6 + 322 + 2. Urcovala smernicu doty¢nice
v bode [2, 230]. Najprv nakreslila graf funkcie a potom nakreslila graf funkcie v okoli
tohto bodu.

4
/ T o T

4o
I o T
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Obr. 23
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Vypocitala hodnotu smernice dotycnice k = % = 12. Téato hodnota je
totozna s vypocitanou hodnotou pomocou derivacie.

Kvadratické funkcie boli vhodné pre skupinu G, lebo ziaci sa v tom case ucili
pojem dotyénice kuzelosecky v analytickej geometrii. Ziaci vyuzili pracu s kreslenim
grafov pomocou pocitaca aj na zopakovanie elementarnych funkcii, ktoré sa ucili v 2.
rocniku.

Martin si zvolil exponencialnu funkciu y = 2 + 0,8%"! a hladal jej smernicu do-

tycnice v bode [3;2,4096]. Postupoval podobne ako Barbora a dostal nasledovné grafy.
Obr. 24
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ST’ . . _ 2.40942-2.40978 _ o
Jeho vypocitand hodnota smernice dotycnice k = =570==2002 = —0,09 sa velmi

nelisi od presnej hodnoty, ktord je priblizne -0,0913996. Martin poc¢ital s presnostou
na dve desatinné miesta. Ziaci si tak mohli zopakovat, ze exponencidlna funkcia so
zakladom mensim ako 1 a vac¢sim ako 0, je klesajica.

Podobne tlohu riesili aj v skupine U, niektori studenti mali problém s odéitanim
hodnot grafu, pretoZe si nevhodne zvolili parametre jeho zakreslovania.

Maria(U) si zvolila funkciu y = 2 + xx—; a hladala smernicu dotyénice v bode
[0,35;0,0746343]. Pouzila nasledovné grafy.

Obr. 25

D.335 0.34 0.345 0.35 0.355

Z grafu nevedela urcit smernicu a dokonéit tlohu. Z praktického hladiska je potrebné,
tak nastavit parametre zobrazovania, aby graf funkcie (priamka) zvierala s x-ovou
osou uhol priblizne 45 stupnov.

U oboch skupin bolo pozorovatelné, Ze tento sposob vyucovania viac zaujal chlap-
cov a boli aj dispesnejsi v hladani smernice dotyénice. V skupine G ziaci vyuzili
kreslenie grafov na pochopenie pojmu doty¢nica ku grafu funkcie (sivis s pojmom
dotycnice v analytickej geometrii) a k zopakovaniu priebehov elementarnych funkcii
(exponencidlne, logaritmické, goniometrické, kvadratické).

Zavedenie pojmu derivacia pomocou experimentalneho ucebného textu

Na uvod tejto témy ziaci riesili formou samostatnej prace v dvojiciach nasledovnu
tilohu: Peter sa vybral na cyklotiru. Vystartoval popoludni o 13.00 hodine a do ciela
dorazil vecer o 18:00 hodine. Drahu v kilometroch, ktort presiel na bicykli pocas

doby ¢ v hodindch od okamihu startu vyjadruje funkcia s(¢) = %.

1. Po troch hodinéch jazdy stretol na ceste Juraja. Aku vzdialenost vtedy presiel
od okamihu startu?

2. Na druhy defi bol Juraj zvedavy na to, akt priemernt rychlost mal Peter pocas
tych troch hodin.
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3. Akt priemernt rychlost mal Peter za posledné dve hodiny, hodinu, polhodinu
kym stretol Juraja?

4. Peter mal na bicykli aj tachometer. Co mohol ukazovat o 16:00 hodine, ked
stretol Juraja?

Prvi a druht dlohu vyriesili takmer vsetci ziaci v oboch skupindch G a U spravne.
Anna(G) s Vierou(G) urobili v prvej tlohe chybu, ze sa snazili urcit drdhu mezi prvou
a Stvrtou hodinou. Potom sa dopustili aj numerickej chyby:

23(10—1) 207

s =200 2T,
23(10 —4) 552
5(4):¥ =114

s(4)—s(1)=11,4—-4,1=7,3

V tretej lohe tretina ziakov skupiny G a pétina studentov skupiny U vypocitala
omylom rychlost cyklistu za prvii polhodinu, hodinu a dve hodiny. Ostatni vyriesili
ulohu spravne.

Stvrtd tdlohu v skupindch G a U neriesila tretina ziakov a studentov, tretina
tlohu vyriesila nespravne a tretina spravnym sposobom odhadla okamzit rychlost.
NajcastejSsou chybou bola zamena okamzitej rychlosti v tretej hodine pohybu cyklistu
a priemernej rychlosti za ¢as 3 hodiny. Matus a Peter v skupine U namiesto okamzite;j
rychlosti v tretej hodine pocitali priemerni rychlost medzi tretou a piatou hodinou.
Odhady priemernej rychlosti v spravnych rieseniach urobili pomocou vypoctu prie-
mernej rychlosti za poslednt desatinu, stotinu a tisicinu hodiny pred stretnutim Petra
s Jurajom.

Ucitel: Aky geometricky vyznam md funkcia v,(t) = 5(3; f( )7 Ak by sme si
nakreslili graf Tubovolnej funkcie f(t), tak vidime, ze rozdiel f(t) — f(3) je zmena
funkénej hodnoty funkcie f(¢) medzi bodmi ¢ a 3.

Obr. 26

i(3)-

f{t) -

Lukas(G): Je to smernica secnice.

Ucitel: Sprdvne, hodnota wv,(t) je smernicou secnice grafu funkcie s(t), ktord
prechadza bodmi [t, s(t)] a [3, s(3)].
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Vsimnime si teraz funkény predpis funkcie v,(t). V predchadzajucom priklade
sme ju potrebovali mat definovani pre ¢t € (0,5). Ona vsSak nie je definovana ani
v bode 3. V ostatnych bodoch jej predpis ziskame tak, ze dosadime za s(t).

23t(10 — ¢ 23t(10 —t) 23.3.7 23
¥—96,6 ( ) _ = (t(10 — t) — 21)
_ 5 _ 5 5 _ 5 _
vp(t) = = = =
t—3 t—3 t—3
232410t —21)  23(t—3)(T—1t) 23(7_t)
5 (t —3) 5 t—3 5

Keby sme nakreslili graf tejto funkcie na intervale (0, 5), dostali by sme graf:

Obr. 27

32,2

18,41

9.2

Ucitel: Ak4 je to funkcia?

Lucia(U): Je to linedrna funkcia

Ucitel: Je to linedrna funkcia, ktord nie je v bode 3 definovani. Ako ,,doplnime”
alebo ,,dodefinujeme” tito funkciu tak, aby sa stala spojitou?

Klaudia(G): Vyplnime prazdny krizok.

Ucitel: Spravne, ak v(3) = %(7 —3) = 18,4, tak by sa funkcia stala spojitou. A hod-
nota 18,4 je v zmysle predchadzajiceho prikladu hodnota okamzitej rychlosti, pretoze
k tejto hodnote sa ,blizia” hodnoty priemernej rychlosti Petra medzi okamihmi ¢ a
to = 3h, ak sa t ,blizi” k t5. Na tomto priklade vidime, Zze kazdej funkcii f definovanej
v okoli bodu a mozeme priradit funkciu smernice secnice

f(x) — f(a)

e
5pa(r) = e pre x # a,

k pre x = a.

Na tomto mieste bola zavedend definicia 30 derivacie funkcie v bode.
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3.10 Vypocet derivacie niektorych funkcii

Pomocou grafov boli so ziakmi rieSené tvodné kalkulativne tlohy.
Ucitel: Uréte pomocou definicie derivéciu funkcie y = 2 v bode 1.

Robo(G): f(z) =2*a=1

z?2—1
spa(e) = p— pre x # 1,

k prexz =1
21 -1 1
2ol @-Net)
r—1 r—1

_Jxz+1 prex#1,

Sf’l(x)_{ k pre x = 1

Uéitel: Co je grafom funkcie y = = + 17?
Robo(G): Ciara

Ucitel: Presnejsie?

Robo(G): Priamka.

Obr. 28

b

1
! X

Ucitel: Ako dodefinujeme tiito funkciu. aby sa stala spojitou?

Miroslava(G): Vyplnime krizok.

Ucitel: Akou funkénou hodnotou?

Ivan(G): 2.

Ucitel: Co to bude znamenat pre hodnotu derivécie funkcie 22 v bode 17

Robo(G): Bude 2.

Nésledne ziacka pri tabuli odvodila podobnym sposobom derivéciu funkcie 2% pre
T = a.

Ucitel: Zatial sme hovorili o funkcidch, ktoré derivdciu maji, teraz si ukdzeme fun-
kciu, ktord nemé derivaciu aspon v jednom bode: f(z) = |z — 2| f/(2) =7

Pavol(G): sfa(z) = r_g Pret 72
k pre x =
-2 -2
pre z € (2;00) i |:x =1
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2-2 _ —(@-2)
r—2  x—2
Obr. 29

=-1

pre x € (—o0;2)

Ucitel: Mozem ttto funkciu ,,dodefinovat” tak, aby sa stala spojitou?
Lukas, Lucia (G): Nie, neda sa.

Ucitel: Co to znamend pre derivaciu funkcie v bode 27?

Pavol: Neexistuje.

Ucitel: Vezmime si graf nasledovnej funkcie.

Obr. 30

Vo vsetkych vyznacenych bodoch tdto funkcia nebude mat derivdciu. A v ostatnych
bodoch?

Gabriela (G): Vo vsetkych ostatnych bude mat derivéciu.

Ucitel: Na funkcii y = z + 1 si mozeme vsimnut, Ze jej derivacia v kazdom bode je
1. Ak sa hodnota = zvicsi o 1, hodnota y sa tiez zvacsi o 1.

Robert(G): A ak sa x zvacsi o 1 a y sa zvacsi o 2, akd bude vtedy derivacia?

Ucitel: Ukdzeme si to na linedrnej funkcii y = 2z.

20 —2a  2(x —a)

Gabriela(G): syo(x) = —a  1—a 2 prex # 2,
k=2 pre x = 2.
Obr. 31
y
¥=5,(%) J
_z_e_ , ¥y=2x
1 [
a X i =
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f'(a) =2.

Nésledne sme ukdzali ekvivalentnost zavedenej definicie derivécie a definicif

derivécie pomocou limit f'(a) = ;llli% flat h})L — f(a)’ f'(a) = glcllf}l f(x; : Z:(a)'

Pomocou limitnych definicii sa ziaci naucili pocitat derivécie polynomickych funkcii
a spoznali vety o derivacii suctu, rozdielu a konstantného nasobku funkcie.
V samostatnej préci riesili ulohy:

1. Cyklista sa rozbieha na priamej ceste. Prirozbiehani pre jeho drahu (v metroch)
v zévislosti od ¢asu (v sekunddch) plati: s(t) = 0,005t + 0, 1t> Za aky cas
dosiahne rychlost 10 metrov za sekundu (¢o je 36 km.h™') ?

Obr. 32

2. Vieme, ze f'(3) = 2. Ktory z grafov tomu zodpoveda (pozri obr. 32)?

Ulohu 1 v skupine G spravne vyriesil 1 ziak, dve péatiny ziakov tlohu neriesilo a
ostatni vypocitali vztah pre rychlost ako derivaciu dréhy.

V skupine U tlohu 1 spravne vyrieSila polovica studentov, dvaja studenti tlohu
neriesili a ostatni spravne zapisali kvadraticki rovnicu, kotra vedie k rieseniu tlohy.

Ulohu 2 vyriegila v skupine G celkom spravne sedmina Ziakov. Spravnu odpoved
a) uviedli vsetci okrem dvoch Ziakov. Nesprdvnu odpoved b) uviedli tri pétiny Zia-
kov. Nespravne odpovede c¢) a e) neuviedol nikto. Nespravnu odpoved d) uviedli dve
pétiny ziakov. Spravnu odpoved f) uviedla stvrtina ziakov.

V skupine U tlohu 2 celkom spravne vyriesil 1 student. Okrem jedného vsetci
uviedli spravnu odpoved a). Nesprdvnu odpoved uviedla Sestina Studentov. Ne-
spravnu odpoved c¢) neuviedol nikto. Nespravnu odpoved d) uviedli tri Stvrtiny
Studentov. Nespravnu odpoved e) uviedla $tvrtina studentov. Spravnu odpoved f)
uviedli dve tretiny studentov.

Po ukdzani spravnych rieSeni oboch tloh, pozornost bola venovana vyuzitiu deri-
vacie ako smernice dotyc¢nice ku krivke. Najprv boli zopakované poznatky z analytic-
kej geometrie priamky v rovine. Potom bola zadand tloha: Urcte vSeobecnu rovnicu
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priamky, ktord je doty¢nicou grafu funkcie y = (x — 1)3 v bode T[2;7].
Jan K(G) T = 2 Yyr = (2 — 1)3 =1
(a —b)3 = a® — 3a®b + 3ab® + V*
Ucitel: Ak méme problém so znamienkami vo vztahoch, moézeme postupovat aj takto:
(a +(=b)° =a’+ 3a2(—b) +3a(—b)* + (=b)°

Jan K.(G):(a — ) — 3a*b + 3ab* — 1?
y=(r—1)3= 31‘ +3r—1
f'(z) = 322 —6a:+3f( )=322-62+3=34-12+3=3
y—1=3(z—-2) 3r—y+5=0
Ucitel: Teraz vyrieSme naroc¢nejsiu ilohu: V ktorom bode grafu funkcie y = x®+x—2
je doty¢nica k tejto funkcii rovnobezna s priamkou 4x —y — 1 =07
Robert(G): Zvolime si lubovolny bod na grafe a vedieme nim priamku so smernicou 4.
Ivan(G): To nie je sprdvne, musime z rovnice priamky uréit smernicu a na grafe ndjst
dotykovy bod.
Ucitel: Pod'te ndm ukézat, ako to myslite.
Ivan(G): Ak ma byt dotyénica rovnobeZna s priamkou p : 4z —y—1 = 0, jej smernica
musi byt 4.

4= f'(r)
4=322+1
=1

r==1 T1[17y1],y1 =1+1-2=0 TQ[—l,yQ],yg = (—1)3 —1-2=-4
t:y—yo=k(x—x)

ty:y=4(x —1) odtial 42 —y —4 =10

ty:y+4=4(x+1) odtial 4z —y =0

Ucitel: Cim sa lisia rovnice priamok p, ¢y, ts?

Anna D.(G): Poslednym ¢islom.

Lucia(U): Posunutim priamok, budd rovnobezné.

Po zaveretnom opakovani sa v oboch skupinach U a G pisala tematicka previerka,
ktorej zadanie je uvedené v kapitole 2.2.2. Jej vysledky a vyhodnotenie je v kapitole 4.

3.11 Zavedenie urcitého integralu pomocou limit-
ného procesu

Na tvod sme opakovali poznatky o derivacii funkcie v bode (pozri kapitoly 3.9 a
B.3.2).

Ucitel: Ak sa auto pohybuje po dialnci konstantnou rychlostou, ako bude vyzerat
graf zavislosti rychlosti od ¢asu?

Miroslava B. (G): Konstantna funkcia.

Ucitel: Spravne, ak by sme ju zakreslili dostaneme nasledovny graf (pozri obr. 33).
Ucitel: Ak by sme uréili drdhu s; prejdent za ¢as t; tak, s; = vt;. Aky geometricky
vyznam ma sucin vt,?

Pavol T. (G): Stvoruholnik.

Ucitel: Presnejsie?

Ivan K. (G): Obdlznik.
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Obr. 33

Ucitel: Je to obsah obdlznika. Drahu prejdent za cas t; dostaneme ako obsah ro-
vinného utvaru ,pod” grafom funkcie rychlosti od ¢asu v hraniciach od t = 0 po
t = t;. Keby som potreboval drahu prejdent medzi ¢asovymi okamihmi ¢ = ¢; a
t =ty tak ako by som ju dostal?

Klaudia K.(G): Rovinny ttvar medzi ¢t = t;, t = t5 a grafom funkcie.

Obr. 34

tl t|+l2 tZ t
2

Potom sme vysvetlili zavislost rychlosti a drdhy od ¢asu na priklade volného padu
(pozri kapitolu B.4.1). Na tomto priklade bol zavedeny aj pojem strednej hodnoty
funkcie na intervale.

Ucitel: Aky je obsah oboch vysrafovanych trojuholnikov (pozri obr. 34)?

Lucia (G): Je rovnaky.

Uéitel: Co to znameng pre obsah obdlznika a lichobeznika - rovinného dtvaru ,pod”
grafom rychlosti od ¢asu?

Lukas (G): Su rovnaké.

Ucitel: Spravne Vsimnime si, ze rovinny ttvar ,,pod” grafom funkcie sa moze nahra-
dif obdlznikom. Co j je jednoduchsie vypocitat obsah obdlznika alebo obsah rovinného
utvaru ,,pod” grafom funkcie?

Miroslava(G): Obsah obdlznika.

Ucitel: Samozrejme. Keby sme mali iny tvar zavislosti alebo spojiti funkciu, tiez je
lepsie nahradit rovinny ttvar ,pod” jej grafom obdlznikom.

Na tomto mieste bola pomocou grafu zavedena stredna hodnota funkcie na in-
tervale. Potom bola skimané funkcia g(b) ako zdvislost obsahu rovinného utvaru
ohrani¢eného grafom funkcie f, pevnym bodom a a pohyblivym bodom b (pozri ka-
pitolu B.4.1). Pri skiman{ jej funkcie smernice secnice s,(u) bolo ndroéné néjst jej
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funként hodnotu, ktorou ju treba dodefinovat tak, aby sa stala v bode b spojitou.
Ucitel: Dostali sme, Ze funkcia smernice secnice sa pre u # b rovna strednej hodnote
funkcie f(t),t € (b,u). Ak sa &islo u ,blizi” k ¢&islu b, tak kam sa bude ,,blizit” ¢islo
t, ak plati nerovnost b <t < u?

Klaudia (G): Tiez k ¢islu b.

Ucitel: Preto je potrebné funkciu s,,(u) dodefinovat v bode b hodnotou f(b).
Ak si vSak spomenieme na definiciu derivacie funkcie v bode, tak to znamena, ze
g'(b) = f(b). Ak sme doteraz hladali k nejakej funkcii f(z) jej derivéciu, tak te-
raz musime postupovat opacne. K funkcii f(z) musime ndjst takd funkciu, ktorej
derivéciou je prave funkcia f(z). Hladdme jej primitivnu funkciu.

Na tomto mieste boli definované pojmy primitivna funkcia a neurc¢ity integral,
ziakom boli ukdzané neurcité integraly polynomickych funkcii.

V suvislosti s rieSenymi tilohami na pohyb bola zadand nasledovnd problémova
tiloha: Skiste pomocou velkosti obsahu rovinného titvaru ,,pod” grafom funkcie urcit
zévislost drahy od ¢asu auta pohybujiceho sa rychlostou 20 m.s™1, ktoré po 10
sekundéch zacalo spomalovat so zrychlenim -1 m.s™2 (VyuZite graf zavislosti rych-
losti od ¢asu). Akt celkovi dréhu prejde auto, kym sa zastavi? Aka je jeho priemerna
rychlost, kym sa zastavi?

Polovica ziakov a studentov vedela v 1lohe vypoécitat prejdeni drahu len po de-
siatu sekundu a spravne uréili, ze to bolo 200 metrov. Dalej uz nevedeli pokracovat.
Ostatni vyriesili ilohu spravne, ked’ uréili prejdenti drahu medzi ¢asovymi okamihmi
t =10 s at =30 s. Potom vedeli vyriesit celi tlohu. Prejavil sa aj pristup pre-
berany na vyucovacej hodine, ked najcastejsie hladany obsah lichobeznika studenti
pocitali pomocou obsahu obdiznika s rovnakym obsahom (pouzili priemernt rychlost
auta medzi t = 10 s a t = 30 s).

3.12 Riemannov a Newtonov integral

Ucitel: Teraz sa vratime k funkcii g(b) (pozri obr. 35). Vieme, ze bod a je pevny a
bod b je pohyblivy. Co sa stane, ak pohyblivy bod b ,splynie” s bodom a? Aky bude
obsah rovinného tutvaru ,,pod” grafom funkcie f7

Obr. 35

a bt nX

Klaudia(G): Bude nulovy.
Ucitel: Ak4 bude funkéné hodnota funkcie g v bode a?



3.12 Riemannov a Newtonov integral 102

Miroslava (G): Tiez bude nulova.
Ucitel: Vyborne. Takze g(a) = 0. Kedze sme ukdzali, ze ¢'(b) = f(b), tak funkcia
g(z) je primitivnou k funkcii f(x) a g(z) = F(z)+c. Zo vztahu g(a) = 0 dostdvame,
ze g(a) = F(a) + cac=—F(a).

Teraz bolo mozné dokdzat a definovat Newtonov uréity integrdl. Jeho pouzitie
bolo ukézane na priklade hladania obsahu rovinného ttvaru v prvom kvadrante
stiradnicového systému ohrani¢enym funkciami y = 22 a y = #*. Ziaci mali problémy
s pochopenim n&jdenia hranic integrovania.

Samostatne riesili tieto tulohy:

1. Vypocitajte urcité integraly:

(a) /2 (x — 1) de, (b) /2 (x —1)(z* + 2+ 1) da,

(c) /1 z(x—1)(z+1) dx, (d) /1 (x —1)(z* + 1)(z + 1) du.

2. Vypocitajte obsah itvaru ohrani¢eného grafom funkcie y = 22+x—1 a priamkou
y =4xr — 3.

V skupine G tlohu la spravne vyriesila pétina ziakov. Dvaja (Klaudia K., Vero-
nika K.) z nich tlohu vyriesili dokonca pomocou primitivnej funkcie @, aj ked
substituénd metdda integrovania nebola s nimi preberana. Ostatni nevedeli spravne
upravit vyraz (z — 1)3 alebo ak sa im to podarilo, nevedeli dalej pokracovat.

Ulohu 1b spravne vyriesila tretina ziakov. Ostatni podobne ako v predchadzajicej
ulohe nespravne upravili vyraz.

Ulohu 1c okrem jedného ziaka mali vSetci spravne. Ivan nespravne upravil vyraz
r(x —1)(z+1)=23-1.

Ulohu 1d okrem dvoch ziakov mali vSetci spravne. Ivan nespravne upravil vyraz
(x—1)(2*+1)(x+1) = 23+ 2% — 2z — 1. Podobnti chybu urobila aj Lucia, ked pouzila
tpravu (z — 1)(2? + 1)(z + 1) = 2* + 2% — 2? — 1.

Ulohu 2 spravne vyriesila Stvrtina ziakov. Stvrtina ziakov urobila chybu v
tpravach vyrazov pri hladan{ hranic integrovania. Polovica Ziakov tlohu neriesila.

V skupine U tlohu la okrem jedného studenta spravne vyriesili vSetci. Jan ne-
(z=1)°
x

spravne urcil funkciu ako primitivnu funkciu k funkcii (z — 1)3.

Ulohu 1b spravne vyriesila polovica Studentov. Jana S. a Miroslav A. tlohu ne-
3 2
riesili. Katarina K. urcila funkciu y = % ako primitivnu k funkcii y = 2% — 1.

Tom4s S. a Marek S. urobili numericki chybu 16.16 = 253.
4
Ostatni nespravne vypocitali integral / ldr=1.
2

Ulohu 1c spravne vyriesila polovica studentov. Katarina K. urécila funkciu M

ako primitivnu k funkcii y = 2® — 2. Podobnti chybu urobil aj Lukés F., ked' za primi-
tivnu funkciu povazoval t1 istd funkciu y = 2® — x. Mdria H. sa dopustila numerickej

chyby 2* = 4. Podobne aj Jan, Tomés S a Martin B., ked urcili }l — % = %.
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Ulohu 1d dve tretiny Studentov vyriesili spravne, ostatni tilohu neriesili.

Ulohu 2 spravne vyriesila tretina studentov. Marek S. uréil funkciu % ako primi-
tivnu k funkcii y = 1. Podobne aj Katarina P. urcila funkciu y = 1 ako primitivnu k
funkcii y = 1. Lucia S. uviedla vypocet, v ktorom si kombinované numerické chyby
s chybami pri integrovani (napriklad zdmena primitivnej funkcie derivaciou funkcie).

2 3 2712
8 1 1 16+12—-2-3 23
/(x2+x_1)dx:[x_+x_]_1:_+2____: + _ 2

1 1

3 2 3 3 2 6 6

Andrej F., Peter H. a LCubica S. vypocitali hranice integrovania a d'alej nevedeli po-
kracovat. Ostatni Studenti tilohu neriegili.

Potom bol ukdzany na historickom priklade vypoc¢tu Johna Walisa (pozri kapitolu
B.4.1) pristup k ur¢itému integralu ako k Riemannovmu integrdlu. Pre niektorych
studentov bolo prekvapenim, ze hodnoty Riemannovho aj Newtonovho integralu si v
danom priklade rovnaké. Studenti riesili samostatne problémovii tilohu (pozri cvicenie
3 v kapitole B.4.1).

Pre obe skupiny G a U bola tato tloha prili§ naroénd a samostatne ju nevedel
vyriesit nikto. Studenti boli schopni pochopit na zéklade numerického vypoétu, ze
prislusné obsahy obdlznikov sa rovnaju objemom kvadrov pre konkrétne n=6 a pre
i=1, 2, 3, 4, 5, 6. Fazu zovseobecnenia bola schopnd urobif iba jedna studentka
skupiny U (Ivana S.) nasledovnym symbolickym spdsobom:

funkéna hodnota = obsah podstavy,

obsah obdiznika = objem kvéadra,

sticet obsahov obdlznikov = objem stupnovitej pyramidy,

limita.... obsah hladaného rovinného tvaru = objem ihlana = %



Kapitola 4

Analyza vysledkov tematickych
previerok

4.1 Limita postupnosti a sucet nekonecného radu

Skupina G

Tematicka previerka so zameranim na pojmy sucet nekoneéného radu a limita postup-
nosti bola pisand s 19 ziakmi 4. ro¢nika Gymnézia sv. Andreja v Ruzomberku dna
15.2. 2002. Vzhladom na maly priestor triedy boli Ziaci rozdeleni na A, B skupiny.
Tabulka s vysledkami Ziakov za obe skupiny je v archive autora préce.

A skupina

Validita r,=0,760 bola vypocitana ako Pearsonov koeficient koreldacie medzi znamkou
zp z previerky a znamkou z, na polrocnom vysvedceni.

Kritickd hodnota Pearsonovho koeficientu koreldcie: r¢(0,05)=0,6664

Percento tspesnosti: 49,28

Aritmeticky priemer znamok: z,= 3,44 a z,= 3,22

Disperzia skére: D = 27,556

Smerodajna odchylka: s = 5,249

Disperzie a obtiaznosti tiloh

u; Di obtiaznost D;
0,67 | 0,667 lahka 0,222
2,22 10,741 lahk4 1,506
1,67 | 0,833 | velmi lahka | 0,222
111 [ 0278 | fazkd | 1,877
0,78 | 0,389 tazka 0,617
1,67 | 0,556 stredna 1,778
0.33 | 0,167 | velmi tazka | 0,222
0.80 | 0,444 | stredna | 0,088
0.80 | 0,444 | stredna | 0,088
111 | 0,556 | Tahka | 0,988
133 - - 9,407

¢.ulohy
1
2

S
on
B3| po| po| po| po| | po| | po| wo| —|
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Reliabilita: r = 0,732
Standardna chyba: s, = 2,719

Uloha 1 bola pre ziakov lahk4, k ¢omu mohla napomoct hlbsia analyza samotnej
definicie pocas vyucovania (pouzitie kontraprikladov pri nesprdvnom poradi kvan-
tifikdtorov). Chybnt odpoved A uviedol Juraj, Richard tilohu neriesil a Barbora
uviedla nespravnu odpoved D. Chybné odpoved C sa nevyskytla, je pravdepodobné,
7e 7iaci si zapamétali, Ze prvé dva kvantifikdtory st rozne, len neboli schopni urcit
ich spravne poradie. V moznosti C su prvé dva kvantifikatory rovnaké.

Uloha 2 bola pre ziakov o nie¢o lahsia v porovnan{ s tlohou 1. Jednym z doévodov
mohol byt jej algoritmicky charakter. Vo vSetkych spravnych rieseniach je vyuzity
prevod zlomku s periodickym destinnym rozvojom na geometricky rad, pricom je
nésledne urceny jeho sucet. Blazej tilohu riesil len po dosadenie do vztahu pre sticet
radu. Juraj a Mdria sa dopustili chyby hned na zaciatku rieSenia tlohy:

1 — =1
Juraj: 0,27 = 1 Maria: 0,27 = 27; 10

V pripade Juraja slo skor o odhad riesenia ako o samotné rieSenie. Maria urcila
nespravne kvocient geometrického radu.

Uloha 3a bola pre ziakov velmi lahkd. Zdenka uviedla, ze kvocient radu je nula a
aj sa ho pokusala dosadit do vztahu pre sticet radu. Juraj uviedol, Ze kvocient radu
je 1. Obaja Ziaci sa domnievali, Ze takéto rady musia byt divergentné.

Uloha 3b bola velmi fazk4. Uplne spravne ju vyriesila len jedna ziacka (Barbora).
Ale aj jej zapis rieSenia mal viaceré formalne nedostatky:

21 35_21+70 91 13

TR T’ w4
Sucty jednotlivych radov vypoécitala zvl4st, pricom aj tu sicet nekoneéného radu ne-
spravne oznadila s,. Nespravny zapis moze byt zdrojom viacerych Ziackych chyb.
Toto riesenie (aj ked viedlo spravnym sposobom k spravnemu vysledku) dokazuje,
7e je potrebné zdpisu venovat vicsiu pozornost. Richard, Mdria a Juraj tilohu vobec
neriesili. David, Lucia, Lydia a Zdenka spravne rozdelili rad na sicet dvoch geomet-
rickych radov. Lydia sa pri zapise dopustila podobnej chyby ako Barbora:

[e.e]

y+w >, 3j 5]
I

J=1 Jj=1 J=1

Blazej uviedol, ze rad je divergentny, lebo urcil jeho kvocient ako 3+5 8 . Uloha 4a
bola tiez tazka pre ziakov, aj ked o nieco Tahsia ako predchadzajuca Problemom
pre mnohych Ziakov bola odliénost’ stupiia polynému ¢itatela a menovatela. Spravne
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vyriesili celi tlohu len dvaja ziaci(Blazej, Barbora). Barbora vydelila ¢itatela aj
menovatela vyrazu vyrazom n?. Blazej dvakrat po sebe vydelil ¢itatela a menovatela
vyrazom n. Zdenka ulohu neriesila. Richard a Maria vydelili podobne ako Blazej
¢itatela aj menovatela vyrazom n, ale nevedeli dalej pokracovat. Lucia po predeleni

vyrazom n? nevedela pokracovat. Lydia, Juraj a David sa dopustili chyb najmé pri
predeleni:
n 3 n 40
n2 0 n 140
Juraj - lim, n2n2 Qni 2~ nlggonJr = Jlim B = ?)r =1
n? n? n
n n 3
o 1+0 140 1
Dévid:nnn an 5 = * =1 ;— 573
PP o+ tet
n n o n n
n L 3
o0 140 1
Lydia: lm —2-—n = 9 _1

n—com? 2n 2 0+2+40 2
RORL
n n o n
Tieto rieSenia sved¢ia o nedostatkoch vo vedomostiach ziakov pri dprave algebric-
kych a v pripade Juraja aj ¢iselnych vyrazov.

Uloha 4b bola stredne tazkd pre ziakov. Bola pre nich jednoduchsia ako
predchédzajica aj vdaka tomu, Ze stupen polynému citatela a menovatela bol rov-
naky. 4 ziaci vyriesili ilohu celkom spravne. Zdenka a Juraj tlohu neriesili. Lucia
sice dostala spravny vysledok, ale nespravne rozndsobila mnohoclen (n+1)(n*+1) =
n® + 2n + 1. David predelil ¢itatela spravne, ale zabudol predelif menovatela. Lydia
predelila ¢itatela inym vyrazom ako menovatela:

n? 1
nd+1 — T
1- — 1 n n — 2
ntso (nt D)2+ 1)  noeo (n+1) (n®+ 1)
(n+1)(n2+1)

Podobne ako v predchadzajicej ulohe aj tu sa prejavili nedostatky pri upravéach
algebraickych vyrazov.

Uloha 4c bola pre ziakov velmi tazkd problémové tloha. celkom sprévne ju ne-
vyriesil nikto. Dve tretiny ziakov tlohu vobec neriesilo. Ostatni spravne

[e.o]

1 -
urcili limitu konstantnej postupnosti (10)72; a postupnosti (—) . Dalej nevede-
n

n=1
n=1
li pokracovat.
Ulohy 5, 6 a 7 boli pre stredne tazké. Priblizne polovica Ziakov vyriesila kazdi z
tiloh spravne. Juraj tlohy neriesil a ostatni uviedli nespréavnu odpoved bez zdovod-
nenia.
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B skupina

Validita r,=0,711 bola vypocitana ako Pearsonov koeficient koreldcie medzi znamkou
zp z previerky a zndmkou z, na polrotnom vysvedceni.

Kritickd hodnota Pearsonovho koeficientu koreldcie: r19(0,05)=0,6319

Percento tspesnosti: 54,35

Aritmeticky priemer znamok: z,= 3,10 a z,= 3,00

Disperzia skore: D = 25,45

Smerodajné odchylka: s = 5,04

Disperzie a obtiaznosti tloh

¢cuilohy | B; | W p; | obtiaznost | D;

1 3 | 2,00 | 0,667 lahka, 1,600
2a, 4 | 1,70 | 0,425 | stredna | 1,610
2b 2 | 0,80 | 0,400 tazkd 0,960
3a 3 | 1,40 | 0,467 | stredna | 1,840
3b 2 | 1,30 | 0,650 lahka, 0,610
3c 2 | 0,50 | 0,250 tazka 0,250

4 1] 0,80 {0,800 lahka 0,160

5 2 | 1,50 | 0,750 lahka 0,650

6 2 | 1,40 | 0,700 lahka, 0,840

7 2 | 1,10 | 0,550 | stredna | 0,890
ST 231250 - : 9,410

Reliabilita: » = 0,701
Standardnd chyba: sp = 2,762

Hodnoty reliabilit v oboch skupindch st viésie ako 0,6; preto mozno akceptovat
podla Tureka v [97] ziskané vysledky klasifikicie. Z hladiska validity hodnoty Pe-
arsonovho koeficientu korelacie v oboch skupinach prekrocili kritické hodnoty tohto
koeficientu(pozri [102], [1]). Preto mozeme zamietnut na hladine vyznamnosti 0,05
hypotézu o nulovej korelacii znamok z tejto tematickej previerky a znamok z pol-
rocného vysvedéenia. Preto aj hodnota validity je dostatoéne velka.

Uloha 1 bola v skupine B ta ista ako tloha 2 v skupine A a liSila sa od nej iba
¢iselne. Podobne ako tloha 2 v skupine A bola tato tloha pre studentov lahks. Jan
nespravne uréil kvocient ¢ = 1073, Jana sice rad spravne rozdelila na dva rady s
kvocientom ¢ = 10~2(prvy ¢len prvého radu 0,3 a prvy ¢len druhého radu 0,02), ale
d'alej nepokracovala. Sldva napisala v tvare desatinného zlomku é&islo 0,32; ¢o bol
skor odhad ako vypocet.

Uloha 2a bola pre Ziakov stredne tazki. Dalibor, Stanislava Veronika V. a Ja-
na nevedeli vynat spravny koeficientu pred sumu a dopustili sa numerickych chyb.
Sucet radu po vynimani urcili spravne. DuSana tito matematicki tdpravu zvladla,
ale nevedela dalej pokracovat. Jan s Petrom iba spravne uréili konvergenciu radu
pomocou kvocientu. Slava a Marian nespravne urcili, ze rad je divergentny. Veronika
L. spravne urcila prvy ¢len a kvocient radu a nevedela d’alej pokracovat.

Uloha 2b bola pre ziakov fazka, ale len o nieco fazsia ako predchadzajica.
Hlavnym problémom bol zaporny kvocient. Jan, Stanislava, Veronika V., Dalibor
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a Peter napisali, ze rad je divergentny. DuSana a Marian nespravne urcili kvocient
(Dusana q =0, Maridn ¢ = —5;).

Uloha 3a bola stredne tazka. Jan, Veronika V. a Marian 1lohu neriesili. Dalibor
predelil spravne ¢itatela, ale nevedel d'alej pokracovat. DuSana uréila sice spravny
vysledok, ale nespravnym postupom, ked pouzila vztah (n — 1) (n? +1) = n3 — 1.
Zrejme doslo k interferencii so vztahom a? —b? = (a—b)(a+b). Sldva vobec nezvladla
predelenie ¢itatela a menovatela:

nd 1
3_1 —_—=
lim ——° = lim —2—" = Jim — =0
n—o0 (n—l)(n2+1) n—oon—1mn+1 n—oo 1

Stanislava, Peter, Veronika L., Jana vypocitali tlohu spravne.

Uloha 3b bola lahka. Vicsina ziakov vyriesila ilohu spravne. Z nich Veronika L.
tilohu riesila predelenim ¢itatela a menovatela vyrazom n, potom n?. Ostatni predelili
citatela a menovatela vyrazom n®. Jdn a Maridn tilohu neriesili. DuSana nespravne
postupovala, ked pouzila vztah n® + 1 = (n + 1)(n? + 1), aj ked ziskala spravny
vysledok. Sldva chcela vydelit ¢itatela a menovatela vyrazom n, ale namiesto

71113)10 % dostala nhjgo n.

Uloha 3¢ bola tazka. Dalibor, Veronika V., Jan a Slava tlohu neriesili. Stanislava
tvrdila, Ze postupnost je divergentnd. Ostatni Ziaci uviedli dve hodnoty 0 a 1 a
nevedeli urcit spravny vysledok.

Uloha 4 podobn4 s tlohou 1 z A skupiny bola pre Ziakov lahkd. Stanislava urcila
nespravnu odpoved A, Veronika V. tilohu neriesila. Ostatni tilohu vyriesili spravne.

Uloha 5 a 6 bola lahk4, tloha 7 stredne tazkd. Dalibor a Jan tlohy uviedli
nespravne odpovede bez zdovodnenia. Peter sa pokusal tilohu 5 riesit pomocou grafu
postupnosti, ale nedospel k spravnej odpovedi. Jana sa dopustila v 1lohe 7 chyby pri
iprave nerovnice, ked uviedla % + 1 < 1,0. Ostatni ziaci vyriesili tlohy spravne.

Skupina U

Tematicka previerka so zameranim na pojmy sucet nekoneéného radu a limita po-
stupnosti bola pisand s 24 Studentmi 1. ro¢nika Pedagogickej fakulty KU dna 15.4.
2003. Vzhladom na maly priestor triedy boli studenti rozdeleni na A, B skupiny.
Tabulka s vysledkami studentov za obe skupiny je v archive autora prace.

A skupina

Validita r,=0,725 bola vypocitana ako Pearsonov koeficient korelacie skére previerky
x; - skore testu P; z prijimacich pohovorov.

Kritickd hodnota Pearsonovho koeficientu koreldcie: r15(0,05)=0,5760

Percento tspesnosti: 60,98

Aritmeticky priemer skére: 7= 25,08

Disperzia skére: D = 59,58

Smerodajna odchylka: s = 7,72
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Disperzie a obtiaznosti tiloh

¢.ulohy | B; u; Di obtiaznost D;
1 1| 0,75 | 0,750 lahka, 0,188
2 3|1 2,25 | 0,750 lahka, 1,688
3a 2 | 1,25 | 0,625 lahk4 0,521
3b 4 | 2,15 | 0,539 stredné 4,000
4a 2 | 1,83 | 0,917 | velmi lahka | 0,306
4b 3| 2,33 |0,778 lahka, 1,389
4c 2 | 1,67 | 0,833 | velmi lahka | 0,389
4d 2 | 1,00 | 0,500 stredné 1,000
4e 2 | 1,42 | 0,708 lahk4 0,743
4f 2 10917 | 0,458 stredna 0,91
5 2 | 0,75 | 0,375 tazka 0,688
6 2 | 1,083 | 0,542 stredné 0,576
7 2 | 1,167 | 0,583 stredné 0,306
8 2 | 1,50 | 0,750 lahka, 0,417
9a 2 | 1,33 | 0,667 lahka, 0,889
9b 2 | 0,58 | 0,292 tazka 0,743
9¢ 2 | 0,83 | 0,417 stredné 0,972

10a 1] 0,92 | 0,917 | velmi lahk4 | 0,076
10b 1| 0,75 | 0,750 lahka, 0,188
10c 2 | 0,75 | 0,375 tazka 0,854
> 41 | 25,0 - - 16,736

Reliabilita: » = 0,755
Standardnd chyba: s, = 3,820
Uloha 1 bola pre studentov v tejto skupine lahkd. Lubomir a Matus uviedli
nespravnu odpoved A, Jana S. tlohu neriesila a ostatn{ tlohu vyriesili spravne.
Uloha 2 bola rovnako lahkd ako prva uloha. Viacsina studentov vyriesila tlohu
spravne. Michal a Marian sa sa dopustili nasledovnej chyby:

_ 1\ /1 11 271 3 1
0,27 =27 — =72 == = C
’ ;(10)21(10) 99 99 9 3

i=

Chybne uréil kvocient geometrického radu a nespréavne pouzil aj sucin nekoneénych
suc¢tov. Martina nespravne zapisala 0,27 = 27.1072427.10~3+. . .. Ostatni mali ilohu
vyrieSenu spravne pomocou geometrického radu. Niektori (Peter, Lucia, Katarina)
poznali zo strednej skoly aj iny sposob pomocou tipravy rovnice. Lucia uviedla prevod
pomocou geometrického radu a nasledovny sposob pomocou rovnice:

0,27 a
27,97 — 100a
27 = 99
27
a = —

99
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Uloha 3a bola lahk4, aj ked studentom tejto skupiny U robila viiésie problémy ako
ziakom skupiny G. Lubomir a Michal 1ilohu neriesili. Monika, Beita, Maridn, Méria
S., Martina sice spravne urcili, ze kvocient geometrického radu je vacsi ako 1, ale
nespravne formulovali zaver, 7e rad je konvergentny. Maria S. dokonca aj uréila
sicet radu pouzitim vztfahu pre siéet konvergentného geometrického radu. Této
situdcia poukazuje na to, ako je dolezité venovat pozornost podmienkam platnosti
matematickych vztahov.

Uloha 3b bola pre studentov tejto skupiny lahsia ako pre ziakov skupiny G (stredne
tazka). Jana S., Lubomir a Michal tilohu neriesili. Podobne ako Blazej v skupine G
aj Méria S., Beata a Monika uviedli, Ze rad je divergentny.

Uloha 4a bola velmi lahké, ovela lahgia ako pre skupinu G. Chybne tilohu vypoéital
iba Peter, ktory sice dostal rovnaky chybny vysledok 1 ako Juraj v skupine G, ale
urobil int chybu pri predeleni ¢itatela a menovatela ako Juraj:

313
+
S

. n+3 :
lim ————— = lim 5" =
n—oon? +2n +2  n—ocol4 2 2
Uloha 4b bola Tahk4, len o nieco tazsia ako predchadzajica tloha. Okrem troch
Studentov vSetci ju vyriesili spravne. Peter tlohu neriesil, Jana S. napisala vysledok
0o a Maridn zle roznasobil menovatela:

nd 41 . nd 41 i nd 41 1

nLI&(n+1)(n2+1) nilgon3+n+n3+n2 nggo2n3—|—n2+n 2

Uloha 4c bola na rozdiel od skupiny G v skupine U velmi lahkd. Len Maria
S. urobila ti chybu, ktord bola castd v skupine G, ze uviedla dva vysledky 0 a 10,
Lubomir a Jana S. uviedli len vysledok 10 a ostatni uviedli spravny vysledok 0.
Vysledok mohlo pozitivne ovplyvnit aj to, Ze podobnému typu 1loh po problémoch
v skupine G, bola v skupine U venovand vicsia pozornost.

Ulohy 4d a 4f boli stredne fazké, tloha 4e bola lahkd. Ulohu 4d spravne vyriesila
polovica studentov skupiny A. Matus tlohu neriesil. Michal uviedol dve limity 2 a
-2, pricom urcoval tieto limity zv14st pre parne a zvlast pre neparne ¢éisla. Lubomir
uviedol limitu —oo a Méria S., Monika, Bedta uviedli limitu co. U tychto studentov
doslo k interferencii s postupnostami (2") 7, alebo (—(27))>2 .

Ulohu 4e spravne vyriesili dve tretiny studentov. Jana S. uviedla limitu 0, zrejme
zabudla, ze len prvych 10 ¢lenov zadanej postupnosti ma tvar % Méria S. urobila
podobnti chybu, ked' uviedla limitu 5. Tubomir a Peter tlohu neriesili.

Ulohu 4f spravne vyriesila tretina studentov. Bedta a Monika uviedli limitu 0,
Miéria S. uviedla dva vysledky 0 aj co. Takmer polovica studentov tlohu neriesila.

Uloha 5 bola pre studentov fazks, dlohy 6 a 7 stredne tazké. Len dvaja studenti
(Mariédn, Martina) vyriesili tieto tri ulohy spravne. U ostatnych studentov boli ¢asté
chyby pri tiprave nerovnice alebo v interpretacii vysledku. Maria S. uviedla v tlohe 5
nespravnu odpoved bez zdovodnenia. V tlohe 7 aj ked spravne dostala tpravou
nerovnice n > 100, nevedela uréit spravne ¢fslo m. Podobnu chybu v tlohe 7 uro-
bil aj Michal G. Matis G. a Lucia S. mali problémy s rozliSenim konecénej a neko-
necnej mnoziny. Uviedli v tlohe 5, ze ,,prirodzenych ¢isel vécsich ako 10 je konecne
vela”. Preto nespravne odpovedali aj na otdzky v ostatnych dvoch tlohdch. Podobny
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problém mala aj Katarina K. Ta tvrdila v 1lohe 5, Ze , prirodzenych ¢isel vécsich ako
10 je konecne vela, lebo ¢isla 1, 2, 3,..., 10 tu nepatria.” Beata mala problém s upra-
vovanim nerovnic:

1
"t 1o
n
n—1,01 <1
0,01
1
n < 1
" 100
- —100
n —
1
Podobny problém bol aj u Moniky:
1
"o 1o
n
n—101 < 1
—-0,0ln < -1
- 1
n —
100
n < 100

Jana S. v tlohdch 5 a 7 uviedla nespravnu odpoved bez zdévodnenia, na tlohu 6
odpovedala spravne, ale tiez chybalo zdovodnenie. Lubomir a Peter uviedli v tilohach
5 a 6 nespravnu odpoved bez zdovodnenia, v tilohe 7 vedeli iba vyriesif nerovnicu.
Uloha 8 bola pre studentov lahké, aj ked jej zadanie bolo podobné zadaniu tlohy
7. VySe polovica studentov vyriesila ulohu spravne. Marian argumentoval tym,
ze hodnoty postupnosti (”TH)ZOZI nikdy nebudi mensie ako 1 a ze limita postup-
nosti je 1. Ostatni studenti, ktori vyriesili lohu spravne, ipravou nerovnice dostali
n < —100. KedZe Ziadne prirodzené ¢islo nemoze Spiﬁat’ tuto nerovnicu, tak ani
hladané éfslo m nemoze existovat. Mdria S. dlohu neriesila, Martina, Bedta, Monika
uviedli spravnu odpoved bez zdovodnenia. Mati§ G. nespravne upravil nerovnicu:

1+ 1 <15 =n<100.

Uloha 9a bola Tahk4, 9c stredne fazk4 a iloha 9b fazka. Méria S., Michal, Cubomir
a Jana S. tieto tlohy neriesili, len Michal G. v tlohe 9b uviedol, Ze postupnost ¢lenov
radu nema limitu. Ostatni Studenti vyriesili tlohu 9a spravne. Z tejto skupiny
studentov tlohu 9b sprévne vyriesili Maridn, Lucia S. a Peter. Bedta A. nespravne
uviedla, ze rad konverguje a ostatni ulohu neriesili. Ulohu 9¢ Peter neriesil. Bedta A.
a Monika tvrdili, Ze ¢leny radu v tilohe 9c tvoria divergentnii postupnost, a preto rad
nemd sucet. Zabudli, ze iba prvych 10 ¢lenov radu mé tvar (—1)". Ostatni Studenti
z tejto skupiny vyriesili lohu spravne.

Uloha 10a bola velmi Tahk4, 10b lahk4 a 10c fazké dloha. Maridn tlohy 10a a
10b neriesil, ilohu 10c cheel riesit pomocou rovnice:

11+1 _
2\2 on)

1 1
= 1

4 * 2.2m
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r 3
220 4
4 = 6.2"
o = 2
6
2
2" = -
3
2
nlog2 = nlogg
log 2
n = 53
log 2

Toto riesenie, ak by sme si odmysleli zadanie ilohy nema ziadnu formélnu chybu, ale
je celé tiplne nespravne vo vztahu k zadaniu. Rovnica na zaciatku je zle postavena.
Jej tvar napovedd, ze v poznatkovej struktire studenta interferuji pojmy nekonecny
rad, sucet prvych n ¢lenov aritmetickej a geometrickej postupnosti.

Tretina Studentov (Lucia S., Katarina K., Bedta A., Peter) vyriesili vsetky tri
tilohy spravne. Méria S., Michal G. riesili spravne len tlohu 10a, ostatné dve neriesili.
Martina a Monika vyriesili spravne prvé dve tlohy a posledni neriesili. Ostatni traja
studenti ( Mat1s G., Jana S., Lubomir) uviedli chybnti odpoved n v tilohe 10c, tilohy
10a a 10b vyriesili spravne.

Pre potreby kvantitativneho vyskumu tito skupinu pisalo aj 14 Studentov 1.
ro¢nika ucitelstva matematiky z Pedagogickej fakulty UJEP z Ust{ nad Labem. Boli
dosiahnuté nasledovné statistické ukazovatele:

Validita r,=0,737 bola vypocitand ako Pearsonov koeficient korelacie skore previerky
x; - skére testu P; z prijimacich pohovorov.

Kriticka hodnota Pearsonovho koeficientu koreldcie: ri5(0,05)=0,5760

Percento uspesnosti: 55,4

Aritmeticky priemer skére: x= 22,17

Disperzia skére: D = 87,91

Smerodajné odchylka: s = 9,38

Reliabilita: » = 0,852 > 0,6

Standardnd chyba: s, = 3,605

B skupina

Validita r,=0,730 bola vypoc¢itana ako Pearsonov koeficient korelacie skoreprevierky
x; - skére testu P; z prijimacich pohovorov.

Kritickd hodnota Pearsonovho koeficientu korelécie: r15(0,05)=0,5760

Percento uspesnosti: 61,38

Aritmeticky priemer skére: T= 28,0

Disperzia skére: D = 87,91

Smerodajna odchylka: s = 44,31

Reliabilita: » = 0,738

Standardna chyba: s, = 3,404
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Disperzie a obtiaznosti tiloh

¢.ulohy | B; u; Di obtiaznost D;
1 3| 2,25 | 0,750 lahka, 1,354
2a, 4 | 2,00 | 0,500 stredné 3,167
2b 2 1 0,75 | 0,375 | velmi tazkd | 0,688
3a 3 | 2,52 | 0,839 | velmi lahka | 0,722
3b 2 | 1,58 | 0,792 lahka, 0,576
3c 2 | 1,83 | 0,917 | velmi lahks | 0,139
3d 2 | 1,83 | 0,917 | velmi lahks | 0,139
3e 2 | 1,83 | 0,917 | velmi lahks | 0,139
3f 2 | 0,67 | 0,333 | velmi tazka | 0,556
4 1 10,333 | 0,333 | velmi tazka | 0,222
5 2 | 1,58 | 0,792 lahka, 0,410
6 2 | 1,17 | 0,583 stredné 0,639
7 2 | 1,17 | 0,583 stredné 0,639
8 2 1 0,92 | 0,458 stredné 0,576
9a 2 | 0,83 | 0417 lahka, 0,806
9b 2 | 0,75 | 0,375 tazka 0,854
9¢ 2 1042 | 0,21 tazka 0,576

10a 1| 0,92 |0,917 | velmi lahka | 0,076
10b 1 | 0,83 |0,833 | velmi lahka | 0,139
10c 21083 | 0,417 strednd 0,806
> 41 | 25,17 - - 13,222

Hodnoty reliabilit vo vSetkych castiach skupiny U su véacsie ako 0,6; preto mozno
akceptovat podla Tureka v [97] ziskané vysledky klasifikdcie. Z hladiska validity hod-
noty Pearsonovho koeficientu vo vSetkych skupinach prekrocili kritické hodnoty tohto
koeficientu(pozri [102], [1]). Preto mozeme zamietnut na hladine vyznamnosti 0,05
hypotézu o nulovej korelacii skére z tejto tematickej previerky - skore z prijimacich
pohovorov. Hodnota validity je dostato¢ne velka.

Uloha 1 v skupine B bola ta ista ako tloha 2 v skupine A, liSila sa od nej len
¢iselne. Podobne ako tloha 2 pre studentov skupiny A, aj pre studentov skupiny B
bola lahk4. Juliana tilohu neriesila, Cecilia aj ked spravne uréila prvy ¢len a kvocient
radu, nevedela pouzit vztah pre sicet radu: 0,32 = 32.1072 + ... +32.1072" 4 ...
0,32 = 32.%. Ivana urobila chybu ako Michal a Marian z A skupiny v tlohe 1:

_ =/ 1Y 1\ /1Y) 11 32
0,92= 32; (100) =32) (10) Z <10) =955 7 81

i=1 =1

Jozef napisal iba rozpis cisla v desiatkovej sustave, no aj v miom urobil chybu:
0,32 = 0,32 + 0,0032 4+ 0,00032 + ... Ostatni studenti vyriesili ilohu spravne. S
vynimkou Miroslava Ch. pouzili pri vypocte geometricky rad. Miroslav Ch. riesil
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ulohu pomocou upravy rovnice:

0,32 = a
32,32 = 100a /—a
32 = 99
32
“ 7 99

Uloha 2a bola stredne fazkd podobne ako v skupine G. Jozef porovnal kvocient
geometrického radu % < 1, ale vyvodil hned na zaciatku nespravny zaver, ze rad
diverguje. Miroslav A., Zuzana, Miroslava, Jana K. tlohu neriesili. Miroslava a

Juliana urcila iba prvé cleny radu.
J

A9 d’'alej uz nevedela pokracovat. Ostatni stu-

(o)
Viera spravne uréila vztah E
i=1

denti ulohu vyriesili spravne.

Uloha 2b bola pre Studentov velmi tazkd, lebo viaceri Studenti tlohu ne-
riesili(Jozef, Jana K., Zuzana). Ivana S. spravne urcila, ze rad konverguje, ale ne-
vedela d'alej pokracovat. Miroslav A., Cecilia, Juliana nespravne urcili, Ze rad je
divergentny. Katarina P., Méria H., Viera pri dosadeni do vztahu pre sicet radu
chybne dosadili kvocient (s opaénym znamienkom)

_7
0 _ 7
- 3
10

Ulohu sprévne vyriesili len dvaja studenti (Miroslava, Miroslav Ch.).

Uloha 3a bola velmi Tahk4. Miroslav A. urobil ti istd chybu ako ziacka Dusana
skupiny G, ked pouzil vztah n®—1 = (n—1)(n*+1). Vicsina Studentov tilohu riesila
roznasobenim menovatela a vydelenim ¢itatela a menovatela vyrazom n?.

Uloha 3b bola o nieco narocnejsia ako predchadzajuca. Miroslav A. uviedol dva
vysledky 0 aj co. Cecilia a Jozef neriesili ulohu. Ostatni Studenti vyriesili ilohu
spravne.

Ulohy 3c, 3d, 3e boli velmi lahké. Zuzana, Jana K. nespravne uviedla v lohe 3d,
ze nh_)rgo (—3)" = £oo. Je predpoklad, ze studentky uvazovali o parnych a neparnych
¢lenoch postupnosti. Miroslav Ch. a Jozef uviedli v tlohe 3¢ dva vysledky 0 aj 1.
Podobne aj v tlohe 3f Miroslav Ch. uviedol dva vysledky % ab.

Uloha 3f bola velmi tazkd. Katarina P., Viera, Miroslava, Maria H., Jozef uvied-
li vysledok oco. Jana K., Zuzana, Miroslav Ch. Juliana uviedli dva vysledky 0 aj
oo. Miroslav A. tdlohu neriesil. Len dvaja studenti (Ivana a Cecilia) vyriesili tlohu
spravne. Cecilia pomocou vypisovania ¢lenov postupnosti (sukcesivne riesenie), Ivana
nakreslila graf postupnosti (gestaltové riesenie).

Uloha 4 bola pre studentov v skupine U na rozdiel od skupiny G tazks. Treti-
na Studentov odpovedala spravne, 5 studentov uviedlo nesprdvnu odpoved B, jeden
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uviedol odpoved C, dvaja tlohu neriesili. V tejto skupine mohol mat na odpovede
vplyv fakt, Ze v skupine A bola odpoved B spravna.

Uloha 5 bola lahké a tlohy 6, 7 stredne tazké. Zuzana, Miroslav Ch. a Jana K.
v tilohe 7 nespravne vyriesili nerovnicu, ked dostali:

1+ L < 1 1
n 100
n < 100

Jana K. uviedla v tlohe 5 nespravnu odpoved a do nerovnice iba dosadila n=10.
Miroslav Ch. uviedol v tlohe 6 nesprdvnu odpoved bez zdovodnenia. Katarina
P., Maria H. v tlohe 6 nespravne interpretovali vysledok, ktory dostali po tprave
nerovnice. Podobnui chybu urobili aj Miroslava s Vierou v tlohe 5. Viera tlohu 7
vobec neriesila. Jozef uviedol nespravne odpovede n > 1 v tlohach 6 a 7, pricom
neuvadza rieSenie nerovnice. Juliana vyriesila ulohy 5 a 6 spravne, ale v tlohe 7
urobila chybu pri iprave nerovnice :

n+1l < 0,99
1 < 0,0In

Preto uviedla nespravnu odpoved v tejto tlohe. Cecilia v tilohe 5 neuviedla odpoved
aj ked nerovnicu vyriesila spravne. Miroslav A. uviedol v 1ilohe 6 nespravnu, v tlohe 7
spravnu odpoved bez zdovodnenia. Iba Ivana vyrieSila vsetky tri tilohy spravne.

Uloha 8 bola stredne tazkd. celkom spravne ju vyriesili traja studenti (Maria
H., Juliana, Ivana). Katarina P., Cecilia uviedli nespravne ¢islo m=99, Miroslav
Ch., Jana K. a Zuzana neuviedli Ziadne ¢&islo m, aj ked nerovnicu vyriesili spravne.
Miroslava, Miroslav A. a Jozef uviedli nesprdvnu odpoved bez zdovodnenia. Viera
ulohu neriesila.

Uloha 9a bola Tahks, dlohy 9b a 9¢ boli fazké. Miroslav A. a Katarina P. uviedli
len nasledovné nespravne odpovede bez zdovodnenia: 9a diverg., 9b konverg., 9c
diverg. Jozef uviedol podobné odpovede, ale paradoxne v tlohach 9a, 9c¢ uviedol
spravne sucty radov. Miroslava v tlohe 9b uviedol dva vysledky 400 aj -0o, tlohu 9¢
neriesila. Viera a Zuzana neriesili ziadnu z uloh a Jana K. tlohy 9b a 9¢c. Miroslav
Ch. uviedol v tlohe 9c, Ze sticet neeexistuje. Ivana S. zabudla v tlohe 9a scitat
zlomky. Maria H. tvrdila bez zdovodnenia v tlohach 9a a 9c, ze rady diverguju, aj
ked uviedla, Ze ich stcet je nula. Juliana v tilohe 9a uviedla dve odpovede 0,2 aj 0. V
tlohe 9b uviedla dve odpovede 0 aj co. V tlohe 9c¢ uviedla dve odpovede 0 aj 1. Na
zaklade tychto odpovedi tvrdila, ze rady v tychto troch ulohach diverguji. Zrejme
uvaZzovala na zaklade toho, Ze tak ako postupnost nemoéze mat dve limity, tak aj rad
nemoze mat dva sicty. Iba Cecilia vyriesila vSetky tri tlohy spravne.

Ulohy 10a, 10b boli velmi Tahké a tloha 10c stredne tazka. Miroslav A. tlohy
neriesil. Katarina P. tlohu 10b neriesila, v tilohe 10c¢ uviedla, ze ,jednotku nedo-
siahneme nikdy”. Jozef uviedol v 10c ,vSetky, neda sa”. Viera v tilohe 10b uviedla
,velmi vela”. V tlohe 10c na zdklade toho, Ze limita postupnosti ¢lenov radu je
nula, tak ,,jednotku nikdy nedostaneme”. Podobne uvazovala aj Maria H. Miroslava
a Miroslav Ch. tlohu 10c neriesili. Ivana sa snazila tlohu 10c riesit numericky, no
nakoniec rieSenie , vzdala” a uviedla, Ze treba sé¢itat viac ako 11 ¢lenov radu. Madria



4.2 Limita a derivacia funkcie 116

H. zamenila vztahy pre stéet ¢lenov aritmetickej a geometrickej postupnosti. Vsetky
tri ulohy spravne vyriesili 4 studenti (Cecilia, Juliana, Zuzana, Jana K.)

4.2 Limita a derivacia funkcie

Tematicka previerka so zameranim na pojmy limita funkcie v bode a derivéacia fun-
kcie v bode bola pisand s 28 ziakmi 4. ro¢nika Gymnazia sv. Andreja v Ruzomberku
(skupina G) dna 26.11. 2003. T isti tematicku previerku pisalo aj 29 studentov 1.
ro¢nika uéitelstva viobecnovzdeldvacich predmetov kombindcii s matematikou Peda-
gogickej fakulty KU v Ruzomberku (skupina U) diia 8. 12. 2003. Vzhladom na maly
priestor tried, boli studenti skupin G a U rozdeleni na A, B skupiny. Tieto skupiny
(spolu 57 ziakov a studentov) tvorili experimentélnu vzorku.

Kontrolna vzorku pre potreby kvantitativneho vyskumu, ktora pisala tiez tito
istu tematicku previerku, tvorilo 28 ziakov paralelnej triedy 4. roé¢nika Gymnézia sv.
Andreja v Ruzomberku a 15 studentov 1. roénika ucitelstva vSobecnovzdeldvacich
predmetov kombindcii s matematikou Pedagogickej fakulty UJEP v Ust{ nad Labem.
Celi vzorku tak tvorilo spolu 43 Ziakov a studentov. Tabulka s vysledkami Ziakov a
Studentov za obe vzorky je v archive autora prace.

Vzhladom na podobnost zadan{ tiloh skupin A a B bolo §tatistické vyhodnotenie
previerky urobené pre jednu skupinu za kontrolnu aj experimentalnu vzorku (spolu
100 ziakov a studentov). Vzhladom na pocet Ziakov a Studentov spracovanej vzorky
nasledujica tabulka okrem disperzii a obtiaznosti tiloh obsahuje aj ich diskrimina¢ny
koeficient Dk. Podla Tureka (pozri [97, s. 223| sa vypocita v nasom pripade ako
rozdiel priemernej percentualnej tspesnosti 27 ziakov a Studentov s najvyssim skére

s~/

¢ulohy | By | w; Di obtiaznost D; Dk(%)

1 1| 0,85 | 0,850 | velmi lahk4 | 0,128 25,9
2a 2 | 1,05 | 0,525 stredna, 0,648 53,7
2b 2 | 1,36 | 0,680 lahka, 0,771 64,8
2c 2 | 1,59 | 0,795 lahka, 0,553 55,6
3 3 | 1,37 | 0,457 stredna 1,433 65,4
4 2 | 0,41 | 0,205 tazka 0,418 35,2
5 7 | 5,57 | 0,796 lahka 2,565 30,6
6 5 | 2,00 | 0,400 tazka 2,42 489
7 3 | 1,82 | 0,607 lahka, 1,208 58,0
8 4 | 3,37 | 0,843 | velmi lahka | 1,373 31,5
9 1| 0,54 | 0,540 stredna 0,248 70,4
10 4 | 2,66 | 0,665 lahka, 2,664 79,6
11 11 0,79 | 0,790 lahka, 0,134 40,7
12 [ 5392 0784 Iahka 1,419 | 252
> 42 | 27,47 - - 15,982 -

Validita r,=0,699 bola vypocitana ako Pearsonov koeficient koreldcie medzi znamkou
previerky a zndmkou z vysvedéenia (u gymnazidlnych studentov) resp. znamkou zo
skuisky z matematickej analyzy (u Studentov 1. roénika ucitelstva matematiky).
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Validitu previerky podporuje aj Pearsonov koeficient korelacie skore vstupnej - skére
vystupnej previerky 7,,=0,730.

Kritickd hodnota Pearsonovho koeficientu koreldcie: r10(0,05)=0,196

Percento uspesnosti: 65,4

Aritmeticky priemer skére: T= 27,47

Disperzia skére: D = 66,17

Smerodajna odchylka s = 8,13

Reliabilita: » = 0,817

Standardna chyba: sp = 3,481

Kedze reliabilita je viicsia ako 0,6 a Pearsonove koeficienty koreldcie (validita) st
vécsie ako ich kritickd hodnota, tak tematicku previerku povazujeme za reliabilnt a
sticasne validnii. Z hladiska obtiaznosti tiloh za podozrivé tlohy povazujeme tlohy 1
a 8 (velmi lahké). Z hladiska diskrimina¢ného koeficientu Dk st podozrivé tilohy 1 a
12 (Dk < 30%).

Teraz uvedieme kvalitativny rozbor rieseni Ziakov a Studentov experimentalnej
vzorky (28 ziakov skupiny G a 29 studentov skupiny U):

Ulohu 1 v skupine U vyriesili spravne vSetci Studenti, v skupine G sa u Stvrtiny
ziakov vyskytli nespravne odpovede. Veronika L., Zuzana S. a Milada O. uviedli ne-
spravnu odpoved B. Frantisek M. a Anna K. uviedli nesprdvnu odpoved C. Veronika
F. a Paulina K. neuviedli ziadnu odpoved. Odpoved D sa nevyskytla, preto predpo-
kladame, ze ziaci dobre zvladli poradie kvantifikatorov v definicii limity funkcie, viac
problémov im robi tvar implikédcie v danej definicii.

Ulohu 2a v skupine U vyriesila spravne priblizne polovica studentov. Dalsich 9
studentov malo spravnu iba odpoved. U troch z nich nebolo Ziadne zdévodnenie a u
ostatnych bolo nespravne, ze

7 studentov malo nespravnu odpoved. U piatich z nich to bola nula, lebo tvrdili, ze

. 1 1 1
lim = =—-=0.

Dvaja uviedli funkény predpis f(3) = z + 2.

V skupine G tlohu spravne vyriesili priblizne dve tretiny ziakov. Dvaja ziaci
uviedli spravnu odpoved bez zdovodnenia. Ostatni nemali spravnu odpoved’. 4 Ziaci
ulohu vobec neriesili a ostatni traja uviedli nespravne odpovede:

. 1 1 1 1 1
Zuzana S.: lim =lim—-——=-=0—~-=—=
t—=3xr—3 «—=3x 3 3 3
1 1 x4+2 x4+ 2
Milada O.: = ) =
raca xr—2 r—2x+2 22-4
1
Pavol T.: =2 =
avo pre f(x) ]

Ulohu 2b v skupine U vyriesili vSetci okrem 3 Studentov spravne. Eva J. nespravne
upravila vyraz 23 — 27 = (x — 3)(2* + 62 +9). Miroslav A. nespravne vypocital limitu
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lirré (22 4+ 3z +9) = 21. Podobnu chybu urobil aj Miroslav Ch.:

2
lim =@ 3 H9) 2 e 0 —9—9_9— 9
r—3 xr — 3 r—3
V skupine G vyriesili tuto ilohu spravne priblizne dve pétiny ziakov. Anna J. a Jan
K. uviedli spravnu odpoved bez zdovodnenia. Viac ako stvrtina ziakov nespravne
upravila vyraz z3 — 8 = (z — 2)® a 4 ziaci lohu neriesili vobec. Rébert Z. nespravne
upravil vyraz 2° — 8 = (z — 2)(z + 2).

Maria K. nespravne vypocitala lir%(a;2+2:r;+4) = 24444 = 10 a Pavol T. nespravne

, x® —8
urcil pre x =2 f(x) = T —orl

Ulohu 2¢ vyriesili v skupine U spravne vietci studenti. V skupine G tlohu spravne
vyriesili tri stvrtiny ziakov. 4 ziaci ilohu vobec neriesili. Anna J. a Jan K. uviedli len
spravny vysledok bez zdovodnenia. Zuzana S. sa dopustila numerickej chyby 34+3=9.

Ulohu 3 v skupine G vyriesili celkom spravne 5 ziaci, 5 Ziaci spravne vyriesili
nerovnice, ale nevedeli urcit ¢fslo d, 6 Ziaci spravne uréili, Ze ¢éfslo d existuje. 4 Ziaci
jednu z nerovnic nedokon¢ili spravne, lebo pri deleni desatinného ¢isla sa dopustili
numerickej chyby(namiesto ¢isla 2,05 uviedli nespravne 2,5). 5 ziaci uviedli, ze také
¢islo O neexistuje a 3 ziaci tlohu neriesili vobec.

V skupine U tlohu 3 vyriesili spravne 11 studenti. 9 Studenti spravne vyriesili
nerovnice, ale nevedeli urcit ¢islo 6. 6 Studenti spravne uréili, Ze ¢islo § existuje. 3
Studenti tlohu neriesili vobec.

Ulohu 4 v skupine U vyriesili celu spravne 4 studenti, 9 Studenti spravne urcili,
ze ¢islo 0 neexistuje bez zdovodnenia. 10 Studenti nespravnym rieSenim nerovnic s
neznamou v menovateli urcili § = 0,001 resp. 0,1. 6 Studenti ilohu neriesili vobec.

V skupine G ulohu 4 vyriesili spravne 3 ziaci. 7 ziaci spravne urcili, ze ¢islo 0
neexistuje bez zdovodnenia. 10 ziaci urcili konkrétnu hodnotu ¢isla . U piatich z
nich to bolo podobne ako v skupine U § = 0,001 resp. 0,1. U dalsich piatich to
boli iné hodnoty (1, 2, 3, vietky kladné redlne ¢isla). 4 ziaci uviedli, ze také ¢islo §
existuje bez zdovodnenia. 4 ziaci ulohu neriesili vobec.

Ulohu 5 celd spravne vyriesili v skupine U 20 studenti. Méria R., Jana S. Jana
G. a Lucia S. sa dopustili numerickych chyb v zdvere riesenia jednej z tiloh (Méria a
Lucia % = %, Jana G. 4 + 4 4+ 4 = 16, Jana S. 18 + % =9 ). Miroslav Ch., Matus
G. a Peter H. riesili tilohu 5a tipravou na spolotného menovatela a dopustili sa chyby
pri uprave vyrazov (Miroslav a Matis G. 42.3 + = = 11z, Peter H. 6.x=6). Cecilia
K. a Eva J. nespravne, z nepozornosti, upravili vyraz

3)(z — 3
im V@Y s = 330
r——3 ,’L‘—|—3 r——3

Eva J. a Matt§ G. nespravne urcili 23 — 8 = (z — 2)(z + 4z + 4). Podobne aj Jana
S.: a® =27 = (x—3)(3z +9).

V skupine G tulohu 5 vyriesili celt spravne 10 ziaci. Dominik neriesil dlohy 5b
a bc. V tlohe 5a len zjednodusil vyraz. 10 ziakov urobilo chybu pri uprave vyrazu



4.2 Limita a derivacia funkcie 119

23 — 8 resp. x® — 27. U osmich z nich to bolo tvrdenie 2* — 8 = (z — 2)? resp.
23 —27 = (z —3)3. Klaudia K. sa pomylila v znamienku 2% — 8 = (z —2)(2? — 2x +4)
a Franisek M. a Jakub B. zapisali 23 — 8 = (z — 2)(2? — 4). Martin M. riesil tilohu 5b
tipravou na spolo¢ného menovatela a tilohu nedokonéil. Anna J. nesprdvne upravila

3 2)2
T+ 2
Sona G. a Paulina K. urobili numerickd chybu v tlohe a (Sona 3.(3+3)=27, Paulina
51y
6 — 3/

Ulohu 6 v skupine U vyriesil celkom spravne iba Martin B. a Miroslav A. Eva J.,
Jana S. tlohu vobec neriesili. Moznost a) povazovalo za spravnu 12 studentov, b)
3 studenti. Nespravnu moznost c) povazovalo za sprdvnu 6 studentov, z nich traja
(Méria H., Viera P., Juliana R.) povazovali za spravnu aj moznost d). Dalsf 3 studenti
povazovali za spravnu moznost e). 10 studentov povazovalo moznost f) za spravnu.
18 studentov uvadzalo, ze funkcia nie je spojita, preto nemd limitu. 17 Studentov
povazovalo moznost g) za spravnu. Moznost h) povazovalo za spravnu 16 Studentov.

Ulohu 6 v skupine G vyriesil celkom spravne Klaudia K., Anna J. a Martin M.
Frantisek M., Méria K. a Lucia B. tilohu vobec neriesili. Moznost a) povazovalo za
spravnu 10 ziakov, b) 6 ziaci. Moznosti ¢), d) nepovazoval za spravne nikto. Moznost
e) uviedli ako spravnu 4 ziaci. 17 ziakov povazovalo moznost f) za spravnu. 8 ziakov
uviedlo, Ze funkcia nie je spojitd, preto nemd limitu. 24 Ziakov povazovalo moznost
g) za spravnu. Moznost h) povazovalo za spravnu 20 Ziakov.

Ulohu 7 v skupine U vyriesili celkom spravne 8 studenti. 8 studenti povazovali
funkciu danu grafom f) za nespojiti. 5 studenti povazovali funkciu v e) za spojitu.
Miroslava J. a Ivana S. uviedli, ze funkcia v a) je spojitd. Bedta povazovala funkciu
d) za spojitid. Lucia S., Anton K. a Maria S. povazovali funkciu b) za spojiti. Ak
porovname riesenia uloh 6 a 7, tak 8 Studenti, ktori uviedli o niektorej funkcii, ze je
spojita v bode, zaroven tvrdili, Ze nema v tomto bode limitu.

Ulohu 7 v skupine G vyriesili celkom spravne 15 ziaci. 6 ziaci povazovali funkciu
danu grafom f) za nespojiti. Katarina L. a Pavol T. povazovali funkciu v ) za spojiti.
Frantisek M., Zuzana S. a Paulina K. uviedli, ze funkcia v a) je spojitd. Frantisek
M. povazoval funkciu b) za spojiti. Sona G. a Gabriela T. povazovali funkciu v h)
za nespojitu. Ak porovname riesenia tiloh 6 a 7, tak 6 ziaci, ktori uviedli o niektorej
funkcii, ze je spojitd v bode, zaroven tvrdili, ze nemé v tomto bode limitu.

Ulohu 8 vyriesilo v skupine G celi spravne 19 ziakov, Veronika F. tilohu neriesila.
Osmi ziaci spravne urcili derivacou funkcie, d'alej viak riesili ilohu nespréavne. Styria
z nich spravne uréili smernicovy tvar priamky. Michal S. nespravne uréil smernicu
priamky k = 3. Miroslava B. a Jilia B. pouzili priamo smernicu k = 3x2, nespravne
dosadili y — 27 = 3z*(z — 3) a dostali 0 = 323 — 92 — y + 27,

Ulohu 8 vyriesilo v skupine U celi spravne 23 Studentov. 5 Studenti spravne urcili
derivacou funkcie, d'alej uz nevedeli pokracovat. Bedta A. nesprdvnym sposobom
urcila smernicu dotyénice, ked pouzila y—ovii stiradnicu dotykového bodu.

Ulohu 9 vyriesilo v skupine U spravne 14 Studentov. 3 studenti uviedli dve odpo-
vede a) aj c), dalsf Siesti uviedli a) s d), resp. ¢) a e). Ostatn{ tilohu neriesili.

V skupine G tlohu 9 spravne vyriesilo 22 ziakov. Zuzana S. a Veronika F. tlohu
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neriesili. Anna J. uviedla dve odpovede a) aj c¢). Lukas H. namiesto spravnej odpo-
vede a), uviedol ¢). Jakub B. uviedol odpoved a) a e), Michal S len e).

Ulohu 10 v skupine G vyriesilo spravne 21 ziakov. Dominik M. urobil chybu pri
tprave vyrazu derivdcie: s'(t) = 2.0,15¢t + 3.0,02t* = 0,36t. 4 Ziaci spravne urcili
kvadratickd rovnicu a d’alej nevedeli pokracovat. Katarina L. uviedla oba korene
kvadratickej rovnice ako vysledky. Frantisek M. vo vztfahu pre korene kvadraticke;
rovnice nespravne dosadil namiesto —b, ¢islo —b?.

V skupine U vyriesilo tdlohu 10 spravne 22 studentov. 4 Studenti tlohu neriesili.
Bedta A. spravne uréila kvadraticki rovnicu a d'alej nevedela pokracovat. Eva J.
a Jana K. chceli pouzit nesprdvnu rovnicu s(t)=30. KedZe to bola rovnica treticho
stupiia, nevedeli d’alej pokracovat.

Ulohu 11 v skupine G vyriesili spravne vSetci okrem dvoch ziakov. Veronika F. a
Zuzana S. uviedli nespravnu odpoved A. Podobne aj v skupine U Peter H. uviedol
nespravnu odpoved A. Studenti si zrejme zapamétali, ze druhé cleny vyrazov citatela
a menovatela maji rovnaké znamienko. Ostatni studenti v skupine U tlohu vyriesili
spravne.

Ulohu 12 v skupine U vyriesilo spravne 23 studentov. Peter H. uviedol v tlo-
he 12a nespravnu odpoved 3z — 12z, ked nespravne zderivoval funkciu y = 23. Ivana
S. podobnt chybu urobila v tlohe 12¢, ked uviedla ako vysledok 3z — 9. Viera P.
nespravne upravila vyraz x(x — 3)(x + 3) = z(x — 3)%. Miroslav A. tiez nespravne
upravil vyraz x(z — 3)(x + 3) = z(2® — 6). Eva J. uviedla vysledok 1. Miroslava
J. nesprdavne derivovala funkciu f(z) = z(2* — 4), ked uviedla f'(z) = x(2z — 4) =
212 — 4z

V skupine G tlohu 12 vyriesilo spravne 13 ziakov. 8 ziaci nespravne upravili
vyraz v tdlohe b). Anna J. uviedla (z + 2)* = 23 + 2.22% + 4z + 4, Martin M.
(xr + 2) = 2% + 2z + 22 + 222 + 2.2.2, Jan K. (z + 2)® = 2% + 62% + 242 + 8.
Lubica O. zamenila medzi sebou vztahy (a + b)® a a® + b3, ked podla nej (z +2)% =
(z+3)(2? — 3z +9). Potom urobila podobnti chybu ako Miroslava zo skupiny U, ked
zapisala f'(z) = 1.(2z — 3). Gabriela T. zapisala (x + 2)? = 2 + 222.3 + 92 + 27,
Lucia B. (z 4+ 2)? = 2% 4+ 322.3 + 3z + 27, Lukds H. (z + 2)® = 2° + 62% + 12z + 18.
Katarina L. sa pomylila pri nadsobeni 6x.3 = 18.

Miroslava B. v tlohe 12b nesprdvne zderivovala funkciu 23, ked namiesto 322
uviedla 222, Michal J. zderivoval konstantni funkciu f(z)=27 ako 27. Dominik
M. urobil numerickt chybu -4.1 = 0. Julia L. nedokonéila tlohu, ked nezderivovala
funkciu z® + 622 + 12z + 8. Frantisek M., Zuzana S. a Veronika F. tlohu 12 neriesili.



Kapitola 5

Overenie hypotéz kvantitativneho
vyskumu

5.1 Limita postupnosti a siticet nekone¢ného radu

5.1.1 Hypotézy H1

Hla: Faktory SKal a SPr nekoreluji medzi sebou.
Hib: Faktory SKal a SPr koreluji medzi sebou.

KedZe skupiny G a U pisali odlisné zaverecné previerky, overovali sme tieto hy-
potézy v kazdej skupine zvI4st.

V skupine G (19 ziakov) z nameranych hodnot faktorov SKal, SPr, skére sme
ziskali nasledovnu korela¢ni maticu:

SKal | SPr | skére
SKal 1

SPr | 0,345 | 1
skore | 0,859 | 0,775 1

Hypotézy overime najprv pomocou testu koeficientu koreldcie uvedenom v [102] na
strane 186 a v [1] na strane 217. Pearsonov koeficient korelacie medzi SPr a Skal
r,=0,345. Kritickd hodnota Pearsonovho koeficientu koreldcie: 119(0,05)=0,455.
Vidime, Ze hodnota r, nedosahuje kriticki hodnotu, preto hypotézu HIla na hladine
vyznamnosti 0,05 v skupine G nezamietame.

V skupine U (38 studentov) sme ziskali nasledovnii korelacni maticu:

SKal | SPr | skére
SKal 1

SPr | 0,299 1
skore | 0,687 | 0,898 1

Pearsonov koeficient koreldcie medzi SPr a Skal r,=0,299. Kritickd hodnota Pearso-
novho koeficientu koreldcie: r35(0,05) = 0,312. Vidime, ze hodnota r, nedosahuje
kriticki hodnotu, preto hypotézu Hla na hladine vyznamnosti 0,05 v skupine U ne-
zamietame.
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Hypotézu Hla podporuju aj grafy regresnej priamky zostrojenej medzi kazdou dvoj-
icou z faktorov SKal, SPr a skére v oboch skupinach G a U (pozri obr. 36 a 37).

Obr. 36 skupina G

Regresia SPr-SKal
y=0 4269x%x + 53387

& SEKal

m  Ocakivané 5 Kal

RZI=D.1191
$Kal — Linedrny (5 Kal)
18
14 -
12
*
10
* » -
8 “
8 + »
. — " -
L]
2
L
o 1 - .
0 2 4 8 gpr 10
Regresia SKal - skore + skbra

y= 1270x + 25000

B Ocakévané skore

ekére RZ= 07307 — Lifigdrny (skire )
28
20 -~
/ »
15 .
-

10

5 10 SKal 15
Regresia SPr - skdare o ckire
y=1,4260x + 53387 m Ocakévane = kare
z 17
skdre RE=080 — Lin@d oy (5 kGFE
0
18 & 4
16 + e
14 M +
12 » +
/ +

0

L

=




5.1 Limita postupnosti a sticet nekoneéného radu 123

Obr. 37 skupina U
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V oboch skupindch G a U je z grafov regresnej priamky vidiet, Ze namerané hodnoty
st okolo regresnej priamky najviac rozptylené v pripade zavislosti SPr - SKal.
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5.1.2 Hypotézy H2

H2a: Faktory Chlapci a Dievcatd nevplyvaji na faktory SKal, SPr.
H2b: Faktory Chlapci a Dievéatd vplyvaji na faktory SKal, SPr.
Korelaéna matica medzi faktormi Chlapci, Dievcata, SKal a SPr bola nasledovna:

Chlapci | Dievcata | SKal | SPr
Chlapci 1
Dievcaté -1 1
SKal -0,212 0,212 1
SPr -0,015 0,015 0314 | 1

Kritickd hodnota korela¢ného koeficientu je r57(0,05) = 0,254. Z korelacnej matice
vyplyva, ze faktory Chlapci, Dievcatd nekoreluju s faktormi SPr, SKal. Ich korelaéné
koeficienty nedosahujui kriticki hodnotu (0,015 < 0,254; 0,212 < 0,254).

Potom sme dostali z uvedenych faktorov nasledovny dendrogram:

Obr. 38
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7 koeficientov podobnosti vyplyva pomerne velkd podobnost medzi dvojicami
faktorov Chlapci, SPr a Dievcata s SKal. Naopak medzi tymito dvomi dvojicami
faktorov je nizka podobnost. Situéciu jasnejsie ozrejmuje implikativny dendrogram.
Z neho vyplyva slaby vplyv faktora Chlapci na faktor SPr a faktora Dievcatd na
SKal.

Obr. 39
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Pre postdenie, ¢i tento vplyv je pozitivny alebo negativny, pouzili sme dvojvyberovy
t-test strednych hodnot s nerovnostou rozptylov zvlast chlapcov a dievéat pre faktory
SPr a SKal. Overovali sme hypotézu, ze u chlapcov bude vyssia stredna hodnota
faktora SPr, u dievéat SKal oproti nulovej alternative. Ked'ze sme robili test zo
spojenej vzorky G a U, hodnoty faktorov SPr a SKal mali relativne skére (z intervalu
(0,1)). Dostali sme nasledovné hodnoty:

Chlapci | Dievcatd | |tstat| | t krit
Stredna hodnota-Spr 0,622 0,502 1,231 | 1,746
Stredna hodnota-SKal | 0,625 0,697 0,712 | 1,761

Kedze v oboch pripadoch |tstat| < tkrit, tak nulovi alternativu nemozeme zamietnut
a tento test potvrdil, ze pozitivny vplyv faktora Chlapci na SPr a faktora Dievcata
na SKal, nie je statisticky vyznamny.

5.2 Limita a derivacia funkcie

5.2.1 Hypotézy H3

H3a: Strednd hodnota faktora SPr v experimentdlnej skupine je vicsia ako strednd
hodnota faktora SPr v kontrolnej skupine.
H3b: Stredna hodnota faktora SPr v experimentdlne; skupine je rovnakd ako strednd
hodnota faktora SPr v kontrolnej skupine.

Oznac¢me hodnotu faktora SPr v experimentalnej skupine ako PrE, v kontrolnej
skupine PrK. Hodnotu faktora SKal v experimentalnej skupine oznacme KalE, v kon-
trolnej skupine KalK. Hodnotu faktorov v skupindch budeme reprezentovat strednou
hodnotou. Podla Tureka v [97] je to mozné iba v pripade, ak variacny koeficient
V' = 2100 (s - smerodajna odchylka skére, T - aritmeticky priemer skére) neprekroci
velkost 50 %. Podla nameranych hodnot uvedené styri sitbory dét tiito podmienku
splnaju:

PrE PrK | KalE | KalK
Smerodajna odchylka | 4,182 | 4,515 | 3,768 | 4,117
Aritmeticky priemer | 13,386 | 9,046 | 16,632 | 15,046

Variacny koeficient 31,24 | 4991 | 22,66 | 27,36

Z hodnot variaénych koeficientov vyplyva, e vietky §tyri stibory méZzeme povazovat
za dostatoéne homogénne.

Pre pocet ziakov a Studentov experimentdlnej a kontrolnej skupiny plati, ze 57
je z intervalu (31,100), 43 € (31,100). Na zistenie normality siborov dat podla
Vrébelovej v [102, s. 179], Wimmera v [106, s. 12-13] pouzijeme d “Agostinov test. Pre
prijatie hypotézy na hladine vyznamnosti 0,05 o normélnom rozdeleni pre sibory PrE,
KalE (n = 57) je potrebné, aby hodnota testovacej charakteristiky Y bola z intervalu
(—3,81;1,34). Pre stibory PrK, KalK (n=43) by muselo platit Y € (—3,98;1,17).
Pre testovaciu charakteristiku Y tohto testu sme vypocitali nasledovné hodnoty:

PrE | PrK | KalE | KalK
Y | 1,025 | 0,386 | -3,029 | -2,967
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Kedze plati 1,025 € (—3,81;1,34) a —3,029 € (—3,81; 1, 34), tak subory PrE a KalE
maju norméalne rozdelenie. To isté plati aj pre subory PrK a KalK, lebo 0,386 je z
intervalu (—3,98;1,17) a —2,967 € (—3,98;1,17). Kedze sibory maji normdlne
rozdelenie a zaroven su aj homogénne, tak vSetky nasledové Statistické testy pouzité
v tejto kapitole su korektné.

KedZe testujeme a porovndvame vykon ziakov a studentov kontrolnej a experi-
mentalnej skupiny, je este potrebné otestovat, ¢i boli na zaciatku experimentdlneho
vyskumu tieto skupiny vykonovo rovnocenné. K tomu nam pomoze celkové skore
vstupnej previerky, ktoré oznaéime ako faktor SF, lebo ho mozeme dostat ako sicet
faktorov L + AV + CV + N. Ozna¢me jeho hodnotu v kontrolnej skupine ako SFK
a v experimentélnej skupine ako SFE. Pouzijeme dvojvyberovy t-test s nerovnostou
rozptylov medzi sibormi SFK a SFE. Pomocou programu FEzcel dostaneme nasle-
dovnt tabulku:

SFK SFE
Stredna hodnota 18,465 | 19,649
Rozptyl 49,017 | 36,339

Smerodajna odchylka | 7,001 | 6,028
Variacny koeficient | 37,916 | 30,679

t stat -0,888
P(T<=t) (1) 0,188
t krit (1) 1,663
P(T<=t) (2) 0,377
t krit (2) 1,989

Kedze |t stat| < t krit, tak stredné hodnoty faktorov SFK a SFE nie su Statisticky
vyznamne rozdielne. Experimentalnu aj kontrolni skupinu mozno povazovat za vy-
konovo rovnocenné. Korektnost tohto testu podporuji aj hodnoty variaénych koefi-
cientov, ktoré si mensie ako 50 percent.

Hypotézy H3 overime pomocou dvojvyberového t-testu s nerovnostou rozptylov
pre dvojice PrE, PrK a KalE, KalK:

PrE PrK KalE | KalK
Stredna hodnota 13,386 9,046 | 16,632 | 15,046
Rozptyl 17,491 20,386 | 14,201 | 16,950
t stat 4,228 1,998
P(T<=t) (1) 3,32.107° 0,026
t krit (1) 1,666 1,663
P(T<=t) (2) 6,64.107° 0,051
t krit (2) 1,992 1,987

Pre dvojicu faktorov PrE a PrK |t stat| > t krit (4,228 > 1,992). Preto zamietame
hypotézu H3b o rovnosti strednych hodnot faktora SPr v experimentélnej a kontrolnej
skupine. Plati hypotéza H3a. Dalsim zaujimavym vysledkom je statisticky vyznamné
mierne zvysenie faktora SKal v experimentalnej skupine, lebo pre dvojicu faktorov
KalE, KalK tiez plati |t stat| > t krit (1,998 > 1,987).

Uvedené vysledky podporuje aj analyza rozptylu ANOVA. Pre dvojicu faktorov
PrE, PrK sme vypocitali hodnotu testovacieho kritéria F = 19,434 a jeho kriticku
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hodnotu F krit = 3,938. Podobne pre dvojicu faktorov Kalk, KalK sme vypocitali
hodnoty F = 4,004 a F krit = 3,938. Pre obe dvojice faktorov plati F > F krit.

5.2.2 Hypotézy H4

H4a: Faktor L ovplyvniuje faktor SPri1, faktor N1 ovplyvnuje faktor SPr2.
H4b: Faktor L neovplyviiuje faktor SPri1, faktor N1 neovplyvriuje faktor SPr2.

Tieto hypotézy sme overovali pomocou korelacnej matice a zhlukovej analyzy
medzi faktormi L, N1, SPr1, SPr2 a SKal. Z nameranych hodnot sme ziskali korelacni
maticu:

L N1 SPr1 | SPr2 | SKal
L 1
N1 | -0,069 1
SPr1 | 0,322 | 0,134 1
SPr2 | -0,005 | 0,446 | 0,121 1
SKal | 0,029 | 0,501 | 0,388 | 0,331 1

Kritickd hodnota korela¢ného koeficientu je rz7(0,05) = 0,254. Z korelacnej ma-
tice vyplyva, ze faktor L koreluje s faktorom SPrl a faktor N1 s faktorom SPr2
(0,322 > 0,254; 0,446 > 0,254). Naopak faktor L nekoreluje s faktorom SPr2 a
faktor N1 nekoreluje s faktorom SPrl. (| —0,005| < 0,254, 0,134 < 0,254). Preto
moézeme hypotézu H4b na hladine vyznamnosti 0,05 zamietnut.

Hypotézu H4a podporuje aj zhlukovaci a implikativny zhlukovaci dendrogram.

Obr. 40
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Z nich vyplyva, ze dvojice faktorov L, Sprl a N1, SPr2 st si nielen podobné, ale je
medzi nimi v zmysle hypotézy H4a aj pomerne silny implikativny vztah.

5.2.3 Hypotézy H5

Hba: Faktory AV1, CV ovplyvniuji faktor SKal.
H5b: Faktory AV1, CV a SKal si nezdvislé.

Tieto hypotézy sme najskor overovali pomocou korelacnej matice medzi faktormi
AV1, CV a SKal:

AVl | CV | SKal | SPr
AV1 1
CV | 0,423 1
SKal | 0,631 | 0,485 | 1
SPr | 0,518 | 0,408 | 0,465 1

Kritickd hodnota korela¢ného koeficientu je r57(0,05) = 0,254. Z korelacnej matice
vyplyva, ze faktory AV1, CV koreluju s faktorom SKal (0,631 > 0,254; 0,485 >

> 0,254). Preto je mozné hypotézu H5b zamietnut. Platnost hypotézy H5a podpo-
ruje zhlukovaci, ale najma implikativny zhlukovaci dendrogram.

Obr. 41
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Silnejsia podobnost je medzi faktormi AV1 a CV ako medzi ich dvojicou a faktorom
SKal. Naopak tieto faktory ako dvojica pomerne silno vplyvaji na faktor SKal.
Dalsim zaujimavym vysledkom je vplyv faktora SPr na faktor SKal.
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5.2.4 Hypotézy H6

Hé6a: Strednd hodnota faktora AV1 je vicsia ako strednd hodnota faktora AV a strednd
hodnota faktora N1 je vicsia ako stredna hodnota faktora N.
H6b:  Stredné hodnoty dvojic faktorov AV, AV1 a N, N1 si rovnaké.

Skor nez zacneme overovat hypotézy H6, zistime, ¢ variacné koeficienty faktorov
AV, AV1 a N, N1 neprekrocia velkost 50 %. Podla nameranych hodnot uvedené styri
subory dat tito podmienku spiﬁajﬁ:

AV | AV1 N N1

Smerodajna odchylka | 2,797 | 2,754 | 3,312 | 2,066
Aritmeticky priemer | 8,491 | 9,947 | 6,754 | 8,737
Varia¢ny koeficient | 32,94 | 27,69 | 49,04 | 23,65

Z hodnot variaénych koeficientov vyplyva, zZe vietky styri stibory méZzeme povazovat
za dostatoéne homogénne.

Na zistenie normality siborov dat pouzijeme podobne ako pri hypotézach H3
d “Agostinov test. Pre prijatie hypotézy na hladine vyznamnosti 0,05 o norméalnom
rozdeleni pre sibory AV, N AV1 a N1(n = 57) je potrebné, aby hodnota testovace;
charakteristiky Y bola z intervalu (—3,81;1,34). Pre testovaciu charakteristiku Y
tohto testu sme vypocitali tieto hodnoty:

AV | N | AVI | NI
Y | 1,242 | 3,359 | -0,147 | -3,673

Vsetky hodnoty testovacej Statistiky Y si z intervalu (—3,81;1,34), a teda vsetky
stibory maji normdlne rozdelenie. KedZe stibory maji normalne rozdelenie a s
zaroven aj homogénne, tak vsetky nasledové statistické testy pouzité v tejto kapitole
su korektné.

Hypotézy H6 overime pomocou dvojvyberového parového t-testu pre strednt hod-
notu dvojic faktorov AV, AV1 a N, N1 pomocou programu Fxcel:

AV AV1 N N1
Stredna hodnota 8,491 9,947 6,754 8,737
Rozptyl 7,826 7,586 | 10,974 | 4,269
t stat -4,422 -4,824
P(T<=t) (1) |2,28.107° 5,6.107°
t krit (1) 1,673 1,673
P(T<=t) (2) 4,55.107° 1,12.107°
t krit (2) 2,003 2,003

Pre dvojicu faktorov AV a AV1 je |t stat| > t krit (4,422 > 2,003). To isté plati
aj pre dvojicu faktorov N a N1 (4,824 > 2,003). Preto zamietame hypotézu H6b o
rovnosti strednych hodnét faktorov AV, AV1 a rovnosti strednych hodnot faktorov
N, N1. Tym je hypotéza H6a overena.

Uvedené vysledky podporuje aj analyza rozptylu ANOVA. Pre dvojicu faktorov
AV, AV1 sme vypocitali hodnoty testovacieho kritéria F = 7,842 a jeho kriticku
hodnotu F krit = 3,926. Podobne pre dvojicu faktorov N, N1 hodnoty F = 12,992 a
F krit = 3,926. Pre obe dvojice faktorov plati F > F krit.
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5.2.5 Hypotézy H7

H7a: Faktory Chlapci, Dievéatd nevplyvaji na faktory AVI, CV, N1, L, SPr, SKal.
H7b: Faktory Chlapci, Dievcata vplyvaji na faktory AV1, CV, N1, L, SPr, SKal.

Faktory L, AV1, CV, N1 st vstupné faktory. Najskor budeme skiimat koreldciu
tychto faktorov s faktormi Chlapci a Dievcata. 7Z nameranych hodnot sme dostali
nasledovnu korela¢ni maticu:

L AV1 (G2 N1 | Dievcata | Chlapci
L 1
AV1 0,114 1
CV 0,173 | 0,423 1
N1 -0,069 | 0,330 | 0,046 1

Dieveata | -0,248 | 0,241 | 0,104 | 0,211 1

Chlapci | 0,248 | -0,.241 | -0,104 | -0,211 1 1

Kritickd hodnota korelaéného koeficientu je r57(0,05) = 0,254. Z poslednych
dvoch riadkov korela¢nej matice vyplyva, ze faktory Chlapci, Dievéata nekoreluju so
vstupnymi faktormi L, AV1, CV a N1, lebo ich hodnoty st v absolitnej hodnote
mensie ako 0,254.

Zhlukové analyza nam poskytla dendrogramy, z ktorych vyplyva urcitd podobnost
a vplyv faktora Chlapci na faktor L a faktora Dievcata na faktor N1.

Obr. 42
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Aby sme zistili, ¢i je pozitivny podobne ako pri hypotéze H2 sme pouzili dvojvyberovy
t-test s nerovnostou rozptylov pre stredné hodnoty faktorov L, N1 zvlast pre chlapcov
a zvlast pre dievéatd. Ziskali sme tieto hodnoty:

Chlapci | Dievcata | |tstat| | thkrit
Stredna hodnota-L 4,150 3,135 1,737 | 1,697

Rozptyl - LL 5,292 2,842
Stredna hodnota-N1 | 7,950 9,054 1,731 | 1,701
Rozptyl - L 6,576 2,885

V oboch pripadoch |tstat| je mierne viicsie ako tkrit, preto mozno konstatovat, ze
existuje mierne pozitivny vplyv faktora Chlapci na faktor L a faktora Dievcata na
faktor N1. Teraz budeme skimat koreldciu medzi faktormi Chlapci, Dievéatd a
vystupnymi faktormi SPr, SKal. Ich korela¢na matica je:

SPr | SKal | Chlapci | Dievcata
SPr 1
SKal | 0464 | 1
Chlapci | -0,139 | -0,232 1
Dievcata | 0,139 | 0,232 1 1

Ani vystupné faktory SPr a SKal nekorelujt s faktormi Chlapci a Dievcatd, lebo
absolitna hodnota ich korelaénych koeficientov je mensia ako 0,254 (0,139 < 0,254,
0,232 < 0,254).

Zhlukovéa analyza ndm poskytne d’alsie informécie o vzfahoch medzi faktormi.

Obr. 43
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Vidime, Ze existuje podobnost medzi dvojicami faktorov Chlapci, SPr a Dievéata,
SKal. Pritom podobnost faktorov Dievcatd, SKal je vicsia a existuje aj implikativny
vztah faktora Dievcatd na faktor SKal. Faktor Chlapci nevplyva na ziadny faktor.

Pozitivny vplyv faktora Dievcatd na faktor SKal sme testovali pomocou dvojvy-
berového t-testu strednych hodnot s nerovnostou rozptylov faktora SKal zv14ast pre
chlapcov a dievcata.

Chlapci | Dievcata | |tstat| | tkrit
Stredna hodnota-SKal | 15,450 17,271 1,732 | 1,687
Rozptyl - SKal 15,102 12,924

Test potvrdil mierne pozitivny vplyv faktora Dievcata na faktor SKal.

Kontrolna a experimentalna vzorka ziakov a Studentov obsahovala 100 Ziakov a
Studentov (36 chlapcov, 64 dievéat). Preto mozeme realizovat aj x? test nezavislosti
skore zaverecnej previerky od pohlavia ziakov a Studentov. Hodnota skore bola trans-
formovand na faktor vykon nasledovnym sposobom:

a - slaby vykon (relativne skére menej ako 50 %, absolitne skére 0 - 20 bodov)
b - stredny vykon (relativne skore 50 % az 75 % , absolitne skére 21 - 31 bodov)
¢ - silny vykon (relativne skére viac ako 75 % , absolitne skére 22 - 42 bodov)

Za chlapcov a dievcatd sme ziskali nasledovni kontingenént tabulku:

Vykon a | b | ¢ | Celkovy sucet
Chlapci 7116 | 13 36
Dievcata 13123 |28 64
Celkovy sucet | 20 | 39 | 41 100

Podla [108] ocakdvané pocetnosti by boli nasledovné:

Vykon a b c
Chlapci | 7,20 | 14,04 | 14,76
Dievcata | 12,80 | 24,96 | 26,24

Potom testovacia Statistika x? = 0,682 a podla [108]

Xirit = X%3—1)(2—1)(0-05) = x5(0.05) = 5,992.

X% < X2, preto na hladine vyznamnosti 0,05 nezamietame hypotézu o nezavislosti
vykonu na pohlavi. Test je korektny, lebo vsSetky ocakavané pocetnosti su vac-
sie ako 5.



Kapitola 6

Vysledky dizertacie s
odportucaniami pre pedagogicku
prax

Vysledky kvalitativneho vyskumu

Pri preberani pojmu sucet nekonecného radu ziaci maja problémy s potencionalnym
a aktudlnym nekoneénom. Pouzili sme pri jeho prekondvani tlohu, ¢ plati rovnost
0,9 = 1. U ziakov je velmi rozsirens predstava, ze 0,9 < 1. Ukazalo sa, Ze pri rieSen{
tejto 1lohy si vhodnou pomockou pri vyucovani Zenénove apérie, najmé Achilles a
korytnacka. Tento paradox v nich spontanne vytvoril predstavu, ze tak ako ., Achil-
les dobieha korytnacku”, tak sa ¢islo 0,9 ,priblizuje” k éislu 1 a vyslovili spravny
zéver 0,9 = 1. Zéarovenn mé ucitel matematiky na tomto mieste moznost predsta-
vit ziakom pojem nekone¢ného geometrického radu a pomocou vhodnych (napriklad
geometrickych) separovanych a univerzalnych modelov odvodit vzfah pre vypocet je-
ho stétu. Ziaci dokdzali sami vypoéitat siéty geometrickych radov pomocou geomet-
rickych separovanych modelov, o prispelo k spontdnnejsiemu pochopeniu vztahu pre
stucet nekoneéného geometrického radu. Pri tdlohéch pre postdenie konvergencie ne-
konecného geometrického radu mali vacsie problémy pri radoch so zapornym ako s
kladnym kvocientom. Je to z fylogenetického hladiska pochopitelné, lebo aj geo-
metrické modely nekonec¢nych geometrickych radov st urcené pre rady s kladnym
kvocientom.

Pri zavedeni pojmu sicet nekonecného radu je potrebné Ziakom ukdzat pomocou
vhodnych kontraprikladov struktiru jeho definicie, najmé poradie kvantifikdtorov. V
etape krystalizdcie a automatizacie bol problém pre niektorych ziakov(najmé gym-
nazialnej skupiny) pouzivat sumaéné znamienko, a preto bolo vyhodnejsie pre nich
riesit 1lohy pomocou rozpisu niekolkych prvych ¢lenov radov. ﬂspeénost’ v rieseni
kalkulativnych tloh negativne ovplyviuju chyby ziakov pri upravovani ¢iselnych vy-
razov a vyrazov s mocninami (napriklad 0,6:10%). Pre ziakov bolo pomerne tazké
pochopit, Ze konvergenciu radov neovplyvituje spravanie sa niekolkych prvych ¢lenov
radu (ak ich pocet je kone¢ny). Analogickej chyby sa ziaci dopustili pri limite postup-
nosti, ked nevedeli viacer{ z nich pochopit, Ze limitu postupnosti neovplyviiuje jej
niekolko prvych ¢lenov (ak ich pocet je konecny). Preto je potrebné so ziakmi viac
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precvicovat tento typ tloh. U niektorych sa vyskytli problémy s rozlisenim koneénej a
nekonecnej mnoziny, ked mnozinu prirodzenych éfslel povazovali sice za nekoneéni,
ale mnozinu prirodzenych ¢isel vacsich ako uréité prirodzené ¢éislo (napriklad 10) uz
za konecnu. Ulohy zamerané na definiciu limity postupnosti niektori ziaci nevedeli
vyriesit, lebo nevedeli upravovat nerovnice s nezndmou v menovateli.

Pri rieseni problémovych tloh je u viacerych Ziakov pozorovatelnd neschopnost
interpretovat vysledky svojich tGvah, vypocétov a postupov. Ziak pouzije pri rieseni
ulohy spravny algoritnus rieSenia, dostane spravny vysledok a nespravne ho inter-
pretuje. Druhou moznostou je, Ze ziak pouZije nespravny algoritmus, ktory je po
kalkulativnej stranke tplne bezchybny, ale ked'Ze urobil hned na zaciatku chybu,
vysledok je nespravny. Preto nestaci, ked uéitel matematiky venuje pozornost pri
riesen{ tloh len kalkulativhemu zvlddnutiu riesenia tloh, ale je potrebné venovat
vicsiu pozornost aj faze matematizécie a interpretdcie (pozri Plocki [71]). Dalsfm
problémom je neschopnost riesit divergentné tilohy, Ziaci si prilis zvyknuti na to, Ze
uloha ma prave jedno rieSenie, ¢o poukazuje nato, ze tychto iloh je vo vyucovani
stale malo.

Pri rieseni kalkulativnych tloh na limitu postupnosti a limitu funkcie sa u ziakov
prejavili nedostatky pri upravich algebrickych vyrazov((n 4+ 1)! = (n + 1)(n — 1)},
2® —8 = (x —2)3. U slabych ziakov bola casta chyba ,delenie nulou” (§ = 0).

Pri precvicovani definicie limity funkcie v bode sa ukézalo, Ze je potrebné venovat
ViAEsiu pozornost ako sivisi limita funkcie v bode a tvar jej grafu v okolf tohto bodu.
Niektor{ ziaci zamenili pojmy limita funkcie v bode a spojitost funkcie v bode. Vtedy je
dolezité, aby ucitel matematiky ukédzal ziakom ich rozdiel najmé na priklade funkcie,
ktora:

1. méa v danom bode limitu a je v nom aj spojita,
2. ma v danom bode limitu a nie je v nom spojit4,
3. nemé v danom bode limitu.

Pri zavedeni pojmu deriwvdcia funkcie v bode sa sposob prezentovany v experimen-
talnom ucebnom texte ukéazal ako vyhodny pri zdovodneni neexistencie derivacie
funkcie v bode (napriklad derivdcia funkcie y = |z| v bode 0). Je potrebné venovat
pozornost aj sivisu medzi tvarom grafu funkcie a derivaciou funkcie v bode. Ziaci nie
st zvyknuti prendsat ziskané matematické poznatky do inych oblast{ (napriklad ulohy
na pohyb vo fyzike), ¢o komplikuje fazy matematizacie a interpretécie slovnych tloh.
Pri propedeutike bol pouzity aj program Mathematica, ktory umoznil Studentom bez
pouzitia klasického diferencidlneho poétu uréit smernicu dotyénice v bode. Niektor{
ziaci si zvolili vhodné funkcie tak, ze vypocitané a skutocné hodnoty smernic sa
prakticky ani nelisili. V experimentalnych skupinach sa ukézalo, ze tento sposob viac
motivuje chlapcov ako dievcata.

Pri zavedeni pojmu urcity integral bolo pre studentov prekvapujtice, ze pri vypocte
konkrétnej tlohy ddva Riemannov aj Newtonov integrdl rovnaky vysledok. Vdaka
vykladu ué¢iva podla experimentdlneho uéebného textu Ziaci a studenti pochopili po-
merne rychlo pojem uréitého integralu a boli schopni riegit tlohy. Pri rieSeni kal-
kulativnych tloh sa prejavili problémy s tupravou algebrickych a ¢iselnych vyrazov,
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kreslenim grafov elementarnych funkcii. Tieto chyby a ich kombinacia negativne o-
vplyviiovali tispesnost ziakov a Studentov pri rieSen{ tychto tloh. V praxi by bolo
uzitoéné ukdzat ziakom viaceré (aj historické) pristupy k zavedeniu pojmu urcity
integral pomocou limitného procesu a kldst viicsi doraz na jeho aplikécie.

Vysledky kvantitativneho vyskumu

Pri preberani uciva limita postupnosti a siucet nekonecného radu kvantitativny vys-
kum potvrdil, ze zvladnutie kalkulativnych tloh este neznamenad, ze ziaci aj chapu
preberané pojmy, pretoze faktory SPr a SKal nekoreluji v oboch experimentalnych
skupindch (gymnazidlni studenti, Studenti 1. ro¢nika ucitelstva matematiky).

7Z hladiska vplyvu pohlavia Ziakov na vykon v tlohdch na pochopenie pojmov
a klakulativnych tloh sa potvrdilo, ze pohlavie ziakov neovplyviiuje vykon ziakov
v oboch skupinach tloh. Aj ked zhlukovd analyza poukdzala na uréity pozitivny
vplyv faktora Chlapci na faktor SPr a fakora Dievcatd na faktor SKal, tento nie je
Statisticky vyznamny.

Pri preberani uciva limita a derivdcia funkcie kvantitativny vyskum potvrdil,
7e uspesnost pochopenia pojmov je do znacnej miery ovplyvnend vstupnymi ve-
domostami Ziakov z predchddzajicich u¢iv matematiky (najmé algebrické a ciselné
vyrazy).

Zvladnutie kalkulativnych tloh je podmienené vedomostami najmé z algebrickych
a Ciselnych vyrazov, ¢o potvrdila korelacna aj zhlukova analyza. Podobne potvrdili
obe analyzy vplyv vedomosti ziakov z matematickej logiky a rieSenia nerovnic na
schopnost zvladnut tilohy na pochopenie pojmov.

ijrava algebrickych vyrazov a rieSenie nerovnic sa na gymnaziu preberda v 1.
rocniku a u viacerych ziakov a Studentov sa prejavilo to, ze vedomosti z tychto oblasti
zabudni a nevedia ich potom pouZit v inych u¢ivdch matematiky, ¢o sa prejavilo aj
na zaciatku preberania iloh na limitu a deriwvdciu funkcie. Po precviceni uciva viaceri

3
YRS . ~ 7 x
ziaci, ktory predtym nevedeli riesit ulohy typu - zjednoduste vyraz

— 8, doké4zali
2

3 _

riesit 1lohu - vypoécitajte }CLH% :; 28 Podobny jav, pozorovatelny aj pri rieSeni ne-
rovnic viedol k hypotéze, ze u ziakov pocas preberania pojmov limita a derivdcia
funkcie sa zlepsuje schopnost upravovat algebrické vyrazy a riesit nerovnice. Kvan-
titativny vyskum na experimentalnej vzorke potvrdil, ze toto zlepSenie je Statisticky
vyznamné.

V ucebniciach sa nevyskytuje dostatok tloh na pochopenie tychto pojmov, pre-
to vyucovanie v experimentdlnej skupine kladlo v zmysle vypracovaného experi-
mentalneho uc¢ebného textu vacsi doraz na rieSenie tohto typu uloh. Kvantitivne
bolo zistené, ze vykon ziakov a Studentov v experimentdlnej skupine bol Statisticky
vyznamne lepsi ako v kontrolnej skupine. Ako sekundarny pozitivny jav sme zistili, ze
aj pri riesni kalkulativnych tloh bola experimentalna skupina Statisticky vyznamne
lepsia. Potvrdila to aj zhlukovéa analyza, ktora ukazala, ze dobry vykon ziakov pri
rieSeni uloh na porozumenie pozitivne stimuluje dobry vykon ziakov aj pri rieseni
kalkulativnych tloh.
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Korela¢na analyza nepotvrdila vplyv pohlavia ziakov na vstupné ani vystupné
faktory. Rovnaky vysledok poskytol aj x? test nezavislosti vykonu ziaka od jeho
pohlavia. Zhlukové analyza ukdzala pozitivny vplyv faktora Chlapci na schopnost
riesit ilohy z matematickej logiky a faktora Dievéatd riesit nerovnice. To dokdzalo aj
testovanie pomocou dvojvyberového t-testu s nerovnostou rozptylov. Faktor Chlapci
neovplyviuje vystupné faktory SPr a SKal. Faktor Dievcata pozitivne ovplyvinuje
faktor SKal, ¢o dokézalo aj testovanie pomocou dvojvyberového t-testu s nerovnostou
rozptylov.

Urciti odlignost medzi zavermi korelacnej a zhlukovej analyzy vysvetluje sku-
tocnost, Ze korela¢nd analyza vyjadruje linedrny vplyv faktorov. Tento vplyv v praxi
moze byt aj odlisny.

Z hladiska overenia hypotéz H1 az H7 mozno konstatovat, Ze sa podarilo dokézat
hypotézy Hla az H6a. Hypotézu H7a potvrdili vysledky korelacnej analyzy a x>
testu.

Hodnoty koeficientov reliability a validity ukazuju, ze vysledky tematickych pre-
vierok mozno povazovat za reliabilné (r, > 0,6 vo vSetkych pripadoch) a validné (hod-
nota r, je vacsia ako kritickd hodnota Pearsonovho koeficientu korelécie vo vsetkych
pripadoch).

Pre ucitela matematiky tieto vysledky ukazuji, Ze pojmy stvisiace s limitnymi
procesmi vyzaduji venovat pozornost nielen kalkulat{ivnym tlohdm, ale aj tiloham
venovanym pochopeniu pojmov. Pri ich preberani si Ziaci mézu zopakovat viaceré
tematické celky ako matematickd logika, uprava algebrickych a ¢iselnych vyrazov,
riesenie nerovnic. Pri viacerych z nich sa rieSenim 1loh mozu zlepsit schopnosti a
zrucnosti ziakov (napriklad upravovat algebrické vyrazy, riesit nerovnice).

Rozvoj vypoctovej techniky umoziuje ucitelovi matematiky venovat vicsiu po-
zornost tilohdm na pochopenie pojmov, pricom nemusi mat obavy, Zeby doslo k
zhorseniu schopnosti Ziakov riesit kalkulativne tlohy. Toto usile moze priniest zlepse-
nie schopnosti Ziakov riesit tlohy zamerané na pochopenie pojmov. Vo vyucovacom
procese by mal dbat aj na individuédlne osobitosti Ziakov. Napriklad pri rieSeni kal-
kulativnych tloh je potrebné venovat viiésiu pozornost chlapcom, logicky zamerané
tlohy vyzaduji venovat vicsiu pozornost dievéatdm.



Kapitola 7

Zaver dizertacie s nametmi pre
9 ~ P ld
d'alsi vyskum

Predlozend préaca je prispevkom do diskusie o sposobe vyucovania limitnych procesov
na gymnéziu a na zaciatku 1. roénika vysokoskolského stidia budicich uéitelov ma-
tematiky. V sticasnosti zaznieva casto otdzka, ¢i ma byt problematika limitnych
procesov vobec zaradena do uc¢ebnych osnov stredoskolskej matematiky.

Limitné procesy zohrali vyznamnu tlohu v histérii matematiky pri rieSeni otazok
suvisiacich s pojmom nekonecna v matematike. NavySe ani objav pojmov derivacia
a integral by bol bez limitnych procesov nemyslitelny. Uz v histérii mozno vidiet,
ze sa limitnymi procesmi zaoberali aj filozofi, teolégovia, fyzici, pripadne vedci z
inych vednych odborov. Preto podla ndsho nézoru limitné procesy presahuji hranice
matematiky a ich poznanie zarad ujeme medzi sticast v§eobecného vzdelania.

Vyucovanie limitnych procesov je teda potrebné uz na strednej skole a predlozena
praca hlad4 odpovede ako ich vyucovat. Za jeden z di¢innych ndstrojov a pomocok
pre uéitela povazujeme aj experimentdlny uéebny text. Experimentdlny ucéeny text
uvedeny v tejto praci nie je koncipovany tak, aby svojou troviiou presne zodpovedal
vyluéne stredoskolskému uc¢ivu matematiky podla stcasne platnych uéebnych osnov.
Obsahuje aj narocnejsie casti, ktoré si urc¢ené hlavne pre nadanych ziakov, ktori su
v stcasnosti casto sustredeni v poslednych ro¢nikoch osemrocnych gymnaézii alebo v
triedach gymnazii zameranych na matematiku.

Okrem toho sa v stcasnosti ukazuje potreba zaviadzaf v 1. roéniku vysokoskol-
ského §ttdia budtcich uéitelov matematiky na zédkladnych a strednych gkoldch kurzy
matematiky, ktorych cielom je byt akymsi ,,mostom” medzi matematikou na strednej
a vysokej skole. Napriklad na Pedagogickej fakulte Karlovej Univezity v Prahe je to
predmet FElementarni matematika, na Pedagogickej fakulte Katolickej Univerzity v
Ruzomberku su to predmety Prosemindr z matematickej analyzy alebo Prosemindr
z algebry. Experimentdlny ucebny text je inSpiraciou aj pre vyucujucich takychto
predmetov na vysokych skolach.

V suvislosti s rozsirovanim vyuky pomocou pocitacovych programov je vhodné
niektoré vyucovacie hodiny pri preberani pojmov suvisiacich s limitnymi procesmi
zamerat na vyuzitie tychto programov (napriklad program Mathematica).

Kvalitativny a kvantitativny vyskum ukéazal, Ze pri preberani vSetkych pojmov
stivisiacich s limitnymi procesmi je ucitel matematiky v triede determinovany vstup-
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nymi vedomostami Ziakov (vstupné faktory), ktoré vyrazne ovplyviiuju vykon zia-
kov aj ich uispesnost pri rieseni tiloh zameranych na poroznumenie pojmov a kalku-
lat{vnych 1loh. Konkrétne pre pojmy stivisiace s limitnymi procesmi st to schopnost
rozlisit koneéné a nekoneéné mnoziny, upravovat algebrické a ¢iselné vyrazy, riesit
nerovnice a poznatky z matematickej logiky.

Ak maju Ziaci nedostatky vo viacerych vstupnych vedomostiach, tak sa dopustaji
pri rieSeni uloh nielen chyb v jednej ale aj vo viacerych oblastiach stucasne. 7 ich
pohladu je velmi ndroéné odstranit tieto nedostatky a sticasne aj pochopit pojmy
stvisiace s limitnymi procesmi. 7 hladiska ucitela je pomerne tazké Ziacke chyby
identifikovat (najmi ak st kombindciou viacerych druhov chyb) a sucasne ich od-
strafiovat. Téato sitdcia sposobuje velki obtiaznost pojmov stvisiacich s limitnymi
procesmi nielen pre ziakov, ale aj pre ucitelov.

Velké mnozstvo vstupnyjch faktorov pri preberani pojmov sivisiacich s limitngmi
procesmi spolu s problémami pochopenia aktudlneho a potenciondlneho nekonecna po-
vazujeme za hlavné priciny velkej obtiaznosti tyjchto pojmov pre Ziakov a ucitelov
matematiky.

Pozitivny vplyv tloh na porozumenie pojmov na kalkulativne tlohy dokazuje
potrebu vyucovat pojmy stvisiace s limitnymi procesmi s porozumenim a respek-
tovanim etap pozndavacieho procesu.

Pri preberani nového uciva ucitel matematiky vzdy nadvizuje na predchadzajice
vedomosti ziakov a ich skusenosti (vstupné faktory). Pritom si kladie urcité ciele a
snaz{ sa naucit naucit ziakov nové pojmy a zrucnosti (vystupné faktory). Vstupné
faktory Ziackych vedomosti a zrucénosti mozu byt dolezité aj pre iné pojmy skolskej
matematiky, ktoré neboli témou tejto prace. Preto uvedend metodika didaktického
vyskumu v tejto praci je pouZitelna aj v inych tematickych celkoch gkolskej matema-
tiky. Z vyskumného hladiska je zaujimave zistovat, ktoré vstupné faktory vplyvaji na
vystupné a ako silny je ich vplyv na vystupné faktory a do akej miery vystupné faktory
ovplyviiuji individudlne osobitosti Ziakov - pohlavie, rodinné a socidlne zdzemie atd’.

Struktiru a mnozstvo vstupnych faktorov ovplyviuje postavenie skimaného te-
matického celku medzi ostatnymi tematickymi celkami skolskej matematiky. Z hla-
diska matematickej pedagogickej praxe by bolo uZitocné zistit, ktoré tematické celky
skolskej matematiky st nezdvislé od ostatnych a ktoré st prepojené s ktorymi d’alsimi
tematickymi celkami Skolskej matematiky, pretoze to potom ovplyvnuje Struktiru a
zlozitost vstupnych faktorov. Bolo by zaujimavé zistit, ktoré iné tematické celky
skolskej matematiky maji zlozitd struktiru vstupnych faktorov a ¢i ich zlozitost
nie je pri¢inou ich velkej obtiaznosti pre Ziakov a uéitelov. Z praktického hladiska
takéto tematické celky vyzadujui, aby v u¢ebnych osnovach mali dostato¢ni hodinovi
dotéaciu.

Kvalitativny vyskum m4 svoje nezastupitelné miesto pri identifikdcii a klasifikdcii
ziackych chyb a hladani vstupnych a vystupnych faktorov v danom tematickom celku
skolskej matematiky, najmé v pripade, ze je objektom vedeckého vyskumu v tedrii
vyucovania matematiky.

Ako ukazuju vysledky tejto dizertacnej prace niektoré tematické celky skolskej
matematiky zlepsuju vedomosti a zrucénosti ziakov z predchadzajuicich tematickych
celkov. Mohli by sme ich nazvat tematickymi celkami ,,druhej sance” pre ziakov. V
nasom pripade sa podarilo kvantitativne overit, ze tematicky celok limita a derivdcia
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funkcie v bode je tematickym celkom ,,druhej Sance” pre tematické celky algebrické a
&iselné vijrazy. Preto je z vyskumného hladiska zaujimave zistit, ktoré tematické celky
skolskej matematiky su pre aké predchadzajice tematické celky tematickymi celkami
,druhej sance” pre Ziakov a do akej miery sa mozu zlepsit zrucénosti a vedomosti
ziakov v tych matematickych oblastiach, ktoré v skorSom veku nezvladli.



Kapitola 8

Publikacie a citacie autora
suvisiace s témou dizertacie

1]

[10]

Guncaga, J.: Limitné procesy z didaktického hladiska. Rigorézna prica, Ruzom-
berok, KU, 2002.

Guncaga, J.: Zum Thema Folgen und Reihen, In: Beitrdge zum Mathematikun-
terricht. Berlin, Verlag Franzbecker, 2002, s. 203-206.

Guncaga, J.: Ezperyment s ciagami v gimnazjum, In: Studia Matematyczne Aka-
demui Swietokrzyskey, ¢. 9, Kielce, 2002, s. 195 - 200.

Guncaga, J.: Moznost vyuZitia problémového vyucovania pri limitnijch procesoch.
In: Disputationes Scientificae Univesitatis Catholicae in RuZomberok, ¢. 1, 2002,
s. 3 - 8.

Guncaga, J.: Archimedova kvadratira paraboly, In: III. Vedeckd konferencia do-
ktorandov, UKF Nitra, 2002, s. 43- 47.

Guncaga, J.: Niektoré motivacné metody pri vyucovani limitnigch procesov, In:
Aktivnd konstrukce poznani. Usti nad Labem, UJEP, 2002, s. 105-109.

Guncaga, J.: Lernsequenz zum Thema Summe einer unendlichen geometrischen
Reihe, In: Beitrige zum Mathematikunterricht. Berlin, Verlag Franzbecker, 2003,
s. 265-268.

Guncaga, J.: Remarks on continuous fractions. In: 16 Annales Academiae Pae-
dagogicae Cracoviensis Studia Mathematica I1I. Krakéw, 2003, s. 61 - 66.

Guncaga, J.: Limita postupnosti a sucet nekonecného radu - ukazka kvalitativneho
a kvantitativneho vyskumu. In: Acta Mathematica 6. Nitra, FPV UKF, 2003, s.
249 - 256.

Guncaga, J.: Limita a derivdcia funkcie - ukazka kvantitativneho viyskumu. In: V.
Vedeckad konferencia doktorandov a mladiyjch vedeckych pracovnikov. Nitra, UKF,
2004, s. 356 - 359.



8 Publikacie a citacie autora suvisiace s témou dizertacie 141

Préca [1] je citovand v

Eisenmann P.: Sc¢itani c¢iselnijch rad, In: Acta Fac. Paed. Univ. Tyrnaviensis, ¢. 6,
Trnava, PF TU, s. 16-20.

Kontrova L.: Limita postupnosti a ,pripad skdkajiceho pandcika”. In: Matematika
v Skole dnes a zajtra, Zbornik prispevkov. Ruzomberok, KU 2003, s. 21 - 23.
Eisenmann P.: Soucet rady a limita posloupnosti, In: matematika, Fyzika, Informa-
tika, ¢. 7, Praha, Prometheus, 2004, s. 388 - 394.

Eisenmann P.: Soucet rady jako didakticky problém, In: Acta Mathematica 6. Nitra,
FPV UKF, 2003, s. 157 - 163.

Préca [3] je citovand v

Domoradzki S.: Interakcja nauczyciel - ucen Komentarz dydaktyczny - Przyklady, In:
Disputationes Scientificae Univesitatis Catholicae in Ruzomberok, ¢. 3, 2003, s. 11 -
19.

Préca [5] je citovand v

Eisenmann P.: Propedeutika infinitezimdlniho poctu. Ust{ nad Labem, UJEP, 2002.



Literatura

1]
2]

3]

[10]

[11]

[12]

[13]

Andeél J.: Statistické metody. Praha, Matfyzpress, 1998.

Babianski W. a kol.: Matematyka 2. Podrecznik dla liceum ogdlnoksztalcacego.
Warszawa, Nowa Era, 2003.

Babianski W. a kol.: Program nauczania matematyk: dla liceum ogolnoksztal-
cacego, liceum profilowanego i technikum. Warszawa, Nowa Era, 2002.

Bauer L.: Interesse als mathematikdidaktische Kategorie. In: Jornal fiir
Mathematik-Didaktik, ¢. 2, 1989, s. 141 - 171.

Bauer L.: Mathematische Fdhigkeiten und ihre Bedeutung fiir das Losen von
Abituraufgaben. Dizertacnd praca, Universitdat Regensburg, 1977.

Bauer L.: Didaktik der Mathematik Uberlequng zum Selbstverstindnis der Dis-
ziplin. In: Nachriten und Berichte der Universitdit Passau, ¢. 3, 1993, s. 12 -
14.

Bender P.: Fehlvorstellungen und Fehlverstindnisse bei Folgen und Grenzwer-
ten. In:  Mathematische und naturwissenschaftliche Unterricht, ¢. 4, 1991, s.
238 - 243.

Bender P.: Zwei ,Zuginge” zum Integral-Begriff ¢ In: Mathematica didactica,
¢. 3/4, 1990, s. 102 - 127.

Bero P., Hejny M.: Vyucovanie infinitezimdlneho poctu. In: Matematické obzo-
ry, ¢.36,s. 15 - 22.

Bero P.: Nosné pojmy diferencidlneho poctu z hladiska vyucovania. Kandidatska
dizertacna praca. Bratislava, MFF UK, 1985.

Bikner A., Herget W.: Fehler im Analysisunterricht In: Mathematik lehren, ¢.
36, 1984, s. 54 - 57.

Bindl A.: Geometrischen Reihen an der 9. Klasse. In: Prazis der Mathematik
Heft 3, 1999, s. 158 - 162.

Blum W.: Perspektiven fiir Analysisunterricht. In: Mathematikunterricht, ¢.
4-5, 2000, s. 5-17.



LITERATURA 143

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

[24]

[25]

[26]

Blum W.: Zum vereinfachen Grenzwertbegriff. In: Mathematikunterricht, ¢. 3 ,
1979, s. 42 - 50.

Boker T.: Analysis I. Manheim, BI Bibliographisches Institut & FA Brockhaus
AG, 1992.

Cantor M.: Vorlesungen tiber Geschichte der Mathematik. Band 1. Leipzig,
Teubner Verlag, 1900.

Cantor M.: Vorlesungen tiber Geschichte der Mathematik. Band 2. Leipzig,
Teubner Verlag, 1900.

Cantor M.: Vorlesungen tiber Geschichte der Mathematik. Band 3. Leipzig,
Teubner Verlag, 1901.

Davis B. R., Vinner S.: The notion of Limit: Some Seemingly Unavoidable
Misconception Stages. In: Journal of Mathematical Behavior, ¢. 5, 1986, s. 281
- 303.

Dedera P., Kopka F.: O niektorych aspektoch prijimacich skiusok a vijucby ma-
tematiky na vojenskej akadémaii. In: Matematika v skole dnes a zajtra, Zbornik
prispevkov. Ruzomberok, KU, 2001, s. 57 - 65.

Domoradzki S.: Refleksje na temat nowego egzaminu maturalnego z mate-
matyki v Polsce, In: Matematika v skole dnes a zajtra, Zbornik prispevkov.
Ruzomberok, KU, 2001, s. 66 - 81.

Edwards, C. H.: The historical development of the calculus. New York; Heidel-
berg; Tokyo, Springer Verlag, 1979.

Eisenmann P.: Propedeutika diferencidlniho a integralniho poctu ve vjuce ma-
tematiky na stiedni skole 1/ 11/ 111/ IV, In: Matematika, Fyzika, Informatika.
Praha, Prometheus, 1997, ¢. 7, s. 353 - 359/ ¢. 8, s. 421 - 430/ ¢. 9, s. 481 -
487/ ¢. 10, s. 549 - 550.

Eisenmann P.: Dvojz’ klasifikace limitniho procesu. In: Czech - Polish Mathe-
matical School. Usti nad Labem, 1996, s. 94 - 100.

Eisenmann P.: Propedeutika infinitezimalniho poctu. Ust{ nad Labem, UJEP,
2002.

Ervynck G.: Conceptual difficulties for first year university students in the
acquisition of the notion of the limit of a function. In: Proceeding of the fifth
conference of the intern. group for the Psychology of Mathematics Education.
Berkeley, 1981, s. 330 - 333.

Fischer R., Malle G., Biirger H.: Clovek a matematika (ivod do didaktického
myslenia a konania). Bratislava, SPN, 1992. Slovensky preklad knihy Mensch
und Mathematik. Ziirich, Bibliographisches Institut, 1985.



LITERATURA 144

28]

[29]

[30]

[31]

32]

33]

[34]

[35]

[38]
[39]

[40]
[41]

Fischer R.: Sinn im Analysisunterricht. In: Journal fiir Mathematikdidaktik, ¢.
3/4, 1982, s. 265-294.

Freudenthal H.: Mathematik als pddagogische Aufgabe. Band 2. Stuttgart,
Klett, 1973.

Fulier J.: Funkcie a funkcéné myslenie vo vyucovani matematickej analyzy. Nit-
ra, UKF, 2001.

Fulier J., Sedivy O.: Motivdcia a tvorivost vo vyucovani matematiky. Nitra,
UKF, 2001.

Gavora P.: Uvod do pedagogického vyskumu . Bratislava, UK, 2001.

Guncaga J.: Moznost vyuZitia problémového vyucovania pri limitnych pro-
cesoch. In: Disputationes Scientificae Univesitatis Catholicae in RuZomberok,
2002, ¢. 1, s. 3-8.

Hauke F.:  Schiilerinnen- wund Schiilervorstellungen wvom Grenzwertbeg-
riff beim Ableiten. Dizertacna praca, Universitdt Paderborn, 2001, In:
http://ubdata.uni-paderborn.de/ediss/17/2001 /friedric/index.htm

Hayen J.: Zur Entwicklung des Begriffverstindnisses vom Grenzwert. In: Ma-
thematica didactica, ¢. 3/4, s. 72 - 95.

Hecht T.: Postupnosti. Bratislava, Orbis Pictus Istropolitana, 2000.

Hecht T.: Matematickd analyza. Logika. Bratislava, Orbis Pictus Istropolitana,
2000.

Hejny M., Kutina F.: Dité, skola a matematika. Praha, Portal, 2001.

Hejny M., Michalcova A.: Skimanie matematického riesitelského postupu. Bra-
tislava, MC, 2001.

Hejny M. a kol.: Tedria vyucovania matematiky 2. Bratislava, SPN, 1989.

Herden G., Knoche N., Pickartz U.: Fine Untersuchung zur Diskussion tiber
Schwierigkeiten im Umgang mit dem Konvergenzbegriff. Teile I/II. In: Jornal
fiir Mathematik-Didaktik, ¢. 4, 1983, s. 263-305/1984, s. 211 - 237.

Hilbert A.: Mathematik. Leipzig, VEB Fachbuchverlag, 1989.

Hischer H., Scheid H.: Grundbegriffe der Analysis: Genese und Beispiele aus
didaktischer Sicht. Heidelberg; Berlin; Oxford, Spektrum Akademischer Verlag,
1995.

Hofe vom R.: Probleme mit dem Grenzwert-Genetische Begriffsbildung und ge-
istige Hindernisse. In: Journal fiir Mathematik-Didaktik, ¢. 4, 1998, s. 257-291.

Hofmann J. E.: Entwicklungsgeschichte der Leibnizschen Mathematik. Miin-
chen, Leibniz Verlag, 1949.



LITERATURA 145

[46] Hronec J.: Diferencidlny a integrdlny pocet I. Bratislava, Slovenské vydava-
telstvo technickej literatiiry, 1957.

[47] Hruby D., Kubéat J.: Matematika pro gymndzia. Diferencidlni a integrdalni pocet.
Praha, Prometheus, 2002.

[48] Jost D.: Eine ganz elementare Flichenberechnung und ihre physikalische An-
wendung. In: Der Mathematische und naturwissenschaftliche Unterricht, 1970,
23. Band, Heft 16, s. 342- 343.

[49] Kahl U.: Analysis unter topologischen Gesichtspunkten im Unterricht. In: Der
Mathematische und naturwissenschaftliche Unterricht 1970, 23. Band, Heft 2,
s. 83 - 92.

[50] Kakol H. a kol.: Granica a ciaglo$é funkcji. Matematyka dla ciekawych. Bielsko
- Biala, Dla szkoly, 1998.

[51] Kirsch A.: Fine intelektuell ehrliche” Finfiirung des Integralbegriffs in Grund-
kursen. In: Didaktik der Mathematik 4, 1976, s. 87 - 105.

[52] Klaczkow K. a kol.: Matematyka dla licealistow. Podrecznik do II klasy. Wars-
zawa, Oficyna Edukacyjna, 2000.

[53] Klaczkow K. a kol.: Analiza matematyczna dla licealistow. Podrecznik . Wars-
zawa, Oficyna Edukacyjna, 2002.

[54] Kluvének L.: Pripravka na diferencidlny a integrdlny pocet. Zilina, VSDS, 1991.

[55] Kluvének L: Co nie je dobré vo vyucovani matematickej analijzy? I/II In:
Matematické obzory, 1991, ¢. 36, s. 23 - 49/¢. 37, s. 47 - 66.

[56] Knoche N., Wippermann H: Vorlesungen zur Methodik und Didaktik der Ana-
lysis. Mannheim; Wien; Ziirich, Bibliographisches Institut, 1986.

[57] Knoche N.: Analysisunterricht unter dem Lernziel ,Mathematische Grundbil-
dung”. In: Disputationes Scientificae Univesitatis Catholicae in RuZomberok ¢.
1, 2002, s. 32 - 39.

[58] Konigsberger B.: Analysis I. Berlin; Heidelberg; New York, Springer Verlag,
2001.

[59] Kontrova L.: Limita postupnosti a ,pripad skdkajiceho pandéika”. In: Mate-
matika v Skole dnes a zajtra, Zbornik prispevkov. Ruzomberok, KU, 2003, s. 21
- 23.

[60] Kraemer E. akol.: Prehled elementdrni matematiky. Stvrté nezmenené vydanie.
Praha, SNTL 1964.

[61] Kvasz L.: Predndsky z dejin matematickej analyjzy, In: www.matika.sk

[62] Lukasovéa A., Sarmanovd J.: Metody shlukové analyzy. Praha, SNTL, 1985.



LITERATURA 146

[63]

[64]

[65]

[66]
[67]

[68]

[69]

[70]

[71]
[72]
73]

[74]

[75]

[76]
[77]

78]

[79]

[80]

Matematika (ucebné osnovy povinného predmetu stredniyjch odbornych $kél). In:
www.spu.sanet.sk/Pedagogicke_dokumenty/UO-Gym_SS/matematika_SOS.doc

Meschkowski H. a kol.: Didaktik der Mathematik III. Stuttgart, Ernst Klett
Verlag, 1973.

Mundy F. J., Graham K.: Research in Calculus Learning: Understanding of
Limits, Derivatives, and Integrals. In: MAA Notes, ¢. 33, 1994, s. 31 - 45.

Odvarko O. a kol.: Matematika pre 2. ro¢nik gymndzia. Bratislava, SPN, 1985.

Odvarko O. a kol.: Matematika pro gymndzia. Posloupnosti a tady. Praha,
Prometheus, 2002.

OSNOVY osemrocné studium Matematika povinng ucebny predmet. In: www.
spu.sanet.sk/Pedagogicke_dokumenty /UO-Gym_SS/osnovy_mat_gym 8r.doc

Papy F.: Pierwsze lekcje analizy matematiczne;. In : Liczby, Funkcje, Granice
Krakov, WSP 1972. Polsky preklad casti knihy Premiéres lesons d’ analyse
mathematique. Bruxelles, Centre belge de pédagogie de la mathématique, 1966.

Pickert G.: Aufbau der Analysis vom Stetigkeitsbegriff her. In: Der Mathema-
tische und naturwissenschaftliche Unterricht, 1968, 21. Band, Heft 11, s. 384 -
388.

Plocki A.: Stochastyka 2. Zarys dydaktyki. Krakéw, WSP, 1997.
Popp W.: Fachdidaktik der Mathematik. Kéln, Aulis Deubner Verlag, 1999.

Przenioslo M.: Rozumenie granicy fukcji wyniesione ze szkoly sredniej. Kielce,
Takt, 2000.

Przenioslo M.: Obraz granicy fukcji uksztaltowany w czasie studiow matema-
tycznych. Kielce, Wydawnictwo Akademii Swietokrzyskiej, 2002.

Piischel W: Direkte Integrationsmethoden von einigen Klassen von Potenzfunk-
tionen. In: Der Mathematikunterricht, 1960, Heft 2, s. 52 - 65.

Riecan B. a kol.: Matematika pre 4. roc¢nik gymndzia. Bratislava, SPN, 1987.

Riecan B.: O limite bez epsilonov. In: Matematické obzory, ¢. 9, 1976, s. 39 -
54.

Riecan B.: Diferencovane o diferencovani. In: Matematické obzory, ¢. 19, 1982,
s. 11 - 24.

Riede H.: Die Einfiihrung des Ableitungsbegriffs. Mannheim, Bibliographisches
Institut & F.A. Brockhaus AG, 1994.

Rosenbloom C. P., Schuster S.: Wstep do analizy. In : Liczby, Funkcje, Granice.
Krakov, WSP 1972. Polsky preklad ¢asti knihy Introduction to the calculus.
New Jersey, Prentice - Hall, Inc., Englewood Cliffs, 1966.



LITERATURA 147

[81]

[82]

[83]

[84]

[85]

[36]

[94]

[95]

Scimone A.: Pupils ~ conception about an open historical question: Goldbach
congencture. The improvement of mathematical education from a historical vie-
wpoint. Dizertacna praca. Bratislava, MFF UK, 2002.

Schwabik S.: Nékolik postiehi k vijvoji matematické analyzy v 19. stoletd, In:
Matematika v 19. stoleti, Zbornik prednasok z letnych skol historie matematiky,
Déjiny matematiky, svazek 3. Praha, Prometheus, 1996.

Sierpinska A.: Some remarks on understanding in mathematics. In: For the
Learning of Mathematics, ¢. 3, 1990, s. 24 - 41.

Sierpinska A.: Humanities students and epistemological obstacles related to li-
mats. In: Educational Studies in Mathematics, ¢. 18, 1987, s. 371 - 397.

Skalkova J.: Uvod do metodologie a metod pedagogického vyzkumu. Praha, SPN,
1983.

Soltys D., Szmigiel M.K.: Doskonalenie kompetencji nauczycieli w zakresie diag-
nozy edukacyjnej. Krakow, Zamiast korepetycji, 1999.

Steinberg G.: Ezperimente im Analysisunterricht. In: Mathematikunterricht, ¢.
4/5, 2000, s. 72 - 89.

Stolar A. A.: Praktikum po pedagogike matematiki. Minsk, Vysejsaja skola,
1978.

Strick K. H.: Endlich oder unendlich gross. In: Mathematik lehren , Heft 112,
2002, s. 61 - 64.

Tall D.: Mathematical intuition, with special reference to limiting processes.
In: Proceedings of the 4th Intern. Group for the Psychology of Mathematics
Education. Berkeley, Ca , ¢. 4, 1980, s. 170 - 176.

Tall D., Winner S.: Concept image and concept definition in mathematics with
particular reference to limits and continuity. In: Educational Studies in Mathe-
matics, ¢. 12, 1981, s. 151 - 169.

Tematicky pldn pre skolsky rok 2003/2004 Predmet: matematika Trieda: 2.A,
3.4, 4.A, Gymnéazium v Kosiciach, Postova 9

Tietze U. P., Klika M., Wolpers H.: Mathematikunterricht in der Sekundarstufe
II Band 1 Fachdidaktische Grundfragen - Didaktik der Analysis. Braunschwe-
ig/Wiesbaden, Vieweg, 2000.

Trencansky 1. a kol.: Slovnik tedrie didaktickych situdcii 1. ¢ast, In: Zbornik
4 bratislavského semindra z teorie vyucovania matematiky. Bratislava, UK,
2001, s. 95 - 103.

Trojovsky P.: Koreny a vjvoj pojmu konvergentni ¢iselnd ada, In: Clovek-
umeni-matematika, Zbornik prednasok z letnych skol histérie matematiky,
Déjiny matematiky, svazek 4. Praha, Prometheus, 1996.



LITERATURA 148

[96]

[100]

[101]

[102]

[103]

[104]

[105]

[106]

[107]
108]

[109]

Trojovsky P.: Ciselné fady u Bernoullii, In: Matematika v proméndch veki,
Zbornik prednéasok z letnych skol historie matematiky, Déjiny matematiky, sva-
zek 11. Praha, Prometheus, 1998.

Turek 1.: Kapitoly z didaktiky vysokej skoly. Kosice, TU, 1998.
Turek 1.: Zvysovanie efektivnosti vyucovania. Bratislava, MC, 2002.

Ucebni osnovy pro gymnazia Matematika. In: http://www.vuppraha.cz/
downloads/0015-Ucebnidokumentyprogymnazia/matematika.pdf

Ucebné osnovy gymndzia Stvorroéné Studium Matematika. In: Ucebné osnovy
gymndzia Stvorroéné Studium (povinné ucebné predmety). Bratislava, MS SR,
1997.

Volkert K.: Geschichte der Analysis. Ziirich, Bibliographisches Institut & F.A.
Brockhaus AG, 1988.

Vrébelova M., Markechova D.: Pravdepodobnost a statistika. Nitra, FPV UKF,
2001.

Weigand H. G.: Zur Didaktik des Folgenbegriffs. Mannheim, Bibliographisches
Institut & F.A. Brockhaus AG, 1993.

Wellenreuther M.: Hypothesenpriifung, Theorieenntwicklung und Erkenntnis-
fortschritt in der Mathematikdidaktik Ein Pldyoder fiir Methodenpluralismus.
In: Journal fir Mathematik-Didaktik 1997, Heft 2/3, s. 186 - 216.

Wigand K.: Grenzprozesse in der Unterstufe. In: Der Mathematikunterricht,
1959, Heft 1, s. 7 - 16.

Wimmer G.: Statistické metddy v pedagogike. Hradec Kréalové, Gaudeamus,
1993.

Znam S. a kol.: Pohlady do dejin matematiky. Bratislava, Alfa, 1986.

Zvéra K., Stépan J.: Pravdépodobnost a matematickd statistika. Praha, Mat-
fyzpress, 1997.

Zukova L. T.: Analiza matematyczna i algebra . In: Liczby, Funkcje, Granice.
Krakov, WSP 1972. Polsky preklad ¢asti knihy Matematiceskij analiz i algebra.
Moskva, Prosvescenie, 1967.



Dodatky



Dodatok A

Limitné procesy v historii
matematiky

Podla Fuliera/Sedivého v [31] dejiny matematiky
e zvySuju motivaciu ziakov a Studentov pocas vyucovacieho procesu,

e poskytuji impulzy pre samostatni pracu a stidium ucitela matematiky, ziakov
a Studentov,

e humanizujui vyucovanie matematiky a eliminuji negativny obraz ziakov o ma-
tematike,

e napomahaju lepsiemu pochopeniu matematickych pojmov, porovnanim histo-
rickych a sicasnych algoritmov rieSenia matematickych problémov pomahaju
zdovodnit sicasné postupy a techniky,

e identifikovanim prekazok v historickom vyvoji matematickej discipliny (naprik-
lad matematickej analyzy) umoziiuji zdovodnit na zaklade paralely fylogenézy
a ontogenézy matematického myslenia obtiaznost niektorych casti matematiky.

V oblasti limitnych procesov si pomerne narocné pre ziakov a Studentov pojmy
suvisiace napriklad s potencionalnym a aktualnym nekonecnom, konvergencia neko-
neéného ¢&fselného radu, limita funkcie a dalsie. Cielom historického prehladu, ktory
je uvedeny v nasledujticich kapitolach, nie je podat iplne podrobné a vyéerpavajice
,dejiny limitnych procesov”. Chceme poskytntt uéitelovi matematiky impulzy, ktoré
prispeju k motivacii ziakov a k prekonaniu prekazok pri pochopeni pojmov stuvisiacich
s limitnymi procesmi. V histérii matematiky moze ucitel matematiky najst vela pod-
netnych postupov a prikladov, ktoré st pouZitelné aj vo vyucovani.

Domnievame, Ze matematika by sa nemala vyucovat ako ¢isto abstraktny pred-
met, ale ako stucast Tudskej kultury a Ziaci by sa mali dozvediet, v akom kultirnom
kontexte vznikali v minulosti poznatky, ktoré ziskavaju pocas vyucovacieho procesu.
To je vidiet aj z niektorych cielov, ktoré si uvedené v ucebnych osnovdch mate-
matiky §tvorroéného stidia gymnazia (pozri [100]): ,Ziak by mal pochopit zmysel a
hodnotu matematiky v histérii i v sti¢asnosti, oboznamit sa s hlavnymi historickymi a
kultdrnymi etapami vyvoja matematiky, spoznat moznost jej aplikdcie v prirodnych
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a humanitnych vedach, pochopit matematiku ako dynamicky systém s mnozstvom
otvorenych problémov.”

A.1 Staroveké Grécko

Prvé naznaky limitnych procesov mozno pozorovat v matematike starovekého Grécka.
Najcastejsie je vidiet tieto procesy v pociatoénej faze v geometrickych tilohach. Podla
Kvasza v [61] prvy ,dotyk s potrebou limitnych procesov” je vidiet v objave nesime-
ratelnosti dvoch tseciek, ktory stivisi s objavom iraciondlneho ¢isla. Ako prvy na to
prisiel jeden z pytagorejcov Hippasos z Metapontu (5. stor. pr. Kr.). Pytagorejci
odmietali existenciu iracionalnych cisel, a preto tento poznatok udrziavali dlho v
tajnosti. Vdaka tomu existuji dnes iba dohady, akym sposobom a kedy to zistili.
Kym Kvasz v [61] ho datuje do roku okolo 500 pr. Kr., tak Volkert v [101] do roku
okolo 450 pr. Kr.

Obr. 44

N

B, C,

A B

Volkert uvddza v [101] zaujimavy geometricky dokaz nesimeratelnosti uhlopriecky a
strany Stvorca, ktory vychadza z gréckych skusenosti konstrukénych tloh pomocou
ykruzidla a pravitka”. Skimajme Stvorec ABC'D (pozri obr. 44).

Kedze |AB| < |BD] existuje bod C; € BD, pricom AB = BC). Zostroj-
me kolmicu v bode Cj, ktord pretina stranu AD v bode B;. |{ADB| = 45°, a
preto |LC1B1D| = 45°. Trojuholnik DB;C; je rovnoramenny a pravouhly, takze
B,Cy = C1D. Teraz doplime trojuholnik DB;C na stvorec AyB,CiD. Strana
tohto &tvorca md dizku |[BD| — |AC|. Kedze |A1By| < |ByD|, mozeme zopakovat
konstrukciu, ktord sme pouzili vo §tvorci ABCD a ziskat §tvorecAsBoCoD. Takto
mozeme postupovat donekonecna, pricom diiky stran prislusnych stvorcov , konver-
guji” k nule. Predpokladajme teda, Ze tsecky AB, CD st stmeratelné. Potom
existuje tsecka dizky z, pre ktord platf: |AB| = px a |BD| = gz, pricom p,q € N.
Kedze |DCy| = |BD| — |AC| = (q — p)z, tak aj DC} je stimeratelné s AB. Zrejme
|AB;| = |B1C}|, lebo AByAB = AB,C,B. To vsak znamena, ze |AB;| = (¢ — p)x
a |B1D| = |AD| — |ABy| = px — (¢ — p)v = (2p — q)x. Podobne mézeme ukdzat,
ze |CoD| = (3p — 2q)z, a teda je ndsobkom dlzky x. V kazdom stvorci A;B; OD
pre kazdé ¢ € N je dizka jeho strany nasobok dlzky x, ¢o nie je mozné, lebo musi
existovat §tvorec A ByCirD so stranou kratsou ako z.
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Antifén z Atén (5. stor. pr. Kr.) sa snazil vypocitat obsah kruhu pomocou
postupného vpisovania mnohouholnikov. Zacal stvorcom, potom pokracoval osem-
uholnikom, potom Sestndstuholnikom atd'.

Problém limitnych procesov naznacil vo svojich apériach aj Zenon z Eley (490 -
430 pr. Kr.). Ako priklad uvedme aspoi dve, ktoré uvadza aj Znam a kol. v [107] :

1. Dichotémia

Teleso m4 prejst drdhu z bodu A do bodu B. Najprv musi prejst polovicu drahy,
potom polovicu zo zvysnej polovice, potom polovicu z useku, ktory sa eSte zvysil,
atd. Takto mozno uvazovat donekoneéna, a preto sa do bodu B nikdy nedostane.

2. Achilles a korytnacka

Achilles a korytnacka utekaji spolu na stadiéne. Achilles jej dd naskok napriklad
100 metrov. Nech Achilles mé 100 krat viicsiu rychlost ako korytnacka. Ked Achilles
prebehne spominanych 100 metrov, korytnacka sa posunie o 1 meter. Ak Achilles
prebehne tento meter, tak sa korytnacka posunie o 1 cm. Ak aj tento cm prejde,
korytnacka sa posunie o 0,1 mm a takto by sme mohli pokracovat do nekonecna.
Preto Achilles korytnacku nikdy nedobehne.

V oboch apéridch vidno, Ze Zenén si nevedel predstavit, Zeby sicet nekoneéného
poctu dizok tseéiek mohol mat kone¢ny sucet. Nastolil problém chapania nekonecna,
ktorym sa matematici zaoberali celé starocia a aj v pedagogickej praxi v suvislosti
s nim narazame aj dnes na podobné problémy. Prvi apériu poznaju ziaci skor pod
verziou ,,delenie cokolady”. Rozdelime tablicku ¢okoldady na polovicu a zvysnu polo-
vicu znova na polovicu atd. Dokedy mozeme takto delit ¢okolddu? Neminie sa ndm,
tak, Ze uz nebudeme mat, ¢o rozdelit? Apdérie mozu motivovat Ziakov vo vyucovacom
procese a v pripade, Ze sa nimi vyuéujuci so ziakmi zaoberd skor, mozu mat aj pro-
pedeuticka funkciu.

Za limitny proces mozno povazovat aj Eudoxovu exhaustaéni metédu, ktori vy-
pracoval Fudozos z Knidu (408 - 355 pr. Kr.), ktory vyuzil Antifénove poznatky.
Jej hlavnou myslienkou je, ze obsahy rovinnych dtvarov ohrani¢ené krivkami mozno
vypo&itat pomocou postupného Vypfﬁania tychto utvarov mnohouholnikmi. Tito
metodu vyuzili najmé Euklides (330 - 270 pr. Kr.) a Archimedes (287 - 212 pr. Kr.).

Obr. 45 Archimedes (287 - 212 pr. Kr.)

Velmi zndma je Archimedova kvadratira paraboly. Archimedes vyuziva v nej
nasledovni vlastnost paraboly (pozri aj obr. 46):

|BD|  |ADP?

BE| ~ |ZFP’ pricom D je stredom tsecky AC. (A.1)
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Pokiisme sa tento vztah dokdzat pomocou analytickej geometrie. Bez ujmy na vse-
obecnosti moézeme umiestnit kazdd parabolu do stradnicového systému tak, aby pre
jej vietky body X|z,y| platilo y = kx?, kde k € R™.

Obr.46

Zvolme body A, C paraboly tak, ze A[—a, ka?], C[c, kc?], kde a, c € R. Potom priamka
AC je secnicou paraboly. Stradnice ostatnych bodov st nasledovné:

_ 2 2 _ 02
D{C (z?ka ;—C}, B{CQCL,k(C 4@)]’ Z[z,k;zz],priéoma<z<c.

Priamky AC, ZF st navzajom rovnobezné a hodnota ich smernice je

& — a?

plati: k = k(c—a). Rovnica priamky ZF je y = k(c—a).x + kz* — kz(c—a).

c+a

c—a k(c—a)2

Pomocou nej uréime siradnice bodu F [ + k2? — kz(c — a)] . Plati

’ 2
BD| = ka2+c2_k(c—a)2 _ k202+2a2 — 4 2ac—a* L (a+c>2
B 2 4 4 - 2
_q)2 )2 )2
|BF| = k%%—kf—kz(c—a)—k(c 4a) = k(c 4a) +kz?—kz(c—a) =
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_(c—a)?

—z(c—a)+22+k2@—kgz(c—a).(c—a)2+k222(c—a)2 =

=22 (1+ K (c—a)®)—z(c—a) (1 + k*(c — a)*) + (c—f—Ta) (1+k*(c—a)’) =

(C;a>2+22—z.(c—a)

= (1+k*(c—a)?).

Teraz dosadme

BD| ’“(;) _ <;>
|BF k ((0_4@)2 + 2 —z(c—a)> ((C_Ta)z + 2 —Z(C—a)>
ZFF E

(14 k2(c — a)?).

(C;“>2+z2 —z.(c—a)]
()

((0_4‘1)2 . z(c—a)) 157

Dalej postupoval Archimedes podla Eudoxovej exhaustaénej metédy. Zo vzfahu A.1
dostaneme, ze |BD| = 4.|BF|.

1 3
Potom Z|BD\ = |BF|, z toho Z|BD| = |FD| = |EZ|, a teda

13 1
BF|=-.—-|BD| = -|EZ|.
|BF| = 5.5|BD| = 5|EZ
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1 4 )
Okrem toho |BD| = (1 + §> JEZ| = §|EZ] Podobne plati |BD| = 2|EG|. Odtial

2 1
|[EG| = §|E’Z| a stucasne |GZ| = |EZ|—|EG| = §|EZ| Teda |EG| = 2|GZ].

Trojuholniky AEG a AGZ maju spoloént vysku a preto pre ich obsahy plati Saapg =

= 2S5a4az. Podobne aj Saape = 25Az6B, a tak Saapp = 2Sa42p. Aj trojuholniky
AEB a ACB maju spolo¢énu vysku a |AC| = 4.|AE]|, preto pre ich obsahy plati
SAACB = 4SAAEB = SSAAZB- Podobne plati SAACB = SSABHC- Cize

Saaze + Sarc = ZSAACB-

Tak ako sme mohli do tseku paraboly ACB s trojuholnikom AC B vpisat trojuhol-
niky AZB a BHC, tak takéto trojuholniky mozeme vpisat do tiseku paraboly AZB s
trojuholnikom AZ B a do tiseku BHC' s trojuholnikom BHC', a takto mozno postupo-
vat do nekonecna. Vdaka vieobecnej platnosti vztahu A.1 je celkovy obsah vetkych
novych vpisanych trojuholnikov stvrtinou z celkového obsahu predchadzajicej sku-
piny trojuholnikov. Obsah tseku paraboly ACB je

1 1 1
= Al+-4+=+=+...].

. 1 1 1
Archimedes takto stal pred problémom, ako urcit sicet 1+ 1 + = + B +...

Cleny tohto nekone¢ného radu chépal ako diZky useciek a postupoval nasledovne:

d . /7 . 1 .
Nech aq, as, as, as, as su ¢leny geometrického radu s kvocientom 7 t.j.

1 1 1 1 S 1 1
a9 — Zal, a3 = Zag, ay — Zag, as = Za4. DaleJ nech bQ = §CL2, b3 = gag,
1 1 1 1 1 1 1
by = §a4, bs = §a5. Potom plati by + as = gag + Zal = Eal + Zal = gal.

1 1 1
Podobne aj b3 + a3 = 341 by +as = 39 bs + as = 304

Scitanim horeuvedenych rovnosti dostaneme

1
a2+a3+a4+a5+b2+b3+b4+b5 = g(a1+a2+a3+a4)
1 1 1
as+as+ag+as+by+bs+by+-as = —ay+ = (az+ az + ay)
~————— 3 3 3
%(a2+a3+a4)
1
a2+a3+a4+a5+§a5 = gal

a1+ as +as+ays+as+-as = =ai, z coho s5+ —as = =ay.
a1 2 v3 4 5 35 31 5 35 31

S5
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Podobne by sa dalo dokdzat, ze

Sp + %an = %al. (A.2)
Clenmi tohto geometrického radu v nasom pripade si obsahy trojuholnikov vpiso-
vanych do tseku paraboly ACB a a; = Saacp. KedZe sa obsahy tychto vpisovanych
trojuholnikov zmensuji a priblizuji k nule, tak moZno predpokladat podla vztahu
A.2, 7ze obsah tseku paraboly ACB S = %SA acp. Archimedes tento vztah dokazal
tak, Ze obsah S nemoéze byt ani vicsi a ani mensi ako %S AACB-

Predpokladajme najprv, ze S > %SAACB a oznacme € = S — %SAACB. Vpisujme
do tseku paraboly trojuholniky. Obsah zvysnej casti S — s, paraboly pre isté n je
mensie ako €. Odtial dostaneme, ze S — ¢ < s,. Potom S — (S — %SAACB) < Sp, Z
¢oho %SAACB < s,. Podla vzfahu A.2 by vsak platilo s, + %an < Sp, a tak a, <0,
¢o nie je mozné, lebo a, je obsah nejakej skupiny trojuholnikov, ktory nemoze byt
zaporny.

Predpokladajme teraz, ze S < %SAACB a oznatme € = %SAACB — S. Vyuzime
znova vztah A.2. Nech a,, je prvy ¢len geometrickej postupnosti, pre ktory 0 < a,, <
< e. Potom, ale plati s,, + %am = %SAACB, a teda a,, > %am = %SAACB — 5. Ked'ze
0<a,,<se, tak %SAAC’B — S < Ay, < €= %SAACB - S.

Potom %SAACB — 8m < %SAACB — S, takze s,, > S. To ale nie je mozné, lebo
trojuholniky si do tseku paraboly vpisované. Ak tak uvdzime, Ze nemoZe platit
S > %SAACB aani S < %SAACB, musi platit’ S = %SAACB‘

Domnievame sa, Ze uvedeny priklad moéze poslizit ako ndmet zaujimavym
sposobom predstavif ziakom aj naroénd problematiku. Tymto sposobom je mozné
realizovat propedeutiku aj inych tematickych celkov. Okrem propedeutickej funkcie
m4 tento priklad aj d'alsie funkcie. Ziaci si mézu zopakovat viaceré tematické celky
s ktorymi sa uz pocas studia stretli (funkcie a ich grafy, analytickd geometria, pla-
nimetria, algebrické vyrazy). Dalsfm aspektom je to, Ze vo vyucovacom procese eite
stale nie je docenend paralela fylogenézy a ontogenézy matematického myslenia.

Cantor uvddza v [16], Ze Archimedes pri hladani obsahu a obvodu kruhu pouzival
velké mnozstvo pribliznych hodnot odmocnin. Napriklad hodnotu V3 odhadol

1351 265
=0 > V3> g

Ak hodnoty zlomkov zaokrihlime na 6 desatinnych miest, dostaneme
1,732051 > v/3 > 1,732026.

Volkert v [101] sa domnieva, Ze v tom ¢ase bol uz znamy Euklidov algoritmus a grécki
matematici sa odmocniny pokusali vyjadrit v tvare refazcovych zlomkov. Uk&zeme
si to na priklade /2. Vratfme sa k dokazu nestimeratelnosti uhlopriecky a strany
Stvorca, vSimnime si znova obrazok 44.

Oznaéme |A;B;| = a;, pricom i € N a |AB| = a9 = 1. Potom |BD| = v/2 a
zéroven |BD| = |BC,|+|C,D|, odkial v/2 = 1+4a,. Dalej |ByD| = | B1Cy|+|CyD| =
= |AD| — |ABy|, ¢o mozno zapisat ako 1 — a; = a; + as, a teda ag = 1 = 2a; + as.
Pokracujme dalej: |ByD| = |ByCs| 4+ |C3D] = |A;D| — | A1 By, o mozno zapisat ako



157

A.1 Staroveké Grécko

a1 — as = as + as, Cize a1 = 2as + az. Vo vSeobecnosti pre kazdé prirodzené c¢islo a
nulu plati: a, = 2a,11 + a,42. ZapisSme si zndme rovnice pod seba a upravme ich:

\/§=1+CL1

1—a 1 a
1 = 2a,+as, z coho 2 = 2, a tak— = 242,
a1 aq 3]

a3

ap —as a
a1 = 2as+as, potom = 2 a dostaneme — = 2+
a2 5] a2

as —a a a
2 L = 2, takze R Wiy

as = 2a3+ay, 7z coho
as as as
An = 2041+ Apy, POtom — —Ont2 2, takze n__ 2+ n+2.
an+1 An1 Gp41
Teraz postupne dosadzujme:
1 1 1 1
— =24+ 2 = 24 =24 —2+ -
ai ai 4 2+ a3 1
a9 as 2+ ay
2+ —
as
1
2+ 1
2+
2+ %
Gy
1 :
= 2+ 1 a nakoniec
24 1
2+. - T
G,
1 1
— =2+ 1 , takze a; = i
ay
2+ - 1 2+ - 1
2+ .. 94 1
24 ..

Takto sme ziskali tvar retazcového zlomku pre éislo V2
1

V2=1+a =1+ T

R
2
+2+...
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Tento retazcovy zlomok mézme chépat ako postupnost pribliznych hodnét éisla v/2.
Konkrétne:

1 1 1 12 41
1+ 1 =1+—1=1+ 5:1+2—9=Ei1,413793,
2+—1 2+g
24+ -
2
1 1 1 29 99
1+ T :1+—1:1+—12:1+%:7—0i1,414286.
2+ 2+ 24+ —
1
2+ 2—{—3 29
1 12
2+—1
2 _
+2

99 41
Dostavame odhad =0 >V2 > 29" Z pohladu gkolskej matematiky je dolezité uviest,

7e tento refazcovy zlomok mozno zapisat ako postupnost dani rekurentnym vztahom

3
a1:§7 pe1 =1+

pre Vn € N.

n

A.2 Stredoveka Eurdpa

S pracami gréckych matematikov sa zoznamila stredoveka Eurépa v 10. a 11. storoci
prostrednictvom arabskych prekladov prac Archimeda, Euklida, Aristotela. Tieto
prace boli neskor vyuzivané hlavne v Rimskej risi a v Arabskom svete, odkial sa v
priebehu 10. a 11. storocia dostali aj do stredovekej Eurépy. Richard Swineshead v
14. storod¢i podla Trojovského [95] sa zaoberal rovnomerne zrychlenym pohybom.

1 1

1
3 53 58 (v tvare

Riesil aj takuto dlohu: Pri pohybe sa v ¢asovych intervaloch
geometrickej postupnosti) sa postupne rychlost zviésuje podla nekonecénej aritmetic-
kej postupnosti 1, 2, 3,... Slovne dokazuje, Ze strednd rychlost je 2. V nasom pripade
pre strednt rychlost plat{

1 1 1
e A 1 -

2+22+...—|—2n—|—...
Sl Loy v Loy

Swineshead d’alej vychadza z poznatkov o siéte nekoneéného geometrického radu:

1+1+1+1+ =1
2 4 8 16
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1 1 1 1
ittt T
11 !
st T

Po vertikdlnom scitani tychto radov dostaneme

1

TIPS N N I L

Nové impulzy priniesol aj Nicola Oresme (1320-1382).
Obr. 48 Nicola Oresme (1320-1382)

Podla Kvasza [61] Oresme verbalne dokdzal, ze rad

1+1+1—|— +1+
sttt
je divergentny. Vyuziva pri tom myslienku, ze
1+1>1 1+1+1+1>1 1+1+ +1>1
3 472 5 6 7 8 2 9 10 16" 2777

Edwards [22] dodava, Ze to bol prvy priklad divergentného nekoneéného radu, ktorého
¢leny konverguju k nule.

Pri dokaze suc¢tu Swinesheadovho radu pouzil Oresme aj geometricki metodu
(Edwards [22] , Kluvanek [54])

SR S
styTgt ottt =2

Cleny tohto radu modeloval pomocou obsahov obdiznika (pozri obr. 49). Ak zmenime
vnutorné clenenie nekonecéného utvaru, dostaneme

1 2 3 1 1

n 1
4242 42y a4y —4 =9
st tgtotmt tgtgtat
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Obr. 49
1 11
3
1
i 8
1 1%
1
| 1
1 1| 1
3 1 2
3 7
1 12
2 |4 1o
1 11 1
7 T8
a) b)

Okrem toho Edwards [22] uvadza, ze v traktate okolo roku 1350 Oresme dokazal, ze
a a 1 a 1\" . a 1\’

Oresme postupoval tak, Ze vo vztahu A.3 postupne odéitoval najprv prvy ¢len radu,
potom druhy ¢len radu atd. Teda

a a 1 a 1\" >~ a 1\'
1 a 1\" “.a 1\° a
1—-— oo+ =11 == S = - 1—=] =a—- -
< k>+ +l<:( k;) * Zk( k) TR

> e

(-3 -
s £50-1) - +1-1)-50-3)
(-8 -
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2i(-1) (1)

=n

k k

1=0

n—1 i n
1 1
To vsak znamend, ze g 4 <1 — —) +a <1 — E) = a. Ak n pojde do nekonecna,

1\" - 1\’
tak ¢len a (1 — E) pojde k nule, a tak ; %. (1 — E) = a. Tento vztah je vieo-

o)
1 4 y 1 e . ., ,
becnejsi ako Archimedov Z i~ 3 Archimedov vztah je jeho $pecidlnym pripa-
i=0
domprea:k:§.

A.3 Obdobie renesancie

Francois Viéte (1540-1603) objavil podla Hischera [43] v roku 1579 vztah

2_\/T 1+\/T L1 1
r V2|2 2°\(2 2V2 2Va2

Obr. 50 Francois Viéte(1540-1603)

Podla Cantora [17] to bol prvy nekone¢ny stcin, ktory bol konvergentny. Viete uva-
zoval takto:

Nech AB je strana pravidelného n-uholnika vpisaného do kruznice, ktorého obsah
je Sn (pozri obr. 51). AE nech je priemer kruznice a BE nech je druhd odvesna
trojuholnika ABE. Ozna¢me |BE| = «,. Nech AC je strana pravidelného 2n-
uholnika, ktoreho obsah je Sy,. Polomer kruznice ozna¢me r. Nech |{AOC| = a.
Potom |[{COB| = a a |{OBA| = 90° — a.Ked ze uhol ABFE je pravy, tak |{OBE| =
= «. Trojuholnik EBO je rovnoramenny, preto aj |{AEB| = «. Ak D je prieseénik
useciek AB a OC, tak AADO ~ AABE (pozri obr. 51).
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. |OD| ~ ..
Preto |BE| : |AE| = |OD]| : |OA]| alebo (;— = u Dalej plati
r r

. 1 15, Su o . .
Spoac = =2 atak Spopa = =Spopa = = — = =, Vyjadrime teraz
2n 2 2n 2n
i _ SAODA _ |OD| _ |OD| _ %
S2n SAOAC |OC| r 2r '
[ S2n Qo S4n Qg ;
Podobne by sme dostali, ze — = —, — = —, ... Potom plati
S4n 2r Sgn 2r
Sn Sn SQn S4n Qi Olop Qign Oy, . Olop . Olyp, a Do zovieobecneni
Y = 5 5 &5 T T A T ZOV 1
Sgn SQn S4n Sgn 2r 2r 2r 23.’1“3 P
Sn . A o . Olyp, .« . . Qlok—1
SQk.n a Qk.’l"k

Vyuzime tento vzfah pre n=4. S, je obsah stvorca vpisaného do kruhu s uhlopriec¢kou
2r, preto S, = 2r?. TakZe plati

Sy Qug.0n6. Oty 22 g Qobt
= z ¢oho = . Vyjadrime
SQk'A 2k.7ak ’ S2k+2 2k.71k
2k rk 2p2 2r 2r 2r
Sokt2 = e . Pre k — oo dostaneme pre

04.08.001 - . . Olgkt g0y Qgrt
Sok+2 obsah kruhu.

2r 2 2 2 2
To znamens, ze by platilo 7.r% = o2l 2l A , a potom — = Qads A
Qy Og Qigk T 2r 2r Qo
) n 360° 2 90° 90° 90°
Vzhladom na to, ze On _ COS @ = COs , tak — = cos . COS . COS e
2r 2n s 2 4 8

90° 1 1 —
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1 1
=/ 3 + 5 CoS @, tak Tahko nahliadneme, 7e
\/> 1 + 1 /1
S\

Podla Hischera [43] v propedeutike limitnych procesov zohral vyznamnu tilohu
aj taliansky matematlk Luca Valerio (1552-1618), ktory zaujimavym sposobom vy-

pocital objem rotaéného paraboloidu s polomerom 7 a vyskou h = ar?.
V rovine nech je dany rovnoramenny trojuholnik so zakladiou 2r a vyskou h.

Obr. 52

W | /]
\WN\ | /]
\\ | //
\\V/

Rozdelme vysku h v trojuholniku a v paraboloide na n rovnakych ¢asti. Parabo-
loidu moZzeme priradit n opifsanych valcov s objemami py, ps, . . ., p, a trojuholniku n
opisanych obdlznikov s obsahmi dy,ds, ..., d,.

Nech P, = Z pr anech D, = Z d,. Ak Ry je polomer podstavy k-teho opisa-
= k=1

h k
ného valca, tak k— = aR;. Kedze h = ar?, potom R} = —r®. Okrem toho R, =
n n

Ak 2r; je dlhsia zo stran k-teho opisaného obdiZnika, potom r, =1 ar,=k—.
n

h k

pe TR g g d ek

Preto — = (- —]2“ = n_2 = — a tiez — = — = —. Vyuzitim ¢oho mame
Pn o h R? r n d, n
pe dg
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Nech teraz V, je objem valca opisaného paraboloidu (s polomerom podstavy r a
vyskou h) a A, je obsah obdlznika vpisaného trojuholniku (so stranami 2r, h ). Plati
V. =np, a A, = nd,. Potom

P 1L 1 ¢ Imdy 1 D,
AP DBy s DI s
k=1 k=1 k=1 k=1

z

Ak by sme isli s n do nekonecna, potom P, by sa blizZilo k objemu paraboloidu V}, a
D,, k obsahu trojuholnika A;. Preto

Ak uvézime, ze V. = mr?h, tak V, = iwr?h.

Podobnym spésobom spocital Valério aj objem polgule (ako dvojnasobok objemu
vpisaného kuzela). Z jeho prac vo svojich vypoctoch objemov ¢erpal aj Bonaventura
Cavalier: (1591-1647).

Podla Edwardsa[22], Kvasza[61] a Hischera[43] dalsim vyznamnym tspechom v

1
rozvoji limitnych procesov v 17. storoc¢i bol vypocet integralu / z¥ dz pomocou
0

limity stictu integrélnych stuctov. John Walis (1616-1703) ho predstavil v diele Arith-
metica infinitorum (1655). Najprv si vzal funkciu y = z* pre prirodzené éisla k.
Interval (0, 1) rozdelil na n rovnakych ¢asti. Potom pocital v zmysle dnesnej termi-
noldgie horny integralny sicet zodpovedajici tomuto deleniu intervalu (0, 1):

1 1\* 2\ " n k 11F 42k 3k 4 4 pk
n n n n n mn

1 n
]. 9 ’
Z toho vyplyva, ze / ¥ dr = lim ) E 4%, Odkial pre k = 1 plati
0 n—oo M + =

! 1 ¢ 1 1 1 1
/[L’d$:hm—g jzlimmn——i_):lim (—+—):—aprek:2
0 = n—o00

n—oo 12 2n2 n—oo \ 2 2n 2

1 1 — 1)(2n +1 1 1 1
/xQd:p:lim—zzleim nn+1)(2n + ):hm <—+——|——):
0 —1

n—oo M, n—00 6n3 n—oo

Walis zoveobecnil uvedeny vztah pre vetky prirodzené ¢isla k vztahom

! 1
/ ot dr = ——. (A.4)
0

E+1

1 1
Potom pouzil inverznu funkciu y = 2% a dostal / z* do+ / ok dy = 1,
0 0
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A t 1 1 by 1
odtial / Tk d:z:zl—/ T dmzl—k T = l,éiie / Tk dm:—l.
0 0 + 1+ = 0 1+ =

k k

Neskor Pierre Fermat (1601-1665) a Evangelista Toriccelli (1601-1648) dokézali vztah
A4 ajprek e @Qt.

Podla Hofmanna [45] Gotfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) zaujimavo pocital
nekonecné sucty prevratenych hodnot figuralnych cisel. Ako priklad si ukazeme sucet
nekonecného radu prevratenych hodnot trojuholnikovych ¢isel:

1 1 1 1
44— A.
s=1t3tstt (A.5)

1
Vynasobenim tejto rovnosti ¢islom 3 dostaneme

e T
—S = = - — - —_—
277276 12 ' 20 n.(n+1)

Cleny tohto radu st diferenciami susednych ¢lenov harmonického radu

RS U R DR SIS I S B SR SR
—4+-+-+...+—+...,lebol—c == = ——- == ... = — =
27371 n 2722 3 6 n ntl
1 1 1 1 1
=———— . .. Potomoznacil A=1+=+=-+-+...+—+..., odkial
n.(n+1) 2 3 4 n
1 1 1 1
A—1l=—-4+-4+-+4+-+..., ted
p T3ttt
1 1 1 1

1
Dostaneme A — 1 + 35 = A, teda s = 2. Dnes by sme nemohli s takymto vypoctom

stihlasit, lebo nekonecny harmonicky rad nem4 stcet, a teda ¢islo A neexistuje. Je
zaujimavé, ze napriek tomuto nedostatku ziskany vysledok je spravny. Ak totiz
pouzijeme len koneény pocet ¢lenov harmonického radu, moZeme postupovat na-
sledovne:

1 1 1 1
Ap=lagdgtgto +-

2 3 4
JRRTRI S U S S S S
n+1 2 3 4 5 n n+1
11 1 1 1 1
§Sn_§+6+ﬁ+2_0+”'+(n—l).n+n.(n+1)
1 1 1 1 1 1 1 2
A"_1+n+1+§S":1+§+§+Z_l+"'+m+ﬁaS"IQ_n+1'
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Ak n — oo, tak s, — 2. Tento vypocet ukazuje, ze Leibniz mal skor na mysli tento
postup. Chybala mu vsak skiisenost s tymito algebrickymi formulami. Podobné si-
tudcie nastavaju aj v sicasnosti v stuvislosti s vznikom hypotéz a paradoxov, ba i pri
rieSeni tuloh olympiad ¢i uloh z aplikacne praxe.

Isaac Newton (1642 - 1727) vo svojej znamej knihe Philosophiae naturalis prin-
cipia mathematica podla Hischer/Scheid [43] a Kvasza [61] v roku 1687 prvy krat
pokusa vysvetlit pojem limity: ,Poslednym pomerom dvoch miznicich veliéin tre-
ba rozumiet pomer tijchto veli¢in nie predtym, ako zmizni, ani potom, ale s ktorym
mizni... Tieto posledné pomery s ktorymi velic¢iny mizni, nie su pomery poslednijch
hodnot velicin, ale limity ku ktorym pomery wvelicin, neobmedzene klesajicich, vZdy
konverguji, a ku ktorym sa priblizia bliZsie neZ kazdy dany rozdiel, ale za ktory nikdy
neprejdi ani ho v skutoénosti nedosiahnu, kym klesaji in infinitum”. Tu vidiet, Ze
pojem limity sa tu spomina v stuvislosti s dneSnym pojmom derivacie funkcie.

Ciselnymi radmi podla Trojovského [96] sa zaoberali aj Bernoulliovei. Jacob I.
Bernoulli (1654 - 1705) v rokoch 1689 az 1704 vydal 5 prac pod ndzvom Aritmetic-
ké vety o nekonecnijch radoch a ich konecnijch sictoch. Spomina zaujimavy dokaz
divergencie harmonického radu.

Pouzil sticet n®—nélenov, ktoré nasleduji za ¢lenom — :

n
ORI S T I
n+l n+2 ~  n? n?2 n2 0 n?

n27:krét
1 N 1 N +1 - n®>—n
n+1 n+2 = n? n?
L + L + +1 > 1 1
n+1 n+2 —  n? n

1 1 1 1

=+ + b= > 1

n n+1 n+2 n?

Jacob Bernoulli interpretuje tento vysledok takto: ,MézZeme zoskupit cleny radu do
skupin tak, Ze kazdd skupina md sucet vicsi ako 1. PretoZe takto vytvorenych skupin
je nekoneéne mnoho, je aj sucet vidy vicsi ako kazdé cislo, a teda je nekonecny.” Di-
vergenciu harmonického radu prakticky dokazal pouzitim dnesnej Cauchy-Bolzanove;j
podmienky konvergencie ¢iselného radu.

Dalej Trojovsky v [95] uvéddza, ze Jacob Bernoulli ako prvy pouzil pre dokaz

divergencie radu
1 1

1
— ...
V2 V3 Vn

majorantné kritérium, pretoze argumentuje tym, ze kazdy clen tohto radu je vacsi
ako prislusny ¢len harmonického radu, a preto musi mat nekonecény stcet.

V roku 1703 mnich Guido Grandi v diele Kvadratira kruhu a hyperboly na zaklade

, 1 1 1 -1 1 .

dosadenia ¢ = 1 do vztahu 1——+—2———|—...+( ) +...= tvrdil, ze

a ¢ ¢ q" 144
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1—1+1—1+...+(—1)"+...:§.

Tento rad vyvolal polemiku medzi viacerymi vyznamnymi vtedajsimi matematikmi.
Je zaujimavé, ze na Grandiho stranu sa pridal aj Leibniz, ktory v roku 1712 v Acta
Eruditorum argumentuje takto: ,,V postupnosti ¢iasto¢nych stuctov radu parny clen je
0, neparny 1 a takto to ide az do nekonecna, teda sic¢tom radu je priemerna hodnota

0+1) 1
2 2

" Leibnizovo riesenie prijali dokonca aj taki vyznamni matematici ako boli Johann,
Jacob a Daniel Bernoulliovci, Joseph Luis Lagrange (1736-1813), Leonhard Euler
(1707-1783). Proti Leibnizovi sa postavili najmé Pierre de Varignon (1654 - 1722)
a Mikulds I. Bernoulli (1687 - 1759). Tento spor inicioval v matematike hladanie
presnejsieho definovania pojmov konvergentny a divergentny nekonec¢ny rad, ako aj
bol jednym z podnetov, ktoré viedli k vybudovaniu ,,beténového ¢ — ¢ zakladu” li-
mitnych procesov. V tejto kapitole sme sa okrajovo dotkli aj problému prediienia
identity. Tento princip by sa metodicky mohol vyuzit aj pri inych prilezitostiach,
napriklad pri definicii niektorych elementarnych funkcii v iracionalnych ¢islach.

A.4 Od Eulera k ,,betonovému zakladu ¢ — ¢”

Leonhard Euler publikoval viaceré svoje myslienky o limitnych procesoch v znamej
knihe Introductio in Analysin infinitorum.

Obr. 53 Leonhard Euler (1707-1783)

V 4. kapitole vyjadruje raciondlne lomené funkcie pomocou nekonec¢nych radov.

Funkciu y = Cfdmvyjadruje takto: Nech Cfdx =ay+ a1z + ax® + ... +a " + ...,

pricom a;,7 € Ny su nezname realne koeficienty. Potom

k= (c+dz). (ap+arx +ax? + ... +a,z" +...)

k = cag + (cay + dag) x + (cag + day) 2® + ... + (can + dan,_1) 2™ + . ..

Porovnanim koeficientov na pravej a lavej strane rovnice postupne dostaneme k = cay.
k

) k ~ . k; .
Odtial ag = —. Dalej 0 = ca; + dag, z coho 0 = ca; + d— a nakoniec a; = —d—z.
c c c
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3 k _ ko d\*
0 = cas 4 daq, z coho 0 = cas + d —d—2 a nakoniec ag = — | —— | .
c

C C

2 3
0 = caz + das, a preto 0 = cag + dE (El) , Z toho a3 = E (_ﬁl) .
c\c

C C

k d\" ,
Vo vseobecnosti plati a, = — (——) pre n € Ny. Takto Euler dostal vztah
c c

k .k d\"
=i
¢+ dx c c
n=0

V kapitole 6 o logaritmoch a hodnotach exponencidlnych funkcii vyuziva limitny
proces na urcenie pomerne presnej hodnoty ¢isla logb. Vyuziva pritom rekurentne
definovani postupnost a; = 1, ay = 10, a1 = \/An_1G,. T4to postupnost konverguje
k ¢islu 5. Ak si vezmeme logaritmy ¢lenov tejto postupnosti dostaneme vztahy:

1
logay = 0,log az = 1,10g a1 = 5 (log an-1 +log a)

Takto ziskal ¢islo log5 = 0,6989700. V 7. kapitole definuje ¢islo e, ktoré bolo nazvané
jeho menom. Pri jeho definicii vychadza z faktu, ze pre kazdé realne cislo rozne od
nuly plati a® = 1. Ak ¢islo a je vicsie ako 1, potom pre u > 0, plati a* = 1 + v, kde
v je kladné redlne ¢islo. Nech teraz v = ku, kde k je konstanta zavisla od a. Potom
a" =1+ ku. Potom plati pre ¢islo N

aN“—(1+ku)N—1+<]Y)ku+<]§)k2u2+<g)k3u3+

N NN-1),,, NN-1).(N-2,,
o=14 =k ——k k
i TNt e 123 v
Nech teraz u je nekonecne malé ¢islo a nech N = E, t.j. u= %, kde x
u

je redlne ¢fslo. Potom N musi byt nekoneéne velké éislo, pricom plati

N x N(N-1) ,72\2 N(N—-1).(N-2 x\3
) ()
1 N * 1.2 N * 1.2.3 +

N
B IL.(IN—-1) 5, 5 L(N—=1)(N-2
+...=14+kx+ [oN kx* + [ON 3N

Tu Euler pripomina, Ze N je nekonecne velké ¢islo, ale k je redlna konstanta, ktord
zévisi od a. Potom argumentuje tym, Ze ak N je nekonecne velké ¢islo, potom musi
platit

N—-1 N-2 N-3 ] th—l 1 N-2 1
= = =...=1, ateda =Sy an T o
N N N ’ 2N 2 3N 3’
Tvrdi, Ze so zvicsujiicim sa N sa hodnoty zlomkov v poslednych rovniciach na lavej
strane priblizuji k hodnotam zlomkov na pravej strane. Takto dostaneme, ze

CLN

2ls

a3+ ...

kx  k22?  K3a? Sy
o4 P = .
L AR X 2 ;!

(A.6)

Jj=0
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Tu Euler poznamendva, ze ak z = 1, dostdvame vztah medzi ¢islami a a k:

ko k2 E? .y
— 14y =¥
=ity ettt ;j!

A teraz Euler definuje svoje ¢islo e ako hodnotu ¢isla a, pre ktoru plati k£ = 1:

11 1 — 1
e:1+1+f+f+...zzﬁ.
7=0
Euler ho na tomto mieste aj vycisluje s presnostou na 23 miest:

e = 2,71828182845904523536028 . . .

Ak by sme sa vratili teraz k vztahu A.6, tak pre k¥ = 1 mdme aj mocninovy rad
exponencialnej funkcie

2 3 i

r  x x el
ro142 L=
T R T ;j!

V 18. kapitole sa zaoberd retazcovymi zlomkami. Nadvizuje tu istym sposobom aj
na matematiku v starovekom Grécku. Ak pre kladné redlne ¢islo x plati

1
1 ,takx:2+x.

1
1

2+...

xr =
2+

2+
2+

Dostali sme kvadratickd rovnicu 22 + 2z = 1 a x = v/2 — 1. Tento priklad dalej
zovseobecnuje. Ak by napriklad

1 1
T = 1 , tak by x = ——, kde a je kladna redlna konstanta a
a+x
a—+ 1
at —71
a+
a—+...
21 4
x2+ax:1,zéohom:¥.

V tom ¢ase boli tieto refazcové zlomky vhodnym ndstrojom, ako vypoéitat priblizné
hodnoty odmocnin. Okrem toho hladal sposob ako previest nekoneéné rady do tva-
ru refazcovych zlomkov. Mozeme si uviest ako priklad nekoneény rad zlomkov so
striedavymi znamienkami.

11+1 1+1
A B C D FE

Nech =z = — ... anech refazcovy zlomok tohto ¢&fsla mé tvar
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1
N a
a
pr—0
c+ 7
d+...
. . o .1 B—A BC—-AC+ AB . .
Ciastocné sucty nekonecného radu SUZ’ 1B 1BC ,... a jednotlivé
1 b bc+ (3

.... Ak ich ddme do

aproximdcie refazcového zlomku si —, , ,
a ab+ a’ abc+ af + ac

rovnosti, dostaneme systém rovnic, ktorého rieSenie si ukazeme na prvych troch
¢lenoch ciastoénych suctov:

= A
b = B—A
AB = ab+«a

BC - AC+ AB = bc+p
ABC = abc+ aff + ac

Prvé dve rovnice st priamo rieSenia. Ak do tretej rovnice dosadime za b dostaneme
A(B — A) + a = AB, potom a = A2 Piatu rovnicu moézeme upravit: ABC =
a(be + B) + ac. Ked do nej dosadime zo stvrtej rovnice dostaneme ABC = a(BC —
AC+ AB)+ac, z coho ABC = A*(BC— AC+ AB)+ac, atak c = C'— B. Teraz ak v
stvrtej rovnici dosadime za b aj ¢ dostaneme: BC' — AC+ AB = (B—A)(C — B)+ 03,
teda 3 = B2. Euler tieto vzfahy zovseobecnil takto:

1 1+1 1+1 B 1
A B C D T

E A2

BQ
CQ
D—-C+...

Uviedol aj nasledovny zaujimavy priklad, v ktorom pouzil v tom ¢ase znamy Leibni-

zov rad:
1 1

1

- - o o. . 1

[ 1+
2+

T 1+1
4 3 5

9
25
2t 2+...

V tomto case pouzivali matematici pomerne casto pri rieSeni problémov limitnych
procesov pojem ,nekoneéne mald velicina”. Pouzivanie tohto pojmu kritizoval George
Berkeley (1685-1753). Okrem toho v tom ¢ase boli nevyjasnené aj také pojmy ako
konvergencia a divergencia radu, ¢ spojitost funkcie. Tieto namietky a nejasnosti
podnietili matematikov k hladaniu presnejsieho vymedzenia tychto pojmov.

Jean d’Alembert (1717-1783) podla Volkerta [101] a Hischer/Scheid [43] definuje
v roku 1760 v knihe Encyclopédie pojem limity takto:
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SHovorime, Ze nejakda hodnota je limitou ingych hodnot, ak sa k tymto hodnotdm
priblizuje viac ako akékolvek predpokladané ohranicenie. Pritom tieto hodnoty nemézu
limitu prekrocit, pricom rozdiel medzi takymito hodnotami a ich limitou je absolitne
nepodstatny... Presne vzaté, limita sa ani neprekryva, ani sa nerovnd k nej bliziacim
sa hodnotdm; ale tieto hodnoty sa k limite priblizuji viac a viac a lisia sa od nej
lubovolne mdlo.”

Z nasho hladiska tato definicia nie je uspokojivd, ale je mozné v nej vycitit
zakladné myslienky exaktného pojmu limity. Z kontextu vyplyva, ze d”Alembert
mal na mysli hlavne konvergenciu monoténnych postupnosti.

Schwabik [82], Fulier [30] uvddza zaujimavi definiciu spojitej funkcie od Bernarda
Bolzana(1781-1848) z knihy Rein analytischer Beweis des Lehrsatzes dass zwischen
je zwer Werthen, die ein entgegengesetzes Resultit gewdhren, wenigstens eine reele
Wurzel der Gleichung liegez roku 1817:

To, Ze funkcia f(x) sa pre vSetky hodnoty x, ktoré leZia vo vnitri alebo zvonka
uréityich medzi, meni podla zdkona spojitosti rozumieme len to, Ze ked x je takd
hodnota, tak rozdiel f(x + a) — f(x) je mozné urobit mensim neZ je kaZdd dand
velic¢ina, ked a mozno brat tak malé, ako len chceme.

Obr. 54 Augustin Louis Cauchy (1789-1857)

Augustin Louis Cauchy (1789-1857)podla Kvasza [61], Hischer/Scheid [43] presne
vymedzil pojem limity v Cours d’analyse v roku 1821:

Ked’ sa hodnoty pripisané premennej velicine postupne blizia k urcitej pevnej hod-
note tak, Ze nakoniec sa od nej lisia o lubovolne mali hodnotu, potom hovorime, Ze
tato pevnd hodnota je limitou postupnosti hodnot premennej veliciny. Tak naprik-
lad iraciondlne cislo je limitou roznych zlomkov, ktoré ddvaju jeho lepSie a lepSie
priblizenie.

Nekonecny ¢iselny rad definuje podla Volkerta [101] ako konvergentny, ak po-
stupnost jeho ¢iastoénych stictov mé vlastnd limitu. Ak ju nemd, definuje rad ako
divergentny. Vyslovuje aj zndmu nutnu aj postacujucu podmienku konvergencie
radu. Upozoriuje na to, ze aby &iselny rad mohol byt konvergentny, tak nestaci,
aby sa cleny radu a, neohranicene zmensovali s rastucim n, ale aj rozlicné sumy
Qp+Qpi1, Gp+Gni1+anis, . .. nadobidali koneéné numerické hodnoty, ktoré si mensie
ako kazdé ohranicenie. Naopak, konvergencia radu je zaistend, ak vsetky tieto pod-
mienky su splnené. Dnes je tato podmineka znama ako Cauchy-Bolzanova podmienka
konvergencie.
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Okrem toho zaviedol pomocou limity aj derivaciu funkcie:

JKed funkcia y = f(x) ostdva spojitd medzi dvomi hranicami premennej x, a
ked tejto premennej priradime hodnotu medzi tymito hranicami, tak nekonecne malij
prirastok pridany k premennej sposobi nekonecne maly prirastok samotnej funkcie . ..
Dva é&leny podielu prirastkov budi nekonecne malé veliciny. Avsak aj ked tieto dve
velic¢iny sa neohranicene blizia k limite rovnej nule, ich podiel moze konvergovat k
wnej limite, ¢i uz kladnej alebo zdpornej. Tdto limita, ak existuje, mad urcitid hodnotu
pre kazZdi $pecidlnu hodnotu x, ale meni sa s x. Twvar tejto novej funkcie, ktord je
limitou podielu bude zdvisiet od tvaru pévodnej funkcie y = f(x). Aby sme naznacili
tito zdvislost, nazveme novi funkciu derivovanou funkciou a oznacujeme ako 1y’ alebo
ako f'(x).”

Dnes zndmu ¢ — § techniku” pouzil Cauchy podla Volkerta [101] a Poppa [72]
prvykrat vo svojej knihe Resumé v roku 1823 pri dokaze vety o strednej hodnote
funkcie. Pouzil nasledovnt definiciu:

Definicia 19. Redlne cislo L sa nazyva limitou funkcie f v hromadnom bode a jej
definicného oboru D, ak Ve € Rt 30 € R" Vx € D plati 0 < |z —a] < 0 =
|f(z) — L| <e.

7 tychto definicii a postupov vidno, ze sposob vyucovania limitnych procesov na
nasich gymnaziach vychadza z Cauchyho koncepcie matematickej analyzy. V Nemec-
ku pri pojme limita funkcie je velmi obltibend aj Heineho definicia, ktord vyuziva
konvergentné ¢iselné rady.

Definicia 20. Redlne cislo L sa nazyva limitou funkcie f v hromadnom bode a jej
definiéného oboru D, ak pre kaZdi postupnost (1,)°%,, %, # a, ktord konverguje k

Cislu a plati, Ze postupnost (f(x,)),—, konverguje k ¢islu L.

Vypracoval ju Eduard Heine (1821-1881), publikoval ju v roku 1872 v ¢lénku Die
Elemente der Funktionenlehre.



Dodatok B

Ucebny text

B.1 Limita postupnosti a sticet nekonecného radu

B.1.1 ,,Vystipi korytnacka”

Vsimnime si kalkulacku na nasledovnom probléme:

Priklad 1. Vydelil som 1 : 3 = 0,3333333 na kalkulacke. Potom som vynésobil a
dostal som 0,3333333x3=0,9999999 Je 0,9999999=1? Ked z=1:3, je potom 3x=17
Co vieme povedat o ¢isle 2?7 Je 0,99999.....=1?7 Preco? Existuji aj kalkulacky ktoré
vypocitaju 0,3333333 x 3 = 1. Su tieto kalkulacky lepsie?

Riesenie. Existuju dva typy kalkulaciek, jeden typ pocita tak, ze vypocita hodnotu
¢isla a ak je jeho desatinny rozvoj dlhsi ako pocet miest na displeji, tak prekracujicu
cast jednoducho ,odreze”. Druhy typ (najmé vedecké kalkulacky) pocita niekolko
miest aj ,za displejom” kalkulacky, pricom podla nich zaokrtihluje. Prvy typ kalku-
laciek ukazuje v spominanom priklade 0,9999999 a druhy typ 1. Urcite si pamétame,
7e 5342 = 5. 1000 + 3. 100 + 4. 10 + 2. Rozlozme aj ¢&islo 0,99999.... = 0,9 v
desiatkovej sustave.

_ 1 1 1 >/ 1\°
0.9=90.14+90014+90001+.. =9 (—4+— 4+ —+... =0 —
’ o 14 9.0,0049.0, 000+ (10+100+1000+ > ;<10)

Su ¢&fsla 0,9 a 1 rovnaké alebo rozne? K riegeniu tejto tilohy ndm pomdze nasledujici
priklad.

Znédmy grécky filozof Zendn (496 - 429 pr. Kr.) riesil takyto problém:
Priklad 2. Achilles, hrdina tréjskej vojny, ktory mal povest rychleho bezca a ko-
rytnacka bezali spolu preteky. Achilles dal korytnacke velkodusne ndskok jedného
kola. Achilles bezal 10 krat vicsou rychlostou. Zenén uvazoval dalej takto: Ked
Achilles prebehol jedno kolo, korytnacka presla desatinu kola, ked Achilles prebehol
t1i desatinu, korytnacka sa posunula o stotinu kola d'alej atd. Na zaklade toho Zenén
usudil, ze Achilles korytnacku nikdy nedobehne. Mal pravdu?
Riesenie. Predpokladajme, Ze sa Achilles a korytnacka pohybovali stdlou rychlostou
rovnakym smerom. Achilles dal korytnacke ndskok 100 metrov a kedZe korytnacka
je 10 krat pomalsia, tak vy = 0, 1v,.
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Ak Achilles presiel 100 metrov, tak korytnacka presla desatinu tejto vzdialenosti,
¢ize 10 metrov, ak Achilles presiel dalsich 10 metrov, tak krytnacka presla 1 meter
atd.

Ak chce Achilles dobehnit korytnacku, musi prejst vzdialenost:

11 — /1Y)
5=100+10+1+ - + 100+..._111+;(10) .
T4to vzdialenost je vlastne sic¢tom vsetkych ¢lenov nekoneénej geometrickej postup-
nosti, ktorej prvy clen je 100 a kvocient %0' Zenon si nevedel predstavit, zeby takyto
sti¢et mohol byt koneéné éfslo.

7 poznania rieseni tiloh o pohybe vieme lahko néjst rieSenie aj tohto prikadu. Je
to podobny priklad ako priklad o bicyklistovi, ktory m4 dobehntit chodca, ktorému
dal nejaky naskok a my sa pytame, kde ho dobehne. Ak by sme to aplikovali na néas
priklad, kde rychlost Achilla je v,, rychlost korytnacky 0, 1v, a t je ¢as, za ktory sa
stretnu, tak plati: v,.t = 100 + 0, 1v,.t. Dréha, ktoru prejde Achilles, je s = v,.t a

teda: s = 100 + 0,1s. Odtial's = 11_0001 = %-

Vrédfme sa teraz k problému, ¢i 0,9 = 1 alebo 0,9 # 1. Prave sme vypocitali, Ze

1000 < /1Y) < /1\" 1000 1
T =111+ ZZ:; (E) . Takto dostaneme ; (1—0> = T — 111 = 5

_ < /1Y 1
Z ¢oho 0,9=19.) (-) =9~ =1.
— \ 10 9

Vypocitali sme, ze sucet ¢lenov nekonecnej geometrickej postupnosti s prvym ¢lenom
100 a kvocientom % je %.
Ak by sme delili ¢okoladu tak, ze prvému cloveku dame polovicu, druhému

Stvrtinu, tretiemu osminu, ..., tak by sme ju mohli delit donekoneé¢na, lebo
1 1 1 1 1
2 + 4 + 8 + 16 + Z 2t

=1

To sa da aj graficky zndzornit (¢leny postupnosti si obsahy obdlznikov alebo
stvorcov):

Obr. 55

co|—

o

(G RN
n—
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Ak by sme delili napriklad tortu, odvodime vztahy:
Obr. 56

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1766w T3 575 5 e T
11 1 1 1
P s

Zovseobecnime posledny vysledok pre sicet ¢lenov nekonecnej geometrickej postup-
nosti s prvym ¢lenom a; a kvocientom ¢(0 < ¢ < 1). Predstavme si ¢leny postupnosti
ako dlzky tuseciek v nasledovnom geometrickom utvare:

Obr. 57
C
a
B—2—F
aq
aq \F
aq
ad G
H™ad’
A S 0

|BA| _ |DE|

Podla obrdzka ADEB ~ ABAO podla vety (uw). Preto platf 75 = 17

Cleny

geometrickej postupnosti, reprezentované dizkami useciek, su rovnobezné so stranami
AC alebo AO. Ak oznacime sicet nekonecného geometrického radu ako s, potom
|AO| = |AC| = s. Dalej |EB| = a,|DE| = aq.

BA
Takto dostaneme 1BA| = %, a teda |BA| = sq. Plati aj |AC| = |BA|+|BC]|. Po
s a
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dosadeni s = sq + a. Odtial
ai
1—q

(B.1)

S =

Ak by —1 < ¢ < 0, oznacme p = —q. Potom by stcet vyzeral nasledovne:

o0

s=a—ap+ap’ —ap’ +ap' - =a ) POV 4 (—ap) ) pY.
=1 i=1

KedZe 0 < p < 1, pouzijeme vztah B.1, lebo sicet s mozeme chdpat ako stcet ¢lenov
dvoch nekoneénych geometrickych postupnosti s kvocientom p a roznymi prvymi

¢lenmi.
_ a (- a1 p _ al(l —p) _ aq _ a1
1 — p? 1 — p? 1 —p? 1+p 1-¢

S

Vztah B.1 teda plati pre kazdi geometricki postupnost s prvym ¢lenom a; a kvo-
cientom —1 < g < 1.

Typickym ndzornym prikladom na vztah B.1 si aj iné desatinné ¢&fsla s periodic-
kym desatinnym rozvojom ako spominané é&islo 0, 9. Iste si kazdy pamiitd, ze

o

1 5 B .= 3 3 3 3
3= 0,3. Dalej vieme, ze 0,3 = E+1_(32+1_()5"+' o= Z 0

=1

. - ; L 3 : 1 )
To je geometrickd postupnost s prvym ¢lenom 0 a kvocientom 10’ tak plati

N 3 3

2o w10 1

i=1 10° 1—i 3 3
10 10

Teraz pre zjednodusenie terminoldgie, zavedieme pojem nekoneéného radu a definuje-
me niektoré jeho zakladné vlastnosti:

Definicia 21. Nech (a,)%, je postupnost redlnych cisel. Viraz ay +as +az+... =

= Z a; sa nazgva nekoneény rad patriaci postupnosti (ay,)oe,. N-ty élen postupnosti
i=1

oo n
(an)ey sa nazyva aj n-tym élenom mduz a;. Sucet s, = Z a; sa nazyva n-tym
i=1 i=1
o0
crastoénym. suctom mduz a;.
i=1

oo
Pozndmka: Ak postupnost (a,)S>; je geometrickd, budeme pre rad Z a; pouzivat
i—1
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pojem nekonecny geometricky rad alebo jednoducho geometricky rad.
Pri inych postupnostiach budeme hovorit iba o nekoneénom rade, resp. rade.

Graficky mozno riesit aj ndro¢nejsie sticty nekoneénych radov. Asi v roku 1350
francizsky matematik Nicole Oresme (1323-1382) graficky urcil stucet

o

1,203 04 05 (N
ST LT 16 T T Luai

i=1

Zmazornil ho pomocou nekoneéného schodovitého mnohouholnika takto:

Obr. 58
1 114
8
1
| 8
1
1 s
4
El
1 1| 1L
3 L 2
o Z
1 (2
'Z |a oo
a4 11 1
Z 48
a) )
) , AP S A | =1
Spodné strana tohoto mnohouholnika méa dlzku 3 + 1 + 3 + T +...= 5 =

i=1
(pozri obr. 58a). Tento isty rovinny ttvar mozno rozdelit aj tak, ako je to znazornené
na obrazku 58b. Takze plati:

1 1 1 = 1 1

=14+=-4+-4+=-4+...= —_— = =2

s=l+o+ g+ ;21_1 T
2

Vsetky doteraz spominané priklady boli sice pekné, ale zabudli sme na jednu dolezitu

vec. Nie kazdy nekonecny rad ma konecny stcet. Iste ho nemé rad, ktorého ¢leny

tvoria konstantnd, rasticu alebo neklesajicu postupnost s kladnymi clenmi. Ale
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existuju aj rady, ktorych cleny tvoria klesajice postupnosti, ktoré nemaji koneény
stucet. Vezmime si rad

[o.9]

Zl—1+1+1+1+ ST P
n 23 4 23 4 5 6 7 8 9 716
>3 >3 >3
1 1 1 1 =1 1 1 1
>1+§—|—§—l—§+§+...Takieradggzl—i—i%—g—i—z—k...nemésﬁéet.

O tomto probléme si povieme viac v nasledujicom clanku.

Cvicenia

1. V jednej televiznej relacii bola takato hddanka: Z dvoch zZelezni¢nych stanic
vzdialenych od seba 100 km vyrazili dva vlaky idtdce oproti sebe rychlostou 50
km.h=t. V okamihu §tartu vlakov z okna rusiia jedného vlaku vyrazila smerom
k druhému vlaku mucha rychlostou 70 km.h~!. Ked dorazila k oknu rusiia
druhého vlaku, vratila sa k prvému vlaku tou istou rychlostou. Takto lietala
hore - dole stalou rychlostou, aZ kym sa vlaky nestretli. Akd drdhu presla?

2. N§jdite zlomky, ktorych desatinné rozvoje st

(a) 3,14285T, (b) 2,123; (c) 4,32; (d) 0,5.
3. Dokazte pomocou ,,metédy” Nicolu Oresmeho, ze
1 2 3 4 n 4
(a) ZJFEJFZL—?,+4—4+..._n§::14—n_5,
1 4 9 16 = n?
(b) §+Z+§+E+...—;2—n—6.

4. Vymyslite tri rozne geometrické rady tak, aby ich sticet bol
(a) 5 (b) =3 (©) —6,4 (d) 0,1

B.1.2 Stucet nekonec¢ného radu

o
, 1
V predchédzajiicom clénku sme dokdzali, ze ak — 1 <r <1, tak Y ' = —
—r
i=1
o0
i—1 aq L1 . . C 1
Potom Z arT =g . Uré¢ili sme sucet nekonecného geometrického radu.
—r
i=1

Tento dokaz mé ,,mala chybicku krasy” v tom, ze sme to urobili bez toho, aby sme

presnejsie Specifikovali pojem su¢tu nekoneéného radu. Nakoniec sme v predchadzaju-
o

cej kapitole ukazali, ze rad Z n nem4 sticet. Co to ten sicet je? Ako rozlisit neko-
i=1
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necné rady, ktoré maju sucet od tych, ktoré sicet nemaju?
Kvoli jednoduchosti skisme skimat ¢iastotné sucty geometrickych radov. Ako

priklady zvolme _ ‘
0o 1\7 oo 1\? 0o
2(5) X (_5) -

j=1
n 1 i n 1 7 n

Ozna¢me ich n-té ciastoéné sucty a,, = Zl <§> b, = Zl 3. (—§> ,Cp = Zl 1.
Jj= Jj= j=

Zoradme prvych sedem ¢iastoénych stctov tychto radov do tabulky:

o/t 2] 3 [ 4 | 5 [ 6 | 7 |
an | 05 | 0,75 | 0,875 | 0,9375 | 0,06875 | 0,084375 | 0,9921875
b, | -1.5 | 0,75 | -1,125 | -0,0375 | -1,03125 | -0,084375 | -1,0078125
| 1 2 | 3 1 5 6 7

Vidime, ze hodnoty sictov a,, sa priblizuju k ¢islu 1, hodnoty b, k -1 a hodnoty ¢,
sa nepriblizuju k ziadnemu ¢éislu. Zaroven si mozeme vsimnut, Ze hodnoty stctov a,
sa postupne zvacsuju.
[o.¢]
Najprv vyslovime podmienku, ze nekoneény rad Z a; ma sucet s, ak pre kazdé
i=1

redlne c¢isla u, v také, ze u < s < v existuje prirodzené cislo m také, ze

m
u < Zai <.
=1

Jednoduchsie je zvolit ¢isla u,v v tvare u = s — g,v = s + ¢, kde ¢ je kladné realne
c¢islo. Teda tvrdime, ze

Ve e RT 3m€N;s—5<Zai<s+5 (B.2)

i=1

To znamend, 7e m-ty Giastoény stcet radu vieme aproximovat s Tubovolnou pres-
nostou. Skutocne, ak sa pozrieme do tabulky stucty ay, by aproximuju stcet s pres-
nostou 0,1 a as, b5 s presnostou 0,05. Je B.2 dobrou podmienkou pre definovanie

suctu radu? Odpoved je zdporna. Vezmime si rad Z (—=1)". Oznacme jeho Ciastoc-
i=1
k .
né sucty dy, = Z (—1)" a zoradme ich do tabulky:

i=1
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o0
Podmienka B.2 by umoziiovala, aby rad Z (—=1)" mal stcet 0 aj -1, lebo pre obe
i=1
¢isla viem prislusné m néjst.
Ak si vSak blizsie v§imneme ciastotné sucty a,,b, zo zaciatku clanku, vidime,
7Ze nielen stcty ay, by aproximuji stcet prislusného radu s presnostou na 0,1; ale aj
vietky nasledujtice, t.j. ay, by pre k = 4,5,6, . ... Preto podmienku B.2 staéi doplnit:

Definicia 22.

oo
Nekonecny rad Z a; ma sucet s € R, ak
i=1

k
YVee RY ImeN VkEN;k2m$$—5<Zai<s+€.
i1

Rad, ktory ma sucet sa nazyva konvergentny. KaZdy iny rad nazyvame divergentny.

o

1
V nasledovnom priklade sa vratime k radu E — 7z predchadzajiceho ¢lanku:
i
i=1

Priklad 1.
. =1, ,
Dokazte, ze rad Z — je divergentny.
i—1 ¢
Riesenie.

; . L. ,
Ak by mal rad sicet s, tak by podla definicie 22 pre € = 3 existovalo také m € N,
1 K1 1
ze pre Vk € NAk > m by platilo: $—3 < g -< 3—1—5. Vezmime si k =m a
i
i=1

, 1 &1
vztah s — 3 < z_; = Dostaneme:

(1) 33)

=1

f)l'lt’l 1+1+ +1<1+1++1+1

ale atl: — = — — — .

IR S T o T om om, m+ 1 m+2 om—1' 2m
m krat

2m

m 2m
1 1 1
Teda E —. Ak to dosadime do podmienky B.3, tak s < E —+ E -
i 1

1
i=m-+1 i=1 i=m—+1
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2m
1
i=1

Podobne ako v B.3 plati:

11 N 1 - L_ 1 N 1 - 1 N 1
2 4m  4m " 4m  2m+1 2m+2 7 4m—1  4m
QmErét
4m
1 1
c < = B.5
5 - (B.5)
1=2m+1
1 2m 1 im 1 im 1
T cit tiB4aBhb st-< ) - —=) -
€raz scltame nerovnostl a $+2 ; i+i:;+1 i ; i

Lenze 4m > m, to znamenad, ze rad nespiﬁa definiciu 22 a je divergentny.

Veta 1. KazZdy konvergentny rad md prdve jeden sucet.

Dékaz. Budeme dokazovat sporom. Predpokladajme, Ze konvergentny rad Z a; ma
i=1
dva sucty sy a so. To by pre Ve € R  Im € N, zZe pre vSetky prirodzené ¢isla k > m
by platilo
k
81—€<Zai<81+€. (BG)
i=1
Sucasne by rad spfﬁal podmienku,ze Ve € R Jp € N, ze pre vsetky prirodzené ¢isla
k
kzpplat132—5<2ai<sz+5. (B.7)
i=1
Bez ujmy na vSeobecnosti, predpokladajme, Ze s; < so. Zvolme &islo g; také, Ze

$1+ €1 < 89 — e1. Teda nech
S2 — S1

2
Potom existuje prirodzené ¢islo m = my, ktoré spiﬁa podmienku B.6 pre ¢ = ¢; a
prirodzené ¢islo p = pq, ktoré spfﬁa podmienku B.7 pre ¢ = ;. Oznacéme véicsie z
¢isel mq, pp ako t a vtedy pre prirodzené ¢isla k > t, platia obe podmienky B.6 a B.7
sucasne. Dostaneme takto

O<e <

k k k k

Z(IZ‘ <81 +¢€1 <8 —¢&q <Zai¢2ai <Zai.
=1 =1 =1

i=1
Dospeli sme k sporu. O

Medzi konvergentné rady patria také, ktorych cleny od urcitého clena pocntc
tvoria nulovi postupnost. To vyjadruje nasledovnd jednoduché veta:
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Veta 2. Nech p je prirodzené ¢islo a nech {a,},-, je takd postupnost, Ze a, =0 pre
n=p+1,p+2, ...

e} p
Potom rad Zai je konvergentny a jeho sucet je Z a;.
i=1 =1

Dédkaz.

k P
Je jasné, ze pre kazdé k > p plati: Z a; = Z a;. V zmysle definicie 22 staé¢i polozit
i=1 i=1

o0 p
m = p. Vtedy je definicia splnena a Z a; = Z a;. O
i=1 i=1

Cvicenia
1. Zistite, ¢i nasledovné rady st konvergentné

o

. 1
@) > (b) 0,6+ 0,66+ 0,666+ ..., (c) 5+
=1

S
1tet

2. Zistite, ¢i nasledovné rady su konvergentné. Ak ano, urcte ich sucet.

> 1
(a) Z A, kde Ay = { ﬁ pren S 10,
= 0 pren > 10,
o0 1 )
(b) Z ap, kde b, = { n pre n parne,
i=1 0 pre n neparne,
3 ~ [ (=1)™ pre n <10,
<C> Zana kde Ay = { 0 bre > o

=1

B.1.3 Vypocty stuctov niektorych nekonecnych radov

V ¢élanku B.1.1 nebol vztah B.1 vypoéitany celkom korektne, lebo este nebola zndama
definicia 22. Najprv dokdzeme, ze vztah B.1 vyhovuje definicii 22. K tomu budeme
potrebovat nasledovni vetu.

Veta 3.

o

Nech Z a, je konvergentny rad a c je redlne cislo. Potom je konvergentny aj

n=1

o0

rad i (can) a plati: i (can) = cZan.
n=1

n=1 n=1
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Doékaz. Pre radz a, so suctom s plati, ze Ve > 0 dm € N také, ze pre vSetky

n=1
k
prirodzené cisla k, k > m plati s—e < Z a, < ste. Ak ¢ > 0 dostaneme
n=1
k k k k
cs—ce < cZan < cs+ce. Ak cZan = Z (cay,), tak cs—ce < Z (c.apn) < cs+ce.
n=1 n=1 n=1 n=1

k
Podobne pre ¢ < 0 plati cs—(—ce) < Z (can) < es+(—ce).

n=1
Ozna¢me 7 = ce pre ¢ > 0 a7 = —c.c pre ¢ < 0 alebo 7 =| ¢ | .. Potom
. k
¢ = — a plati podmienka cs — 7 < Z (can) < cs+T. (B.8)

el

Pre kazdé 7 > 0, € > 0 a teda vidy existuje m € N také, Ze plati vztah B.S8.

n=1

Ak ¢ =0, potom Z(can) :ZO:O:OS.
n=1 n=1

o o
Teda pre kazdé reélne ¢islo ¢ plati: Z (c.a,) =c.s =c. Z a,. O
n=1 n=1

Priklad 1. Dokézte, ze pre kazdé redlne ¢islo g , kde |q| < 1 plati

- i—1 ay
Z{:Cﬁ.q 2214_ .
i=1 q

U ’ ’ ) ~ ’ s ] — 1 ’ Y
Riesenie. Kedze plati veta 3, staci dokazat, ze plati E ¢! = 1—.Treba dokazat,
, —q
=1

ze pre kazdé kladné realne cislo € existuje prirodzené cislo m také, ze

1 4 1
pre vSetky prirodzené ¢isla k (k > m) plati N —e< Z ¢t < T2 +e. (B.9)
q

)1 1-¢* 1
Potom —¢e < Z ¢ | ——— < ¢ a dostaneme —¢ < — <.
i=1

1—gq l—-q 1—g¢

k

Po uprave —e < 1 a

< e. Kedze |q| <1 tak iste 1—¢ > 0 a preto plati
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—e(l1—q) < —¢* < e(1—q) alebo —¢(1 —q) < ¢* < e(1 —q). Oznaéme (1 —q) = 7.
Potom —7 < ¢* < 7. Je zrejmé, Ze 7 je kladné redlne &islo.
Ak ¢ je kladné, tak staci, aby bola splnend podmienka ¢* < 7, teda k.Ing < In7.

Kedze ¢ < 1, tak Ing < 0 a k > E—T tu nam staci zvolif nejaké prirodzené ¢islo

11’17’

m > —=, aby podmienka B.9 bola splnena.

Ak q = 0, tak pre kazdé prirodzené ¢islo k plati 0¥ = 0 a staci zvolit m = 1.

Ak ¢ <0, tak —g > 0 a ¢* = (=1)*.(—¢)*. V pripade, Ze k je parne, ¢* =
= (—q)* > 0 > —7 a je potrebné este splnif podmienku (—¢)* < 7. Ak je k je
nepéarne, ¢* = —(—q)* < 0 < 7 a je potrebné este splnif podmienku —(—q)* > —7,

tak znova dostaneme (—q)* < 7. Potom k.In(—q) < In7. Potom —¢ < 1 a k > 1111(mq)

InT

Zvolme prirodzené ¢islo m > e podmienka B.9 je splnena.

Pri vypoctoch je mozné pouzivat aj substituént metédu. Napriklad rady

© 1 Jj—2 e 1 J
Z (—) a Z (5) st oba konvergentné a maju rovnaké siucty. Tak plati:

: 2 :
Jj=3 Jj=1

Veta 4.

[e.e]
Nech p je prirodzené cislo. Rad Z a;_p je konvergentny prdve vtedy, ked je kon-
i=p+1

vergentny rad Z a;. Ak si oba rady konvergentné, tak plati Z ip = Z a;.

J=1 i=p+1 j=1

Na tito vetu sa mozno divat ako na vysledok substiticie j = i — p. Dalsia veta
bude o nekoneénom rade suctu:

Veta 5.

Ak Z ap Z b, st konvergentné rady, tak je konvergentny mdz (an + by) .

n=1 n=1

Dalej plati: i (an + by) Z aﬁ—Z by.

n=1

Dékaz. 7 predpokladov vyplyva, ze, pre kazdé kladné redlne ¢islo € existuje priro-
dzené ¢islo m také, ze pre kazdé prirodzené ¢islo k (k > m) plati:

k oo
€ €
55 < E a, < s+ 3 pricom s je sucet radu g . (B.10)

n=1 n=1

Podobne pre kazdé kladné realne ¢islo € existuje prirodzené ¢islo p také, ze pre kazdé
prirodzené ¢islo k (k > p) plati:

r—— < Zb <r + 5 pricom r je sucet radu Zb (B.11)

n=1
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Pre také prirodzené ¢islo k, ktoré spfﬁa podmienku k > m Ak > p, platia podmienky
B.10 a B.11 stc¢asne, takze ich moZeme séitat:

k k k
(s+7‘)—€<2an+2bn<(s+r)+e. Plati Zan—i-z Zan+b
n=1 n=1 n=1 n=1

n=1

k
Dostaneme (s+7r)—e < Z (an + by) < (s+7r)+e. To ale znamena, ze
n=1

i(an—i—bn):s—i—?“:ian—i—ibn. O
n=1 n=1 n=1

Priklad 2. Vypocitajte
i 31+4

=3

Riesenie. Neformalne by sme dostali

237 9238 239 237 3 3?2
+ + +

1 —
53 54 5? 5 +5+52+

S =

4374 1 2187

T 1%, 3 25
5

Formélne by sme urobili vypocet takto:

2.3 237 i 3% 4374 i 3% 4374 i 3\"°
5 5% &Z578 125 &5 125 L= \5)

=3

Za predpokladu, Ze rad na pravej strane je konvergentny, tak podla vety 4 uro-

) 4374 =3 .
bime substiticiu :—2 = k£ a dostaneme s = Tor oD ¢o je konvergentny
k=1
2187
geometricky rad. Preto sticet s existuje a bude sa rovnat ¢éislu ST

Priklad 3. Vypocitajte

°°34J2

7=3

Riesenie. Ulohu budeme riesit formaélne:
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12 1 12

3 4 [e'e) k—1
——55;() T b
- 5

Priklad 4. Vypocitajte
2.3+ 1 3,492

:Z' 59

Jj=3

RieSenie. Podla vety 5 dostaneme
2.3 434072 N (2.3 34772 232+4 - 3477
- 5 =D ( 5 T TE ) Z Z
Jj=3 Jj=3 J=3 =3
2187 12 2199

Zit1 ikladov 2 dost = — .
Vyuzitim prikladov 2 a 3 dostaneme r % 5% o5

Cviéenia

1. Nech rady Z ay A Z b, su konvergentné. Dokazte, ze rad
n=1

n=1
i (an, — by) je konvergentny a plati f: (a, —by) = i a, — io: b,.
n=1 n=1

n=1

n=1

oo o0
2. Nech rady Z U, Z b, su konvergentné a nech u, v st redlne ¢isla. Dokézte, ze

n=1 n=1
rad Z ua, + vb,) je konvergentny a plati Z(uan +vb,) = uZan +va
n=1 n=1
3. Vypocitajte: (a) i?) E ' b) if) 1 '
. Vyp jte: 2 \3) 2 3] -
. 2, 2.37+1 4 5 4n-1 . [/1\" 3473
4. Vypocitajte: (a) Z s , (b) ; [<§> + o } :

n=1

B.1.4 Limita postupnosti

Vratme sa k definicii 22 konvergentného nekonecného radu z ¢lanku B.1.2

(o]
Nekonecny rad Z a; sme definovali ako konvergentny, ak pre

=1
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k
Ve € RT 3m € N také, ze Vk € N A k > m plati: s—€<Zai<s+€. (B.12)
i=1

Pritom s sme povazovali za stucet radu. V ¢lanku B.1.1 v definicii 21 sme definovali

00 k
pre rad Z a; postupnost ¢iastoénych stctov s, = Z a;. Podmienku B.12 vyjadrime
=1 =1

Ve € R" JIm € N také, ze Vk € N Ak > mplati: s —e < 51, < 5 + ¢,

¢o je to isté ako [s; — s| < &, kde (sx)52; je postupnost redlnych ¢isel. Ak by sme

e e}
,zabudli” na to, Ze je to postupnost ¢iastocnych sictov radu E a;, ¢islo s je cislom,
i=1

ku ktorému sa ,priblizuji” ¢leny tejto postupnosti, teda je limitou postupnosti

<5n)20:17

¢o budeme zapisovat s, — s pre k — oo alebo lim s, = s. Preto definujeme:

k—oo
Definicia 23.

o0

Postupnost redlnych ¢isel (u,)2, md limitu, ktorou je redlne ¢islo L a zapisujeme

lim u, =L, akVe € R* Ime N VkeN; k>m= |u,— L| <e. Postupnost

n—oo

redlnych ¢isel, ktord md limitu, sa nazyva konvergentnd. Postupnost, ktord nemd
limitu sa nazyva divergentnd.

Poznamka. Na zédklade tejto definicie sa mozeme na konvergenciu nekoneéného
radu pozerat ako na existenciu limity postupnosti jeho ¢iastoénych sictov.

Priklad 1.

Dokazte, ze lim — = 0.
n—oo M,

Riesenie. Najprv pomocou tabulky si v§imnime prvé ¢leny tejto postupnosti:

1] 2 3 4 ) 6
1105(0,3[0,25/0,2]0,16

Bli— 3
I

Vidime, Ze hodnoty sa ,priblizuju” k ¢islu 0. Podla definicie 23 musime pre kazdé
kladné redlne ¢islo € najst prislusné prirodzené ¢islo m, aby platilo, Ze

1
< g, €o je to isté ako — e < % <e. (B.13)

1
Vk € N Ak > m plati: ’E_O

1 1 1
Kedze z > (0 > —e staci, aby z <eg, teda k > —.
€

1
Preto staci, ak zvolime prirodzené ¢islo m > — a podmienka B.13 bude splnena.
€
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Veta 6. Kazdd konvergentnd postupnost md prdve jednu limitu.

Dékaz. Budeme dokazovat sporom. Nech L, K st dve limity postupnosti {a,}°,
a bez ujmy na vSeobecnosti nech L > K. Potom existuje kladné redlne ¢islo ¢ také,
7e L —e > K + ¢ ¢ize také, 7e 0 < € < % Podla predpokladov vety existuje k
tomuto ¢islu prirodzené cislo m také, ze pre vsetky k > m plati

lax — L| < e, co je toisté ako L —e < ap < L +¢. (B.14)
K tomuto istému ¢ existuje prirodzené ¢islo n také, ze pre vsetky k > n plati
lar — K| < ¢, ¢o je to isté ako K —e < ar < K +¢. (B.15)

Potom pre kazdé prirodzené ¢islo k& > max(m,n) platia obe podmienky B.14, B.15 a
aj ap < K +¢ <L —¢e < a;. Odtial a;, < aj. Dospeli sme k sporu. O
Priklad 2.

Dokazte, ze pre |¢| < 1 plati lim ¢" = 0.
n—od

Riesenie. Treba dokdzat, Ze pre kazdé kladné redlne ¢islo 7 existuje prirodzené ¢islo
m také, ze pre vsetkyk > mn plati

|¢* — 0| < 7, ¢oje toisté ako — 7 < ¢* < 7. (B.16)

Podl'a prikladu 1 v éldanku B.1.3, ak 0 < ¢ < 1 tak v pripade, ze m > BT je

Ing
podmienka B.16 splnens. Ak ¢ = 0 staci zvolit m = 1 a ak —1 < ¢ < 0 je potrebné

InT
M= kg

Veta 7. Ak lim a, = a, tak:

n—oo

2

)

a) lim a? =a

n—oo

b) ak este a # 0, tak lim a,' =a™'.

n—oo

Doékaz.
a) Pre kazdé kladné reédlne ¢islo ¢ existuje prirodzené ¢islo m také, ze pre vsetky
prirodzené cisla k,

k> m plati: |ap — a| < e. (B.17)

Potrebujeme dokézat, Ze pre kazdé kladné redlne éislo 7 existuje prirodzené &islo p
také, ze pre vSetky prirodzené cisla k,

k> p plati: |af — a®| < 7. (B.18)
Podmienku B.18 upravime s vyuzitim podmienky B.17 takto: |az — a?| = |(a —
—a)(ax + a)| = |ar — allag + a| < elag + a| < e(|ag| + |a]) = €|ax| + €|a|. Dostali sme
la? — a?| < €|ag| + €|a|]. Urobme este tento odhad: |ax| = |(ap — a) + a| <

< lax — a| + |a| < € + |a|]. Preto plati €|ay| + gla] < (e + |a]) + ¢la| = €% + 2¢|al.
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Ak oznacime €% + 2¢la| = 7, plati podmienka B.18. Kladnym korefiom kvadratickej
rovnice £2 + 2¢|a] — 7 = 0 s nezndmou ¢ je € = va? + 7 — |a|. Ak teda vychddzame
z toho, Ze podmienka B.17 plati, staci ndjst pre Specidlne ¢islo € = Va2 + 7 — |a
prislusné prirodzené ¢islo m = p a vtedy plati aj podmienka B.18.

b) Predpokladajme, ze plati B.17. Pre ¢ = % existuje my, ze pre vsetky vsetky
prirodzené ¢isla k, k > my plati |ay — a| < %‘ Teraz urobime nasledovny odhad:

a a
|ak]:|a—(a—ak)|2|a\—|a—ak|>|a|—%:%>0.

. 1
To znamena, ze a 0 pre prirodzené ¢isla k > my a viraz a; ' = — m4 zmysel a
) k k
a

. T T I S la —ag| la—ap|  2.|a— a
navyse plati |[a, —a | =|— — — i = TR
ag a la|.|a| 1.2 a
2
Staci dokézat, ze |— — —| < 7, kde 7 je kladné reédlne &islo. Ak polozime
(053 a
2.|la — ay| cro| < a’t a?
— a—a — apree=—
a? ! =g ab 2

néjdeme podla B.17 prislusné m = ms,, potom pre kazdé prirodzené ¢islo k, k >
> maz(my, my) plati
1 1

— — =| <7, ¢o znamend, ze lim a,' =a . O
ar a n—oo

Dalsia veta bude charakterizovat aritmetické vlastnosti limit postupnost:

Veta 8.
Nech lim a, =a a lim b, =b. Potom
a) Ak ¢ € R tak lim (ca,) = ca,
b) lim (a, + b,) = a+ b,
c) lim (a,b,) = ab,
d)  Akb#0, tak lim =& =2,
Doékaz.

a) Pre pre kazdé kladné redlne ¢islo ¢ existuje prirodzené ¢islo m také, ze pre vsetky
prirodzené cisla k,

k > m plati: |ax — a| < e, ¢o je to isté ako a — e < ap < a + &. (B.19)

Dokéazeme, ze pre kazdé kladné redlne ¢islo 7 existuje prirodzené ¢islo n také, ze pre
vsetky vsetky prirodzené cisla k,

k > n plati: |cay, — ca| < T, ¢o je to isté ako ca — T < cap, < ca+ 7.  (B.20)
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Ak ¢ = 0, tak ca, = 0 pre vsetky prirodzené ¢isla k a podmienka B.20 je splnend uz
pre n = 1.
Ak ¢ > 0, tak prendasobenim podmienky B.19 ¢islom ¢ dostaneme

ca — ce < ca < ca + ce.
Ak ¢ < 0, tak prenasobenim podmienky B.19 ¢islom ¢ dostaneme
ca+ ce < cag < ca —ce = ca— (—c)e < cay, < ca+ (—c)e.
Preto ak ¢ # 0 mozeme tvrdit ca — |cle < cay < ca + |c|e. Oznaéme T = |c|e pre
c # 0.

~ .7 7— . . . ’ ~ 7 Id ~
Pre specidlne € = — existuje prirodzené cislo n také, ze

c]
T T
a— —<a,<a+ —

H =>ca—T<cap <ca—+T.
c

]
b) Pre kazdé kladné redlne ¢islo e existuje prirodzené cislo m také, ze pre
€

- (B21)

€ €
Vk € N Ak >m plati: |a — al <§,éojetoistéakoa—§ <ap <a-+
Pre to isté e existuje prirodzené ¢islo n také, ze pre
€ € €
Vk € N ANk >m plati: |by —b| < 2 ¢o je to isté ako b — 5 < b < b—{—§. (B.22)

Ak si vezmeme k > max(m,n) platia podmienky B.21 a B.22 stcasne, a potom a]
ich sucet:

e € € €
(a+b)—§—§<ak—|—bk<b+§~l—§:>|(ak+bk)—(a+b)|<e.
c) Nech lim a, =a a lim b, =b. VyuZime rovnost

[(an +b,)% + (=1)(an + (—1)bs)?] . (B.23)

> =

1 2 27 _
apb, = 1 [(an +bn)” — (an — by) } =

Podla vety 7 a dokdzanych casti a) a b) tejto vety plati

tim 5 [(@ 4 50)? + (~1)-(an + (~1)bo)7] =

n—oo

= [l + 00+ (~1)(a+ (~1)b)?] = ab

Podla B.23 potom plati aj lim (a,b,) = ab.
d) Pouzijeme vetu 7 a dokdzanu cast c) tejto vety:

.a . _ . . — — a
lim — = lim a,b,' = lim a, lim b,' =ab™' = -. O

n—oo n n—oo n—oo n—oo b

Vieme, ze postupnosti su vlastne funkcie definované na mnozine prirodzenych
¢isel, a tak ako existuju rastuce, klesajice, nerastice a neklesajice funkcie, tak exis-
tuju aj rastice, klesajice, nerastice a neklesajice postupnosti:

Definicia 24. Postupnost redlnych éisel(a,)SS, je

1. rastica (klesajica) ak¥n € N;  a, < api1(an > ani1),

2. nerastica (neklesajica) ak ¥n € N;  a, > apyi1(an < apyq).
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Cvicenia

1. Dokazte, ze lim % =0.

n—oo

2.

Dokézte, ze existuje také prirodzené ¢islo e, ze pre vSetky prirodzené ¢isla nyg,

n > ng ¢éislo 3n5+13n34-236 nie je delitelné éfslom 2n°411n*4-5n34+178n24-10009.

. Vypocitajte:

(A D+ (- 1)
@) ) = m =

(b)

3n° + 13n3 + 236

y
b 215 + 11n* + 5n® + 17802 + 1009’

A . v
© Jin 7 @ Jm>
© Jim S 0 o s 1

4. Zistite, ¢i dané postupnosti st konvergentné. Ak éno, néjdite ich limitu. Po-

stupnosti st dané n-tym ¢lenom.

1
@ w={n
1
® t={n
1
(c) %z{g
1
@ d={n
() en=(-1)
(f) fo=1"

5. Urcte limitu nasledovnych postupnosti:

(a) a1 =0,3; ay=0,33;
(c) a=4 Cpg1 = O —

pre n < 10,
pre n > 106,

pre n < 109,
pre n > 106,

pre n parne,
pre n neparne,
pre n parne,

pre n neparne,

az = 0,333; ...,

bpi1=0,+0,1"b, pren=1,2,3,...,

6
— pren=1,2,3,...

Qn

6. N4jdite aspon dve postupnosti, ktoré konverguju k ¢islu

(c) 0,48.
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B.2 Limita funkcie

B.2.1 Spojitost funkcie

Urcite ste sa stretli s nejakym ,,spojitym” dejom, ktory prebiehal postupne bez ,,sko-
kov”. Ako priklad si moézme vziat rozbiehanie vlaku pri odchode zo Zelezni¢nej sta-
nice. Keby sme chceli zakreslit graf drdhy s od ¢asu ¢, mohol by vyzerat nasledovne:

Obr. 59

Graf funkcie s(t) nikde nie je ,pretrhnuty”. Takyto typ funkcii je velmi casto
pouzivany v praxi, lebo vela dejov napriklad v prirode, doprave mozno znizornit
prave tymto typom funkcii. Na to, aby sme vedeli charakterizovat tento typ funkeif,
potrebujeme pojem okolia bodu.

Najlahsie je mozné si predstavit tento pojem v rovine alebo v priestore. Ak k
bodu roviny A zostrojime kruznicu tak, aby tento bod bol jej stredom, tak vsetky
body vnutra kruznice, patria do okolia tohto bodu.

V priestore by sme zostrojili zrejme gulovii plochu. Ak by sme sa zaujimali o
okolie bodu napriklad na priamke alebo ¢iselnej osi, patrili by do neho vnitorné
body tsecky so stredom v danom bode. Z toho vyplyva, ze okolim bodu je otvoreny
interval.

Predpokladajme, ze dizka tejto tsecky je 2¢ a mame dany bod na ¢&iselnej osi,
ktory vyjadruje hodnotu redlneho ¢isla a. Koncové body tusecky budu od bodu a o
e ,napravo” a o € ,nalavo”, t. j. a —¢,a + €. Takto dostaneme ako okolie bodu a
otvoreny interval (a —e,a + €).

Definicia 25. e-ovgm okolim O.(a) bodu (redlneho ¢isla) a nazgvame otvoreny inter-
val (a —e,a+¢€). MnozZinu O.(a) —{a} = (a —¢,a) U (a,a+ €) nazgvame prstencové
okolie bodu a.

Teraz sa mozme vratit k funkeii s(¢). Vezmime si konkrétny casovy okamih ¢ = a.
Vlak by mal vtedy prejdent drahu s(a). Ak si vezmeme e-ové okolie bodu s(a), tak
vzdy viem ndjst také § okolie bodu a, Ze vietky funkéné hodnoty bodov z tohto okolia
mi ,,padni” do e-ového okolie bodu s(a). Toto vSak moze nastat iba v pripade, Ze
funkcia s(t) je definovand v nejakom okoli bodu a.

Definicia 26. Nech funkcia f je definovand v nejakom okoli bodu a. Funkcia f je
spojitd v bode a prdve vtedy, ked ku kaidému e-ovému okoliu O.(f(a)) bodu f(a)
existuje 0 okolie Os(a) bodu a také, Ze pre vietky x € Os(a) plati f(z) € O:(f(a)).
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Pomocou definicie 25 mozno preformulovat definiciu 26 nasledovne.

Definicia 27. Nech funkcia f je definovand v nejakom okoli bodu a, jej definicny obor
nech je mnoznina D(f). Funkcia f je spojitd v bode a prdve vtedy, ked
Vee RT30 € RY | ZepreVx € D(f); a—d <x <a+6= f(a)—e < f(z) < f(a)+e

Pozndmka: Podmienka a —§ < z < a+ 9§ = f(a) —e < f(x) < f(a) + ¢ je
ekvivalentnd s podmienkou |z — a| < § = |f(z) — f(a)| < e.

Désledok. Ak funkcia f je spojitda v bode a a f(a) > 0 (f(a) < 0), tak existuje také
J - okolie bodu a , Ze pre vSetky redlne ¢isla z tohto okolia plati f(x) > 0 (f(z) < 0).

Dékaz. Toto tvrdenie vyplyva priamo z definicie 27. Staéf zvolif vhodné redlne
¢islo e. 'V prvom pripade f(a) > ¢ > 0. Ak k tomuto € ndjdeme prislusné redlne ¢islo
4, tak pre vsetky redlne ¢isla x plati |z — a| < § = f(z) — e > 0. Druhy pripad, ked
je prislusnéd funkéna hodnota zapornd sa dokaze analogicky.

Ako funguje definicia 27 si ukdzeme aj na nasledovnom priklade.
Priklad 1. Dokazte, ze funkcia 2x + 5 je spojita v bode 3. Najdite vhodné § pre
e=0,1.
RieSenie. Najprv budeme pre kazdé € hladat vhodné §. Podla definicie 27 by sme
potrebovali, aby 11 — e < 22+ 5 < 11 +&. Odtial 6 — ¢ < 22 < 6 + £ a nakoniec

€ € €
3—5 <x< 3—1—5. Teda zvolime § = 5 Ak by sme doterajsi postup otocili, dokaza-

li by sme spojitost funkcie 2z + 5 v bode 3.
Funkcia 2x + 5 je spojitd nielen v bode 3, ale v kazdom redlnom cisle.

Definicia 28. Funkcia f je spojitd na mnoZine A C R prdve vtedy, ked je spojitd v
kazdom bode mnoZiny A.

Priklad 2. Dokazte, ze

1. funkcie z2

Cisel.

,cx (c je redlna konstanta) su spojité na mnozine vsetkych redlnych

2. funkcia % je spojita na mnozine vSetkych redlnych ¢isel roznych od nuly.
RieSenie.

1. Nech a je redlne cislo. Nech ¢ je kladné redlne ¢islo a pre toto ¢islo najdime

kladné realne ¢islo o, pre ktoré plati 6 < 1 a sucasne § < SalT1 | —7- V zmysle

definicie 27 potrebujem pre funkciu y = z? dokdzat, Ze ak |z — a| < 4, tak
potom |22 —a?| < €. Ked'Ze sme & zvolili mensie ako 1, plat{ || < |a|+1. Dalej
2% — a®| = |(z — a)(z + a)| = |z — al|z + a] <[z — al(|z] +]a]) <

<l|z —al(lal + 1+ la]) = |z — al(2la| + 1) < 577 (2lal +1) =&

Pokrac¢ujme teraz funkciou y = cx. Teraz nech ¢ je kladné realne ¢islo a pre
toto ¢islo ndjdime kladné realne ¢islo 6, pre ktoré plati § <7 Ak |z —al <9,
tak potom |cz — ca| = |¢|.|r — a] < ]c].|c| €.
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2. Nech a je redlne ¢islo rozne od nuly. Zvolme pre kladné redlne ¢islo e kladné

a 1
realne cislo 0, pre ktoré plati 6 < % a stcasne § < —a’e.

1 _ _
Ak teda |x—al < 6, tak potom |— — —| = z—al_ |z—ad
r a| " 7za |7 Tolla
Vdaka podmienkam pre § plati |z| > %‘ Potom
|z —al |z —al |.CL“—(Z|< 1126 .
_ I
el <, T @ S
2 2 2

Na spojitti funkciu 2x + 5 sa mozme pozerat aj ako na sicet spojitej funkcie 2z
a spojitej konstantnej funkcie 5. Preto sa teraz budeme zaoberat stc¢tom, rozdielom,
stucinom a podielom spojitych funkeii.

Veta 9. (Spojitost zloZenej funkcie) Nech funkcia f je spojitd v bode a a funkcia g
v bode b= f(a). Potom zloZend funkcia h(z) = g(f(x)) je spojitd v bode a.

Dékaz. Kedze funkcia g je spojitd v bode f(a), tak pre kazdé okolie O.(g(f(a))),
existuje okolie O,(f(a)), ze pre vsetky y € O,(f(a)) plati, ze g(y) € O:(g(f(a))).
Kedze aj f je spojita v bode a, tak pre O,(f(a)) existuje Os(a), Ze pre vsetky x €
€ Os(a), plati f(z) € O.(f(a)). Dalej ak vezmeme z € Os(a), tak y = f(z) €
€ O.(f(a)). Preto potom g(y) = g(f(z)) € O:(g(f(a))). Funkcia g(f(x)) je spojita
v bode a. O

Podla prikladu 2 funkcia y = 2? je spojitd na mnozine redlnych &fsel, preto ak
funkcia g(z) je spojitd v bode a, tak funkcia g*(z) je spojita v bode a. Funkcia y = cu,
kde ¢ je realna konstanta, je spojitd na mnozine redlnych ¢isel. Potom ak funkcia
g() je spojitd v bode a, tak aj funkcia cg(x) je spojitd v bode a. Dalej funkcia % je
spojitd na mnozine vSetkych redlnych ¢isel roznych od nuly. Teraz ak funkcia f(z)
je spojitda v bode a, pricom f(a) # 0, tak aj funkcia ﬁ je spojita v bode a. Tieto
poznatky pouzijeme v nasledujtcej vete.

Veta 10. Nech funkcie f, g su definované v nejakom okoli bodu a, nech si spojité
v bode a. Potom funkcie

Dodkaz.

1. KedZe f je spojitd, tak pre kazdé e € RT, existuje §; € RT, 7e pre vietky z € R
plati

= al <01 = |f(2) ~ f(@)] < 5.
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Podobne aj g je spojita, tak pre kazdé e € RT, existuje 0, € R, Ze pre vSetky
x € R plati

7 —al < 8 = lg(2) - gla)| < .

Ak vezmeme ako § mensie ¢islo z ¢isel d1, o, tak pre vSetky redlne ¢isla = plati
€ €
v —al <3 = (If@) = f@)] < 5 Alg(a) = gla)] < 5).

Z poslednej podmienky vyplyva, ze ak redlne ¢fslo z spliia podmienku lz—al <

<0, tak |f(z) + g(x) — (f(a) + g(a))| = |f(z) = f(a) + g(x) — g(a)| <

< |f(z) = fa)] + lg(z) — g(a)| < §+ g —

Tym sme dokézali, ze funkcia f(x) + g(x) je spojitd v bode a.

2. Ked'ze funkcia g(x) je spojita v bode v bode a, tak aj funkcia (—1)g(z) = —g(z)
je spojitd v bode v bode a a podla predchadzajicej casti aj f(z) — g(x) =
= f(z) 4+ (—g(x)) je spojita v bode a.

)
3. Funkeiu f(z)g(x) vyjadrime: f(z)g(x) = 3 [(f(@) + 9(@)” = (f(2) — g(2))’].
Kedze (f(z) + g(x 2)) ( ( ) ( ))22 su SpOJlte funkcie, tak aj f(x)g(z) =

=1 [(f(z) + g(z)) g9(z))7] je spojita funkcia.

8

4. Funkcia f(l ) je spojita v bode a. Podla predchadzajiicej dokézanej ¢asti funkcia

% = g(x )f(x) je spojitd v bode a. O

Cvicenia

1. Zistite, ¢i je funkcia f(x) = z—g spojita v kazdom bode svojho definicného

oboru. Ako by ste zovSeobecnili tento poznatok pre linearne lomené funkcie?
2. Zistite, ¢i je funkcia

-9
T 5 spojita v bode 3,

0 prexz =0,
(b) h(z) = { 1

— pre x # 0 spojitd v bode 0.
x

3. Zistite, ¢i dané funkcie zadané svojimi grafmi su spojité v bode 1.
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Obr. 60

4. Dokreslite graf funkcie tak, aby bola spojitd v bode 1 (ak sa to da).

Obr. 61

(2) (b) (c)

5. Dokézte pomocou definicie, Ze funkcia y = 2? je spojitd v bode 2.
6. Dokazte pomocou viet uvedenych v tejto kapitole, ze funkcie 2% a 322 — 62 + 5
st spojité v kazdom realnom cisle.
B.2.2 Limita funkcie v bode

Nie kazda funkcia je spojitd, iste si paméatdame na funkciu y = %, ktora nie je spojita
v bode 0. Ak si vezmeme funkciu ‘”—;, ta tiez nie je spojita v bode 0, ale je mozné ju
,dodefinovat” tak, aby sa stala spojitou (pozri obr. 62).
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Obr. 62

Tuto funkciu by stacilo dodefinovat tak, Ze by sme bodu 0 priradili funkéntd hodno-
tu 0. Okrem toho z grafu vidiet, Ze ak by sme sa priblizovali k bodu 0, funkéné
hodnoty funkcie % sa priblizuju k ¢islu 0. Toto ¢islo budeme nazyvat limitou fun-
kcie v bode 0. Tento pojem presnejsie formulujme v nasledovnej definicii.

Definicia 29. Nech M je otvoreny interval obsahujici bod a a funkcia f je definovand
na mnozine M —{a}. Nech k je redlne ¢islo. Oznacme F' ako funkciu, pre ktori plati:

1. F(x) = f(x) pre kazdé x # a v definicnom obore funkcie f,
2. F(a) = k.
Limitou funkcie f v bode a je ¢islo k prdve vtedy, ked funkcia F je spojitd v bode a.

To oznacime nasledovne: lim f(z) = k.

Priklad 1. Vypocitajte lin%(Qx +5).

Riesenie. Pre funkciu f(z) = 2x + 5 je funkciou

| 2z +5 prekazdé z # 3,
F(x)—{ k pre r = 3.

V priklade 1 v predchadzajticej kapitole sme ukézali, ze funkcia 2x +5 je spojita v bo-
de 3 a jej funkénd hodnota v tomto bode je 11. Preto je pochopitelné, ze F(3) = 11.
Tak dostavame, ze lir%(Qm +5) =11.

Poznamka: Tento priklad ukazuje, ze ak f(x) je spojitd funkcia, tak lim f(x) = f(a).
Priklad 2. Vypocitajte

Riesenie. V tomto pripade

2?1 _ .y
F(x) — { 5—1 r+1 pre kaide €T 7é 1,
pre z = 1.

Funkcia F(z) je linedrna funkcia, ktord je definovand v kazdom redlnom ¢isle okrem
¢isla 1. Ak by sme si ju zndzornili graficky, vidime, ze staci polozit FI(1) =2 a
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Obr. 63
¥
2
A1
S 1 X

2
_1
v —9.
1

funkcia F sa stane spojitou. Preto plati lin%
x—1 1 —

Aby sme mohli pocitat limity d'alsich funkcii, k tomu ndm pomdze nasledujiica veta.

Veta 11.

Nech lim f(x) = b a lim g(x) = ¢. Potom plati

r—a r—a

b
4. lim (M) = — v pripade, Ze ¢ # 0.

Dékaz. Kedze lim f(x) = ba lim g(x) = ¢ v zmysle definicie 18 funkcie F(x) a G(x),

)
ktoré prislichajui funkcidm f(x) a g(x), st spojité v bode a, pricom plati F'(a) = b,
G(a) = c. Podla vety 10 su aj funkcie

F(z)+ G(z), F(z) — G(z), F(x)G(x), %
spojité v bode a, pricom vzhladom k definicii 18 prislichaji funkcidm
—g(x x)g(x fz)
f(@) + g(@), f(z) = g(2), f(z)g9(2), o)
Kede F(a) + G(a) = b+ ¢, F(a) — G(a) = b— ¢, F(a)G(a) = be, 28 - g
tak Um(f(x) + g(z)) =b+ ¢, im(f(x) —g(x)) =b— ¢, im(f(x)g(z)) = be,

Tr—a Tr—a r—a

m (5) =
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Priklad 3.

Vypocttajte lim (Lot 4 =1
o¢ftajte lim )
yP e z—1 2 —3x+2

e e e 3 —1 r—1 =1 x—1
Riesenie. lim + = lim +lim —— =
=1\ v —1  x22—-3x+2 1

(=D +z+1) r—1
= lim + lim =
z—1 r—1 z—1 (a: — 1)(:C — 2)

Cvicenia

1. Pomocou definicie limity funkcie v bode urcte

o2 —4
W Jmeen, ) I
2. Vypocitajte limity
2?2 —3x+2 hx?2—20 22-—9
lim — b li
(@) lm——— ® Ln( P +x+3)
21 1 14+22)(1+3x) —1
© tm—t =l ) g D203 1
z—1 21 €x ]_ x—0 X

3. Dopliite predpis pre funkciu f(ak je to mozné) tak, aby lin% flz) =

r—3 prex € (—10,3),
pre x € (3,25),
r—3 prex € (—00,3),

... prex € (3, )

2 —9 prez € (—00,3) U (3,00),
pre x = 3,

22 -9 prex € (—o0,3),
pre x € (3, 00).

4. Pre funkciu g plati, ze lin% g(x) = 2. Ktory z uvedenych grafov (pozri obr. 64)
by mohol byt grafom tejto funkcie?
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Obr. 64
Y (@) (h)
2F 2
;?\ / i
1 N\J/X 1 X

¥
(©)
21 —_—- o = =
|
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B.3 Derivacia funkcie

B.3.1 ,Rychlost zmeny”

Iste sa uz kazdy viezol v aute a mal prilezitost sledovat napriklad na dialnici tabule,
ktoré oznacuji prislusny kilometer dialnice. Tomu je venovand nasledovnd tloha.
Priklad 1. Vodi¢ pohybujiici sa stdlou rychlostou po priamej dialnici si vsimol, Ze
jeho tachometer ukazuje rychlost 120 km.h~1. Jeho spolujazdec si vsimol, Ze tsek
medzi 56 a 57 kilometrom dialnice presli za 30 sekiind. Ukazuje tachometer spravnu
rychlost?

RiesSenie. Ano, pretoze za minutu by auto preslo 2 km a za hodinu, ¢o je 60 minut
by preslo 2. 60 = 120 km. Ale nie vzdy je pohyb urcitého telesa taky jednoduchy.
Priklad 2. Peter sa vybral na cyklotiru. Vystartoval popoludni o 13.00 hodine a
do ciela dorazil vecer o 18:00 hodine. Drahu v kilometroch, ktori presiel na bicykli

pocas doby t v hodinach od okamihu Startu vyjadruje funkcia
23t(10 — ¢
ft) = %

1. Po troch hodindch jazdy stretol na ceste Juraja. Akt vzdialenost vtedy presiel
od okamihu startu?

2. Na druhy deti bol Juraj zvedavy na to, akt priemernt rychlost mal Peter pocas
tych troch hodin.

3. Akt priemernu rychlost mal Peter za posledné dve hodiny, hodinu, polhodinu
kym stretol Juraja?

4. Peter mal na bicykli aj tachometer. Co mohol ukazovat o 16:00 hodine, ked
stretol Juraja?
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RiesSenie.
1. Od okamihu startu presiel vzdialenost

~23.3(10 — 3)

£(3) ——— = 96,6 km.
2. KedZe priemernd rychlost je podiel celkovej prejdenej drahy za dany casovy

interval, tak v tomto pripade je priemernd rychlost

96,6 km
o

Y = 32,2 km.h".

3. Tu si pomdzeme tabulkou, do ktorej zapiseme vzdialenosti, ktoré presiel Peter
po ¢asoch, ktoré budeme potrebovat pri rieseni tlohy.

t [ 1 ] 2 ] 25 3
Ft) 41,4 | 73,6 | 86,25 | 96,6

Medzi prvou a tretou hodinou jazdy presiel Peter (96,6 —41,4) km = 55,2 km.
Preto je ho priemernd rychlost za tieto dve hodiny je

55,2km
- 2h
Medzi druhou a tretou hodinou presiel (96,6 — 73,6) km = 23 km. Preto jeho

priemernd rychlost vy = 23 km.h~!. A za posledni polhodinu pred stretnutim
s Jurajom presiel (96,6 —86,25) km = 10,35 km. Jeho priemernd rychlost bola

U1 = 27,6 km.h L.

10, 35 km 1
v3 = 057 = 20,7 km.h™".

4. Tachometer musel ukazovat rychlost, ktorii mal Peter v okamihu 16:00 hodiny,
teda okamzitu rijchlost. PribliZzime si ju na priemernych rychlostiach, za casové
inervaly, ktoré sa postupne skracuji. Preto budeme pokracovat v tabulke z
predchédzajicej ¢asti, pricom do tabulky budeme zapisovat aj priemerné rych-
losti za casovy interval medzi okamihom t a ty = 3 h, resp. to = 3 h a t, ktoré
vypocitame podla vzfahu

) = 1016

2,5 2,9 2,99 3,5 3,1 3,01
f(t) | 86,25 | 94,714 | 96,41554 | 104,65 | 98,394 | 96,78354
v(t) | 20,7 | 18,86 18,446 16,1 17,94 18,354

7Z tabulky vidime, Ze hodnota okamzitej rychlosti bude niekde medzi hodnotami
18,354 km.h~! a 18,446 km.h~!. Preto s presnostou na jedno desatinné miesto
mozeme povedat, ze okamzita rychlost Petra o 16:00 hodine bola 18,4 km.h~!.
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Aky geometricky vyznam mé funkcia v(t)? Ak by sme si nakreslili graf funkcie
f(t), tak vidime, ze rozdiel f(t) — f(3) je zmena funkénej hodnoty funkcie f medzi
bodmi ¢ a 3.

Obr. 65

i(3)-

f(t) 4

| |
t 3 X

Potom hodnota v(t) je smernicou secnice grafu funkcie f, ktord prechddza bodmi
£, f(1)] a [3, F(3)]-

Vsimnime si teraz funkény predpis funkcie v(t). V predchadzajucom priklade sme
ju potrebovali maft definovanti pre ¢ € (0,5). Ona vSak nie je definovana ani v bode 3.
V ostatnych bodoch jej predpis ziskame tak, ze dosadime za f(t).

23t(10 — t) 966 23t(10 — t) — 483
o(t) = 5 5 _ 230t — 23t — 483
t—3 t—3 5(t — 3)
_ 23(10f — 2 —21) _2-3)(7-1) _ §(7 -
5(t — 3) 5(t — 3) 5

Keby sme nakreslili graf tejto funkcie na intervale (0,5), dostali by sme nasledovny
graf (pozri obr. 66). Je to linedrna funkcia, ktora nie je v bode 3 definovand. ,,Do-

definujme” ju tak, ze
23
v(3) = 3(7 —3) =18,4.

Tak by sa tato funkcia stala spojitou. A hodnota 18,4 je v zmysle predchadzajiceho
prikladu hodnota okamZzitej rijchlosti, pretoze k tejto hodnote sa ,blizia” hodnoty
priemernej rychlosti Petra medzi okamihmi ¢ a ty = 3h, ak sa t ,blizi” k ;.
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Obr. 66

32,2

18,41

9,2

Je tato hodnota okamzitej rychlosti v nejakom vztahu k zavislosti prejdenej drahy
od ¢asu? Uz sme spominali, ze hodnoty priemernych rychlosti, ktoré sme pocitali, su
smernicami secnic grafu funkcie f, pricom prechadzaju bodmi [t, f(t)] a [3, f(3)]. Ak
sa t ,blizi” k tg = 3 h, tak sa bod [t, f(t)] ,,blizi” k bodu [3, f(3)]. To ale znamena, ze
sa seCnica ,,blizi” k doty¢nici ku grafu funkcie f v bode [3, f(3)] a hodnota okamzitej
rychlosti vyjadruje smernicu tejto dotycnice.

Akt informéciu ndm moze poskytnit smernica dotyénice grafu nejakej funkcie?
Podobne ako v predchddzajicom priklade sme hladali okamzitt rychlost cyklistu v
urcitom ¢asovom okamihu, tak aj smernica dotyénice grafu funkcie v bode nam moze
poskytnit informdciu, ako ,rychlo rastie” alebo ,klesd” tdto funkcia v danom bode
alebo v jeho ,blizkom” okoli.

To moze mat vyznam aj v inych oblastiach Tudskej ¢innosti, ¢o ndm napovie aj
nasledovny priklad.

Priklad 3. Manazment cukrovaru analyzoval svoje vyrobné néklady a zistil, ze tieto
naklady predstavuji pri vyrobe x ton cukru (40z% — 52z + 41690) Sk. Aké st ich
margindlne ndklady(rychlost rastu funkcie vyrobnych nékladov) pri produkeii

1. 4 ton cukru,
2. 6,5 tony cukru?
RieSenie.

1. Vyrobné néklady podniku pri vyrobe 4 ton cukru si (40.4% —52.4 +41690) Sk=
42122 Sk. Oznacéme si funkciu vyrobnych nakladov ako f. Priemerni rychlost
zmeny vyrobnych nékladov pri vzraste produkcie podniku z x ton cukru na 4
tony cukru alebo zo 4 ton cukru na x ton cukru vyjadruje funkcia definovana
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pre x # 4
(z) f(x) = f(4)  402% — 52z + 41690 — 42122 402% — 52z — 432
v\ = = — —
r—4 r—4 z—4
B 4(102? — 13z — 108) B 40(x* — 1,3z — 10, 8)
N x—4 N x—4 )

Vo vyraze pre v v ¢itateli f(z) — f(4) je kvadraticky trojclen, ktory je delitelny
vyrazom x — 4. To ndm pomoZe pri d'alsom vypocte.
40(x — 4 2,7
sy - = +2.7)
x—4
Dostali sme linearnu funkciu, ktora nie je spojita v bode 4. Preto ju treba

,dodefinovat” pomocou v(4) = 40(4+2,7) = 268. Preto si marginalne naklady
pri produkcii 4 tony cukru 268 Sk.

= 40(z +2,7)

2. Predchddzajice vypocty by sa dali zovSeobecnif aj pre Iubovolni produkciu a
ton cukru. Vtedy priemernd rychlost zmeny vyrobnych nakladov pri vzraste
produkcie podniku z x ton cukru na a ton cukru alebo z a ton cukru na x ton
cukru vyjadruje funkcia definovana pre = # a

f(x) = fla) 402% — 52z + 41690 — (40a* — 52a + 41690)

va(w) = T —a xr—a B
_ Nt —d) =5z —a) _ (z-a)@0@+a)=52) o5

Thto linedrnu funkciu treba este ,,dodefinovat” pomocou v,(a) = 40(a + a) —
52 = 80a — 52. Vtedy sa stane tato funkcia spojitou. Preto pri irovni vyroby
6,5 tony budi marginalne ndklady (80.6,5 — 52) Sk = 468 Sk.

Cvicenia

1. Zévislost drahy padajiceho kamena v metroch od ¢asu vyjadreného v sekundach
je priblizne s = 5t2. Odhadnite rychlost kamena podobnym sposobom ako v
priklade 2 v okamihu t = 4 s.

2. Poktiste sa pomocou odhadu uréit rovnicu dotyénice ku krivke y = 23 v bo-
de [1,1].

3. Zévislost vysky slnecnice od ¢asu mozno aproximovat pomocou funkcie

10

149t

kde H je vyska slnecnice v metroch a t je ¢as v mesiacoch. Odhadnite rychlost
rastu slnecnice pre t =1 a t = 5. Kedy rastla slne¢nica rychlejsie?

H(t)

4. Odhadnite smernicu dotyé¢nic funkcie f: y = 22 — 62 vedenych bodmi
a)l, b)3, c)b.
Maji tieto hodnoty nejaki stvislost s tvarom grafu funkcie f ?
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B.3.2 Definicia derivacie funkcie v bode

V prikladoch 2 a 3 z kapitoly B.3.1 sme pri hladani ,rychlosti rastu” funkcie f v bo-
de a vyuzivali funkciu
fz) — fla)

T —a
KedZze urcuje, ako sme uz predtym spominali, smernicu secnice grafu funkcie f,
budeme ju nazyvat funkcia smernice seénice. Ked'ze nie je v bode a spojitd, tak
sme ju vzdy museli ,dodefinovat” tak, aby sa stala spojitou. Pri niektorych funkcidch
f to je mozné, pri inych nie. Tie funkcie, pri ktorych je to mozné, budeme nazyvat
funkcie diferencovatelné v bode a. Tieto poznatky formulujeme v nasledovnej
definicii.
Definicia 30. Nech funkcia [ je definovand na intervale I, nech a je bod z intervalu
I a nech k je redlne cislo. Ak funkcia smernice secnice definovand na I
f(x) — f(a)
— " prex#a
Sf,a ([E) — r—a p 7£ )

k pre x = a

je spojitd v bode a, tak funkcia f je diferencovatelnd v bode a. Cislo k sa nazjva
derivdcia funkcie f v bode a, oznacujeme ju f'(a).

V zmysle tejto definicie je napriklad okamzité rychlost derivdciou drdhy podla
¢asu, marginalne naklady su derivdciou funkcie vijrobnijch ndkladov podla poétu vy-
robengjch vyrobkov a z geometrického hladiska je derivécia smernicou dotyénice grafu
funkcie v bode. Podobne by sa dala derivicia funkcie vyuzit aj v inych oblastiach.
Priklad 1. Nech f(z) = 2® je definovand na mnoZine vsetkych redlnych &isel.
Dokézte, ze funkcia f je diferencovatelna v bode 2 a ndjdite f/(x).
RiesSenie.

? =28 (z—2)(x® + 2z +4)
r—2 T —2

Podla definicie pre x # 2 je s;o(z) = =2*+ 27 + 4.
Grafom tejto funkcie je parabola, ktora nie je definovand v bode 2. Preto staéi polozit
$pa(2) =22+ 2.2+ 4 = 12 a funkcia sa stane spojitou. Preto f/(2) = 12.

Priklad 2. Nech f(z) = |x — 2|. Dokdzte, ze tato funkcia nie je diferencovatelna
v bode 2.

Riesenie.

Podla definicie pre x # 2 je sso(z) = =1 -1 prew <2

]13—2]_ 1 pre x > 2,
r—2

Pre © > 2 je grafom tejto funkcie konstantnd funkcia s funkénou hodnotou 1 a pre
x < 2 je grafom tejto funkcie konstantna funkcia s funkénou hodnotou -1. Preto nie
je mozné zvolit ziadne redlne ¢islo k = sy2(2), aby sa funkcia stala spojitou. Teda
funkcia f nie je diferencovatelnd v bode 2.

Priklad 3. Nech f je konstantnd funkcia definovana na mnozine realnych ¢isel a
nech a je redlne ¢islo. Dokézte, Ze tato funkcia je diferencovatelnd v bode a. Néjdite

f'(a).
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RieSenie. Nech f(x) = ¢, kde ¢ je redlne ¢islo. Potom f(z) — f(a) = ¢ — ¢ = 0.
Preto v zmysle definicie sf,(z) = 0 pre vsetky redlne ¢isla = # a. Jej grafom je os x
okrem bodu a. Preto je pochopitelné, ze ak polozime s;,(a) = 0, tak funkcia sy, (z)
sa stane spojitou a funkcia f je diferencovatelnd v bode a, pricom f’(a) = sy 4(a) = 0.

Vratme sa teraz k prikladu 2 z kapitoly B.3.1. V tomto priklade sme spominali, Ze
priemern4 rychlost je smernicou sec¢nice grafu zavislosti drahy od ¢asu. Body se¢nice
by sme mohli zadat aj inym sposobom. V priklade to boli body [, f(t)] a [3, f(3)].
Bod [t, f(t)] by sa dal zapisat aj ako [3 + h, f(3 + h)], kde |h| by bola vzdialenost
bodu 3 + A od bodu 3 na osi x.

Obr. 67

1(3)-

1(3+h)

Znamienko ¢isla h by urcovalo, ¢ by bod 3 4+ h bol ,napravo” alebo ,nalavo” od
bodu 3. Tieto ivahy, ktoré sme urobili, pre bod [3, f(3)], ktory bol pre nas pevny, sa
dajt zovSeobecnit pre kazdy bod [a, f(a)]. VyuZijeme to v nasledujiicej vete, ktora
nam pomoze pri vypocte niektorych derivacii.

Veta 12. Nech funkcia f je definovand na intervale I, nech a je bod z intervalu I.
Nasledovné tvrdenia si navzajom ekvivalentné:

1. Punkcia f je diferencovatelnd v bode a.

h) —
2.  FExistuje limita }llir% flat })L f(a).

fla+h) - f(a)
- :

Ak wvedené tvrdenia platia, tak f'(a) = }lLir%

fla+h) = f(a)

Dékaz. Podla definicie 18 lllin% g(h) = lim existuje prave vtedy,

h—0
fla+h)— f(a)
ked funkcia F'(h) = { h pre h # 0,
k pre h =0

B) —
definovanda na I je spojita v bode 0, pricom k = }llirré flat i)z f(a).
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Urobme v definicii 30 vo vztahu pre funkciu smernice secnice sy,(z) substiticiu
x —a = h. Dostaneme, ze x = a + h, a tak zistime, ze F'(h) = ss.(a + h). Preto
funkcia F' je spojitd v bode 0 prave vtedy, ked funkcia sy, (x) je spojitd v bode a. To
podla definicie 30 nastane prave vtedy, ked je funkcia f diferencovatelna v bode a.
Dalej podla definicie 30 ak je funkecia f diferencovatelnd v bode a, tak

fi(a) = spala) = F(0) = lim flat hf)L — fla)

|

Poznamka: Limita uvedend v tejto vete sa Casto pouziva ako definicia derivéacie fun-
kcie v bode.
Priklad 4. Nech f = 2™, kde n je prirodzené ¢islo. Néjdite f'(a).
Riesenie. Podla vety 12 vypocitame
(a+h)" —(a)"

. fla+h)—fla) B
i h = i h B

{a” +na™th + ( Z > e e h”} —a"

= o h B
h {na”_l + ( ;L ) a" *h4 ...+ h"_l]

= h B

= 11111% {nan_l + ( g ) a"?h+ ...+ h”_l} = na" L.

Preto f'(a) = na™ .

Na derivéiciu funkcie sa mozeme pozerat ako na funkciu, preto je prirodzené za-
pisovat f’(z) = na"'. Preto (z*) = 4a?.

V kapitole B.2.1 sme dokazali, ze ak f je spojita funkcia v bode a, tak aj jej realny
nasobok je spojitd funkcia. Ak su dve funkcie spojité v bode a, tak aj ich sucet je
spojita funkcia v bode a. Podobne je to aj s diferencovatelnostou funkcie v bode.

Veta 13. Ak f,g st funkcie diferencovatelné v bode a a c je redlne ¢islo, tak si
diferencovatelné aj funkcie cf, f + g v bode a, pricom plati (cf) (a) = c(f'(a)), (f +
+9)'(a) = f'(a) + ¢'(a).

Dékaz. Ak f,g si funkcie diferencovatelné v bode a, potom ich prislusné funkcie
smernice secnice sy 4(1), s,4(2) st spojité v bode a. Pre x # a dalej plati

(f+9)(x) = (f+9)a) _ f(z)+9(x)—(fla) +9(a))

Sf+gal®) = P = p— _
_ () =7 <a>£ jig(x> —g(a)) _ f“ii - i(a) N g(x; - z(a) _ oyu(5) 4 5,0(a).
Podobne plati sua(z) — (f)@) = (ef)a) _ ef(@) —cfla) _ flz) = fla) _

T —a T —a r—a
= c¢spq(2).
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Podla vety 10 je funkcia s74(2) + $g.4(7) = Spig.a(T) je tiez spojitd v bode a. Preto
funkcia (f + g)(x) je diferencovatelna v bode a a plati

(f +9)(a) = $prgala) = spa(a) + sga(a) = f'(a) + ¢'(a).

Podla prikladu 2 z kapitoly B.2.1 je funkcia s.r. () = ¢sy.(2) spojitd v bode a. Preto
funkcia (cf)(x) je diferencovatelnd v bode a, d'alej

(cf)'(a) = sepala) = cspala) = e(f'(a)). O

Priklad 5. Nech f(x) = 2* — 423 + 22 — 6. Napiste vSeobecnti rovnicu dotyé¢nice ku
grafu funkcie f v bode [4, f(4)].
RieSenie. 7 analytickej geometrie vyuzijeme smernicovy tvar rovnice priamky, v
nasom pripade y — f(4) = k(z—4), kde k je smernica doty¢nice. Vypocitame funkéni
hodnotu:

f(4)=4*—44°+24—-6=2.
Ako sme uz spominali, derivacia funkcie v bode je smernicou dotycnice v bode. Preto
k= f/(4). f/(x) = 423 —4.(322)+2.1+0 = 42°—1222+2. k = f/(4) = 4.45-12.4242 =
(16 — 12).16 + 2 = 66. Rovnica doty¢nice bude y — 2 = 66(z — 4). Odtial dostaneme
vSeobecnt rovnicu 66z — y — 262 = 0.

Veta 14. Nech funkcia f je diferencovatelnd v bode a, ktory je bodom intervalu I.
Ak f'(a) > 0 (f'(a) < 0), tak existuje 0 - okolie bodu a v ktorom

fy) < fla) < f(z) (fly) > fla) > f(2))
pre vsetky redlne ¢isla y,z 0 - okolia bodu a spl/ﬁajzlcich podmienku y < a < z.

Dékaz. Predpokladajme, ze f'(a) > 0. Podla definicie 30 funkcia smernice se¢nice
definovana na [/
f(x) — f(a)

re r # a,
Sfal@) = T —a P 7
k pre x = a

je spojitd v bode a. Cislo k = sta(a) je derivéciou funkcie f v bode a a je podla
predpokladu kladné.

KedZe této funkcia je spojitd a v bode a nadobida kladni funként hodnotu, tak
podla dosledku definicie 27 existuje také & - okolie bodu a, v ktorom funkcia s, ()
nadobuda kladné funkéné hodnoty, t. j.

f(x) = f(a)

r—a

>0 prezx #a.

Ak teraz si vezmeme redlne ¢isla y, z d - okolia bodu a Spiﬁajlice podmienkuy < a < z,
tak y —a < 0 a z—a > 0. Potom musi platit f(y) — f(a) <0 a f(z) — f(a) > 0.
Odtial dostdvame f(y) < f(a) < f(z). Pripad, ked f’(a) < 0 sa dokdze analogicky. O
Désledok 7 definicie rasticej a klesajucej funkcie vyplyva, ze ak f'(a) > 0
(f'(a) < 0), tak existuje § - okolie bodu a v ktorom je funkcia f rastica (klesajica).
Nasledovné dve vety nam pomozu ukdzat sivis derivdcie funkcie s tym, ¢i je
rastica alebo klesajica. O
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Veta 15. Nech funkcia f je spojitd na intervale (a,b) a diferencovatelnd na intervale
(a,b). Potom existuje také redlne c¢islo t € (a,b), pre ktoré plati

Fb) = fla)

pin =12

Tato veta sa nazyva aj vetou o strednej hodonote. Jej geometricky vyznam
spociva v tom, ze dotyc¢nica v bode t je rovnobezna so se¢nicou prechéadzajicou bodmi

[a, f(a)], [b, F(b)]-

Veta 16. Nech funkcia f je spojitd na intervale (a,b) a diferencovatelnd na intervale
(a,b). Ak pre vsetky x € (a,b) je f'(z) > 0(f'(xz) < 0), tak funkcia f je rastica
(klesajica) na (a,b).

Dékaz. Dokaz urobime pre rasticu funkciu, lebo pre klesajicu by sa urobil analo-
gicky. Nech ¢, d su ¢isla z intervalu (a,b), pricom ¢ < d. Potom podla vety o strednej
hodnote existuje taky bod v € (¢, d), ze plati

Podla predpokladu vety f’(v) je kladné ¢islo. Preto
f(d) = f(c)

> 0.
d—rc

Kedze ¢ < d, tak d —c > 0 a f(d) — f(c) > 0. Odkial f(c) < f(d). O

Cvicenia
1. Pomocou definicie 30 zistite, ¢i

(a) funkcia 23 — 4z je diferencovatelnd v bode 1,
(b) funkcia V22 je diferencovatelna v bode 0.

2. V ktorom bode grafu funkcie 2® 4+ x — 2 je doty¢nica k tejto funkcii rovnobezna,
s priamkou 4z —y—1=07

3. N4jdite vSeobecni rovnicu dotyénice ku krivke y = 23 + 322 — 5, ktord je kolm4,
na priamku 2z — 6y + 1 = 0.

4. Velkost tepla Q (v kalériach) potrebnd na zohriatie vody z 0 na t stupriov
Celzia je Q = t + 0,00002t* + 0,0000003t3. Najdite $pecifické teplo (velkost
tepla potrebnt na zohriatie vody o stupen Celzia) pri teplote 30 a 100 stupniov
Celzia.

5. Vypocitajte derivéacie funkeii
(a) 23— 622+ 15, (b) 23 — 242% + 18z — 10.
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B.4 Urcity integral

B.4.1 Obsah a integral

Vratme sa k prikladu 1 z kapitoly B.3.1. Ak sa auto pohybuje po dialnici konstantnou
rychlostou, tak zdvislost jeho rychlosti od ¢asu je konstantné funkcia.

Obr. 68

Ak auto ide po dialnici konstantnou rychlostou 120 kilometrov za hodinu, tak to
znamend, ze za jednu hodinu prejde 120 kilometrov. Preto je pochopitelné, Ze ak by
sme merali ¢as od okamihu ¢y = 0 s(0 h), tak pre prejdent drahu s; spominaného auta
pri rychlosti v plati s; = vty, kde t; je cas, ktory uplynul od okamihu ¢y3. Graficky by
sme mohli drédhu s znézornif ako obdlznik ,pod” grafom funkcie zavislosti rychlosti
od ¢asu, pricom velkost rychlosti je obsahom tohto obdlznika.

Obr. 69

Ak by sme cheeli urcit velkost prejdenej dréhy s, za ,dlhs{” ¢as to, tak by sy = vts.
Ak by nés zaujimala draha s;5 prejdend medzi okamihmi ¢ a t,, tak uz aj z obréazka
vidime, Ze s19 = $o — §1 = vty — vt] = v(ty — 11).

Nielen draha je obsahom rovinného ttvaru ,,pod” grafom funkcie zavislosti rych-
losti od ¢asu, ale tymto spdsobom vzajomne stivisia aj iné fyzikalne veliciny. Rychlost
je obsah rovinného tutvaru ,,pod” grafom funkcie zavislosti zrychlenia od ¢asu. Pri
volnom péde sa teleso pohybuje s konstantnym zrychlenim g, preto analogicky ako v
predchédzajicej tivahe pre jeho rychlost t; v ¢ase t; plati v; = gt;. Bolo by mozné
urcit drahu tohto telesa v ¢ase t;? Uz Galileo Galilei v 17. storoéi prisiel na to, Ze sa
to da pomocou grafu zavislosti rychlosti od ¢asu.
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Obr. 70

Dréhu telesa s; moZeme vypocitat ako obsah pravouhlého trojuholnika podla

vztahu
1 (t;)t Lo = Lo
§1 = =V = — = —gt5.
1 5 1)01 2911 291

Podobne by sme vypocitali pre cas to prejdent drahu

Sg = §gt§.

Ak ty > t; vypocitame drahu si5 prejdeni medzi okamihmi ¢; a t, podla vztahu

1 1 1 t1 + 1o
S12 = 82 — 81 29 2 29 29( 2 1) g 9 ( 2 1)

Vsimnime si posledny vyraz medzi velkymi zdtvorkami. Aky je jeho vyznam?

Obr. 71

tl l|+t; t2 t
2

Tento vyraz je priemerné rychlost telesa medzi ¢asovymi okamihmi ¢, a t, lebo by
sme ho mohli ziskat ako podiel celkovej prejdenej drdhy a celkového ¢asu. Navyse, ak
by sa teleso pohybovalo cely ¢asovy interval touto rychlostou, preslo by prave celkovii
drahu telesa pri volnom péade za tento isty casovy interval. Graficky sa to d4 zn4-
zornit tak, ze obsah obdl#nika so stranami priemernej rychlosti a casového intervalu
je zhodny s obsahom lichobeznika - drdhou s15. VSimnime si, ze obsah trojuholnika,
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ktorym , pre¢nieva” obdiznik ,ponad” lichobeznik je zhodny s obsahom trojuholnika,
ktorym ,,precnieva” lichobeznik ,,ponad” obdlznik.

Dalej vidime, ze priemernd rychlost v nasom pripade je rychlostou v okamihu
aritmetického priemeru koncovych bodov ¢asového intervalu, resp. jej hodnota je
v tomto pripade aritmetickym priemerom rychlosti v koncovych bodoch ¢asového
intervalu. Neplati tato sivislost vZdy, ak by mala zdvislost rychlosti od ¢asu iny
tvar, tak by to uz neplatilo.

Aj v matematike existuje pojem, ktory zodpovedd pojmu priemerna rychlost telesa
medzi ¢asovymi okamihmi. Je nim strednd hodnota funkcie f na intervale (a,b).
Graficky si ju moézeme zndzornit nasledovne.

Obr. 72

Nech funkcia f je spojita a definovand na uzavretom intervale a body b, v st body
z tohto intervalu. Strednd hodnota funkcie f(t) (b < t < u) je ¢islo s vlastnostou,
7e obsah obdlznika so stranami f (t) a u — b je zhodny s obsahom rovinného ttvaru
ohrani¢eného x-ovou osou, priamkami x = b, x = u a grafom funkcie f. Na obrazku to
mozeme vidiet tak, Ze obsah casti obdfinika, ktory ,,precnieva nad” utvar je zhodny
s obsahom casti utvaru, ktora ,,precnieva nad” obdiznik.

John Wallis v 17. storoc¢i vypocital obsah rovinného ttvaru ohrani¢eného x-ovou
osou, grafom funkcie y = 22 a priamkou z = 1.

Obr. 73
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Rozdelme interval (0, 1) na n rovnakych ¢asti. Na obrézku vidime rozdelenie intervalu
na 6 casti. Namiesto priameho pocitania obsahu daného utvaru, je jednoduchsie
najprv vypocitat obsah mnohouholnika, ktory sa skladd z obdlznikov. Jedna strana
kazdého z obdlznikov je prislusné cast intervalu (0,1). Druhé strana je funkéna
hodnota funkcie y = z? v lavom koncovom bode prislusnej ¢asti intervalu (0, 1).
Vzniknuty mnohouholnik m4 prirodzene vicsi obsah ako hladany rovinny ttvar, ale
ak bude prirodzené ¢islo n rast nad ,,vietky medze”, tak delenie intervalu (0,1) bude
~jemnejsie”. Vtedy bude mnohouholnik ,pre¢nievat ponad” ttvar ¢oraz menej a v
limite bude konvergovat k hladanému utvaru, ¢o plati rovnako aj pre jeho obsah.
Teraz vypocitajme obsah mnohouholnika S,, pre prislusné prirodzené ¢islo n:

Mozno sme uz zabudli, ako sa vypocita sicet prvych n druhych mocnin prirodzenych
¢isel. Mozeme si ho odvodit, ak vieme z vedomost{ o sicte ¢lenov aritmetickych

n(n+1)'

ostupnosti, ze | =
postup > 5

Jj=1

Vyuzijeme nasledovny teleskopicky sucet:

Z((i+1)3—’i3)=Z(i+1)3—zi3=(n+1)3+i(¢+1)3—zz'3—1:

= (n+1)3+zn:i3—2n:z'3—1:(n+1)3—13:n((n+1)2+(n+1)+1):

= nn+1°+nn+1)+n.

Na druhej strane moZeme dostat

n n

D (1) =) =D (@437 430+ 1-4%) =

n » n . n n - 3n<n+1)
=3 i*+3 1+ 1=3 PP+ = 4.
Takze plati:

= 3 1
nn+1)2+nn+1)+n = 32i2+w+n
i=1

n(n+1)% + (1—%)@ = 3;:2'2

n(n—kl)(n—l—l—%) = 3122;2'2
nn+1)2n+1) =
6 2

i=1
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Teraz vypocitame obsah mnohouholnika.

g _nn+1)2n+1) 20 +3n*+n 1 1 1

61’ 68 3 9, T

Ll

1 1 1
Hladany ttvar ma potom obsah S = lim S, = lim (— +—+ —) =

n—oo n—oo

Cvicenia
1. Skiste pomocou velkosti obsahu rovinného 1tvaru ohrani¢eného grafom zavis-
losti rychlosti od ¢asu, ¢asovou suradnicovou osou a priamkami ¢t = t1,t = to,
urcit zavislost drahy od éasu auta pohybujiceho sa rychlostou 20 m.s~!, ktoré

po 10 sekundédch zacalo spomalovaf so zrychlenim -1 m.s™2 (Vyuzite graf za-
vislosti rychlosti od casu). Ak celkovi drahu prejde auto, kym sa zastavi?

2. Uréte priemerni rychlost auta z predchddzajiceho prikladu. Vedeli by ste
pomocou grafu znazornit stvislost tejto rychlosti so strednou hodnotou funkcie
rychlosti od ¢asu?

3. Vypocet, ktory urobil John Walis by sa dal urobit aj inym sposobom. Vezmime
si objem ihlana so Stvorcovou podstavou. Strana Stvorca a vyska ihlana nech
maju dizku 1. Ak rozrezeme tento ihlan n — 1 rovinami kolmymi na vysku na
,rovnako hrubé” ¢asti, mozeme kazdej i-tej casti (ak ich pocitame od vrcholu
ihlana) opisat kvader so stranou podstavy % Kazdy kvader by mal vysku %
Aky objem by mala stupnovita pyramida, ktord by vznikla zlozenim vpisanych
kvadrov? Pokuste sa néjst stvislost medzi Walisovym vypoctom a vypoétom
objemu stupnovitej pyramidy, ktora by vznikla zlozenim vpisanych kvadrov.
M4 objem ihlana nejakt suvislost s obsahom rovinného ttvaru, ktort pocital
Walis?

B.4.2 Definicia urcitého integralu

Skimajme obsah rovinného utvaru ohranic¢eného priamkami y = 0, . = a, x = b a
grafom funkcie f.

Obr. 74
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Predpokladajme, 7ze funkcia f je spojitd na intervale {(a,b) a pre jednoduchost nech
na tomto intervale nadobuda kladné hodnoty. Nech bod a je pevny, bod b pohybli-
vy a b > a. Obsah rovinného ttvaru medzi priamkami y = 0, x = a, * = b a grafom
funkcie f sa meni v zavislosti od polohy bodu b. Je zrejmé aj z obrazka, ze ¢im
bude viac napravo, tym bude obsah viicsi. Ked'ze je prakticky funkciou premennej
b, ozna¢me ho ako g(b). Teraz nds zaujima, ako ,rychlo rastie” alebo ako sa ,meni”
funkcia g.

7 kapitol B.3.1 a B.3.2 vieme, Ze ,rychlost zmeny” vyjadruje derivacia, preto
je prirodzené pokdsit sa najst hodnotu ¢'(b). Ak sa vratime k definicii derivécie z
kapitoly B.3.2, tak pre funkciu smernice se¢nice s,;,(u) plati

g(u) —g(b)  obsah ,sivého ttvaru”

Sgp(u) =

Pre zjednodusenie budeme uvazovat pripad, Ze u > b. ,,Obsah sivého dtvaru” S =
= g(u) — g(b) mozno vyjadrit v tvare (u — b).f(t), pre vhodné ¢ z intervalu (b, u).
f(t) je strednd hodnota funkcie f na intervale (b,u), o ktorej sme sa zmienili v
predchddzajicej kapitole. Vtedy obsah tohto obdiznika (u — b).f(t) je zhodny s
obsahom S. To sa d4 zndzornit tak, Ze obsah €asti titvaru S ,,nad” priamkou y = f(¢)
je zhodny s obsahom casti obdlznika ,nad” grafom funkcie y = f(x).

(u—0)f(#)

u—>b

p— — pre u % b.

Tak dostanene pre u # b Sgp(u) = = f(t).

Kedze funkcia f je spojitd aj v bode b, tak mozeme funkciu s,4(u) ,dodefinovat”,
aby sa stala spojitou. Ak vezmeme do tvahy, ze ¢t € (b, u), ak sa bod u ,,blizi” k bodu
b, tak sa bod t ,blizi” k bodu b. Preto s,,(b) = f(b). To podla definicie 16 znamena,
ze ¢'(b) = f(b). Teraz sme dostali zaujimavy vztah. Funkcia g je v takom vztahu
k funkcii f, Ze funkcia f je priamo jej derivdciou. Takéto funkcie budeme nazyvat
primitivne funkcie.

M4 Tubovolné funkcia iba jednu primitivnu funkciu? Vieme napriklad, ze (z?) =
= 2x. TakZe funkcia y = 2 je primitivnou funkciou funkcie y = 2z. Ale aj (z?+4) =
= 2z. Preto aj funkcia y = 22 + 4 je primitivnou funkciou funkcie y = 2z. Ak tieto
dve primitivne funkcie porovname, tak sa lisia len o konstantu. To je pochopitelné,
ved derivécia stuctu je stucet derivdcii a derivicia konStanty je nula. Keby sme to
cheeli zovseobecnif, tak kazdé funkcia v tvare y = 22 + ¢ je primitivnou funkciou
funkcie y = 2x, kde ¢ je realne cislo.

Tieto poznatky si presnejsie zadefinujeme v nasledovnej definicii.

Definicia 31. Nech funkcia f je definovand na intervale I. Ak pre kazdé redlne ¢islo
x € I plati F'(z) = f(x), tak funkcia F(x) sa nazgva primitivnou funkciou funkcie
f na intervale 1. MnozZinu vsetkych primitivnych funkcii funkcie f na intervale I
nazyvame neurcitym integrdlom funkcie f a oznacujeme

/ f(z) da.

Podla predchddzajicej ivahy mézme preto zapisat / (22) do = 2*+c.
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Vrdtme sa teraz k nasmu problému s obsahom rovinného ttvaru. V zmysle de-
finicie 31 sme dostali, Ze funkcia g je primitivnou funkciou funkcie f. Lenze ktorou?
Ved tych funkcii nekoneéne vela. A obsah rovinného ttvaru musi byt jednoznacne
urc¢eny. Ak primitivnu funkciu funkcie f mozeme zapisat v tvare F'(x)+c, tak v nasom
pripade, v zmysle vyznamu funkcie g plati, ze g(a) = 0. Ak 0 = g(a) = F(a) + ¢,
potom ¢ = —F(a) a g(b) = F(b) — F(a). Tato funkcia jednoznacne urcuje obsah
rovinného utvaru pri danej polohe bodu b. Tymto sme dokazali Newton - Leibnizovu
formulu. Hodnota ¢isla g(b) = F(b) — F(a) je zaroven hodnotou (Newtonovho)
urcitého integralu funkcie f v hraniciach od a po b. Tieto poznatky formuluj-
me v nasledovnej definicii.

Definicia 32. Nech funkcia f je spojitda a definovand na intervale I. Nech funkcia
F(z) je primitivnou funkciou funkcie f na intervale I. Nech a,b € I. Potom

b
/ f(x) de = F(b) - F(a)

nazyvame (Newtonovym) urcéitym integrdlom funkcie f v hraniciach od a po b.

V zmysle tejto definicie mozno potom zapisat pre drahu telesa, ktort prejde medzi
to
casovymi okamihmi t; a ty S;o = / v(t) dt, ak pozndme zdvislost rychlosti od ¢asu.

t1

Urcity integral neméa vyznam len v matematike a fyzike, ale aj v d'alsich oblastiach
napriklad v ekonémii. V podobnom vztahu ako je rychlost a drdha je aj funkcia
marginalnych a vyrobnych nakladov, ktoré sme spominali v kapitole B.3.2.

Priklad 1. Vypocitajte obsah ttvaru ohrani¢eného priamkami
y=0,z=1 =3, y=2x.

Riesenie. Tento utvar je pravouhly lichobeznik so zakladnami, ktoré maju dizku 2
a 6 a vyskou 2. Preto jeho obsah je

(6+2).2
5 =8

S =
Iny sposob moze byt ten, ak vieme, Ze primitivnou funkciou k funkcii 2z je funkcia
22, Vtedy
3
S:/Zxdx: [+?]7=3"-12=9-1=8
1

Naco nam je potom integralny pocet, ked sme sa v predchadzajicom priklade
vedeli zaobist aj bez neho? Nie vidy sa mnohé problémy daji riesit tymto sposobom
ako v predchddzajicom priklade. Obcas je potrebné vypocitat urcité integraly z
inych funkcii.

V kapitole B.3.2 sme sa naucili derivovat polynomické funkcie, ¢ize funkcie tvaru

A" + Qp1Tp_1 + ...+ a1x + agp.
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Ak ich vieme derivovat, tak nebude problém dokdzat nasledujiicu vetu, pomocou
ktorej sa ich nau¢ime integrovat.

Veta 17. 1. Pre kazdé prirodzené c¢islo n plati
n+1
/ " dr = T + c.

2. Nech na intervale I existuju neurcité integrdly

/f ) dx / z) dx, /(f(x) + g(x)) dx a pre redlne ¢islo k aj /(kf(x)) dx.

Potom st medzi nimi nasledovné vztahy:

[ )+ o)) do = [ @) dot [ o) o, [ (krta ( [ 1w d:c) |

Doékaz.

1. Potrebujeme najst taku funkciu, ktorej derivécia je prave funkcia 2. Ak by sme
zderivovali funkciu 2 dostaneme na™~!. Ak by sme sa chceli dostat vo vysledku
derivécie o stupen vy§siu mocninu, tak potrebujeme zderivovat o stupen vyssiu
mocninu,teda (z"™') = (n + 1)2". Este ndm ,vad{” to ¢fslo n + 1. Z kapitoly
B.3.2 vieme, ze (¢f(x)) = cf'(z).

n+1 \ '/ 1) ™
k (x ) = u = z". Dostali sme

1
Ak zvolime ¢ = ——, ta
n

+1 n+1 n+1
n+1

/x"dxzm + c.
n+1

2. Nech F(z), G(x) st primitivne funkcie k funkcidm f(z), g(x).
Potom (F(z) + G(z)) = F'(z) + G'(z) = f(z) + g(x), (kF(2))" = kF'(z) =

k.f(x). To znamend, ze funkcia F(x) + G(x) je primitivnou funkciou k funkcii
f(x) + g(z) a funkcia kF(x) je primitivnou funkciou k funkcii kf(x). Odtial

[0 4oy do = [ 1) o [ g de, [ erte) x—k‘</f dx).

Tato veta neméa vplyv len na vypocet neurc¢itych integralov, ale v dosledku Newton-
Leibnizovej formuly aj na vypocet urcitych integralov. Lebo v zmysle oznacenia v jej
dokaze musi platit

b
/ (f(x) + 9(2)) dx = [F(2) + G(2)], = F(b) + G(b) — (F(a) + G(a)) =
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b

b
[ et(a)) da = WF@); = kE(®) = kF(@) = k(F®) - F@) =k | [ f(o) ds
To moZzeme presnejsie formulovat nasledovne.

Dosledok. Nech funkcie f, g st spojité a definovana na intervale I. Nech a,b € I
a k je redlne ¢islo. Potom

/b(f($)+9($)) dm:/bf(ﬂf) d$+/b9(x) d%/b(kf(flf)) dv =k /bf(x) dx
Cvicenia

1. Vypocitajte neurcité integraly:
(a) /(x —1)% dz, (b) /(:L’+3)(x —5) dz, (c) /(1’3 +92% —1) dz.
2. Vypocitajte urcité integrély:

(a) /2 (z —1)* du, (b) /2 (x — 1) (2* + 2 +1) da,

2 2
(c) / z(x —1)(x +1) de, (d) / (z — 1) (2 + 1)(z + 1) dz.
1 1
3. Vypocitajte obsah utvaru ohraniceného

(a) priamkami r =1, x = 2 a grafom funkcie y = 1522,
(b) grafom funkcie y = 22 + x — 1 a priamkou y = 4z — 3,
(c) grafmi funkcii y = 23 a y = 42 — 4x.
4. Teleso sa pohybuje rychlostou, ktorej zavislost od ¢asu vyjadreného v sekundéch
m4 tvar (12 + 9% — 1) m.s~!. N4jdite vztah pre zdvislost drdhy od ¢asu (medzi

okamihmi ¢t = 0 a t = t3. Akud drdhu prejde teleso medzi druhou a piatou
sekundou?



