Zasady tvorby matematickych problému
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ABSTRACT. The paper deals with methods how to prepare problems for using them in
written leaving exams for pupils talented in mathematics, in the mathematical olympiad
and in correspondence seminars. It is compared which similar and on the contrary different
characteristics these methods have to have in these three fields of study. There are shown
examples of such problems as well.

Uvod

Hned po skon¢eni MFF UK v Praze jsem zacal ué¢it na gymnéziu W. Piecka (pozdéji
s nazvem gymnazium Korunni a jesté pozdéji gymnazium Zborovska) ve tridach se
zaméfenim na matematiku. Reditel skoly mne povéfil organizovanim matematické
olympiady (MO) na skole i ve vyboru MO v Praze. Pozdéji mne upozornil na nové
vznikajici korespondencni soutéz Pikomat.

Po tomto zacatku jsem se stédle vice zacal zajimat o préci s talentovanymi zaky
v matematice a s jejich vyhledavanim. Takze v soucasné dobé jsem piedsedou kra-
jské komise MO v Praze a ¢lenem Ustiedn{ komise a ¢lenem tlohové komise, kterd
tilohy pro MO v Ceské, ale i Slovenské republice pripravuje. Korespondenéni seminaf
Pikomat v Praze organizuju a problémy pro né¢j vytvaiim jiz dvacet let. Podilel jsem
se na zavedeni soutéze Matematicky klokan v Ceské republice a nynf pro néj vytvaifm
problémy na celoevropské tirovni. V soucasné dobé se o tutéz véc snazim se soutézi
Turnaj meést. Béhem svého pusobeni na gymnéaziu jsem vytvarel a dosud vytvarim
(i kdyz tam jiz nepusobim) maturitni pisemné zkousky a pifjimaci zkousky pro tiidy
se zamérenim na matematiku. Mezi praci s talentovanymi zaky v matematice patii
i redigovani casopisu Rozhledy matematicko-fyzikalni a gestorovani konference Ani
jeden matematicky talent nazmar pro ucitele vsech stupnu a typu skol.

V soucasné dobé se velice diskutuje o tom, jakymi zpusoby by se mélo praco-
vat s talentovanymi zédky a jakym zpusobem by se méli tito zaci vyhledavat. Jsem
shodou okolnosti externim spolupracovnikem ftesitelského tymu jednoho grantu, kde
tato otazka je vedena jako klicova. Mam pocit, ze se hleda néco zvlastniho a samosp-
asitelného, jak tyto zaky identifikovat a motivovat k praci. Ja jsem vSak presvédceny,
ze jsou potiebné metody v nasi republice a ve Slovenské republice jiz témeér stopro-
centné objeveny a aplikovany. A dle mého nézoru to jsou pravé nejruznéjsi soutéze.

Domnivam se tedy, ze uvedené soutéze jsou dostatecné pro identifikaci a praci
s talentovanymi zaky v matematice. Jediné, na co je tieba se zamérit, aby tyto
soutéze byly pro zaky atraktivni, je pfiprava vhodnych problému pro né. Slovem
"vhodné” zde myslim jejich zajimavy obsah i jejich zajimavé podanou formu.

V zacatcich své préce s talentovanymi zdky jsem o této potiebé nepremyslel,
zménou spoleénosti po revoluci, nebot odklon mladé talentované populace od matem-
atiky je citelny. Je tedy tfeba obecné talentovanou mladez pro matematiku opét
ziskat. Jelikoz se tak nemuze stat zjednodusovanim problému, je proto nutné hledat
zajimavou podobu predkladanych problému.

Tyto okolnosti mne vedly k tomu, Ze jsem si vytvoril jakési schéma, jak by mohly
prislusné problémy vypadat, a snazim se podle nich pfi jejich ptipravé ridit. Toto



schéma nazyvam Zdsady tvorby matematickych problémau. Tento piispévek se zabyva
pouze zasadami tvorby otevienych tloh.

Je jisté jasné, ze tyto zasady se lisi podle toho, pro jakou soutéz, pripadné jiné
pouziti jsou problémy zamysleny. Zaméfim se zde proto na jejich stejné a odlisné
aspekty ve trech ptripadech pouziti, a to v tlohach pro maturitni pisemné zkousky,
pro matematickou olympiadu a pro korespondencni seminéare.

Zasady tvorby tloh pro maturitni pisemné zkousky

Myslim si, Ze nejvhodnéjsi seznamit se s mymi zasadami tvorby problému je na
ulohéach pro maturitni pisemné zkousky pro zaky tiid se zamérenim na matematiku.
Mam je také nejvice propracované.

Kazda maturitni pisemnd zkouska, o niz tu bude fec, se skldda ze Sesti 1loh,
z nichz tdlohy 1, 2 jsou povinné tesitelné, pak nasleduji dvé tlohy 3a, 3b, z nichz je
mozné vybrat si jednu, a totéz plati i pro posledni dvojici tdloh 4a, 4b. Avizované
zasady se tykaji pohledu na jednotlivé ulohy, ale i pohledu na pisemnou zkousku jako
celek.

Moje zasady vznikaly postupné a byly inspirovany odpozorovanim formy a ob-
sahu tloh, které byly pred mym pusobenim na gymnéziu pripravovany Ministerstvem
skolstvi. U ministerskych 1loh se daji vysledovat tyto jevy: wlohy 1, 2 jsou jednodussi
v porovndni s nasledugicimi ulohami, ruznd tématika uloh a zaméreni kazZdé ilohy je
v podstaté vidy na jedno z téchto témat, délky zdpisu reseni jednotliviych tuloh jsou
vyvdazené, casovd ndrocnost reseni celé pisemné zkousky je téz vyvaZend.

Ja jsem se z téchto zasad kriticky poucil a rozhodl se, ze budu o ptipravé jed-
notlivych tloh i pisemné zkousky jako celku premyslet jesté koncepcénéji. Vznikl
tak soubor jevu, které od té doby sleduji pii pripravé maturitni pisemné zkousky z
matematiky a které jsem nazval Zdsady tvorby iloh do pisemné maturitni zkousky
pro Zdky trid se zamérenim na matematiku|1]:

1. zarazeni vétsiny uloh rozélenéngch na tadu diléich ikolu a vyZadugjicich lokdlni
strategii 7esent, ale také zarazent aspon jedné ulohy vyZadugici globdlni strategii Tesent,

2. nezavislost jednotlivijch lokdlnich strategii v ulohdch s dilcimi wikoly,

3. propojeni vice oblasti matematiky v jedné uloze,
jejich neprekryjvant,

5. pouzivini zobecriovani, experimentovdni, retézeni jednotlivych myslenkovych
krokai,

6. zavadéni novych pojmii a propojovdni se zndmiymi pojmy,

7. moznost resent uloh vice zpusoby,

8. primérend mira sloZitosti uprav pro zZaky v opravovatele,

9. 7¢citelnost” textu a jeho jednoznacnost (dodrzovdani "matematické kultury”),

10. zajimavost a "elegantnost” jednotlivych loh i celé pisemné zkousky.

Je nutné poznamenat, ze tento soubor neni zadné konecné schéma, ze se neustale
vyviji podle zkusenosti, které postupné ziskdvam pti tvorbé tloh pro pisemnou ma-
turitni zkousku, ale také i pri tvorbé tloh pro dalsi soutéze.

Déle je ztejmé, ze se vzdy nepodaii vSechny zasady u vSech tloh nebo u maturitni
pisemné prace jako celku splnit. Neékdy je dokonce lepsi zamérné nékterou zasadu
nedodrzet, aby uloha nepfestala byt zajimavou, aby se piilis neztizila, ¢i naopak
nezjednodusila, aby se neztratila jeji prehlednost atd.

Aplikaci téchto zasad muzeme jednoduse ovérit na ukazce maturitni pisemné
zkousky zadané na gymnéziu Zborovska v Praze v roce 1997 [2]:



Uloha 1
Je ddna funkce
fry=a*+ 323 +ma®— 28z + n.
a) Uréete redlnd ¢isla m, n tak, aby rovnice f(x) = 0 méla trojnasobny koten.
b) Nacrtnéte graf funkce f (staci pouze priblizné) pro hodnoty parametri vypoctenijch
v bodu a) a urcete obsah itvaru omezeného krivkami y = f(z), y = 0.

Uloha 2

Ve c¢tverci ABC'D je K libovolnyg bod strany C'D, osa p uhlu BAK protind stranu
BC v bodé L.

a) Dokazte, zZe plati |BL| + |KD| = |AK]|.

b) Urcete |KD| tak, aby aritmeticky a geometricky primér délek |BL| a |K D| si byly
rovny.

c¢) Sestrojte |KD|, kterou jste urcili v bodu b), pouze pomoci kruzitka a rovného
pravitka.

Uloha 3a

V jedné poloroviné s hranicni primkou p jsou ddny ruzné body A, B. Umistéte na
primce p usecku C'D dané délky d tak, aby délka lomené ¢ary ACDB byla minimdlni.
a) Ulohu este konstrukcne, tj. zvolte obecné polohu bodu A, B, primky p i délku d.

b) Ulohu Feste analyticky, tj. v kartézském souradném systému Oxy wvaZujte body
A[4,5;4], B[6;2], primku p : 6x — 8y +5 =0 a vzddlenost |CD| =d = 5.

Uloha 3b
Reste v oboru redlnyjch ¢isel nerovnici
log 1 (6T — 36%) > —2,

kde a je redlny parametr.

Uloha 4a

Je ddna jednotkovd krychle ABCDA'B'C'D'. Bod QQ probiha celou usecku AC, bod R
probihd celou isecku B'D’.

a) Urcete utvar, ktery vyplni vsechny body S, které lezi uvniti isecek QR a pro néz
plati |QS| = k|RS| , kde koeficient k > 0 je ddn. Zakreslete obrdzek pro k = 2.

b) Vypoctéte obsah P(k) dtvaru z bodu a) v zdvislosti na k.

c¢) Pro které k nabyva P(k) mazximdlni hodnoty? A jaké?

Uloha 4b

Pythagorejsky trojuhelnik je pravouhly trojuhelnik s celociselnymai délkami stran. Heronouvsky
trojuhelnik je trojihelnik, jehoZ strany mayji celociselné délky a jehoZ obsah je celociselny.

a) Dokazte, Ze kazdy pythagorejsky trojiuhelnik je heronovsky.

b) Vyslovte obrdacenou vétu k vété v bodu a) a negaci této obracené véty. Rozhodnéte,

kterd z mich plati.

Zasady tvorby tloh pro matematickou olympiadu

Matematicka olympiada je specifickd soutéz, kterd sestava z problému, které se
v mnohém lisi od vyse uvedenych problému pro maturitni pisemné zkousky. Obé
oblasti zkoumani se mohou shodovat v obtiznosti problémt a v jejich obsahu, ve formé
se vSak podstatné lisi. Proberme nyni vysSe uvedené zasady z pohledu problému pro
MO. Nebudu zde prezentovat zaddné konkrétni tilohy MO, nebot jejich obsah i forma
je vSeobecné znama, kazdy si je muzeme predstavit.



Ad zésady 1 a 2: V tlohdch MO se vétsinou pouzivaji problémy s globalni strategii
feSeni, aby feSitelé nebyli hned vedeni spravnou cestou feSeni. Ocekava se, ze si
fesitelé tuto cestu najdou sami. Rozclenéni tloh na diléi problémy se muze v MO
pouzit u nizsich kategorii, kde se chce, aby fesitelé nebyli ihned odrazeni od feSeni,
pokud spravnou strategii nemohou najit. Jednoduse se ale da fici, ze ¢lenéni na
jednodussi ulohy je v MO spiSe kontraproduktivni.

Ad zasady 3 a 4: Jedno kolo MO obsahuje nékolik tloh, takze je také mozné
naplnit zasadu pokryti vice oblasti matematiky, a to spise v celé sérii nez v kazdé
jednotlivé uloze, protoze tlohy nejsou ¢lenény na dilci ilohy.

Ad zasady 5 a 6: Mira pouzivani zobecnovani, experimentovani, fetézeni myslenkovych
pochodii a propojovani znamych a novych pojmi zévisi na kategorii MO. Cim jsou
zaci starsi, tim vice se tyto metody pouzivaji.

Ad zésady 7 az 10: Toto jsou plné uzivané zasady v MO.
je zasada pritomnosti triku v tloze, coz znamena Skolsky méné standardni formu,
pricemz nasledné feseni je mozno provést standardnimi skolskymi prostredky.

Struéné o rozdilu mezi tlohami matematické olympiady a tlohami pisemné ma-
turitni zkousky muzeme fici, ze v tlohach matematické olympiady se ma prevazné
projevit schopnost zaku objevovat nové poznatky a v tlohach pisemné maturitni
zkousky se ma prevazné projevit schopnost kompletovat znamé poznatky. V matu-
ritni 1loze je kazdy dalsi krok znam a viceméné jednoznacéné urcen, i kdyz je tieba
vice experimentovat, dalsi kroky nejsou vzdy jasné dany.

Na zavér tohoto oddilu si ukazme, ze tlohy maturitni pisemné zkousky pro tal-
entované studenty a tilohy MO nemuseji mit od sebe az tak daleko [3]. Prvni
z nasledujicich tloh byla zaddana na MMO a druha iloha je mnou modifikovand
tloha pro maturitni zkousku. 7 ukazky je vidét, ze ne nutné iloha MMO musi byt
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Uloha MMO

Zyitete, pro kterd redlnd cisla x plati:

o) Ve+vV2r—1+2—2r—1=+2
b) Vr+vV2r—1++vr—2r—1=2
) Vr+V2z—1++z—2r—1=1

Modifikovand iloha pro maturitni pisemnou prdci
V' oboru redlnych cisel je dan vyraz
Viz)=vVz+2z—1++z—+2x— 1
a) Urcete definicni obor vijrazu V (z).
b) Reste v oboru redingjch ¢isel rovnici V(z) = \/a s redlngm parametrem a.
c¢) Nakreslete graf funkce y = V?(x).

Zasady tvorby tloh pro korespondenc¢ni seminare

Korespondené¢ni seminare z matematiky je znama forma soutéze, kterd spociva v zasilani
problému zékum domu nebo na skoly a néasledném zpétném odesilani feseni orga-
nizatorum soutéze. Tento proces pak probiha nékolikrat rocné.



Mist v Ceské republice i na Slovensku, kde se tato soutéz organizuje, je celd fada.
Pocet 1loh, jejich zvefejnovani, vyhodnocovani a odménovani uspésnych tesitelu jsou
sice ruzné podle centra organizace, forma tuloh je vSak viceméné stejnd, i obtiznost je
velice podobna.

Problémy hodné piipominaji problémy pro matematickou olympiddu, takze i
zasady jejich tvorby jsou velice podobné, proto je zde nebudeme podrobnéji komen-
tovat. V posledni dobé se témér ve vSech organizacnich centrech vkladaji problémy
do beletristického textu. Je to kvuli snaze o upoutani pozornosti vétsiho mnozstvi
resitelu a osloveni vétsi, i zdanlivé nematematické populace. Tim bychom mohli
rozsitit zasady tvorby problému pro korespondené¢ni seminéte o snahu o atraktivité
a o zasazeni problémi do redlného Zivota. Mimochodem korespondencni seminar je
vhodnd forma podpory vyuky matematiky na vsech stupnich skol [4].

Na posouzeni téchto zasad uvadim jednu sérii naseho korespondencniho seminéie
Pikomat v Praze [5].

Putovdini lorda Edwarda
2. série Na ostrové

Edward a jeho spolecnici dorazili ke brehu. Vystoupili ze clunu a dali se do hleddni
mista, které bylo na mapé oznaceno jako zacdtek cesty. Aby z mapy zjistili, jak maji
dadl pokracovat, museli nejprve ziskat azimut a vzdalenost.

Uloha 7

V rovnici 2a* + ad?® = 1640 byl azimut a, pod kteriym bylo treba se vydat, a pocet mil
d, ktery udaval, jak daleko se poklad nachdzel. Obé hodnoty byly uwvedeny celymi cisly.
Pod jakym azimutem a jak daleko mél Edward se svymi spolecniky jit?

Vyprava se vydala do nitra ostrova. Edward st myslel, Ze je pusty, ale po cesté
narazili na tri domorodce. Pomoci posunki se jich zeptali, zda nevédi néco o ukrytém
pokladu. KaZdy jim odpovedél néco jiného.

Uloha 8
Proni domorodec dodal, Ze ten druhy vidy [Ze. Druhy zase tekl, Ze treti vidy [Ze.
A treti tordil, Ze proni i druhy vidy lZou. Mohli ndmornici nékterému z domorodci
verit?

Skupinka namorniku dosla na palouk, na kterém se mél nachdzet poklad. Zacali
proto hledat body zminéné na mapé. Na ni bylo téZ presné popsano, jak se podle
téchto bodi zorientovat a kde zacit kopat.

Uloha 9

Na mapé stalo: 7Jsi na misté pokladu. Jdi od dubu D ke zricenému majaku M.
Stejnou vzddlenost odtud wjdi smérem doprava v pravém uhlu a misto, do néhoz do-
jdes, ozna¢ R. Pak jdi od dubu k prameni P, odtud ujdi vlevo v pravém uhlu stejnou
vzdalenost do bodu, ktery oznac¢ S. Poklad lezi ve stredu spojnice RS.” Namornici

nasle majak i pramen, ale dub zmizel. Jak mohl Edward poklad najit i presto, Ze
nevédeél, kde driv stal dub?

Pri hledani pokladu potrebovali ndmornici vytycit pravy uhel. Rozhodli se proto,
Ze sestroji ctverec, ve kterém se pravy uhel nachdzi. Méli vsak k dispozici pouze lano a
koliky, na néz se dalo lano navdzat, neméli Zadné méritko, takZe nemohli vzdalenosti
ani nasobit, ani delit.

Uloha 10



Ndamornict zatloukli koliky do zvolenych bodu A a B. Jak mohli jen s pomoci lana a
koliku nagit body C' a D tak, aby vznikl ¢tverec ABC'D?

Kdyz se Edwardové druzinée podarilo nalézt misto, kde mel byt poklad ukryt, zacali
kopat. Kopdni bylo zdlouhavé, protoze nemeéli potrebné ndcini. Asi po dvou hodindch
narazili na tvrdy predmeét. Byla to velkd truhla s tezkym visacim zamkem. Na truhle
bylo napsdano, Ze klic od zamku je zakopdn na jiném misteé.

Uloha 11

Kli¢ mel byt ve vzddlenosti tolika stop, kolik délal ciferny soucet cisla, které zacinalo
jednickou a po premisteni posledni cifry na zacdatek vzniklo cislo dvakrat vétsi nez
puvodni hledané cislo. Jaké ¢islo musel Edward urcit?

Edwardovi a jeho druzinée se podarilo vykopat klic a otevrit truhlu. Ta byla plnd
zlata a drahokamai, jeZ pirdti za dlouhd léta naloupili. Edward rozhodl, Ze se s pokla-
dem ihned vydaji na breh, kde prenocuji, a druhého dne se vrdti na Viktorii. Truhlu
nesli ctyri veslari a ti se domluvili, Ze 71 v noct ukradnou. Nestacili se vsak do rana
dohodnout, jak poklad rozdélit, a tak zustal Edwardovi.

Uloha 12
Jak st meli ctyri veslari v noci rozdeélit poklad tak, aby se nikdo z nich necitil oSizen?

Druhého dne ¢asné rdno skupina naloZila truhlu do ¢lunu a opustila ostrov. Kdyz
dorazili na Viktorii, wvital je obrovsky jdsot celé posadky. Namornici naloZili poklad
na lod a nadsené se vydali na zpdteéni cestu.

Zaveér
Literatura témér vzdy uvadi jen metody feSeni tloh (problem solving), metodami
tvorby tloh se vSak nezabyva. Proto vSechny uvahy zde provedené jsou jen mym
subjektivnim pristupem k tvorbé problému pro soutéze ¢i skolni ¢innosti pro talento-
vané zaky v matematice. Myslim si ale, ze vytvorit zésady, jak ulohy Tesit, je stejné
dulezité jako vytvorit zasady, jak tlohy tvorit.

V soucasné dobeé se zacinaji prosazovat multiple-choice problémy. Jejich priprava
vyzaduje téz urcité zasady. Da se vysledovat, ze fada z nich se nachazi mezi zdsadami
vysSe uvedenymi. Je to téz velmi bohaty studijni materidl.

Poznamka: Piispévek byl podpofen Vyzkumnym zamérem MSM 0021620862 - Ucitelska
profese v ménicich se pozadavcich na vzdélavani.
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