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Uvod

Pravdepodobnost a matematicka Statistika je na vysokych Skolach
technického zamerania cCasto sdcastou zdkladného kurzu matematiky,
ktord musia Studenti absolvovat vac¢sSinou v prvom roc¢niku svojho studia
v ramci predmetov Matematika 1 a 2. Tato Cast matematiky byva pre
Studentov znac¢nym problémom, pretoze sa vyrazne odliSuje od ostatnych
Casti vysokoskolskej matematiky. V ostatnych castiach Matematiky 1 a 2
sa Studenti naucia rieSit priklady pomocou matic, limit, derivacii,
integralov podla urcitych predlozenych schém, naucia sa jednotlivé typy
prikladov a vyucujuci im mé6ze dat navod, ako ich rieSit. AvSak pri
prechode na pravdepodobnost a Statistiku nastava problém pochopenia
predkladanej problematiky, pretoze tu neexistuje jednoducha univerzalna
schéma, ako Studentovi ulahcit pocitanie prikladov. Riesenie prikladov z
pravdepodobnosti uz vyzaduje schopnost ,iného“ sp6sobu rozmyslania
a analyzy daného prikladu. Kazdy priklad treba rozobrat do detailov,
rozpisat jednotlivé podpripady apotom im priradit hladana
pravdepodobnost. Na preriesenie vacsieho mnozstva prikladov vSak Casto
na cviceniach z matematiky nie je dostatoCny priestor a kedze rieSenie
jednotlivych prikladov sa odliSuje, pre studentov je zna¢nym problémom
vytvorit rieSenie prikladu samostatne.

Tento clanok sa zaoberd analyzou sucasného stavu vyucCovania
pravdepodobnosti a matematickej Statistiky na vysokych sSkolach a tiez
kombinatoriky na zdkladnych a strednych Skoldch. Bude teda
predstavovat vstupnu Studiu k tejto problematike a obsahuje tiez niektoré
navrhy, ako tento stav zmenit. Neskoér v dalSich clankoch buda uvedené
skusenosti s uvedenim tychto navrhov do praxe a tiez dalSie navrhy na
zlepsSenie sucasného stavu vyucovania pravdepodobnosti a matematickej
Statistiky.

Kombinatorika na zakladnej Skole

Kombinatorika na zdkladnej Skole je pomerne novym ucivom,
zaradenym do ucebnych planov len nedavno. Priklady z kombinatoriky na
urovni zakladnej Skoly sa v starSich typoch zbierok z matematiky vobec
nevyskytuju, a preto ostava na ucitelovi, aby Ziakom ozrejmil tato cast
matematiky a ich prvy kontakt s nou. Problémom moze byt aj to, ze toto
ucivo je zaradené na konci Skolského roka a preto nan moze ucitelovi
v suvislosti s roznymi koncoro¢nymi aktivitami ostat malo ¢asu. Niektori
ucitelia toto ucivo so ziakmi vbbec nepreberaju, pretoze sa mozno viace;
zdrzali preberanim inych tém. Ziaci sa vSak s kombinatorickymi tlohami
stretni aj v deviatom ro¢niku na testovani Monitor 9, kde ide vacsSinou



o ulohu, ktora sa rieSi vypisovanim jednotlivych spravnych moznosti.
Nehovoriac uz o ulohach z pravdepodobnosti, ktoré sa doposial vyskytli
v kazdom rocniku testovania Monitor 9, vacsSina ziakov ich vSak na
hodinach matematiky vObec nepreberala a nepoznaju ani zdkladny vzorec
na vypocet pravdepodobnosti. Aj ked s ostatnymi ucivami niektori ziaci
nemaju vacsi problém, kombinatorika, pripadne pravdepodobnost byva
.kamenom urazu“ pre takmer vSetkych ziakov. Niektori sa s nim
stretavaju po prvykrat az pri priprave na spominany Monitor 9, alebo sa
s tymto ucivom uz stretli, chyba im vSak systematickost pri vymenovavani
spravnych rieSeni. Velkym problémom byva fakt, ako maju zistit, kedy uz
maja vypisané vSetky moznosti. Ziak si uz od zaciatku nevytvori systém
v rieSeni a potom namiesto porozmyslania nad tym, ako by sa dali vytvorit
dalSie moznosti tym, ze vytvori nejaké symetrie, prehlasi, ze jeho rieSenie
je uz uplné. Nakolko v tychto ulohach nie je moznost skusky, nepride na
to, ze urobil chybu a jeho riesenie uplné nie je.

Napriek vsetkym tymto spomenutym problémom je zaradenie
kombinatoriky do ucebnych planov na zakladnej Skole nanajvys vhodné,
pretoze toto odvetvie matematiky dava Sancu aj menej talentovanym
ziakom na to, aby ich matematika zacala znovu bavit a zaujimat a taktiez
rozvija v ziakoch tvorivost, systematickost, logické myslenie. Tu sa slabsi
Zziaci nemusia trdpit nad pochopenim pre nich niekedy zlozitych
zauzivanych postupov na rieSenie tulohy, ktoré im ucitel predlozi.
V kombinatorike si m6zu toto rieSenie vytvorit uplne samostatne a pri
troske trpezlivosti a tvorivosti pridu sami aj na systém, ktory treba do
rieSenia prikladov zaviest, aby sa im niektoré spravne moznosti
»hestratili”.

Uvediem priklad tulohy, ktord zvladli samostatne vyriesSit ziaci Siestej
triedy, ktori boli slabsi v matematike.

Mdme 4 cislice 1,2,3,4. Vytvor z nich vsetky mozné 4 - ciferné cisla,

ak kazdu cislicu smies pouzit len raz. Kolko cisel mézes takto
vytvorit?

Je to dloha trosku naroc¢nejsia na trpezlivost ziaka, avSak postupne
aj slabsi ziak pride na to, ako si rieSenie prikladu méze zjednodusSit. Po
vypisani Cisel, ktoré zacCinaju jednotkou a dvojkou pride na to, ze Cisel,
ktoré zacinaju trojkou a Stvorkou bude rovnako vela a teda vie, kolko
moznosti musi eSte napisat, aby mohol prehlasit, Ze jeho rieSenie je uplné.
Ulohu mozno obmenit eSte tym sposobom, ze medzi Cislice, ktoré ma ziak
k dispozicii zaradime nulu. Ak sa ziak aj pomyli tym sp6sobom, ze povie,
ze rieSeni bude 24, ak mu pripomenieme, Ze Cislo sa nesmie zacinat na
nulu, bude hned vediet urcit, kolko je Cisel, ktoré sa zacinaju na nulu
a teda kolko moznosti nemal zapocitat do riesenia tlohy.

Uloha sa da vyrieSit tiez vytvorenim stromu tym sposobom, ako su
povacSine rieSené Tulohy tohto typu v ucebniciach matematiky pre
zakladné skoly.

Kombinatorika na strednej skole

Spominané chyby, ktoré robia Ziaci na zakladnej skole, sa u nich
prenasaju aj na stredné skoly, kde im v kombinatorike pribudaju definicie



kombindcii, variacii, permutdcii a vzorce pre vypocet. Tu byva cCastym
problémom rozliSovanie situacie a definicia ,zalezi na poradi” a ,prvky sa
opakuju / neopakuju“. Studenti tymto slovhym spojeniam casto nie velmi
rozumeju, nevedia identifikovat ani to, ¢i napriklad v ulohe o vytvarani
trojcifernych cisel z danych cCislic zalezi alebo nezdalezi na poradi Cislic.
Treba im na kazdom priklade opakovat vysvetlenie ,ak vytvorim nejaku
moznost a zamenim poradie prvkov v nej, dostanem tym nové rieSenie,
alebo je to to isté?” Rovnako vyjadreniu ,prvky sa opakuju, resp.
neopakuju“ nerozumeju spravne tak, ze Ci sa prvky moézu alebo nemozu
opakovat v ramci jednej moznosti, jedného rieSenia ulohy. Uvedomovanie
si tychto pojmov treba v ziakoch upevnovat ¢o najviac na strednej skole,
aby si toto kombinatorické spravne uvazovanie priniesli so sebou na
vysoku Skolu. Casto sa stava, Ze aj velmi dobry ziak z matematiky, ktory
na strednej sSkole nema so ziadnym ucivom nejaké vacsSie problémy, ma
s kombinatorikou znac¢ny problém a toto ucivo patri medzi jeho najmenej
obltibené a boji sa ho. Tu si uz navysSe svoje rieSenie mozu len tazko
skontrolovat, nakolko v mnohych prikladov neprichddza do uvahy
vypisovanie jednotlivych moznosti. A zas na druhej strane, ak sa tloha da
vyriesit vypisanim niekolkych moznosti a nasledne urcenim poctu ich
permutacii, velkym problémom pre Studentov byva fakt, ako maju zistit,
kedy uz maju vypisané vsetky riesenia. Studentom chyba systematickost
pri vymenovavani spravnych rieseni.

Ako dalSie tuskalie by som spomenula zlozitejSie kombinatorické
ulohy toho typu, kde na zaver riesenie musia Studenti zistit, ¢i jednotlivé
pocty moznosti, ktoré vypocitali, sa maju sc¢itat alebo vynasobit.

Majme danu ulohu:
Kolko réznych SPZ na autd sa da vytvorit z 24 pismen a 10 cislic, ak sa
znacka ma skladat z dvoch pismen a za nimi nasledujucich styroch cislic?

5 [2]

Student si spravne vypocita, ze pocCet moznosti, ako vybrat 2
pismena z 24 je 576 a poCet moznosti, ako vybrat 4 Cislice z 10 je 10000.
Co vsak dalej s tymito dvoma vysledkami? Treba Studenta priviest k tomu,
aby sam prisiel na to, ¢i vysledky treba spocitat alebo vynasobit. Podobne,
ako ziaci konstruuju stromy na zdkladnej Skole, kde im sluzili na
vymenovanie vSetkych spravnych moznosti, pouzijeme stromy aj v tomto
pripade.

Vezmeme si znacku, ktord obsahuje pismena AA. Ku nej mdzeme
priradit 4 ¢isla spominanymi 10 000 spésobmi. Ak vezmeme inu znacku,
AB napriklad, ku nej mozeme priradit 4 cisla opat 10 000 spo6sobmi.
A takto postupujeme dalej. Pri zobrazeni situacie pomocou vetvenia
v stromoch Student sdm pride na to, Ze jednotlivé vysledky musi vynasobit
aby dostal konec¢né rieSenie.

Majme druhu ulohu:
Kolko réznych sum mézeme zaplatit bankovkami 20, 50, 100, 200, 500,
1000 Sk, ak sa maju pouzit 3 alebo 4 bankovky, pricom z kazdej mame 1
5 kus? [2]
Student opat spravne vypocita, ze pocet moznosti, ako vybrat 3 bankovky
z 6, ktoré ma k dispozicii je 20 a poCet moznosti, ako vybrat 4 bankovky
zo 6 je 15. Dalej musi urcit, ¢i tieto dva vysledky ma spocitat, alebo
vynasobit. Ak si situdciu zndzorni stromom ako u predchadzajuceho
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prikladu, pride na to, Ze tento krat ide o paralelné moznosti, ktorych
pocty treba scitat.
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Obrazok 1 Ukdzka Ciasto¢ného rieSenia tlohy pomocou znazornenia stromovym
diagramom

Pravdepodobnost a matematicka Statistika na vysokej
skole

Na vysokych skoldch Casto nie je priestor na precvicovanie velkého
mnozstva prikladov na cviceniach z matematiky a pravdepodobnost a
Statistika spOsobuje znac¢né problémy aj tym Studentom, ktori ostatné
Casti vysokoskolskej matematiky zvladali pomerne dobre. Pocitanie
prikladov z pravdepodobnosti chce iny systém uvazovania, neexistuju
univerzalne schémy na to, ako priklady vyriesit a staCi zmenit iba niektoré
podmienky dané v priklade a rieSenie sa tiez zmeni. Studenti su z tejto
Casti matematiky znacne zmateni. Napriklad sa naucia pouzivat pri
vypocte dloh z pravdepodobnosti kombinacné cisla a zdkladny vzorec na
vypocet pravdepodobnosti pomocou pomeru ,, poctu priaznivych moznosti
ku poctu vSetkych moznosti“. Potom pri zadani odliSného prikladu, ktory
by sa dal jednoducho vyriesit ,sedliackym rozumom®“, sa snaZzia tento
priklad ,napasovat” na kombinac¢né cisla. Casto sa potom pytaju, ako
maja vediet, kedy pouzit kombinac¢né cisla a kedy ,iba zlomok“? Nie su
schopni spravne urcit, kedy sa priklad moze rieSit pouzitim kombinacnych
Cisel a kedy treba pouzit variacie ¢i permutdacie, pripadne staci trochu
pouvazovat a jednotlivé moznosti vymenovat. Nehovoriac uz o tom, ako
maja identifikovat priklad, ktory sa tyka napr. Uplnej pravdepodobnosti,
podmienenej pravdepodobnosti atd.

Co sa tyka uloh z matematickej Statistiky, tu sa Studenti naucia
pocitat jednotlivé momenty ndhodnej premennej, koeficienty korelacie,
Sikmosti a Spicatosti atd. podla danych vzorcov, ktoré si naroc¢né na
zapamatanie a preto ich aj velmi rychlo zabudnu. Naucia sa testovat
hypotézy pre stredné hodnoty, rozptyly, urcovat intervaly spolahlivosti na



danej hladine vyznamnosti ([1]). Problémom vSak je spravna interpretacia
vysledkov. Student vie, ze napr. koeficient korelacie ma vypocitat podla
daného vzorca, nemda vSak dostatoény nadhlad, aby napriklad vedel, ze
vysledok musi byt z intervalu {—%*1), ¢o by mu mohlo sluzit pre kontrolu,
a vobec nevie, aké cislo to vlastne vypocital a aky zaver by sa dal
z vypocitanej hodnoty urobit. Nepochopenie tejto problematiky sa ukazuje
napriklad pri spracovavani bakaldrskych zavere¢nych prac, kde mnoho
Studentov spracovava dotaznikovy prieskum. Z tychto dotaznikov robia
zavery iba vo forme percentualnych vyjadreni a stlpcovych pripadne
kruhovych diagramov [3]. Ak by vSak pouzili aspon tie jednoduché
metddy, ktoré sa naucili na matematickej Statistike, mohli by zo svojich
prieskumov dostat velmi pekné vysledky a ich zaverecné prace by boli
hodnotnejsie. Preto si myslim, ze pri vyucbe Statistiky by malo byt, popri
tom, aby Studenti ovladali spravne postupy pri roéznych Statistickych
metddach, nemenej dolezité aj to, aby vypocitané vysledky vedeli aj
spravne (alebo vobec nejako) interpretovat a aby si vedeli zvolit vhodnu
Statisticki metédu pre svoju konkrétnu spracovavanu problematiku.

Vhodnym rieSenim by mohlo byt zaviest pre slabsich Studentov
(pripadne pre vsetkych studentov prvého roc¢nika) Uvodny vyrovnavaci
kurz matematiky, ktory by im mal poméct zvladnut prechod na
vysokoskolsku matematiku, pripadne doplnit cvicenia z Matematiky 1 a 2.
(Takéto predmety uz na niektorych univerzitach existuji.) Tu by mohol
vzniknut dostatoCny priestor venovat sa aj menej Sikovnym ziakom, ktori
na strednej Skole neabsolvovali dostato¢ny pocet hodin matematiky na to,
aby boli pripraveny pochopit ucivo vysokoskolskej matematiky. Neskor by
bol priestor na hlbSie pochopenie problémov a uloh z oblasti
kombinatoriky a na to nadvazujucej pravdepodobnosti
a Statistiky. Jednotlivé pojmy z pravdepodobnosti a Statistiky by sa mohli
zavadzat postupne, zacat motivacnymi prikladmi, ktoré by Studentov
zaujali aviedli by ich khlbsiemu pochopeniu a hlavne zaujmu
o predkladanti  problematiku. Namiesto predostrenia ,hotového”
teoretického zakladu pravdepodobnosti by Studenti sami pomocou
motivacnych prikladov mohli sledovat vyznam histogramov, distribu¢nych
funkcii a momentov ndhodnych premennych, v Statistike pochopit vyznam
testovania. Takymto postupom by sa naucili predkladanej problematike
porozumiet a pochopit vyznam vypoctov zo vzorcov, ktoré im inak nic
nehovoria a rychlo ich zabudnd. Naucili by sa vypocitané vysledky
spravne interpretovat ateda by im tieto metédy mohli posluzit aj
v buddcnosti v praxi.
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