Odkrywanie regularnosci a myslenie algebraiczne

Discovering regularity and algebraical thinking

Marta Pytlak

Abstract: The ability to discover regularity is a starting point for a child to understand
mathematics. Regularities stimulate the way of thinking that goes beyond particular cases
(thinking about general regularities). In this paper I present my research concerning
algebraical thinking during the process of discovering the regularity. I show analyses of work
of two boys: in what way verbal language influent on to algebraical thinking during solving

the task which concern discovering the regularity.
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Wprowadzenie

W ostatnich latach wiele miejsca poswigcono na dyskusj¢ o nauczaniu algebry w
szkole podstawowej. Mowi si¢ o tzw. wczesnej algebrze i1 mysleniu algebraicznym
(Mutschler, 2005). Bardzo trudno rozdzieli¢ mys$lenie algebraiczne od myslenia
arytmetycznego. Jedna z droég rozwijania myslenia algebraicznego jest ,,nadbudowa”
myslenia arytmetycznego. Dokonuje si¢ tego na drodze uogoélniania rozwazan
arytmetycznych poprzez uzmiennianie statych. Stuzy¢ temu moga zadania polegajace na
odkryciu zalezno$ci geometryczno-arytmetycznych, ktére nalezy uogolni¢, zapisaé
symbolicznie. Przej$cie do zapisu symbolicznego jest dla ucznia szkoty podstawowej dosc
trudne. Uczen najpierw wypowiada uogolniona zalezno$¢ stownie, a nastepnie probuje ja
zapisa¢ przy uzyciu symboli. Aby zrozumie¢ jezyk algebraiczny, uczen musi zaczaé¢ od
zrozumienia jego najbardziej podstawowego sktadnika — litery (Turnau 1990).

Na kreatywno$¢ mys$lenia podczas rozwiazywania probleméw matematycznych
wptyw ma jezyk naturalny (Consogno, 2005). Wypowiadajac nasze mysli ubieramy je w
stowa. Przechodzimy z mowy ,wewngtrznej” (czyli ,mowy dla siebie”) do mowy
»zewnetrznej” (czyli uzewnetrznienia naszych mysli, zaprezentowania ich innym). Nastgpuje
transformacja jezykowa, polegajaca na wypowiadaniu mysli wlasnymi stowami (Wygotski

1989). Pozwala to na dostrzezenie nowych mozliwosci rozwiazania problemu, na



zrozumieniu jego istoty. Jezyk werbalny odgrywa bardzo wazna role podczas analizy
rozwiazania danego problemu. Powoduje on zmiang w odbiorze omawianego tekstu,
stymuluje tworzenie nowych powiazan w istniejacym zbiorze wiadomosci.

W jaki sposéb zatem jezyk werbalny bedzie wptywal na myslenie algebraiczne
ucznidw podczas rozwigzywania zadania dotyczacego uogodlniania? Aby odpowiedzie¢ na to

pytanie przeprowadzitam badania w$rdd uczniow szkoty podstawowe;.

Opis badania

Badania zostaly przeprowadzone we wrzesniu 2006 roku, wséréd uczniow 4-6 klas
szkoly podstawowej. W badaniach wzigto udziat po 6 ucznidow z klas 4, 5 1 6. Badanie
polegalo na rozwigzaniu dwoch zadan dotyczacych uvogoélniania. Uczniowie mieli do
rozwigzania dwa zadania (Littler, Benson, 2005). W obu chodzito o podanie liczby zapalek
potrzebnej do zbudowania wzorku z trdjkatow o boku diugosci jednej zapatki. W zadaniu
pierwszym trojkaty byly rozdzielne, a w zadaniu drugim dwa sasiednie trojkaty miaty
wspolny bok Uczniowie otrzymali zapalki 1 mogli uklada¢ potrzebne im figury. Praca
ucznidow bylta nagrywana kamera video. W trakcie rozwiazywania przez uczniéw zadania
nauczyciel rozmawial z nimi o tym, co wtasnie robia.

W klasie szostej w badaniu wzigto udzial 6 uczniow (11 lat)- 4 chlopcow i 2
dziewczynki. Uczniowie otrzymali kartki z zadaniami i pudetko zapatek. Na poczatku
wspolnie przeczytali zadanie, nauczyciel wyjasnil, w jaki sposéb buduje si¢ trojkaty, o
ktérych jest mowa w zadaniu. Nastgpnie uczniowie przystapili do pracy.

Uczniowie pracowali bardzo podobnie. Podczas pracy nad pierwszym zadaniem
wysypali zapatki z pudetka, utozyli kilka trojkatow. Przeliczyli liczbe zapatek uzyta do
budowy konkretnej liczby trojkatoéw — byto to raczej sprawdzenie wyniku juz wpisanego w
tabelg¢ niz rzeczywiste obliczanie potrzebnej liczby zapatek. Bardzo szybko zauwazali
zalezno$¢ pomigdzy liczba trojkatow a liczba zapatek. Najpierw odkryta regule zapisywali
stownie, a nastepnie probowali zapisa¢ symbolicznie. Podczas pracy nad zadaniem drugim
praca przebiegata podobnie. Tym razem jednak uczniowie najpierw ukladali trojkaty, a
nastgpnie wpisywali liczbe zapatek uzytych do ich budowy. Juz w trakcie budowy kolejnego
trojkata zauwazali zalezno$¢ pomiedzy liczba trojkatow a liczba zapalek. Udzielajac
odpowiedzi na pytanie drugie korzystali juz jedynie z odkrytej zaleznos$ci. W pytaniu trzecim
podawali jedynie stowny zapis reguty.

Nieco inny sposob postgpowania niz reszta ucznidow zaprezentowali dwaj chtopcy,

Mateusz 1 Kamil.



Praca Kamila i Mateusza

Chlopcy po otrzymaniu kartek z zadaniem bardzo szybko przystapili do pracy.
Odtozyli na bok zapalki, obaj pochylili si¢ nad kartka i zaczgli wypehia¢ tabelkg. Wida¢
wyraznie wspolprace obu chlopcoéw, wspdlnie podaja potgtosem odpowiedzi, zas Kamil
zapisuje je w tabeli. Kiedy podchodzi do nich nauczyciel, chtopcy ustalaja, ze to Mateusz ma
zreferowa¢ wynik wspolnej pracy. Mateusz bierze kartkg do reki i przedstawia rozwiazanie
zadania nauczycielowi:

M: Na jeden trojkat potrzeba trzy zapatki [wskazuje palcem w tabelce], na dwa-sze$¢ zapatek,
na trzy —dziewig¢ ... [czyta kolejne liczby z tabelki]

N: Co ciekawego zauwazyliScie w tym zadaniu? Jako jedyna grupa nie uktadali$cie trojkatow
z zapalek, zatem ...

M: Myslimy regularnie, trzeba kombinowac swoje, ze by si¢ nie namgczy¢.
N: Stuszna uwaga. To jak wy kombinowali$cie?

K: Normalnie, tak jak np. jest trojkat, to wyobraziliSmy sobie trojkat z trzech zapalek, to
mnozyliSmy liczba trojkatow razy trzy, czyli jak jest 6 trojkatow [wskazuje w tabeli], to
mnozyliSmy 6 razy 3.

N: I w ten sam sposob rozwiazali$cie drugi podpunkt zadania?
M: Tak.

K: Dla 10 trojkatow bedzie 3 razy 10 czyli 30 zapatek, dla 25 — 3 razy 25 czyli 75, a dla 161 —
483.

N: Udalo si¢ wam jaka$ og6lna regule odkryc¢?
M: No, ze mnozg liczbg zapalek z jednego trojkata przez liczbg trojkatow.

Chtopcy jako jedyny zespdt zrezygnowali z uktadania trojkatow z zapatek. Od razu
przystapili do pracy. Jak sami powiedzieli, szukali najkrétszej drogi rozwiazania zadania.
Zaczgli ,kombinowac” jak szybko i poprawnie rozwiaza¢ zadanie. Odwotali si¢ do
wczesniejszej wiedzy 1 wlasnych doswiadczen zwiazanych z trojkatem. To pozwolito im
pomina¢ uktadanie trojkatow. Wykorzystali znana im wilasno$¢, ze trojkat ma trzy boki.
Zauwazyli wystepujace w zadaniu zalezno$ci — proporcje migdzy liczba trojkatow, a liczba
bokow. Jeden trojkat — trzy boki, dwa trojkaty — szes¢ bokoéw. Liczba trojkatow wzrosta dwa
razy, liczba bokéw rowniez. Dostrzezona zalezno$¢ pozwolita im na sformutowanie
nastgpujacego wniosku: aby obliczy¢ liczbe zapatek potrzebna do zbudowania okreslonej
liczby trojkatow, nalezy liczbg trojkatow pomnozy¢ przez trzy. Te regule probowali zapisach

symbolicznie.



Zapis symboliczny sprawial uczniom nieco trudnosci. Najpierw zapisali skrocona
wersje odpowiedzi stownej, probujac ,,uogdlni¢” liczbg bokow trojkata zapisujac ja jako ,,a, b,
c¢”. Ostatecznie zapisali ,,a razy 3”.

Przystepujac do drugiej czg$ci zadania, chlopcy réwniez nie positkowali sig
zapatkami. Za to wykorzystywali informacje uzyskane w czg$ci pierwszej. Palcem w
powietrzu rysowali trojkatny wzorek. Bezblednie wypetnili dwa pierwsze podpunkty zadania.
Tym razem réwniez to Mateusz referowat wspolna prace nauczycielowi, jednak Kamil brat
czynny udziat w rozmowie.

M: Pierwszy trojkat, zeby ulozy¢ pierwszy trojkat potrzeba trzy zapatki, a do nastepnego to
trzeba dwie dotozy¢, to bedzie 5. O jedna mniej, bo tak to bytoby 6, gdyby tak trzeba byto
utozy¢ [patrzy na wczesniejsze rozwiazanie]. Na trzy trojkaty potrzeba 7 zapalek .... [czyta
wyniki z tabelki]

N: No dobrze, a co z drugim zadaniem?

M: [czyta] Na 10 trojkatéw potrzeba 21 zapatek, no bo trzeba odjaé, bo budujac tak jak
normalnie zesmy budowali od lewej, to byto 30, ale tu trzeba odja¢ po jednym od kazdej to
bedzie odjac¢ 9, to bedzie 21 zapatek. Dla 25 trojkatéw to bedzie 25 odjaé, ile .... odjac ...
[patrzy na wynik na jednej 1 na drugiej kartce] aha, 51, bo jest 25 trojkatéw, bo byto 75 1 tak
to trzeba liczbg odjac

N: A jaka liczbg odejmujecie?
M: [pyta Kamila] 24
N: A dlaczego taka?

M: Bo 24 trojkaty maja o jedna zapatke mniej. No 1 161, to bedzie 325 zapatek, bo to bylo
483 odjac 158. A trzeciego to nie wiemy.

N: Skad wiecie ile tych zapatek trzeba odjac? Bo tu moéwiliscie, ze dla 10 tréjkatow to
odejmowaliscie 9. Skad wiedzieliscie, ze to trzeba 9 odjac?

K: No bo to chyba tak: 10-1 to jest 9 zapatek pomnozyliSmy razy 2, to byto 18 i wtedy ... no
nie wiem

N: Co dalej trzeba zrobi¢, zeby z 18 uzyskac¢ 21?
K: Aha, i jeszcze ten jeden trojkat co ma trzy zapatki
N: Jeden trojkat ma trzy zapatki
M: A reszta po 2.
N: To dla 25 jak liczyliscie?
K: 24 razy 2 i doda¢ 3

W trakcie rozmowy z nauczycielem chlopcy podaja dwie roézne reguty dotyczace
liczby potrzebnych zapatek. Pierwsza z nich opiera si¢ na danych z zadnia poprzedniego.
Chtopcy wykorzystuja odkryta tam zalezno$¢, ze liczba zapalek jest wynikiem mnozenia
liczby trojkatow przez 3. zauwazaja roéwniez, ze teraz nie dla wszystkich trojkatow potrzebuja

trzech zapalek. Od posiadanego juz wyniku odejmuja ,,dublujace si¢” zapatki. Jest to



zalezno$¢ odkryta na drodze pewnych manipulacji wyobrazonymi trdjkatami. Uczniowie
korzystali tutaj z wilasnych doswiadczen zgromadzonych podczas pracy nad pierwszym
zadaniem.

Zastosowany przez chlopcéw sposob pracy sprawdzal sig tylko w przypadku, gdy
znali konkretng liczbe trojkatéw. Wtedy, korzystajac z zadania 1 wiedzieli, ile potrzeba
zapatek, gdyby budowali oddzielne trojkaty. Nastepnie od ogdlnej liczby zapatek odejmowali
liczbg dublujacych si¢ zapatek — byta to liczba o jeden mniejsza od liczby trojkatéw. Ten
sposob utrudnial im jednak udzielenie odpowiedzi na pytanie z zadania trzeciego. W zadaniu
tym jest prosba o podanie ogdlnej reguly, ktéra mozna zastosowaé dla dowolnej liczby
trojkatow. Chlopcy za$ wypracowali swoja metod¢ w oparciu o konkretna, dana liczbe
trojkatow. Dlatego tez w rozmowie z nauczycielem stwierdzaja ,,A trzeciego to nie wiemy.”.

Podczas rozmowy z nauczycielem chtopcy probuja podaé jakas regule, ktora dotyczyta
by liczby zapatek. W tym celu analizuja uzyskane dane. Biora pod uwagg sposob
postepowania podczas rozwiazywania zadania oraz zauwazone prawidlowosci — pierwszy
trojkat ma trzy zapatki, pozostate tylko po dwie. Teraz patrza na zadanie z innej strony: ile
rzeczywiscie zapatek potrzebuje, gdy bede budowac kolejno trojkaty. Podana przez nich nowa
zalezno$¢ odzwierciedla proces tworzenia tych trojkatow: najpierw trzy zapatki dla
pierwszego trojkata, a nastgpnie po dwie zapatki dla pozostalych (czyli liczba trojkatéw
ogolnie minus jeden). Ta zalezno$¢ jest inna niz poprzednia. Pierwsza opierata si¢ na
odejmowaniu ,,zb¢dnych” elementow, druga - na dodawaniu wszystkich wykorzystanych
(uzytych do budowy). Obie te zaleznosci sa rownowazne. Gdyby je zapisa¢ symbolicznie,

wygladatyby nastgpujaco: 3t-(t-1) w pierwszym przypadku i 2(t-1)+3 w drugim.

Podsumowanie

Chtopcy bardzo dobrze poradzili sobie z zadaniem. Podczas rozmowy z nauczycielem
odkryli nowe podejécie do zadania. Zatem poprzez weryfikacj¢ stowna byli w stanie zmienic¢
swoje spojrzenie na zadanie. Werbalizacja spowodowata zmiang ich dziatania.

Rozwiazujac zadanie uczniowie korzystaja ze zbioru wiadomosci, jaki wcze$niej
udato im si¢ zgromadzi¢. Wykorzystuja informacje o trojkacie oraz o tym, jak ma wygladac¢
wzorek. Te dane pozwalaja im na stworzenie ogélnego modelu — ,,generic model” (Hejny,
Kratochvilova 2004) dotyczacego powstawania kolejnych elementéw uktadanki. Potrafia
odkryta przez siebie zalezno$¢ uogdlni¢ 1 podac¢ jej symboliczny zapis. Zatem potrafia

oderwac si¢ od konkretu i mysle¢ abstrakcyjnie.
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