Strategie rozwigzywania zadan nietypowych
stosowane przez studentéw pedagogiki
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ABSTRACT. Uncommon mathematical problems play an important role in childrens’ edu-
cation in mathematics. These exercises inspire creativity in children and help them develop
a sense of divergent thinking. Pedagogics students, as future teachers, must not only rec-
ognize the value of such mathematical problems, but must also be able to solve them in
a simple and understandable for younger pupils way. This article is a presentation of the
skills of the students in this regard.

1 Wprowadzenie

Matematyki uczymy sie poprzez rozwigzywanie zadan. Dobdr zadan ktére dajemy
do rozwigzania, zalezy od celu, jaki chcemy osiggnac¢. Do sprawdzenia umiejetnosci
zastosowania typowych schematéw postepowania lub do ksztalcenia okreslonych spra-
wnosci, dobieramy zadania typowe, takie, ktére nie wymagaja zbytniej pomystowosci.
Jezeli jednak chcemy uczy¢ rozumienia tekstu, matematyzowania sytuacji realnych,
kodowania i dekodowania informacji, stosowania strategii heurystycznych, racjonal-
nego podejmowania decyzji i réznorodnych aktywnosci matematycznych takich jak
dostrzeganie i wykorzystywanie analogii, schematyzowanie, uogdlnianie, algorytmi-
zowanie itp., to musimy wykorzysta¢ do realizacji tego celu zadania nietypowe, ot-
warte, posiadajace wiele rozwigzan, i nie majace gotowego schematu rozwigzania.
Rozwiazywanie takich zadan moze wykreowaé czlowieka twérczego bedacego w stanie
podja¢ wyzwania wspoétczesnego Swiata.

2 Badania

Nauczyciel powinien stwarza¢ uczniom jak najwiecej okazji do rozwigzywania prob-
leméw otwartych i zadan nietypowych. Zanim nauczyciel podejmie decyzje, jakie
zadanie da¢ uczniom, musi najpierw sam umie¢ je rozwiaza¢. Jezeli ma trudnosci
z rozwigzaniem zadania, to z pewnoscig nie poleci go swoim uczniom. Od wiedzy i
umiejetnosci pedagogicznych nauczyciela zalezy wiec sukces ucznia.

Artykul prezentuje wyniki badania kompetencji nauczycieli pedagogiki wczes-
noszkolnej w zakresie rozwigzywania nietypowych zadan. Badania zostaly przeprowad-
zone w styczniu 2007 roku, wsréd 163 nauczycieli, ktérzy po ukoniczeniu (w réznych
osrodkach) studiéw licencjackich z pedagogiki przedszkolnej i wezesnoszkolnej, pod-
jeli studia uzupelniajace magisterskie na kierunku pedagogika przedszkolna i wczes-
noszkolna w Akademii Pedagogicznej w Krakowie.

Kazda z oséb otrzymata do pisemnego rozwigzania nastepujace zadanie

Zadanie: Stolarz robi taborety o trzech lub czterech nogach. Ma w mag-
azynie 30 nég do taboretow. lle i jakich taboretéw moze zrobi¢?

Matematycznym modelem tego zadania jest rownanie diofantyczne 3z + 4y =
30, gdzie x jest liczbg tréjnoznych taboretéw a y liczba czteronoznych taboretéw.
Réwnanie to ma 3 rozwigzania: (10;0), (6;3) 1 (2;6).
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Jezeli uwzglednimy mozliwos¢ nie wykorzystania wszystkich nég, to rozwiazan
bedzie wigcej. W tej sytuacji matematycznym modelem zadania jest réwnanie 3z +
4y = n, dla n < 30, ktére ma 48 rozwigzan.

Ponizsza tabela prezentuje wszystkie rozwiazania dla n > 25. Rozwiazania te
zostaly ponumerowane (pierwszy wiersz) liczbami od 1 do 13, co zostanie wykorzys-
tane w dalszej czesci artykutu.

Nrrozw. |1 |23 [4]|5]6|7[8|9]10| 11 |12] 13 |itd.
T 1062738140195 |1 |6 [2 |itd
Y 0 3625147103 |6 [2 |5 |itd
n 30 29 28 27 26 itd.

Analizujac prace nauczycieli-studentéw zwracatam uwage na liczbe poprawnych
rozwiazan, ale tez i na to a) jak badani rozumieja tre$¢ zadania, b) co dla nich
znaczy ,rozwigzanie zadania”, c) jakie strategie stosuja podczas rozwiazywania i d)
jak prezentuja uzyskane wyniki.

W tym artykule chce skupi¢ si¢ tylko na jednym z tych zagadnien i zaprezentowac
rozne strategie rozwigzywania omawianego zadania. Strategie te sa wazne, z tego
wzgledu, ze nauczyciele bedg je preferowaé¢ w pracy z dzie¢mi.

3 Strategie rozwigzywania

W pracach studentéw mozna zauwazy¢ rozne strategie rozwigzywania zadania. Nie-
ktérzy postuguja sie dzialaniami arytmetycznymi, inni preferujg rysunek. Sa tacy,
ktorzy najpierw dokonuja symulacji rysunkowej, a nastepnie potwierdzaja jej wiary-
godnos¢ stosownymi obliczeniami badz odwrotnie: najpierw znajduja rozwiazanie na
drodze arytmetycznej a nastepnie ilustruja rozwigzanie rysunkiem.

a) arytmetyczny sposéb

W jednej z prac autorka zaczyna od dzielenia:
30:4="Tr1r2 — T taboretow o 4 nogach i zostajg 2 nogi,
30 : 3 =10 — 10 taboretow o 3 nogach.

Nastepnie wykonuje seri¢ obliczen kolejno dla y =1,2,3,... ,6:
1-4=4,30—4=26,26:3=81r2— 1 tab. o 4 nogach i 8 tab. o 3 nogach v 2 nogi,
2:4=8,30—8=22,22:3=Tr1— 2 tab. o 4 nogach i 7 tab. o 3 nogach i 1 noga,
3:4=12,30—-12=18,18:3 =6 — 3 tab. o 4 nogach i 6 tab. o 3 nogach [itd. az
do y = 6].

W ten sposéb znajduje 8 rozwiazani o numerach od 1 do 8 (liczba nie wykorzys-
tanych nég jest nie wieksza niz 2).

Podobnie postepuje inna studentka. Réwniez zaczyna od wykonania dzielenia 30
przez 3 i przez 4 i wyciaga z tych obliczen wnioski co do liczby i rodzaju taboretéw.
Nastepnie wykonuje serie obliczen dla x = 1,2, 3, ... ,9 zapisujac:

1 tab. 3-nozny, zostaje 27 nog, 27 : 4 =6 r 3 — z reszly jeszcze jeden 3-noiny i sq 2
z 3 mogami i 6 z 4 nogams,

2 tab. 3-nozne, zostajg 24 nogi, 24 : 4 =6 — 2 z 3 nogami i 6 z 4 nogami (jak wyzej),
3 tab. 3-nozne, zostaje 21 nog, 21 : 4 =511 — 3 2 3 nogami © 5 z 4 nogami i 1 noga

Postepujac tak, az do x = 9 taboretéw 3-noznych, znajduje 8 rozwiazan o numer-

ach od 1 do 8.



Kolejne analogiczne rozwigzania tym rdéznig sie od poprzednich, ze obliczenia
prezentowane sa w tabeli np.:

tab. 3-nogi | 10 9 81716 ) 41312 1 0

tab. 4-nogi | 0 0 1 3 3 41516 6 7

reszta 0 3—1 21110 3—1 21110 3—1 2
z 3 nogami 7 3 nogami z 3 nogami

Jeszcze inne strategie arytmetycznego rozwiazania polegaja na wielokrotnym ode-
jmowaniu od 30 liczby 3 (albo liczby 4) i analizowaniu podzielnosci uzyskanej réznicy
przez druga z liczb. Zdarzaly sie jednak btedy rachunkowe, co nie pozwalalo na
uzyskanie wszystkich rozwiazan nawet dla n = 30.

b) symulacja rysunkowa

Dobrg strategia w rozwigzywaniu zadania jest wykorzystywanie rysunku. Zdarzaly
sie rysunki bardzo realistyczne. Najczesciej jednak rysowano 30 kresek lub kropek i
grupowano je po 3 lub po 4.

W jednej z prac autorka rysuje 10 taboretéw o 3 nogach. To jest jedno rozwigzanie:
(10;0). Nastepnie z jednego taboretu 3-noznego zabiera wszystkie nogi i rozdaje po
jednej nodze trzem innym taboretom tak, ze powstaja 3 taborety 4-nozne. Daje
to rozwiazanie (6;3). W identyczny sposéb rozmontowuje kolejny taboret 3-nozny
i tworzy 3 nowe taborety 4-nozne. Lacznie z poprzednimi jest ich juz 6. Jest to
nastepne rozwiazanie (2;6) dla n = 30 (rys. 1.).
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Rysunek 1.

Jest to bardzo tadny sposéb wizualizacji zrozumialej nawet dla matych dzieci.
Szkoda, ze autorka na tym poprzestaje, bo metode postepowania da sie przedtuzy¢
dla pozostalych n. Dla n = 29 nalezy narysowac¢ 29 kresek, pogrupowac po 3, zostang
2, ktére nalezy przydzieli¢ po jednej dwom trojkom. Tak powstana 2 czworki i 7
trojek (7;2). Dalej wystarczy rozmontowaé tréjke i utworzyé 3 czwérki dodajac po
jednej kresce do istniejacych tréjek. Tak powstana 3 nowe czworki, co lacznie z
wezesniejszymi daje ich 5 oraz 3 tréjki (3;5). Sa to wszystkie rozwiazania dla n = 29.

Idea rysowania, grupowania i przektadania kresek pojawia si¢ w wielu pracach.
Jedna ze studentek dokonuje stownego opisu tych czynnosci:

Jak rozdziele 30 nog po 4 nogi, to bedzie 7 taboretow 4-noznych i zostang mi 2 nogi.
Z jednego taboretu 4-noznego zabiore 1 noge v dotoze do tych 2 nég — otrzymam wtedy
2 taborety 3-nozne i 6 taboretow 4-noznych (rys. 2.).
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Rysunek 2.
Mamy wiec rozwiazanie (2;6). Autorka koriczy na tym swdj wywod a przeciez
mozna to kontynuowaé. Stosujac jej sposéb mozna zrobi¢ nowy taboret 3-nozny.



Trzeba tylko zabra¢ z trzech czteronoznych po jednej nodze, zamienig sie one na
3-noze i bedzie ich razem z tym nowym i dwoma poprzednimi 6 [mamy kolejne
rozwiazanie (6;3)]. Rozmontowujac w ten sam sposéb kolejne 3 taborety 4-nozne
powstana same taborety o 3 nogach [rozwiazanie (10;0)].

Zaprezentowany pomyst mozna tez wykorzysta¢ do poszukiwan dalszych rozwigzan
dla innych n niz 30.

c) sprawiedliwy podzial nég lub ,symetrie”

W wielu pracach mozna dostrzec tendencje do rozdzielania nég ,sprawiedliwie” miedzy
dwa rodzaje taboretéw.

Dla jednych sprawiedliwie to podzial 30 nég na 2 réwne czesci (30 : 2 = 15). Z
kazdej takiej czesci (z 15 ndg) robi sie taborety jednego rodzaju, uzyskujac w ten
sposéb 5 taboretéw tréjnoznych (15 : 3 = 5) i 3 taborety czteronozne (15 : 4 = 3
r 3). Z pozostatych 3 nég ,tworzy sie” kolejny taboret tréjnozny (rys. 3.), co daje
rozwiazanie (6,3). Taka strategie rozwiazania stosowano zaréwno w rozwigzaniach
arytmetycznych jak i rysunkowych.
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Rysunek 3.

Dla innych sprawiedliwie, to tyle samo taboretéw czteronoznych, co tréjnoznych.
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Rysunek 4.

Np. na jeden taboret trojnozny i jeden czteronozny potrzeba 3+4tj. 7noég, 30 : 7 =4
r. 2 Mamy w ten sposéb rozwiazanie (4,4) i 2 nogi zostaja (rys. 4.). Takie rozwiazanie
znajdowano tez grupujac wezesniej narysowane kreski na przemian po 3 i po 4 (rys.
5.).

COLL L L

Rysunek 5.

W jednej z prac studentka ,produkujac” komplety: po jednym taborecie z 3
nogami i jednym z 4, zapisata: 3+4=7,30—7=23 (1 tab. 0o 3 -1 1 0 4 nogach),
23 —7 =16 (14 1) [chodzi o kolejng pare taboretéw: 1 o 3 nogach i 1 o 4 nogach],
16 —7 =9 (1 +1). Na tym poprzestala odejmowaé. Pewnie zauwazyla, ze gdyby
dalej odejmowata, to zostalaby jej reszta, wigc pozostala liczbe 9 nég rozdzielita po 3
(9 : 3 =3) i uzyskala rozwiazanie (6, 3).



W jednej z prac ,sprawiedliwie” to wiecej nég dla taboretéw czteronoznych a
mniej dla tréjnoznych i to w stosunku 2 do 1 [nie wiem dlaczego taki stosunek].
Studentka rozdziela najpierw 30 nég na 3 réwne czesci (30 : 3 = 10) i jedna taka
cze$é (10 nég) przeznacza na taborety tréjnozne (ma 3 takie taborety i jedna noga
zostaje) a dwie czesci (2 - 10 tj. 20 ndg) na taborety czteronozne (5 taboretéw).
Jednak to rozwigzanie jej sie nie podoba [zapewne dlatego, Ze zostaje jedna nogal,
przekresla go i rozdziela wszystkie nogi na 2 réwne czesci, a z kazdej czesci (15 nég)
robi jeden rodzaj taboretéw. Z nég nie wykorzystanych dla taboretow 4-noznych robi
dodatkowo jeden taboret 3-nozny uzyskujac rozwiazanie (6, 3).

W wielu pracach mozna zauwazy¢ (tak w rozwigzaniach arytmetycznych jak i ry-
sunkowych), grupowanie nég po 10 i ,robienie” taboretéw z tych 10 nég. Najczesciej
z kazdej takiej 10 studenci robili dwie tréjki i jedng czwoérke (10 = 3+ 3 +4). A
poniewaz s trzy takie zestawy to znajdowali rozwiazanie (6,3) (rys. 6.).
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Rysunek 6. Rysunek 7.

Byty tez inne sposoby wykorzystania 10 nég. Np. z 10 nég robiono dwie czworki
i zostawaly 2 nogi. Zatem z trzech 10 zostawalo 6 ndg (3 - 2 = 6), z ktérych robiono
2 taborety tréjnozne (6 : 3 = 2) co prowadzilo do rozwigzania (2,6). (rys. 7. 1 8.).
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Rysunek 8.

d) rozwigzanie na osi liczbowej

W paru rozwiazaniach zostata wykorzystana o$ liczbowa, na ktorej kolorami zaznac-
zono tuki: w jednym kolorze tuki po 3 jednostki (10 tukéw od 0 do 30), a w drugim
kolorze tuki po 4 jednostki (tylko 6 tukéw od 0 do 24).
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Rysunek 9.

Taka ilustracja na osi liczbowej pozwala zauwazy¢ wspolne wielokrotnosci liczb
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314tj. 121 24 a ponadto, ze z kazdych 12 ndg (sa dwie 12) mozna zrobié¢ albo 3
taborety 4-nozne, albo 4 taborety 3-nozne. Z pozostalych szesciu nég mozna tylko
zrobi¢ 2 taborety 3-nozne. Daje to nastepujace mozliwosci:

— robimy z kazdych 12 nég same ,3”, jest ich: 444+ 2 = 10; rozwiazanie (10;0);

— robimy z kazdych 12 nég same ,47, jest ich 3 + 3 = 6 i jeszcze dwie ,37;
rozwiazanie (2;6);

— 7 12 nég robimy ,4” a z drugich 12 nég robimy ,,3”, mamy 4 4+ 2 = 6 tréjek i 3
czwoérki; rozwiazanie (6; 3).

e) odgadniecie lub metoda préb i bledéw

Wsrod prac znajduja sie takie, ktére prezentuja gotowe rozwiazania. Nie ma w nich
sladu jakichkolwiek obliczen lub rysunkéw. Nie jest wykluczone, ze rozwigzania
te zostaly odgadniete, lub znalezione metoda préb i bledéw. Autorzy nie chcieli
,chwali¢” sie swoimi metodami i nie przedstawili swoich poszukiwan, a jedynie ich
efekt.

4 Podsumowanie

Badani studenci zaprezentowali rézny poziom umiejetnosci radzenia sobie z rozwiazy-
waniem omawianego zadania. Na 163 osoby zaledwie 9 podalo wszystkie rozwiazania
dla n = 28,29, 30. Nikt nie podal rozwigzan dla pozostatych n.

Niektérzy nie radzili sobie w poszukiwaniu rozwiazania. Ograniczali sie jedynie
do wykonania dzielenia. Albo do podania odgadnietego pomystu.

Jednak wielu badanych w swych poszukiwaniach byto pomystowych i twérczych.
Wiegkszos$¢ wykorzystywata symulacje rysunkowa (az 118 oséb). Swoje strategie rozwiaza-
nia stosowali w sposob racjonalny i mogliby te strategie wykorzystywa¢ w poszuki-
waniach dalszych rozwiazan. Wazne jest to, ze strategie wykorzystywane przez stu-
dentow mozna wykorzysta¢ w pracy z dzie¢mi.
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