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ABSTRACT. This paper presents some remarks on understanding of probability by I year
students before their starting learn theory of probability.

Od roku 1995 prowadze badania nad wiedza probabilistyczna oséb studiujacych
na kierunku matematyka. Badania te prowdzone sa na szerokiej populacji studentow
(okoto 250 0s6b z pieciu rocznikéw studiow z kilku uczelni pedagogicznych). Wyniki
badan byty wielokrotnie publikowane w réznych czasopismach naukowych.

W roku 2005 rozpoczatem nowy cykl badan dotyczacych stanu wiedzy proba-
bilistycznej studentéw matematyki sekcji nauczycielskich. Badania prowadzone sa
wsrod studentow III roku matematyki Akademii Pedagogicznej w Krakowie przed
rozpoczeciem kursu rachunku prawdopodobienistwa. Badaniu poddanych zostalo 37
studentow, ktorzy otrzymali do wypelnienia kwestionariusz badan, w ktorym sfor-
mulowano 8 pytan i zadan. W pracach [2| oraz [3] zawarto wyniki uzyskane dla
pierwszych siedmiu pytan kwestionariusza badan.

Dotychczasowe badania pokazaty, ze studenci II1 roku matematyki przed rozpocze-
ciem wyktadu z rachunku prawdopodobienstwa posiadaja uboga wiedze w zakresie
tego przedmiotu. Zwiazki z innymi pojeciami, jakie dostrzegaja, ograniczaja sie w
istocie do potocznego rozumienia pojecia prawdopodobieristwa, gier losowych oraz
pojeé¢ kombinatorcznych.

Badania ujawnilty réwniez, ze pojecie prawdopodobieristwa postrzegane jest przez
wickszos¢ badanych studentéw przez pryzmat zadan jakie rozwiazywali oni w trakcie
nauki w szkole sredniej, a ktore w przewazajacej wiekszosci dotycza prawdopodobien-
stwa klasycznego. Wielu studentéw rozpoczynajacych kurs rachunku prawdopodo-
biefistwa rozwigzywanie zadan wiaze nierozerwalnie z obliczaniem mocy zbioru 2.

W tym artykule zaprezentuje i omoéwie odpowiedzi studentéw odnoszace sie do
ostatniego, 6smego, pytania kwestionariusza badan, ktoére brzmiato:

Podaj przyklady 3 zadan (probleméw), w ktorych wystepuje pojecie praw-
dopodobienistwa oraz przedstaw schematyczny plan rozwigzania tych za-
dan.

Odpowiedzi na to pytanie pozwalaja na stwierdzenie z jakimi zadaniami studenci
spotykali sie najczedciej w szkole oraz informuja jak byly one rozwiazywane, a takze
dopetniaja informacje uzyskane w wyniku analizy odpowiedzi na pytania 1-7 kwest-
ionariusza badan.

Wszyscy studenci podjeli proby odpowiedzi na to pytanie. Niestety, tylko kilka
0s6b odpowiedzialo na nie w sposoéb wyczerpujacy, tzn. sformutowato trzy zadania
(problemy) i podato szkic ich rozwiazania. Najczesciej studenci formulowali tylko
dwa zadania. W sumie sformutowano 85 zadan i probleméw. W prawie potowie
przypadkéw zabrakto jakichkolwiek informacji na temat sposobu rozwigzania danego
zadania. Zaproponowane zadania daja sie podzieli¢ na 6 grup.

I. Najwiecej zadan (33 zadania) dotyczyto obliczania prawdopdobienstw zdarzen
zwigzanych z prostymi schematami urnowymi. Istote tych zadan ilustruja nastepujace



przyktady zaczerpniete z kwestionariuszy.

— W urnie znajdujg sie dwie kule. Jedna czarna i jedna biata. Jakie jest praw-
dopodobienstwo wylosowania kuli czarney.

— W urnie jest 5 kul biatych © 4 czerwone. Losujemy dwie kule naraz. Jakie jest
prawdopodobienstwo ze obydwie kule bedq czerwone?

— W urnie sq 3 kule niebieskie, jedna zielona i jedna czerwona. Z tej urny losujemy
jedng kule, odkladamy na bok i losujemy kolejng. Oblicz prawdopodobienstwo, ze wsrdd
wylosowanych kul bedzie kula czerwona.

— W urnie znajduje sie 5 kul: 3 biate, jedna czarna v jedna niebieska. Jakie
jest prawdopodobienistwo wylosowania dwu kul biatych jesli losujemy po jednej kuli ze
zwracaniem?

Niestety nie wszystkie zadania byty poprawnie sformutowane. Zawieraty one tylko
pewne hasta zwigzane z pojeciami rachunku prawdopodobienistwa, w zadaniach nie
formutowano pytan ani polecenn. Kilku studentéw ograniczyto sie tylko do stwierdzen
typu:

— losowanie kul ze zwracaniem,

— losowanie kul bez zwracania.

W niektorych sformulowaniach zadan nie jest jasne czy chodzi o losowanie ze
zwracaniem, czy tez bez zwracania. W kilku przypadkach trudno jest jednoznacznie
zinterpretowac¢ co autor zadania chcial wyrazii¢, gdyz w tresci zadan zawarto sprze-
czno$é, badz tez tres¢ pozbawiona jest logicznego sensu np:

— W pojemniku jest 10 kul czarnych, 5 kul szarych i 22 kule biate. Losujemy tak
dtugo az nie wyciggniemy biatej kuli. Jakie jest prawdopodobieristwo, ze wyciggniemy
biatg kule?

— W trzech skrzyniach sq biate i czarne kule (po 10 kul w kazdej). W pierwszej
6 czarnych, w drugiej 4 czarne a w trzeciej 2 biate. Jakie jest prawdopodobienstwo
wylosowania kuli biatej jesl osoba losuje tylko jeden raz.

— Jakie masz szanse, ze wyciggajoc z szuflady, w ktorej jest 5 kul czarnych i jedna
biata, kolejno kule wyciggniesz kule bialq.

W przypadku zadan, w ktérych mowa jest o jednokrotnym losowaniu kuli z urny;,
jako metode rozwiagzania wskazywano wzoér na prawdopodobienstwo klasyczne. W
przypadku, gdy z urny losowane byly dwie (trzy) kule jednoczes$nie proponowano
poszukiwaé rozwiazania zadania badz za pomoca drzewa stochastycznego (w istocie
zasytepujac losowanie dwu kul dwukrotnym losowaniem kuli z urny), badz za pomoca
kombinatorycznych wzoréw (wyznaczajac liczby kombinacji, wariacji). Natomiast
w przypadku doswiadczenn wieloetapowych narzedziem znajdywania rozwigzania na-
jezesciej byto drzewo stochastyczne.

IT. Tematyka drugiej grupy zadan (18 zadan) zwiazana jest z rzutem kostka szes-
cienng do gry. Istote tych zadan ilustruja ponizsze przyktady zaczerpnicte z prac
studentow.

— Jakie jest prawdopodobienstwo, ze w rzucie kostkqg do gry wypadnie szdstka?

— Rzucamy dwiema kostkami do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wyrzucimy
w sumie 7 oczek?

— Rzucamy 2 razy kostkq do gry. Jakie jest prawdopodobienistwo wyrzucenia pieciu
oczek za kazdym razem?

— Jakie jest prawdopodobienstwo, zZe w rzucie trzema kostkami wypadng dwie
szostki?

— Jakie jest prawdopodobienstwo wyrzucenia co najmniej trzech szostek w dziewie-
ciu rzutach kostkq do gry?



— Rzucamy czterokrotnie kostkq do gry. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze wypad-
nie jedno oczko w ciqggu tych rzutow.

Tylko kilka os6b zamieszcza skromne wskazowki jak rozwigzacé proponowane zada-
nia. Sprowadzaja sie one do stwierdzen: ,skonstuowaé tabelke" (dla rzutu dwoma
kostkami), ,wykorzysta¢ drzewo stochastyczne" (w przypadku dwukrotnego rzutu
kostka). Kilka osob wskazuje jedynie czesé¢ wynikow jakie sprzyjaja zdarzeniu, ktorego
prawdopodobienistwo nalezy obliczyé. Wiekszo$ studentow, ktorzy formutowali tego
typu zadania, nie pisze nic na temat metody ich rozwiazania.

ITI. Tematyka trzeciej grupy zadan (16 zadan) zwiazana jest z rzutem moneta.
Ponizsze przyktady, zaczerpniete z prac studentow, ilustrujg istote tych zadan.

— Jakie jest prawdopodobieristwo, ze w rzucie monetq wypadnie reszka?

— Rzucamy dwiema monetami. Jakie jest prawdopodobieristwo wyrzucenia dwoch
reszek?

— Jakie jest prawdopodobienstwo uzyskania 4 reszek w oSmiokrotnym rzucie mon-
etq?

— Jakie jest prawdopodobieristwo, ze w 100 rzutach monetq wypadnie reszka?

Niektore sformutowania zadan dotyczacych rzutu moneta nie sa precyzyjne np:

— Ile razy w 5 rzutach monetq otrzymamy reszke?

— Ile razy w dwu rzutach monetq wypadnie orzet?

Podobnie, jak mialo to miejsce w przypadku zadan dotczacych rzutu kostka do
gry, tylko kilka os6b zamieszcza skromne wskazowki na temat metod rozwigzania
zadan. Ograniczaja sie one badZ do uwagi, ze mozna skonstruowac¢ drzewo stochasty-
czne, badz do kostrukcji fragmentu drzewa stochastycznego prezentujacego wyniki
sprzyjajace zdarzeniu, ktorego prawdopodobienistwo nalezy obliczyé.

IV. Siedem zadan dotyczy losowania karty z talii kart. Ponizsze przyktady ilus-
truyja tematyke tych zadan.

— Jakie jest prawdopodobienstwo wyciggniecia asa z talii kart?

— 7 taliv kart losujemy trzy karty. Jakie jest prawdopodobienstwo wylosowania
dziewigtki karo?

Dwie osoby nie podaja zadnych wskazowek odno$nie rozwigzania zadania, a po-
zostali wskazuja jako narzedzie rozwiazania drzewo stochastyczne (w przypadku lo-
sowania dwu, trzech kart), badz twierdzenie o prawdopodobienstwie klasycznym.

V. Szes¢ zadan dotyczy prawdopodobienistwa trafienia ,szostki" w Lotto. Trzy
osoby proponujg obliczyé¢ szukane prawdopodobienistwo stosujac wzoér na liczbe kom-
binacji oraz twierdzenie o prawdopodobieinistwie klasycznym, trzy kolejne nie podaja
zadnych uwag na temat rozwigzania zadania.

VI. Pieciu studentéow sformulowato zadania dotyczace loterii.

— Jakie jest prawdopodobieristwo wylosowania nagrody, jesl jest 5105 losow, w
ktorych & jest pustych a reszta z nagrodami, jesli kupujesz jeden los?

— Na loterii jest 50 losow w tym 4 losy wygrywajgce. Jakie jest prawdopodobi-
enstwo, ze kupujgc jeeden los wygramy?

— W wurnie jest 20 losow wygrywajgcych i 30 przegrywajgcych. Ciggniemy trzy
losy. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze conajmniej dwa z nich wygrywajg?

Osoby proponujace powyzsze zadania jako metode rozwigzania wskazywali drzewo
stochastyczne jako srodek stuzacy znalezieniu odpowiedzi na sformutowane pytanie.

Przeprowadzone badania potwierdzilty, ze prawdopodobienstwo postrzegane jest
przez studentoéw przez pryzmat zadan jakie rozwiazywali w trakcie nauki w szkole.
Wiekszos$¢ rozwiazywanych w szkole zadan dotyczy bowiem prawdopodobienistwa



klasycznego. W rozwigzaniach tych zadan duzy nacisk ktadzie si¢ na kombinato-
ryke. Obliczanie mocy zbioréw z zastosowaniem wzoréw na liczbe permutacji, wari-
acji, kombinacji stanowi wieksza czesé rozwiazania zadania i jest gtowna trudnoscia
w uzyskaniu poprawnego rozwiazania.

Wielu studentéw zadania z rachunku prawdopodobienistwa wigze nierozerwalnie
z obliczaniem mocy zbioru €2 oraz z wyznaczaniem mocy pewnych zdarzer.

Tres¢ proponowanych zadari ma niewiele wspoélnego z codziennym zyciem. Zada-
nia formutowane sg w najczesciej w jezyku typowych prostych schematéw urnowych,
a wiec w procesie ich rozwiazywania nie ma miejsca na faze matematematyzacji
(przektad pozamatematycznej sytuacji na jezyk matematyki) oraz na faze interpre-
tacji.

Rozwazane sytuacje sa ,czysto matematyczne", a praca nad rozwigzaniem tak
sformutowanych probleméw nie pogtebia wiedzy rozwiazujacego o otaczajacym go
Swiecie.

Wisréd proponowanych zadasii brak jest takich, ktorych rozwiazywanie jest ilus-
tracja procesu stosowania matematyki, nie wystapuja tu tez zagadnienia zwigzane z
procesem podejmowania decyzji w sytuacjach niepewnoci i warunkach ryzyka.

Jednostronne postrzeganie poje stochastyki moze by¢ Zrodtem btedéw i trudnosci
na dalszym etapie ksztalcenia w zakresie rachunku prawdopodobienstwa.

Zaobserwowane prawidlowosci moga by¢ wskazoéwka do koniecznosci wielostron-
nego ksztaltowania i cigglego poglebiania w trakcie nauki w szkole pojeé¢ rachunku
prawdopodobienstwa.
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