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Abstract

This article is concerned with sharing experiences of teaching the basic terms of
combinatorics to students, over 12 years of age, using the constructivist approach.
Introduction - Story about the history of the fifth Euclidian axiom, which led to the start of
new geometry.

Using the model of 'ball' geometry as the basis of the universal model for experimenting and
experiencing basic skills for understanding combinatorics terms such as:

permutations, permutations with repetition, combinatorics number, factorial, Pascal's triangle,
Fibonaccio's sequence and other properties of combinatorics numbers.
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Abstrakt.

Skusenosti z konstruktivistického pristupu k vyucovaniu ziakov starsich ako 12 rokov pri
vyucovani zdkladnych pojmov z kombinatoriky. Motivécia — rozpravanie o historii pribehu
piatej euklidovej axiomy, ktora viedla ku vzniku dalSich geometrii. Model gulickove;j
geometrie ako zaklad univerzadlneho modelu pre ezperimentovanie a ziskavanie zakladnych
skusenosti na zvnutornovanie pojmov z kombinatoriky ako permutacie, permutécie s
opakovanim, kombinacné ¢islo, faktorial, Pascalova tabul'ka, Fibonacciho postupnost’ a rézne
d’alSie vlastnosti kombina¢nych ¢isel.
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Uvod.

Kombinatorika nachddza ¢oraz vicSie uplatnenie v praxi. Stcasne narasta tlak na jej
ze je dobré mat poznatky ztejto vednej discipliny atiez , Ze svojou Strukturou sa
kombinatorika méZe vyuzivat na rozvoj myslenia Ziakov. Bolo by idealne spiiiat’ obidve
poziadavky. Casto sme viak svedkami toho, Ze toto u¢ivo je zaradované chaoticky a bez
dobrého metodického spracovania. Pokial’ je to v Grovni transmisivneho vyu€ovania, uc¢ivo je
casto predkladané len v najvyssej abstrakénej podobe vo forme vzorcov. Potom je u ziakov
opreté len o pamétové schopnosti a nie pri¢inné myslenie. U¢ivo je zvladnuté len formalne
bez moznosti vyuzitia jeho aplikacii.

V naSom prispevku si nekladieme za ciel’ urobit’ komplexné metodické spracovanie tohto celku, ktoré
je pomerne velmi Siroké. Autori chci ukdzat na jednom zmoznych netradicnych modelov
konstruktivisticky pristup na zvnutornenie niektorych pojmov z kombinatoriky.

Kazdy poznavaci proces zacina vhodnou motivaciou. Pri dvanastrocnych a star§ich ziakoch sa nam
osvedCilo rozpravanie pribehu o piatej euklidovej axiome, ktory trval takmer dvetisic rokov
a vyvrcholil vznikom novych geometrii. (Pribeh uvadzame ako prilohu tohto ¢lanku.)



Na zvnutornenie a objavovanie je potrebné mat dostatok vhodnych modelov, na ktorych Zziaci
experimentujt, hl'adaju suvislosti niekedy zdanlivo nestvisiacich javov, ktoré ¢asto maju spolo¢né len
abstrak¢éné Crty. Na plnohodnotné poznavanie, na to, aby prislo k abstrakénému zdvihu, k poznaniu
u jednotlivca, mdze byt pocet jednotlivych modelov vel'mi rézny. Kym u niekoho sta¢i niekolko
konkrétnych a mnoho univerzalnych modelov, u iného to méze byt naopak.

Plati tu vSak zakon premeny kvantity na kvalitu. Mnozstvo, kedy kvantita sa meni na novu kvalitu
mdze posudit’ vyucujici a on by mal rozhodnut’ o d’alSom usmerneni ziakov.

V tomto prispevku chceme ponuknut jeden z mnohych vhodnych modelov pre vyucovanie
kombinatoriky, presnejsie, pre pochopenie niektorych jej zakladnych pojmov.

Gulickova geometria.
Je to netradi¢ny geometricky model.
Pojem geometrie najCastejSie spajame s predstavou ecuklidovej geometrie. Na§ model ma s ou
spolo¢nych len niekol'ko zékladnych pojmov, ale ich predstavy st celkom odlisné.
Na realnu predstavu sme pouzili detski magneticku stavebnicu. Obrazok ¢.1.

Obr.1.

Zakladnym geometrickym pojmom je bod. V naSej geometrii ho budeme chapat’ ako utvar konkrétny
surCitou velkostou, ktory je sice najmensi, no predsa realny. Jeho predstavou je ocelova
nemagneticka gulicka. Pretoze sa tvary budu skladat’ z takychto bodov — guliciek, aj geometriu sme
nazvali gulickovou geometriou.

Vzdialenost’ medzi dvoma susednymi gulickami na naSom modeli bude vzdy rovnaka a predstavovat’
ju budu malé ty¢ové magnetky spajajice gulicky. Velkost kazdej takejto vzdialenosti povazujeme za
najmensiu jednotku vzdialenosti. Kazdu int vzdialenost mézeme vyjadrovat’ len v jej celo¢iselnych
nasobkoch. Iné ¢iselné vyjadrenia vzdialenosti nebudu pripustné.

V euklidovej geometrii mézeme medzi dva 'ubovolne blizke body vlozit’ nekone¢ne mnoho d’alSich,
ktoré budu lezat’ na ich najkratSej spojnici. Je to preto, Ze body chapeme ako geometrické utvary, ktoré
nemaju ziadne rozmery. Tieto moZeme iba oznaCovat, modelovat, ¢i menovat’. Iné to bude v nasej
geometrii. Medzi dva susedné body — gulicky uz nebudeme moct vlozit’ ziadny iny bod — gulicku.
Priamka je mnozina vietkych bodov, ktoré spifiaju dve podmienky:

1./ vzdialenost’ kazdého bodu od susedného je prave jednotkova,

2./ kazdy bod priamky ma od dvoch danych bodov neleziacich na priamke rovnaki vzdialenost’.
Priamky majt len dva mozné smery. Jeden méze byt zvisly a druhy vodorovny.

Tento konkrétny model mdézeme si zjednodusit’ vySSou abstrakciou univerzalnym modelom
na Stvorcovej sieti. Na nej budu len mrezové body pospéjané jednotkami vzdialenosti. Pohyb
mimo bodov a jednotiek vzdialenosti nebude mozny. Je to ako nejaké potrubie spajajiuce uzly
a my sa mozeme pohybovat len vo vnutri neho.

Vzdialenost’ medzi dvoma rd6znymi bodmi budeme volat’ polomer. Polomer danej vel'kosti méze mat’
viac tvarov. Bude to zavisiet’ od zloZenia jednotiek vzdialenosti.

Na obrazku ¢islo 2. st zobrazené medzi bodmi A,B dva tvary jedného polomeru vel’kosti 6.

B



A
Obrazok ¢.2.

Postupovat budeme metédou experimentu apoznatky budeme ziskavat induktivhym
zovseobecnovanim.

Praca v dvojrozmernej rovine na pochopenie zakladnych zavedenych
pojmov.

Dva rozne susedné body - guli¢ky, ktoré maji vzdialenost’ jednej jednotky vzdialenosti (polomeru),
mdzu mat’ tento polomer v dvoch moznych tvaroch. M6Ze to byt vodorovny alebo zvisly smer, ak
mrezové priamky maju tento smer — | .

Body leziace na tej istej priamke vytvaraju Gsecky, ktoré sa skladaju z koneéného pocétu bodov. Dva
rozne body, ktoré nelezia na tej istej mrezovej priamke, maju viac rovnakych najkrat$ich vzdialenosti,
ktoré sa liSia len tvarom a voldme ich polomer.

Nasledujacu tlohu je potrebné pochopit, nakol’ko budeme s pojmom kruznice pracovat v naSom
modeli.

Kruznica je mnozina bodov v rovine, ktorej kazdy bod ma od stredu rovnaku vzdialenost’.

Priklad: Zostrojte kruznicu s polomerom 3 jednotky dizky.

Tato kruznica ma 12 bodov.

Uloha: Narysujte kruh s polomerom 3. Uréte podet jej bodov.
Uloha: Narysujte ststredné kruznice s polomerom 4 a 5.

Ako suvisi pocet bodov kruznice a velkost’ jej polomeru?
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Obrazok 3.
Na obrazku 3. je vymodelovany kruh s polomerom 3.

Nasa uloha bude vSimat si tvarov polomerov jednotlivych guli¢iek - bodov. Niektoré
polomery maju sice rovnaki velkost no maju viac réznych tvarov. Tieto tvary mozeme
ziskavat’ tak, Ze spocCiatku prekladdime len jednotky vzdialenosti, ktorymi st tycové
magnetky, neskor prejdeme na kreslenie zvislych a vodorovnych ¢iarok hlavne vtedy, ked’
sme obmedzeny po¢tom magnetiek.

Zavedenie suradnic.
Praca v sektore kladnych ¢isel — v prvom kvadrante a hl'adanie stvislosti.

Nasu pracu obmedzime na sektor kladnych ¢isel, ktory sa sice podoba na prvy kvadrant, no odlisuje sa
od neho. Vysvetlenie necham na ziakoch. So zapornymi ¢islami nebudeme pracovat’.
Kazdej gulicke pridelime dvojicu ¢isel, stiradnic.

06 16 26 36 46 56 66
05 15 25 35 45 55 65

04 14 24 34 44 54 64
03 13 23 33 43 53 63
02 12 22 32 42 52 62
01 11 21 31 41 51 6l

00 10 20 30 40 50 60
Sektor kladnych cisel.

Body-gulicky budeme volat’ podl'a suradnic tak, ako st napisané v sektore celych kladnych cisel.
Pociatok sektora bude gulicka s nazvom 00.

Tento bod bude stredom vsetkych sustrednych kruznic, presnejSie ich casti s danymi polomermi.
V tomto sektore to budu casti kruznic, ktoré maji o jeden bod viac ako Stvrtkruznica.



1

Na obrazku st farebne zobrazené Casti kruznic s prislusSnym polomerom-

a./ Zatneme Castou KruZnice v sektore, ktorej polomer je 0. Stredom tejto Casti kruznice je
samotny bod 00 a jemu pridelime jeden polomer aj ked s velkostou takmer nulovou. Tuto tvahu
modzeme zaviest neskor. Nebudeme ju zatial’ vysvetlovat'.

b./ Cast’ kruzZnice v sektore, ktorej polomer je 1. Tato ma dva body 10 a 01. Kazdy z nich ma od
pociatku vzdialenost’ 1. Polomer prvého bodu 10 ma jeden polomer tvaru — a bod 01 ma tiez jeden
polomer tvaru |. Celkove su teda dva body a kazdy jeho polomer je in¢ho tvaru.

c./ Cast’ kruZnice v sektore, Kktorej polomer je 2. Ma dva body 20 a 02 a jeden bod 11. Bod 20 ma
jeden polomer vodorovného smeru dizky 2, tvaru — —. Bod 02 mé jeden polomer zvislého smeru tie
dizky dva ale zvislého tvaru | |.

Bod 11 ma polomer dizky dva avsak kazdy iného tvaru. Prvy m4 tvar:

|

Druhy ma tvar:

-

Celkove pocet bodov casti kruznice v sektore ¢isel s polomerom 2 st tri a maju spolu 4
rozne tvary polomeru. Robime pomocou magnetickych tyciek.

d./ Cast’ kruZnice v sektore, ktorej polomer je 3.

Budeme si pomahat’ obrazkom, alebo magnetickymi tyCkami.

1./ Body 30 a 03 mézeme skimat naraz. Ich pocet 'ahko ziskame premiestnenim ¢isel 3 a 0.
Kazdy bod mé prave jeden tvar polomeru. Jeden vodorovny a druhy zvisly. Struény zépis:

30 ... P2=2  Pocet premiestneni dvoch prvkov (¢isel 3 a 0) je dva.

Kazdy bod mé jeden tvar polomeru v ktorom sa jeden prvok sklada z troch prvkov a kazdy sa
opakuje tri krat.

— —— alebo |]|].

Zapis mozeme pre strucnost’ doplnit’

30 ... P2.P3(3)=2.1=2
2./ Podobne ako v predchadzajiicom bode body 21 a 12 budeme skiimat’ naraz. Ich pocet
urcime premiestnenim dvoch prvkov.
21 .. P2=2
Kazdy z nich ma tri tvary polomeru. Zacneme s obrazkom bodu 21:



Podobne to bude s bodom 12:

Jednoduchs$ie pomocou obrazka uréime ich pocet premiestnenim vodorovnych a zvislych
magnetickych tyciek.
——1], —|—, |—— Pocet je ten isty ak vymenime vodorovné za zvislé: || — , |—]| ,—]].

Robime vlastne premiestiiovanie troch prvkov pricom sa jeden opakuje dva krat. Ten jeden moze
zaujat’ tri rOzne pozicie a preto pocet premiestnenti je tri. Neprezradzame Ziakom postup rieSenia.

Stru¢ny zapis:
21 ... P2.P,3=23=6
Citame: Body so suradnicami 2, 1: poéet bodov ziskame premiestnenim dvoch &isel 2 a 1 krat
pocet polomerov: ich pocet je premiestnenie troch prvkov, pricom dva z nich sa opakuji.

Celkove konstatujeme, ze pocet bodov Casti kruznice s polomerom tri je 3 a pocet vSetkych tvarov ich
polomeru je 8.

e./ Cast’ kruZnice v sektore, ktorej polomer je 4.
Tuto Cast’ kruznice tvoria body, ktorych stucet sturadnic dava Cislo 4. Je to poznatok, na ktory Ziaci
pridu vel'mi rychlo. Pocet premiestneni ¢isel im nebude robit’ problémy. Trochu horsie je to s po¢tom
tvarov polomerov. Tam si poméhaju obrazkom, alebo v inom pripade premiestiiovanim magnetickych
tyciek.

40 ... P2.P4=2.1=2

31 ... P2.Ps4=2.4=8

22 ... P2 .Pp4d=1.6=6  Pyp4 znamend, Ze budeme premiestiiovat’ Styri prvky pricom dva

a dva sa budu dvakrat
opakovat.

Premiestnovanie jednotiek vzdialenosti méze vyzerat’ nasledovne:



(Mo6ze to byt premiestnenie druhej vodorovnej ty¢ky na troch poziciach a premiestnenie druhej
zvislej tycky tiez na troch poziciach.)
Celkove pocet bodov je 5 a pocet tvarov polomeru je 16.
f./ Cast’ kruZnice v sektore, ktorej polomer je 5.
Strucny zapis:
50 ... P2.Ps5=2.1=2
41 ... P2.Ps5=2.5=10
32 ... P2.P;5=2.10=20
Riesenie robime pomocou premiestiiovania. Postupov méze byt viac. Najlepsi je ten, ktory ma uz
nejaka stratégiu.
Najcastejsie je to premiestiiovanim vodorovnych a zvislych ¢iarok. Niektori pridu na to, Ze to
suvisi s predchadzajicim rieSenim.
RieSenie zapisané vysSie je potrebné robit podla obrazka a zapisovat premiestiiovanie.
Premiestiiovanie Cisel suradnic bodov nebude robit’ problém.
Pocet bodov 6.
Pocet tvarov polomeru 32.
Tazko na cvi¢isku, Pahko na bojisku. Ziaci zatial’ este nevidia stvislosti a robia premiestiiovanim
ciarok.

g./ Cast’ kruZnice v sektore, ktorej polomer je 6.

60 .. P2.Ps6= 2.1 = 2
51 ... P2.Ps6= 2.6 = 12
42 ... P2.Pyu6=2.15= 30
33 .. P22 . P336 =1.20= 20
Spolu bodov 7 tvarovr 64

Najlepsie riesenie je to, ktoré sa opiera o predchadzajuce rieSenie.

h./ Cast’ kruZnice v sektore, ktorej polomer je 7.

70 .. P2.P;7 =2.1 = 2
61 ... P2.P7=2.7 = 14
52 ... P2.Py7 =2.21= 42
43 ... P2.Py7 =2.35 = 70
Spolu bodov 8 tvarovr 128

i./ Cast’ kruZnice v sektore, ktorej polomer je 8.

80 ... P2.P8 =2.1 = 2
71 .. P2. P8 =2.8 = 16
62 ... P2 .Py8 =2.28 = 56
53 .. P2.Ps8 =2.56 = 112
44 .. P2 . Pu8=1.70= 70

Spolu bodov 9 tvarovr 256

j./ Cast’ kruZnice v sektore, ktorej polomer je 9.



90 ... P2.P9 =2.1 2

81 .. P2. P9 =2.9 = 18
72 ... P2.Py9 =2.36 = 72
63 ... P2.P39 =2.84 = 168
54 ... P2.P4s9 =2.126 = 252

Spolu bodov 10 tvarovr 512

Takto mdézeme pokracovat. Dokedy, o tom rozhodne ucitel’ na zdklade pozorovania ziakov. Az budu
mat’ dostatoény pocet skusenosti, budeme pokracovat’ v trochu vysSej abstrakcii, aj ked’ esSte stale dost’
nazornej a bude to obrazok. On ndm bude slizit' na ziskanie trochu inych suvislosti a pohl'adov na
danu problematiku.

Obrazok zhotovime tak, Ze na miesto suradnic budeme pisat’ poéty polomerov jednotlivych bodov.
Zacneme od pociatocného bodu.

1 5 15 35 70 126
1 4 10 20 35 56

1 3 6 10 15 21

Obrazok im jasnejsie ukaze to ¢o tusili preco je to tak. Preco sa vlastne takto vytvara pocet roznych
tvarov polomerov. RozliSovat’ budeme medzi velkostou polomeru a jeho tvarom. Mnozstvo tvarov
polomerov bude zavisiet’ od velkosti polomeru. Sami by mali prist’ k poznatku, Ze mnozstvo tvarov
polomeru urcitej velkosti zavisi od po¢tu polomerov dvoch susednych bodov. V pripade, Ze na to
nepridu, mali by sme najst sposob, ako sa k tomu dopracovat a zistit’ pri¢inu, preCo sa im to
nepodarilo. Neskor podobnu zakonitost” budeme potrebovat’.

Po zvladnuti toho obrazka prejdeme ku zapisovaniu vzajomného vztahu medzi poétom tvarov
polomerov jednotlivych bodov a jednou suradnicou. Je to jedno ktorou, lebo obrazok je sumerny.

Z obrazka vidiet’ ze bod - gulicka s polomerom 0 ma suradnice 00 a prave jeden polomer.

Body s polomerom 1 m6Zu mat’ x-ovi suradnicu 0 alebo 1. Kazdy ma jeden tvar polomeru.

Body s polomerom 2 m6zu mat’ x-ovua suradnicu 0, 1, 2. Tvary polomerov maju 1, 2, 1.

Tabul'ku urobime tak ze do prvého riadku budeme zapisovat’ velkost polomeru ¢o je vzdialenost’
bodu od pociatku. Do prvého stipca x-ovt suradnicu a do pola tabulky budeme vpisovat podla
obrazka pocty tvarov polomerov.

Tabul’ka poctu tvarov polomerov v zavislosti od jeho velkosti a jednej suradnice, priCom plati: r =x
Ty

X-ova

r| 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
X
0 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 3 4 6 7 8 9
2 1 3 6 0 15 21 28 36
3 1 4 0 20 35 56 84
4 1 15 35 70 126
5 1 6 21 56 126
6 1 7 28 84




7 1 8 36

8 1

9 1

Tato tabul’ka je Pascalov trojuholnik
Vsimneme si Fibonacciho postupnost: 1, 1,2, 3,5, 8, 13,21, 34, ...
Zatial’ nehovorime ni¢ o kombinaénych ¢islach.

Zavedenie trojrozmerného priestoru.

V nasom badani budeme pokracovat’ v trojrozmernom priestore. Pre vytvorenie dobrej predstavy je
potrebné¢ dat” ziakom nielen obrazok trojrozmerného priestoru ale aj konkrétne modely kocky.
Najlepsie drotené modely.

Obrazok 4.

Kazdy bod takéhoto priestoru pomenujeme pomocou troch suradnic x, y, z. Za¢neme s pociatoénym
bodom. Vsetky body priestoru, ktoré maju rovnaku vzdialenost’ od pociatku vytvaraju gul'ova plochu
s ur¢itym poc¢tom bodov. Pre nase skimanie nam bude stacit’ priestorovy sektor, ktory sa podoba na
prvy oktant, v ktorom vSetky stradnice st kladné. Pohyb od bodu k bodu bude mozny len po
jednotkéach vzdialenosti, ktoré teraz stt mozné tri. Vodorovny, zvisly a Sikmy. V skuto¢nosti su vsetky
navzajom kolmé. Oznacovat ich budeme | — /.
V pripade roviny bol pohyb od pociatku k susednym bodom mozny len od dvoch susednych bodov.
V pripade priestoru to bude ina¢. Na vhodnych konkrétnych prikladoch pridu na to Ziaci.
Vsimat' si budeme bodov, ktoré maji rovnaku vzdialenost’ od pociatku, ¢ize tvoria Cast gulovej
plochy v prvom oktante. Ich pocet bude koneéné ¢islo v pripade kone¢ného polomeru. Budeme hl'adat
zavislost’ poctu tvarov polomerov od jeho velkosti.
a./ Zatneme bodom, ktory je pocCiatkom stradnej sustavy a zaroven je stredom kruznice s polomerom
0. Pomenujeme ho bod 000. Tento bod je prave len jeden a jeho jeden polomer ma velkost 0. Ma aj
tvar?
b./ Body s polomerom jednej jednotky vzdialenosti su tri: 100, 010, 001. Kazdy ma jeden polomer
iného tvaru. Prvy je vodorovny —, druhy zvisly | a treti je kolmy na obidva predchadzajice a budeme
ho oznacovat Sikmou ¢iarkou /.
V pripade pomenovania bodov ich pocet 'ahko dostaneme pomocou premiestiiovania Cisel 1 a 0.

100 ... Pp3 =3 Kedze kazdému prislicha jedena tvarom ind vzdialenost, potom uz
premiestiiovanie nemusime robit’
Celkove mame tri body a tri r6zne tvary polomerov.
c./ Cast’ gulovej plochy v priestorovom sektore s polomerom dva.
Cast’ gulovej plochy s polomerom dva v priestorovom sektore bude vyzerat nasledovne:

020

101 110



200 011 002

Ich pocet mozeme jednoducho urcit’ ako sti€et dvoch premiestiiovani
200 ... P13 =3
110 ... P123 =3

S premiestiiovanim jednotiek vzdialenosti si pomdzeme podla predchadzajucej kapitoly
a doplnime zapis:

200 ... Pp3.P2=3.1=3

110 .. P123.P112 =3.2=6

6 9
V pripade nejasnosti pouzijeme predchadzajice riesenie, alebo si situaciu vymodelujeme. je to na
rozhodnuti alebo ucitel’a, alebo na rozhodnuti Ziaka, ¢o je lepsi pripad.
Ukazka premiestiiovania ¢iarok vzdialenosti: | —, | /, —/, —|, /—, /].

d./ Cast’ gulovej plochy v priestorovom sektore s polomerom 3.

030
120 021
210 111 012
300 201 102 003

Kazdy z tychto bodov ma od pociato¢ného bodu vzdialenost’ 3 jednotky vzdialenosti (¢iarok).
Pocet bodov ako stucet premiestiiovania Cisel:

300 ... P3 =3
210 ... P3 6 (210, 201, 120, 102, 021, 012)
111 ... P33 =1
Kazdému bodu mézeme predelit’ pocet jeho tvarov polomerov. Tieto ziskame premiestiiovanim ¢iarok

Zapis doplnime:

300 ... P)3.Ps3 =3.1 =3

210 ... P3 .Pp3 =6.3 =18

111 .. Ps3.P3 =1.6 = 6
10 27

e./ Cast gulovej plochy v priestorovom sektore s polomerom 4.

040
130 031
220 121 022
310 211 112 013

400 301 202 103 004



Snazime sa postupne odstraiiovat nazornost. V pripade potreby ju vSak pouzijeme. Zvlast
v pripadoch, kde je to nie celkom jasné. Casto si to nechame od Ziakov vysvetlit, pre¢o prave tak
postupovali.
Zapis:
400 ... P,3.P4 = 3.1 =
310 .. P3 . P4 = 6.4 = 24
220 ... P)3.Ppd = 3.6
211 ... P3.Pypd= 3.12 = 36
15 81
Ak robi problém najst’ pocCet tvarov polomerov niektorého bodu, tak potom tento pocet mdzeme
vypocitat’ ako sucet tvarov polomerov susednych bodov a ten uz mame urobeny. Pocet polomerov
bodu p220 =p210 + p120, podobne p211 =pl11 + p210 + p201.

f./ Cast’ guPovej plochy v priestorovom sektore s polomerom 5.
Skusime pokrac¢ovat’ bez obrazka:

500 ... P,3 .Ps5 3.1 = 3
410 ... P3 PS5 6.5 = 30
320 ... P3 .Pp5 = 6.10 = 60
311 .. P23 . P1135 = 3.20 = 60
221 ... P3 PS5 = 3.30 = 90
21 243

Ak tento zapis nerobi ziakom problém, nastava Cas na d’alSie zovSeobeciiovanie. Pri premiestiiovani sa
»pomylime* a povieme o permutacii.

Pascalova tabul’ka je na stene pri tabuli. Cisla, ktoré dostdvame pri uréovani poétu tvarov polomerov
tam najdeme v ich zavislosti od velkosti polomeru od ¢isla suradnej sustavy. M6zeme ¢itat’ napriklad
pat’ nad troma. Tento zapis ndm umozni vicsie zostruénenie. Mdzeme pouzit nazov kombinacného
¢isla. Este aspon na dvoch prikladoch to zautomatizujeme.

g./ Cast’ guPovej plochy v priestorovom sektore s polomerom 6.

Niektori ziaci pridu s tym, ze vedia kol'’ko bude vsetkych tvarov polomeru 6. Vyslovia konecné ¢islo.
PresvedCia nas o tom? Zatial je to dost’ intuitivne. Niektori pridu s ¢islom z pascalovej tabulky.
Zavedenie tohto Cisla je rozne.

600 .. P3 .[© = 3.1 - 3
6

510 .. p3 . [© - 6.6 = 36
5

420 .. p3 .6 = 6.15 = 90
4

411 .. pP3 [0 (?] = 3.15.2 = 9
4) 1

330 .. P3 . |© = 3.20 = 60
3

321 .. P3 [ (3] = 6.20.3 = 360
3) 2

22 .. P3 [ (%) =1.15.6 = 90
2] 2
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Zaujimaju sa o vlastnosti kombinac¢nych cisel.

h./ Cast’ gulovej plochy v priestorovom sektore s polomerom 7.
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36 217

Ziaci zistuji rozne vlastnosti kombinaénych éisel. [X * y) = [X * yJ .
X y

Stvorrozmerny priestor.

Budeme sa zaoberat’ bodmi §tvorrozmerného priestoru. Tu ndm nepomdzu obrazky a preto sa budeme
musiet’ spolichat’ len na postupy, ktoré sme ziskali v predchadzajicich pripadoch. Skumat’ budeme
body s rovnakou vzdialenostou od pociatku a zavislost’ poctu tvarov polomeru od jeho velkosti a
jednej stradnice. Dalej si budeme v§imat’ poet bodov s rovnakou vzdialenostou. Pomdct’ si mézeme
tak, Ze sa budeme opierat’ o predchadzajtci pripad.

a./ Vzdialenost’ 0.
Jeden bod 0000. Jeden polomer. [Oj =1
0

b./ Vzdialenost’ 1.
1000 ... P34.(1j = 4.1 =4
1
Styri body a kazdy ma jednu tvarom réznu jednotku vzdialenosti.
c./ Vzdialenost’ 2.
2000 .. Py4.[2] =4.1=4
2
2

1100 ... P224.{
1

j =6.2=12

10 16



d./ Vzdialenost’ 3.

3000 .. P4, (7 - 41 = 4
3

2100 ... P1124.(3j = 12.3 = 36
2

1110 .. Pd. (3] (%] = 4.3.2 = 24
1)l

20 64
e./ Vzdialenost’ 4.

4000 .. P4, [? - 4.1
4

3100 .. P4, (4 = 12.4
3

2200 ... P224.(4j - 6.6
2

2110 ... P1124.£4J ﬁ - 12.6.2
2 1

111 .. P4 @ @ @ = 1.4.3.2

35
f./ Vzdialenost’ 5.

5000 .. P4, |[° = 4.
5

4100 .. P4, [° - 125
4

3200 .. P4 [ = 12.10
3

3110 .. Pypd. [2] . [? - 12.10.2
3) L1

210 .. P4 (2] (3 - 12.10.3
2) |2

2111 .. P4 (2] . [3) .
2] 1

g./ Vzdialenost’ 6.

6000 ... P134.(6j = 4.1
6

5100 ... P1124.[6j - 12.6
5
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4200 ...

4110 ..

3300 ...

3210 ..

3111

2220 ...

2211

Postupnost’ bodov : 1, 4, 10, 20, 35, 56,

Py [ © - 12.15
4

P14 6 . 2 = 12.15.2 =
4) 1

P4 [© = 6.20
3

pa (0] (3 — 24.20.3 -
3) 2

P4 (0] (3] .(? - 4.20.3.2 =
3/ 711) 1

P4 (0] 4 - 4.15.6 - 360
2) |2

CPd (O] (] (2] = 6.15.6.2 =
2) l2) T

84

84, ..

180

360

120

1440

480

1080

4096

Postupnost’ poc¢tu tvarov polomerov: 1, 4, 16, 64, 256, 1024, 4096, ...

r=Xxty+z+t

Piatrozmerny priestor.

V péitrozmernom priestore bude kazdy bod pomenovany a urceny piatimi suradnicami.
a./ Pociato¢ny bod oznacime 00000. Bude mat prave jeden polomer velkosti 0 a teda aj jeden tvar.
b./ Vzdialenost’ 1.

10000 ... P145 P11 = 5.1 = 5
c./ Vzdialenost® 2.
20000 .. Pu5 P2 = 5.(2] =51 =5
2
11000 .. Py5 .P2 = 10.@ ~10.2 = 20
1
15 25
d./ Vzdialenost’ 3.
30000 .. PS5 . P33 = s.ﬁ - 5.1 = 5
3
21000 .. Py;35.P,3 = 20.@ = 20.3 = 60
2
11100 ... P»5 .P3.P2 = 10. ﬁ(zj ~10.3.2 = 60
1)
35 125
e./ Vzdialenost’ 4.
40000 .. P.5 P4 - = 5.1



31000 ... P;;35.Ps4
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3
22000 .. Py5 . P4 - 10.@ - 10.6 - 60
2
21100 .. Pp5.P4.P2 = 30.[4)(2] - 30.6.2 = 360
2] 1
_ A (3 (2 _ _
11110 .. Pu5.P4.P3 .P2= SU U U = 5.4.3.2= 120
1) L) T
70 625
f./ Vzdialenost’ 5.
50000 .. Pus.|[° - 5.1 - 5
5
41000 ... P35 . SJ =20.5 = 100
4
32000 ... PS5 (5 ~20.10 - 200
3
5\ (2 ~ _
31100 ... P5.[°) . =30.10.2 - 600
3) L1
22100 .. Pims. |2 . [3 ~30.10.3 - 900
2] o2
21110 .. Pyss. (2] (3] . (2 =20.10.3.2 = 1200
2] 1) Tl
11111 .. pss (2] (4 ) () [ =1.5.4.3.2.1 = 120 (Faktoridl)
)W) ) ) T
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Zaver

Pre niektorych Zziakov je zaujimavé pracovat’ aj inych viacrozmernych priestoroch. Pre nas je
smerodajné ako pochopili permutacie ato ako s opakovanim tak aj bez opakovania a kombina¢né
Cisla. Zistia aj vztah medzi kombinaciami a permutaciami?

Nase skusenosti hovoria v prospech takéhoto prijimania poznatkov, kde ciel’ je postaveny na rozvoj
psychickych schopnosti ziakov v oblasti tvorivosti, objavovania. Kazdy aj najmensi uspech sa stava
hnacim motorom poznavania.

Aj ked’ sa to zd4 zdihavé, neskorsia akceleracia poznatkov nahradza tento nedostatok. Je to preto, Ze
ziaci dobre rozumeju tomu o robia.

Dodatok

V roku 323 pred Kristom zomrel Alexander Macedonsky, ktory pri Stredozemnom mori vybudoval
velkd riSu. Po jeho smrti bolo vela dediCov. Dedilo sa podla sily. NajsilnejSimi boli jeho traja
generali, ktori si riSu rozdelili. Z nich bol najsilnej$i general Ptolemaios a tak mu pripadol vtedy



najlepsi kusok riSe, ktorym bol staroveky Egypt. Stal sa tam farabnom a zalozil na tristo rokov
dynastiu, ktora skoncila samovrazdou jeho priameho potomka znamej Kleopatry. Skuseny bojovnik,
general avladca pochopil, Ze na dobry rozvoj krajiny potrebuje mudrych a schopnych
spolupracovnikov. Zalozil preto chrdm muz Muzeion, do ktorého povolal a platil z kralovskej
pokladnice vykvet vtedajSej ucenosti. Medzi inymi tu pracoval aj grék Euklides. Napisal tu
obdivuhodné dielo. Stocheios — Zaklady. Bolo to trinastzvizkové dielo — ucebnica, ktoré po Biblii
bolo najvydavanejsim dielom. Jeho vynimoc¢nost’ spoc¢iva hned’ v niekol’kych veciach. Predovsetkym
bolo napisané sposobom myslenia, ktory zacali ako prvy pouzivat stary grécki. Jeho objav sa datuje uz
u Talesa, no jeho spdsob vyuzitia je patrny az u Pytagorasa. Je to v podstate objav pri¢innosti. Dnes
by sme povedali implikacie. Euklides ju plne rozvinul do deduktivneho spdsobu myslenia. Na zaklade
piatich axiom vybudoval deduktivnym spésobom geometriu. Bola to vlastne prva vedecka ucebnica,
ktora ukazovala sposob budovania vedy. Podla jej vzoru vznikali mnohé vedné odbory. Sam
Ptolemaios sa chcel pre tuto pri¢inu naucit’ geometriu, rychlym kralovskym sposobom. Euklides mu
vraj odkazal, ze tadial’ nevedie kral'ovska cesta. Samotny Platon si nad vchod svojej akadémie napisal:
»Neznaly geometrie nevstupuj!“ Znalost’ geometrie zabezpetovala dobry sposob myslenia. Dedukciu
vyzadoval ako nevyhnutny nastroj uvazovania.
Vynimoc¢nost' diela spocivala aj vtom, ze mnoho jeho ziakov sa snazilo ojej vylepSenie
a zdokonalenie. Ukézalo sa, ze pit’ axiom nestaci. Zdokonal'ovanie trvalo az do konca devétnasteho
storoCia, po Hilberta (1899), odkedy sa ukazuje, Ze geometria je dobre vybudovand. Medzi mnohymi
vylepSeniami je zaujimavy aj poucny pribeh piatej axiomy. Jej dej trval takmer dvetisic rokov a dal by
sa charakterizovat ako napinava detektivka, v ktorej sice nejde o vypdatranie pachatela, no ma
zaujimavé a prekvapivé rozuzlenie. Z dne$ného pohl'adu zneju prvé Euklidove axiomy nasledovne:

1. Kazdymi dvoma réznymi bodmi mozeme prelozit’ prave jednu priamku.
Kazdu cast’ priamky mo6zeme 'ubovol'ne predlzovat.
Vsetky pravé uhly st zhodné.
V danom bode s danym polomerom moézeme v rovine zostrojit’ kruznicu.
Danym bodom neleziacim na priamke, mézeme zostrojit’ prave jednu rovnobezku s danou
priamkou.
Euklides v tom Case formuloval axidmy inym sposobom. Boli to v podstate tilohy na vykonanie urcitej
¢innosti, no mali uz taky charakter, ako ich chapeme dnes.
Z viacerych dévodov mnohi nasledovnici a zZiaci Euklidesa povazovali piatu axiomu za vetu, ktora sa
da na zaklade prvych Styroch axiom dokazat. Teda, ze je zavisld od prvych Styroch. Pokym prvé
uvadza Euklides na zaciatku, tak piatu pouzil az v siedmej kapitole. Aj tato mohol vel'mi jednoducho
obist’ nahradenim inej jednoduchsej. Po vojne byva kazdy vojak generalom. Zda sa, ze samotny
Euklides svojou vol'bou nieo snad’ predvidal alebo tusil.
Bolo mnoho takych, ktori predlozili dokaz piatej axiomy na zéklade prvych styroch. V kazdom z nich
sa vak skor alebo neskor nasla nejaka chyba. Cim viac viak bolo netspesnych, tym viac sa mnozil
pocet tych, ktori sa pokusili vyrieSit’ problém piatej axiomy. Za tie dlhé roky problém narastol do
vel'mi velkych rozmerov.
Trochu iny pohlad na rieSenie priniesol okolo roku 1700 talian Saccheri. Zacal tym, Ze piatu axiomu
povazoval za zIG anegoval ju. Zmenil jej pravdivostni hodnotu. Potom postupoval rovnako ako
Euklides a bol presvedéeny, ze takto pride urcite k nejakej nepravde a tym sa ukaze, ze zly predpoklad
bol zly a tym bude piata axioma dokazana. Dnes by sme povedali, Ze to mal byt’ dokaz sporom. Nielen
on, ale aj mnoho d’alsich takto podalo dokaz piatej axiomy. V kazdom z nich sa vSak po nejakom case
nasla chyba.
Problém odolaval aj nad’alej. Ze naberal obludné rozmery, svedéi list mad’arského matematika Farkasa
Bolyaia svojmu synovi JanoSovi. Tento mu ho napisal, ked’ sa dozvedel, Ze Janos sa zaobera dokazom
piatej axiomy. On sam tomuto problému venoval vela Casu.
»Musi$ si to prave tak sprotivit' ako roztopaSny styk. Moze ta to pripravit' o cely Tvoj ¢as, o Tvoj
pokoj, o celé Tvoje zivotné Stastie. Tato priepastnd temnota by mohla pohltit’ aj tisice genialnych
Newtonov a nikdy nebude svetlo na Zemi.“ (Z dopisu v roku 1820.)
Malokedy deti po¢uvnu rady svojich rodi¢ov. Jano§ Bolyai tiez nepoc¢tvol a problém rozriesil. Nebol
vSak ani prvy aani jediny. Na zaliatku devitnasteho storocia sa rozhoreli hned’ tri plamienky
poznania.

kv



Farka$ Bolyai bol spoluziakom slavneho nemeckého matematika Gaussa. Ziadal ho listom, aby vzal
jeho nadaného syna Janosa k sebe do ucenia matematiky. Pozyvaci list sa pravdepodobne stratil a tak
Janos zostal v podstate samoukom. Svoju pracu publikoval ako prilohu otcovej ucebnice matematiky
v roku 1833. Potom uz musel Gauss zaujat’ jednoznacné stanovisko k jeho praci. Pochvalil ho, no
zaroven mu napisal, Ze rieSenie uz davno pozna. Odoprenie prvenstva na Janosa pdsobilo tak, ze
zanevrel na matematiku a stal sa armadnym dostojnikom. Tento plamienok zhasol.

Je mozné, ze Gauss riesenie poznal. Nikdy ho vSak nepublikoval. Podl'a niektorych zdrojov vraj preto,
ze ako Clen slobodomurarskej 16ze bol viazany mlcanlivostou. Pravdou sa javi skor skutocnost, ze
nevidel dosah svojho objavu. Nemal patricny nadhlad a bal sa, Ze ho mézu spochybnit’ a tak pride
o0 svoju prestiz. Aj druhy plamienok zhasol.

Treti plamienok sa rozhorel v ruskej Kazani. V roku 1830 Lobacevskij publikoval svoju pracu. Svoje
rieSenie predostrel stdnej stolici Akadémii vied v Petrohrade. Namahu s odpoved’ou si dal sam jej
akademik, ktory pracu zmietol zo stola nielen z hl'adiska matematiky, ale aj s vycitkou, ze si autor
mohol dat namahu amat tolko ucty k Akadémii, aby svoju pracu napisal zrozumitelne.
Lobacevskému neostalo ni¢ iné, len odist do Nemecka. Tam jeho praca vysla v roku 1846. Odozva
vsak nebola ziadna. Aj treti plamienok zhasinal.

Zda sa paradoxné, ze matematicky svet, ktory takmer dvetisic rokov cakal na rieSenie problému,
neakceptoval tri aj ked’ r6zne , predsa len myslienkovo rovnaké rieSenia.

Vysvetleni sa nika hned’ viac. Bola to predovsetkym vysoka abstrakcia. Taka vysoka, Ze sa jej takmer
nedalo rozumiet. Matematické poznanie nebolo tak vyspelé, aby sa to dalo jednoducho pochopit.
Z dnesného pohladu je rieSenie genidlne jednoduché. Da sa ukézat, Ze piatu axidomu netreba
dokazovat’. PresnejSie vyjadrenie by bolo, Ze sa da dokazat, Ze piata axidma sa neda dokazat’.

Okrem euklidovej geometrie existuju eSte iné geometrie, v ktorych platia prvé Styri axiomy nie vSak
piata. Tato teda nezavisi od prvych Styroch.

DalSou este vy$Sou prekazkou pre prijatie novej geometrie bola predsudkové bariéra. Oponenti mali
v rukach silny argument. Co ak niekto v budticnosti pride a najde, tak ako vzdy doteraz, v ich teorii
nejaku chybu, nejaky nezmysel? Argument vecny tvrdy a nekompromisny. Az po smrti vSetkych troch
v roku 1868 prichadza talian Beltrami, ktory abstraktni, nezrozumitel'ni geometriu prelozil do I'ahSej
Pudskejsej podoby. Urobil nazorny model lobacevského geometrie, v ktorom kazdy problém jednej
geometrie sa da rieSit’ aj v druhej. Vymodeloval plochu, ktord méze byt zakrivena. Az potom zacal
nevidany rozvoj geometrii.

Tento zaver ma dve poucenia. Prvy pedagogicky spoc¢iva v tom, ze by sme nemali v ziakoch budovat’
predsudkové bariéry. Ved napriklad zapis 2+2 = 10 nemusi byt nepravdivy.

Druhé poucenie je vSeobecnejsie. Modelovanie bolo prijaté ako jeden zo zakladnych principov
poznavania.
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