Harmonicky priemer a jeho prakticka aplikacia
Harmonic mean and its application
LADISLAV KULCAR

ABSTRACT. The paper deals with some properties of arithmetic and harmonic means and their
mutual relations. Some examples of using them are presented to better understand this topic. It should
help students and teachers of various levels of schools to use these mathematical and statistical terms
properly in their practice.

Key words: means - arithmetic mean - harmonic mean - Paasche price index
MESC: M14, M15
1. Uvod

Do6vodom napisania tohto prispevku st autorove viacro¢né skusenosti s vyucbou Statistiky
Studentov Studujucich na Ekonomickej fakulte UMB v Banskej Bystrici. Pochopenie samotného
pojmu a zmyslu harmonického priemeru a jeho pouzitie je pre mnohych Studentov niekedy vaznym
problémom. Cielom tohto prispevku je preto poukazat’ na vzajomnu spojitost medzi harmonickym
a aritmetickym priemerom, resp. uviest’ iné spdsoby vypoctu takej strednej hodnoty, na uréenie ktore;j
sa pouziva harmonicky priemer. Na niekol'kych prikladoch je vysvetlena jeho prakticka aplikacia.

2. Priemery vSeobecne

Priemery patria medzi stredné hodnoty, ktoré s najcastejSie pouzivanymi charakteristikami na
vyjadrenie Grovne (polohy) Statistického znaku X v Statistickom st@bore. St to také stredné hodnoty,
ktoré zavisia od vSetkych hodn6t znaku v Statistickom subore.

Vsetky druhy priemerov je mozné ur¢it pomocou urcujicej funkcie priemerov, ktord ma
nasledovny tvar:

F(X)=k %.Zm:xik.ni, (1)

kde k je celé &islo (parameter), ktoré urCuje druh priemeru, n; su absolitne pocetnosti prislusnych
tried, do ktorych je Statisticky subor vytriedeny na zaklade réznych hodnét Statistického znaku
a nazyvaju sa vahy tried. Hodnota m vyjadruje pocet réznych obmien hodn6t znaku, ktoré sa v danom

m

subore vyskytujui (pocet tried), pri¢om plati: z n=n.
i=1

Podl'a hodnoty Kk rozoznavame:

- aritmeticky priemer X, akk=1,
- kvadraticky priemer X, ,akk=2,
- kubicky priemer X; ,akk=3,

- harmonicky priemer X, ,akk=-1,
- harmonicky kvadraticky priemer X ,, ak k=-2,
- geometricky priemer X, ak vlimitek — 0ax;>0
ainé. V technickej a vedeckej praxi najcastejSie pouzivanymi priemermi su aritmeticky priemer (X),
harmonicky priemer ( X,, ), geometricky priemer (X5 ) a kvadraticky priemer ( X, ).
Pre r6zne druhy priemerov X, plati majorantnost’ priemerov:
WSXLSXGSX SX <X <. (2)



alebo pre Casto pouzivané druhy priemerov: X, < Xg <X < X.
Znamienko rovnosti vo vztahu (2) plati iba v pripade, ak st vSetky hodnoty znaku X rovnaké.

3. Aritmeticky priemer

Pretoze jednym z ciel'om tohto prispevku je poukazat’ na vzajomnu spojitost’ medzi harmonickym
a aritmetickym priemerom, uvedieme aj zakladné vztahy na urCenie aritmetického priemeru, ktory
bude neskor v prikladoch pouzity.
Aritmeticky priemer X Statistického znaku X, ktory v Statistickom subore o rozsahu n
Statistickych jednotiek nadobuda hodnoty X;, X, X3, ..., Xn, sa ur¢i podl'a vztahu

X:lzn:xi: (3)
n o

ktory nazyvame jednoduchy tvar aritmetického priemeru. Ak sa niektoré hodnoty v subore vyskytuju
viackrat ako raz, na jeho vypocet je vyhodné pouzit’ vazeny tvar aritmetického priemeru:
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kde n; su absolutne pocetnosti (vahy) tried.
4. Harmonicky priemer

Harmonicky priemer X, Statistického znaku X, ktory v Statistickom subore o rozsahu n

Statistickych jednotiek nadobuda hodnoty Xi, Xo, X3, ..., Xn, priCom X; > 0 pre i = 1, 2, ..., n, sa urci
podl'a vztahu

XH: n 1 > (5)

ktory nazyvame jednoduchy tvar harmonického priemeru. V pripade, ak sa niektora z hodn6t (napr. X;)
Statistického znaku X vyskytuje viac ako raz (napr. ni-krat), potom je v praxi vyhodné na urcenie
harmonického priemeru pouzit’ jeho vazeny tvar:

X, = ==l __ (6)
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Vlastnost’ou harmonického priemeru je stalost’ jeho prevratenych hodnét
I 1 1 1 1 1
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z ¢oho bol odvodeny vztah (5).



Harmonicky priemer sa pouziva na urcenie stredu variability takého znaku, ktory cez urcitu
konstantnu hodnotu je v nepriamom vztahu s inym znakom. Sucet takychto hodndt znaku nedava
logicky zmysel.

Vyssie uvedené okolnosti, za ktorych sa harmonicky priemer pouziva, robi najvacsie problémy.
Na lepS$ie ozrejmenie pouzitia harmonického priemeru uvedieme niekol’ko typovych prikladov. Budu
sa tykat’ nasledovnych oblasti pouzitia: spolocnej prace, uloh z percentudlneho poctu, urcenia
priemernej rychlosti pohybu a indexnej analyzy v ekonémii.
5. Praktické pouzitie harmonického priemeru

Priklad 1 - spolo¢na praca

Zadanie prikladu: V dielni, v ktorej sa vyrabaju rovnaké vyrobky, boli Styrom robotnikom namerané
¢asy potrebné na zhotovenie jedného vyrobku (v minatach), ktoré si uvedené v tabulke ¢. 1.

Tabulka ¢. 1

Cislo robotnika 1 2 3 4

Cas (min/vyrobok) 4 5 10 4

Uloha: a) Uréte, kolko vyrobkov spolu vyrobia vietci 4 robotnici za 8-hodinovi pracovnii zmenu.

b) Urcte, ako dlho trva vyrobenie 1 vyrobku v priemere jednému robotnikovi.
Riesenie: RieSenie ulohy vykoname viacerymi sposobmi:

1. spdsob (nazvime ho jednoducha logicka tvaha):
Prvému robotnikovi trva vyroba 1 vyrobku 4 minuty, t.j. za 480 mintt (pracovna zmena) vyrobi 480/4
= 120 vyrobkov. Rovnaky pocet vyrobkov vyrobi za zmenu aj §tvrty pracovnik. Druhy robotnik vyrobi
jeden vyrobok za 5 minit, t.j. za 480 minut vyrobi 480/5 = 96 vyrobkov, treti robotnik vyrobi za
zmenu 480/10 = 48 vyrobkov. Teda vSetci 4 robotnici vyrobia za zmenu spolu 120 + 120 + 96 + 48 =
384 vyrobkov. Tym je vyrieSena Uloha a) prikladu.

Na jedného robotnika pripad4 potom priemerne 384/4 = 96 vyrobkov. Tento pocet vyrobkov
vyrobi v priemere jeden robotnik za 480 minat (zmenu), teda vyroba jedného vyrobku mu priemerne
trva 480/96 = 5 minat. Tym je zodpovedana tloha b) prikladu.

2. spdsob (vypocet pomocou ,,rychlosti® prace):

Pre kazdého robotnika ur¢ime jeho vykonnost’, teda akusi ,,rychlost™ prace vi, vyjadrenu poctom
vyrobenych vyrobkov za jednotku casu (v naSom pripade napr. za 1 minatu). Ak prvy pracovnik
vyrobi jeden vyrobok za 4 minuty, tak jeho rychlost’ prace (vykonnost) je v; = 1/4 vyrobku/minttu.
Rovnakou rychlostou pracuje aj 4. robotnik, t.j. V4 = 1/4 vyrobku/minutu. Rychlosti prace 2. a 3.
robotnika st nasledovné: v, = 1/5 a v3 = 1/10 vyrobku za minttu.

Mnozstvo vyrobenych vyrobkov za Cas t ur¢ime podl'a analogie z fyziky: draha (s) = rychlost’
pohybu (V) nasobena ¢asom pohybu (t): s = v.t. Preto mnozstvo vyrobkov vyrobené i-tym robotnikom
(vykonana praca A; ) sa ur¢i ako sucin jeho rychlosti prace v; a ¢asu trvania prace t: Aj = v;.t. Celkové
mnozstvo vyrobenych vyrobkov A vsetkymi 4 robotnikmi ur¢ime ako sucet jednotlivych mnoZzstiev
vyrobenych vyrobkov A;. Teda dostavame:

4 4 4
A= Z A = Zvi.t =t.Zvi = 480.(l+%+%+5j =384 vyrobkov.

Ulohu b) z prikladu uréime potom rovnako ako vo vyssie uvedenom 1. spdsobe vypoétu.

3. spdsob (pouzitim harmonického priemeru):
Na urCenie priemernej doby potrebnej na vyrobenie jedného vyrobku jednym ,priemernym®
robotnikom pouzijeme vztah (6) pre vazeny tvar harmonického priemeru, pretoze v stibore su dve
rovnaké hodnoty znaku, a sice X; =4 a X4 = 4:



4 o,
n 2 1 1 =5 min/vyrobok.
Do S
= 4 5 10

Priemerne trva vyroba jedného vyrobku jednému robotnikovi 5 minut, ¢o je odpoved’ na tlohu b).

Za 8-hodinovi zmenu (480 mintt) vyrobi jeden robotnik priemerne 480 min./5 min. = 96
vyrobkov. Pretoze rovnakou ,,rychlostou’ pracuju priemerne vSetci 4 robotnici, v celej dielni sa za 8
hodin vyrobi 96.4 = 384 vyrobkov.

Vidime, zZe vysledky ziskané réznymi sposobmi st rovnaké.

5.2. Priklad 2 - percentuilny pocet

Zadanie prikladu: Tri rozlicné dielne autoservisu plnili plan v minulom mesiaci tak, ako je to uvedené
v tabul’ke €. 2.

Tabulka ¢. 2

Dielna Trzby (v tis. Sk) () Plnenie planu (v %) (X))
- bezné opravy 735 105
- lakovia 385 110
- umyvarei aut 125 125

Uloha: Na kol’ko percent sa plnil plan v celom autoservise v minulom mesiaci?
RieSenie: Uvedenu tlohu vyrieSime opit’ niekol’kymi spdsobmi.

1. spdsob (pouzitie aritmetického priemeru):
Pretoze aritmeticky priemer sa da pouzit na uréenie priemernej hodnoty iba vtedy, ak sa jedna
o hodnoty, ktorych zhriiovanie dava logicky zmysel, oznac¢ime ziskané trzby jednotlivych dielni (tieto
mozeme zhritovat) uvedené v druhom stipci tabulky a oznadené n; ako séin pévodného planu ()
a jeho plnenia (p;) vyjadreného v percentach, teda n; = p;.q;. Hodnoty @; predstavuji analdgiu vah n; vo
vztahu (4) pre aritmeticky priemer. Takto dostaneme tabulku &. 3 doplnent o 4. stipec, v ktorom su
urcené jednotlivé vahy g;.

Tabulka ¢. 3

Dielna Trzby (Sk) | Plnenie planu (%) _qip Plan (Sk)

(ni = dipi) (pi = X)) 9 = D
- bezné opravy 735 000 105 7000 700 000
- lakovia 385 000 110 3500 350 000
- umyvaren aut 125 000 125 1000 100 000
Spolu 1245 000 - 11500 1 150 000

Teraz mozeme pouzit vztah (4) pre vazeny aritmeticky priemer na urCenie priemernej hodnoty
veli¢iny P s vahami g

o 2P 735000-+385000+125000
m 7000 + 3500 + 1000

>

i=1

=108,26 %

2. spdsob (logicky s vyuzitim percentualneho poctu).
V tabulke ¢. 3 v poslednom stipci je uvedeny povodny plan pre jednotlivé dielne, ktory sme uréili zo
zadania ulohy na zéklade 2. a 3. stipca tabul’ky. Z posledného riadku tabulky vidime, Ze plan v celom
autoservise bol 1 150 000 Sk, pricom skutocné trzby boli 1 245 000 Sk. Z tychto dvoch udajov
jednoducho uré¢ime plnenie planu ako podiel skutocnych trzieb a planu, ¢o je 1 245 000/ 1 150 000 =
1,0826, t.j. 108,26 %.



3. sposob (harmonicky priemer):
Pouzijeme vztah (6) pre vaZzeny harmonicky priemer, pricom hodnoty X; predstavuju hodnoty plnenia
planu a trzby v jednotlivych dieliiach vstupuju do vypoctu ako vahy n;. Potom dostavame:

N 735+385+125
H™mon 735 385 125

+—+
iy 105 110 125

=108,26 %

V celom autoservise sa plan v minulom mesiaci plnil v priemere na 108,26 %. Vysledky st vo
vSetkych pripadoch rovnaké.

Treba upozornit’, ze nie v kazdom pripade pri ureni priemernej percentualnej hodnoty je
mozné pouzit’ harmonicky priemer. Ak by v zadani prikladu namiesto trzieb boli zname hodnoty planu
pre jednotlivé dielne autoservisu, na priemerné percentualne plnenie planu by sa pouzil vazeny
aritmeticky priemer podla vztahu (4), pricom vdhami by boli hodnoty planu. Ak by boli v lohe
zadané iba hodnoty vyjadrujliice percentualne plnenia planu x;, priemerné plnenie planu by sa v tomto
pripade nedalo urcit. Posledny pripad sa u Studentov vyskytuje ako ¢asta chyba, ktorej sa dopust’aju.

5.3. Priklad 3 — priemerna rychlost’ rovhomerného pohybu

Zadanie prikladu: Automobil iSiel z mesta A do B rychlostou 40 km/h, potom z B do C rychlostou 60
km/h a nakoniec z C do D rychlost'ou 50 km/h.

Uloha: Vypogitajte priemerna rychlost automobilu na celej trase z A do D, ak vzdialenost z A do B
tvori 20 % z celkovej trasy a z B do C je to 30 % celkovej trasy.

Riesenie: 1. spdsob (nazvime ho fyzikalnym):

Z tyziky je zname, Ze priemernd rychlost’ V sa urci ako podiel celkovej drahy s a celkového ¢asu t. Ak
oznacime celkovi drahu z mesta A do D ako S, potom prva Cast trasy S; z A do B je 0,2s, druha cast’
S, = 0,3s atretia ¢ast’ S3 = 0,55. Zo vztahu pre Cas tj = Sj/Vj potrebny na prekonanie jednotlivych
usekov trasy Si, kde v; su rychlosti v prislusnych ¢astiach trasy (i = 1, 2, 3), mame: t; = 0,25/40, t, =
0,3s/60, t; = 0,55/50. Potom pre priemernt rychlost’ dostaneme:

3
S
_ s &7 0,25+03s+0,55
V=1T T 02s 03s 0355 00 kmh
t + +
< 40 60 | 50

2. sp6sob (harmonicky priemer):
Na uréenie priemernej rychlosti pouzijeme vztah (6) pre vazeny harmonicky priemer, pricom vahy n;
predstavuju jednotlivé useky S; trasy vyjadrené v percentach. Takto dostaneme:

3

n.
Z‘ ' 20+30+50

3n 20 30 50
e s
='x, 40 60 50

Harmonicky priemer na urCenie priemernej rychlosti sa da pouzit’ iba vtedy, ak st s hodnotami
rychlosti v; zadané prisluiné useky s; celkovej drahy s, &i uz vyjadrené v dizkovej miere (napr. v km)
alebo podielom z celkovej dizky trasy (napr. percentualne). V pripade, ¢ mame k dispozicii tdaje
o rychlostiach v; a Casoch t;, za ktoré prekonalo teleso teleso jednotlivé iseky S, potom sa priemerna
rychlost’ ur¢i ako vazeny aritmeticky priemer jednotlivych rychlosti v; podla vztahu (4), pricom
vahami su jednotlivé Casy t;.

=50 km/h.

5.4 — Indexna analyza



Pri analyze ekonomicko-finanénej situacii vo firmach je jednym z hlavnych nastrojov indexna
analyza. Pomocou nej sa posudzuje dynamika finan¢no-ekonomickych ukazovatelov. Zakladnou
veli¢inou pouzivanou v tejto analyze je index, ktory je vyjadreny v najjednoduchSom tvare ako
pomerné Cislo dvoch extenzitnych alebo intenzitnych veli¢in. Na bliz§ie oboznamenie sa s indexnou
analyzou odkazujeme Citatel'a na bezne dostupnu literatiru z oblasti zdkladov ekonomie.

V indexnej analyze sa porovnavaju extenzitné (ktorych stcet sa logicky da interpretovat’)
alebo intenzitné (sucet sa zlogickych dovodov neda interpretovat) veliCiny z bezného obdobia
(indexované matematickym indexom ,,1°) v porovnani s veli¢inami rovnakého charakteru zo
zékladného obdobia (indexované matematickym indexom ,,0°). V indexnej analyze sa pouziva velké
mnozstvo indexov, ktoré sa daju vyjadrit bud aritmetickym alebo harmonickym priemerom
v zavislosti od toho, aky druh idajov mame k dispozicii.

Na nasledujucom priklade ukazeme praktické pouzitie harmonického priemeru pri vypocte
Paascheho cenového indexu. Cenovy index podl’a Paascheho je definovany vztahom:

Z Piithi
R 7
«F z Poithi @

kde p je intenzitnd veli¢ina (obycajne jednotkova cena tovaru) , g je extenzitnd veli¢ina
(obyCajne mnozstvo tovaru), priCom sumacia sa uskutocnuje cez vSetky polozky (produkty,
tovary, sluzby a pod.). Ak st k dispozicii individudlne cenové indexy jednotlivych poloziek

P , potom vztah (7) sa da napisat’ ako vdzeny harmonicky priemer z hodn6t P s vahami
Poi Poi
P,;d;; , teda ako
z Pyi i
[ 8
of z PiiGii ®)
i ( Pii ]
Poi

Priklad 4 — Paascheho cenovy index

Zadanie prikladu: Mame k dispozicii Udaje o vyvoji cien troch druhov tovaru medzi zakladnym
obdobim (januar) abeznym obdobim (december) urCitého roku. Poznadme tiez Struktiru trzieb
v decembri (v %).

Tabulka ¢. 4

Druh tovaru | Zmena cien (v %) v decembri vzhl'adom k januaru | Struktiira trzieb v decembri (v %)
A 24 62
B 15 23
C 20 15

Uloha: Uréte Paascheho cenovy index a vysledok interpretujte.

Riesenie: 1. spdsob (pomocou harmonického priemeru) )

Hodnoty z tabul’ky ¢. 4 vyjadrime vo vhodnejSom tvare a doplnime ju o posledné tri stlpce tabul’ky ¢.
5.

Tabulka ¢. 5




?ruh Py Pili  _ f f, P Qi Poi Qi
ovaru i
Py 2 Pty ( P ] (v Sk) (v Sk)
I Poi

A 1,24 0,62 0,500 62 50

B 1,15 0,23 0,200 23 20

C 1,20 0,15 0,125 15 12,5
Spolu X 1,00 0,825 100 82,5

Ak vzt'ah (8) vyjadrime relativnymi po¢etnostami (vahami) f; , pre Paascheho cenovy index mame:

| _in“qu_ A
c,P_Zp“q“ _Z fi 0825
SN

1,21

i | P i | Py
Poi Poi

Interpretacia vysledku: Spotrebitel'ské ceny danej tovarovej skupiny vzrastli od janudra do decembra
daného roku o 21 %.

2. sposob (rieSenim ststavy rovnic):
Ulohu mozno vyriesit’ aj bez pouzitia harmonického priemeru, a to na zaklade rieenia sustavy rovnic.
Struktira trzieb (treti stipec tabulky &. 5) predstavuje relativne zastupenie f; trzieb jednotlivych
tovarov na celkovych trzbach. Na zaklade tychto hodnét mézeme vyjadrit’ trzby jednotlivych druhov
tovarov v absolutnych jednotkach (v Sk), tak ako je to vo 5. stipci, alebo vich Tubovolnych

nasobkoch. Konkrétne hodnoty trzieb p,;d,; nie st dolezité; dolezité je zachovanie ich
vzajomného pomeru. Hodnoty p,q,; (posledny stipec tabulky), ktoré pouZijeme na uréenie

Paascheho cenového indexu podla vzt'ahu (7), ur€ime rieSenim ststavy rovnic postupne pre
jednotlivé druhy tovaru. Napr. pre druh tovaru A mame sustavu:

P04

p.q, = 62 = P4, = 50
Py

lep= = — =121
2. Poly 825

Potom pre Paascheho cenovy index podl'a (7) mame:

Interpretacia vysledku je rovnaké ako vyssie.

Na prvych troch prikladoch sme ukazali, ako sa da vyuzit harmonicky priemer pri rieseni
roznych tloh. Na stvrtom priklade sme ukazali, ako sa pouzitiu harmonického priemeru da vyhnut
a namiesto neho pouzit’ iny postup.
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