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Abstrakt: Investigative work is a suitable introduction to the art of
problem solving.
There are several types of investigations avalable for beginners (but not
only for beginners): search for patterns, iterating a certain procedure,
looking for exceptions and generalizing given problem. Every type is
demonstrated with the help of a simple example.

Pokud zaci a studenti zkoumaji napr. vlastnosti c¢isel nebo
geometrickych obrazcu, mohou objevit mnohé zékonitosti pro né zcela
nové a mohou tak dospét k zajimavym problémium. Zkoumdani je urcité
nejen dobrym tvodem k umeéni resit problémy, ale také mnohdy ucinny
zpusob, jak problémy vyresit. V tomto ¢lanku chceme ukéazat priklady na
nékolik typu zkouméani, které jsou velmi vhodné i pro zéky druhého nebo
studenty na zacatku tretiho stupné. Jsou to napr. tyto typy:

1. hledani zakonitosti a jeji popis formuli,

2. opakovani urc¢itého postupu a analyzovani vysledku,
3. hledéni vyjimek a specidlnich pripadu,

4. zobecnéni daného problému.

Na kazdy tento typ uvedeme jeden charakteristicky a pritom jednoduchy
Pro priklad na hledani zakonitosti pouzijeme trojuhelnikova c¢isla.

Trojuhelnikova ¢isla jsou ¢isla 1, 3, 6, 10, 15, ... (viz obr. 1).
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Dohodnéme se, ze k oznacovani trojuhelnikovych cisel budeme pouzivat
pismeno T a to takto:

T, = 1, T, = 3, T3 = 6, Ty = ].0, atd..

n(n+1)

Pro n-té trojuhelnikové cislo plati: T, = >



Problém 1: Zkoumejte soucty dvou sousednich trojuhelnikovych cisel.
Napr. 6 + 10 = 16.

Reseni:
Experimentovani (systematické):
1+3=14 6+ 10 =16
3+6=09 10 + 15 =25

Prohlédneme-li si ¢isla 4, 9, 16, 25 vidime, Ze jsou to Cisla Ctvercova.
Zobecnénim (indukc¢ni tivahou) dostaneme:

Hypotéza 1: SecCtenim dvou sousednich trojuhelnikovych ¢isel dostaneme
néjaké cislo ctvercové.
Uvedenou hypotézu mulzeme jesté vylepSit. Budeme znovu
experimentovat.

T.+T,=1+3=4=2?

T,+T;3=3+6=9 =32

T:+Ta=6+ 10 = 16 = 42

T,+Ts=10+ 15 = 25 = 52
Vysledky téchto experimentu muzeme opét zobecnit. Dostaneme tak

vylepsenou hypotézu a zapiSeme ji jiz symbolicky (C, znac¢i n-té
Ctvercové cislo):

Hypotéza. 2: ( Ij1 |:| N) Tn + Tn+1 = Cn+1

Tuto hypotézu muzeme ovérit pro dalsi n, napt. n = 5, 6, 7. Tim jsme se
jesté vice utvrdili v presveédceni, ze naSe hypotéza je pravdiva. Proto
prisel ¢as tuto hypotézu dokazat.

Dukaz (vypocCtem): Necht n je libovolné prirozené c¢islo. Pak

_n(n+1) (n+1)+2)
2 ' 2
Cn+1

Po tomto diikaze muzeme uvedenou hypotézu prejmenovat na
matematickou vétu.

Th +1ha =n? +2n+1 =(n-+1 )2=

Pravé jsme ukazali typicky priklad zkoumdni matematické situace.
Pokud bychom chtéli hypotézu objevit s mladSimi zaky, 1ze k tomu k tomu
vyuzit kosticky, pomoci nichz bychom stavéli schodisté. Pocty pouzitych
kosti¢ek odpovidaji trojuhelnikovym c¢islum (viz obr. 2 a)). Nami vySe
objevena vlastnost je znazornéna na obr. 2 b) a ¢)?.



a) b) C)
Obr. 2

Ctendr muze zkusit je$té jiné jednoduché zkoumdni trojuhelnikovych
Cisel.

Problém 1a: Prvni dvé trojuhelnikova cisla jsou licha, dalsi dvé jsou
suda. Zkoumejte vyskyt sudych a lichych cisel mezi trojuhelnikovymi
Cisly.

Nyni se budeme zabyvat opakovanim urcitého postupu. Opakovani
néjakého postupu znamend provedeni tohoto postupu na néjaky
matematicky objekt (napriklad c¢islo nebo obrazec) nékolikrat za sebou.
Presnéji receno: Na néjaky objekt provedeme urcity postup. Na objekt,
ktery takto dostaneme, opét provedeme tento postup, atd. Analyzovat
vysledek znamena zjistit, co se stalo.

Problém 2: Necht T, je rovnostranny trojuhelnik jednotkového obsahu.
Rozdélime tento trojuhelnik na ctyri shodné trojuhelniky T; spojenim
stfredl jeho stran a odstranime stredni trojuhelnik (viz obr. 3 a)). Ze
zbylymi tremi trojuhelniky budeme zachdzet stejné. Opét je rozlozime na
Ctyri shodné trojuhelniky T, a prostredni odstranime! (viz obr. 3 b)).
Uvedeny postup zopakujeme n-krat. Zjistéte:

a) Jaky je soucet obsahu S, odstranénych trojuhelnik po n krocich?

b) Co se stane se souctem S,, kdyz se n blizi k nekone¢nu?

INékdo by mohl namitnout, jak miZeme hledat stfed tsecky, kterou jsme pred tim odstranili. To je vSak
poplatnost teorii mnozin, ktera v soucasné dobé ovladd matematiku. Geometri jsou na takovéto situace

zvykli a nikterak je netrapi..



Obr. 3
Reseni: Opakovani vy$e popsaného postupu vede k témto vysledkiim:

1. krok ..... 1 odstranény trojuhelnik T:1 o0 obsahu i

2. krok..... 3 odstranéné trojuhelniky  T. o obsahu (i )?

3. krok..... 32 odstranénych trojuhelniku Ts; o obsahu (le )3

a v n-tém kroku

3™! odstranénych trojuhelniki T, o obsahu (%: ).

a) Po n-tém kroku je obsah S, vSech odstranénych trojuhelniki
nasledujici:
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Poznamenejme, Ze vyse jsme pocitali ¢aste¢ny soucet S, geometrické

posloupnosti, pro kterou plati: a; = 1 aq-= 3

2 R Dostali jsme tedy, ze

3
S =1-(2)"
n (])

b) Jestlize se n blizi k nekonecnu, pak se (Z )" blizi k nule a S, se blizi k
1. Odstranény utvar mé tak obsah 1.

Poznamenejme, Ze uvahy, které jsme délali v ¢asti b) jsou dobrou
pripravou na pozdéjsi probirani limit posloupnosti a funkci.

Hledani vyjimek a specialnich pripadu je dulezité z mnoha
duvodu. Uvedme zde alespon dva.

- Vredalné situaci casto predstavuje vyjimka nejlepsi reseni (napr.
nejkratsi cestu mezi dvéma misty).

- Pokud pri reseni problému prehlédneme vyjimky ¢i specidlni
pripady, mize to vést k chybam

Problém 3: Obrazek 4 ukazuje tri zrcadla délky I tvorici rovnostranny
trojuhelnik ABC. Na strané AB ve vzdalenosti d od bodu A je bod S.
V bodé S je umistén zdroj svétla. Svételny paprsek vychazejici z bodu S
svira se stranou AB thel 60° a odrazi se od stran trojuhelnika ABC, dokud
se nevrati do bodu S. Urcete délku drahy paprsku pomoci délky 1.
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ReSeni: Neni téZké ukézat, e délka drahy svételného paprsku je 3l.
V tomto vyjadreni se d nevyskytuje. Zda se proto, ze délka drahy
svetelného paprsku je stejna pro vSechny pozice bodu S na strané AB,
tzn., Ze tato délka viubec nezavisi na d. Ale pozor! Je zde jedna vyjimka.
Jestlize je bod S ve stredu strany AB, pak délka drahy paprsku je pouze
3/2.1.

Nyni se budeme zabyvat zobecnénim. Ukdazeme, jak obecnéjsi
problém muze mit jednodussi reseni nez problém puvodni. NaSe ukazka
se tykd Pythagorovy véty a jednoho jejiho mozného zobecnéni. Zacneme
proto samotnou Pythagorovou vétou.

Véta Pythagorova: Obsah ¢tverce nad preponou pravouhlého
trojuhelnika je roven souctu obsaht ¢tvercu nad obéma odvésnami.

To znamend, ze v pravouhlém trojuhelniku s preponou c a odvésnami a, b
plati:

c?*=a* + b
(1)

Existuje mnoho dukazl této véty, my zde vSak vypiSme dikaz, jak ho ve
tretim stoleti pred Kristem délal Euklides.
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Obr. 5

Necht ABC je libovolny pravouhly trojuhelnik s preponou c (viz obr. 5 a)).
Nad stranami tohoto trojuhelnika sestrojime ctverce. Z vrcholu C
spustime kolmici na stranu AB a jeji patu oznac¢ime N. Bod N déli usecku
AB na dvé usecky majici délky m a n. Primka CN rozdéli obrazek 5a) na
dvé casti. Budeme se zabyvat situaci vlevé cCasti tohoto obrazku.
Dokazeme, Ze obsah obdélnika ALMN je stejny jako obsah ctverce nad
stranou AC, tj. ctverce ACDE. Tento dil¢i dukaz zprostredkuji trojuhelniky
ABE a ALC (viz obr. 5b)). Tyto trojuhelniky jsou shodné, protoZe maji oba
stranu b, stranu c¢ a shodny i thel, ktery tyto strany sviraji. Proto maji
uvazované trojuhelniky i stejny obsah. Trojuhelnik ABE méa obsah b?/2
(vyska na stranu AE ma délku b) a trojuhelnik ALC mé obsah c.m/2 (vyska
na stranu AL ma délku m). ProtoZe b?/2 = ¢.m/2, plati i

b?=c.m.

Tim jsme dokazali (jako pomocnou) vétu, které se dnes rika Euklidova
veta o odvésne.

Zcela analogicky se dokaze, ze a* = c.n.

Protoze cm + cn = ¢?, je vztah (1) dokazan. O

Nyni vyslovime vétu, kterou uvedl Pappus ve své sbirce 600 let po
Euklidovi.

Véta Pappova: Necht ABC je libovolny trojuhelnik a necht ACDE a CBFG
jsou libovolné rovnobézniky nad stranami AC a CB (viz obr. 6). Primky ED
a FG se protinaji vbodé H. Jestlize nad stranou AB sestrojime



rovnobéznik ALKB tak, Ze strany AL a BK jsou shodné a rovnobézné s
useckou HC, pak plati

obsah ACDE + obsah BFGC = obsah ALKB .
Dokazte.

Obr. 6

Dukaz bude jednodus$si nez asi v tuto chvili ocekavate. Pappus jisté znal
Euklidiiv dukaz Pythagorovy véty, ktery jsme ideové vySe ukéazali. Zrejmé
toho wvyuzil a elegantné analogicky dokazal jeji pravé vyslovené
zobecneni.
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Obr. 7

Dukaz: Necht ABC je libovolny trojihelnik a necht ACDE a CBFG jsou
libovolné rovnobézniky nad stranami AC a CB (viz obr. 6). Primky ED a FG
se protinaji v bodé H. Na primce EH sestrojime bod O tak, ze tseCka AO
je rovnobézna s CH. Obdobné na primce FH sestrojime bod P tak, ze
usecka BP je rovnobézna s CH (viz obr. 7). Primka CH rozdéli obrazek na
dvé casti. Budeme se zabyvat situaci vlevé casti tohoto obrazku.
Dokazeme, ze rovnobéznik ACDE ma stejny obsah jako rovnobéznik
ALMN. Zprostredkovatelem k tomuto c¢éste¢nému dikazu bude
rovnobéznik ACHO.

Rovnobéznik ACDE maé stejny obsah jako rovnobéznik ACHO (stejna
zakladna AC a stejné dlouhd vyska na tuto zakladnu).



Rovnobéznik ACHO maé stejny obsah jako rovnobéznik ALMN (stejné
dlouhé zékladny |MN| = |CH] a stejné dlouha vyska na tyto zakladny).

Proto je i obsah rovnobéznika ACDE stejny jako obsah rovnobéznika
ALMN. Nyni jsme vlastné dokazali zobecnéni Euklidovy véty o odvésné.
Vyslovte tuto zobecnénou vétu.

Analogicky maé stejny obsah rovnobéznik CBFG a rovnobéznik NMKB.
Zprostredkovatelem k tomuto zdivodnéni je rovnobéznik CBPH.

Z uvedeného proto vyplyva, ze obsah rovnobéznika ALKB je roven souctu
obsahl rovnobézniku ACDE a CBFG. Tim je véta dokdzana. O

Specialnim pripadem Pappovy véty je skutecné véta Pythagorova.
Pokud vyjdeme z pravouhlého trojuhelnika a nad jeho odvésnami
sestrojime ctverce, pak uvedend Kkonstrukce vede ke cCtverci nad
preponou.Vyzkousejte si to. Co by se stalo, kdybyste sestrojovali nejprve
Ctverce nad preponou a jednou odvésnou pravouhlého trojuhelnika?

Zopakujme, co je pro Eukliduv a Pappuv dukaz spole¢né ¢i presnéji
analogické: Kazdy tento dikaz je rozdélen pomoci vhodné primky
(strategie pomocného prvku) na dvé cCasti, pricemz uvahy tykajici se
téchto ¢ésti jsou analogické. Dikaz, ze obsahy obou uvazovanych obrazcu
v kazdé casti jsou stejné se provadi vzdy pres néjaky zprostredkujici
obrazec Ci obrazce. Z uvedeného je tak dobre vidét, jak plodnou strategii
je analogie. Navic je vidét, ze dukaz véty Pappovy, kterd je, jak jsme
ukéazali, zobecnénim véty Pythagorovy, je dokonce snaz$i a pruhledné;jsi,
néz podany dukaz véty Pythagorovy. To zase ukazuje, Ze i zobecnéni je
v nékterych pripadech velmi vhodnd strategie pri reSeni problému. Dalsi
strategii, kterou jsme uzili a na kterou nesmime zapomenout, je strategie
geometrického znazorneéni.

Zopakujme na zaveér, ze vSechny typy zkoumani, které jsme vysSe
uvedli, jsou vhodné nejen pro zacatecniky, ale i pro ty, kteri jsou v této
oblasti jiz pokro¢ili. Vzdyt zkouméni téchto typu bézné provadéji i tvarci
matematici.
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