Struéna sprava o harmonii
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ABSTRACT. Brief note about harmony. Didactic muse above definition of harmony in school mathematics.
MESC: A30

V hlbinach historie
Uz Archytas z Tarentu (asi 428-365 pred n. 1.) uvadzal niekol’ko typov strednych veli¢in —
priemerov a medzi nimi aj aritmeticky, geometricky a harmonicky priemer. Ak bola dana trojica
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kladnych cisiel a > b > ¢, tak harmonicky priemer bol dany ako
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(¢o je aj dnes harmonicky priemer Cisiel a, ¢). Podobné udaje uvadzal aj Nikomachos
a+

z Gerasy (prva polovica 2.storocia n. 1.) a Boethius (asi 480-524/5). Izidor zo Sevily (asi 570-636)
tvrdil, ze podla hudby hladas stred takto: Akym pomerom prostredné prevysuje prve, takym
pomerom je prostredné prevysené poslednym. V jeho Etymologii je o harmonickom priemere
uvedené: Harmonicky priemer ziskas nasledujucim sposobom: Ak sa vezmu krajnosti, napriklad 6
a 12, vidis, o kolko jednotiek je 6 prevysené dvanastimi, teda o 6 jednotiek. Potom to umocnis:
Sestkrat 6 dava 36. Potom scitas tie prvé krajnosti, 6 a 12, davaju dohromady 18. Vydelis 36
osemnastimi a dostanes vysledok 2. Ten pricitas k mensej krajnosti (to znamena k 6) a vysledok je 8,
co je harmonicky stred medzi 6 a 12. Ako 8 prevysuje 6 o dve jednotky, to znamena o tretinu zo 6,
tak aj 8 je prevysované dvanastimi o Styri jednotky, teda tiez o tretinu z 12. Je teda prevysované tym
istym pomerom, ktorym prevysuje.

V dnesnom zapise to mdzeme chapat’ a vysvetlit’ takto:

Ak prvé je p, posledné r, tak pre prostredné s (s uvedenou vlastnostou) bude platit’ (pozri obr.1)

teda sr — pr = pr — ps
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a to je nas harmonicky priemer Cisel p, r.

K pojmu harmonia
Harmonia znamena (z gréctiny) sulad, suzvuk, stihra, vyrovnanost’, sumernost’ Casti a celku,
proporcionalita. Vyraz zakonitosti a miery vo svete.

V matematike je zadefinované:



Nech st dané na priamke dva rdézne body A, B a bod X # B.
Pomer usporiadanej trojice bodov A, B, X je ¢islo MABX) =+ |AX]|/|BX|. Ak je X vonkajSim
bodom usecky AB, alebo X = A, plati +; ak X je vnutornym bodom tsecky AB plati - .

Nech st dané na priamke dva r6zne body A, Babod X, X#Babod Y, Y #B.
Dvojpomer usporiadanej Stvorice bodov A, B, X, Y je Cislo 0(ABXY) = A (ABX)/ A (ABY).

Usporiadanu Stvoricu bodov, ktorych dvojpomer sa rovnd —1 nazyvame harmonickad Stvorica
bodov (body X, Y st harmonicky zdruzené vzhladom na body A, B).

Ak pre harmonicku stvoricu bodov ABXO oznac¢ime OA =a, OB =5h, OX = x, tak dostaneme:
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Pre nenulové Cisla a, b budeme vyraz x=(2.a.b)/(a+b) tj. aj x= 1 nazyvat’
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harmonicky priemer Cisiel a, b (prevratend hodnota aritmetického priemeru prevratenych hodnot).
VSeobecnejsie: harmonicky priemer kladnych &isiel x, x5 ..., x, je x,,, = 1 L I
—t—t .+ —
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Harmonicky rad je nekonecny rad, v ktorom kazdy jeho ¢len (okrem prvého) je harmonickym

priemerom oboch svojich susednych ¢lenov, napr. rad, ktorého n -ty €len a, =— , t;.
n

Zl = 1+l+—+—+—+... tento rad je divergentny, jeho sucetje + oo, lebo
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Ale lim(l + % + % +..+ L In nj =0,5772156649... (Eulerova konstanta, o ktorej sa nevie, ¢i je

¢islom raciondlnym alebo iraciondlnym).

o k+1
Rad Z(— 1) % =1- % + 1 % +... nazyvame anharmonicky rad, konverguje a ma sucet In 2.
k=1

Priemerna rychlost’ je harmonickym priemerom

Uloha: Ak je priemerna rychlost’ vozidla, ktoré prejde trat’ rychlostou 60 km/h a vracia sa
po rovnakej trase rychlostou 40 km/h.

m+n

RieSenie: Priemer dvoch Cisel m, n pocitame ako

n , . L <
nazyvame aritmeticky priemer Cisel m, n.

Ak sa vam vSak zda, Ze priemerna rychlost’ z danej tllohy je 50 km/h, tak sa mylite.
Priemerna rychlost’ vo fyzike je podiel celkovej drahy ku spotrebovanému casu.

Teda:

tam............ drahas ... rychlost vi=60 km/h ................ cas t
spat............ draha s .............. rychlost v, =40 km/h. ............. cas t
celkova draha2s ................ FYCHIOSE V ..o, cas t+t
) . , - 2s
priemerna rychlost: v=
1+,

po uprave: V= 25 _ 25 _ 2405 _ 48 km/h
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V matematike mame zavedeny aj harmonicky priemer a, b (a, b € R") ako

20&; = % (prevratena hodnota aritmetického priemeru prevratenych hodnot).
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Potom vidime, ze priemernd rychlost’ pohybu po tej istej trase dvomi réznymi rychlost’ami je

harmonickym priemerom oboch rychlosti v = T
P + N
i



Harmonia aj s faktorialom

Uloha: Ukazte, ze ak n! (pre kazdé ne N) postupne vydelime &islami 1, 2, 3, ..., n-1, n dostaneme
harmonicku postupnost’.

RieSenie: Postupnost’ {a;};_, je harmonicka, ak pre kazdé¢ ke {2, ..., n-1} plati:
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a, =——"" (k — ty ¢len je harmonickym priemerom svojich susedov).
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Pre nas pripad je g, =%, ke {l,2,..,n-1,n}; ukdzeme,
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Upravujeme pravu stranu:
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Napriklad pre n = 6 plati: 6!/1, 6!/2, 6!/3, 6!/4, 6!/5, 6!/6, tj. 720,360, 240, 180, 144, 120.
Tato postupnost’ spifia definiciu harmonickej postupnosti.
Ukézali sme, ze kazdy ¢len spominanej postupnosti (okrem prvého a posledného) je harmonickym

priemerom svojich susedov a to znamend, ze spominana postupnost’ je harmonicka.

Zaver

DoslednejSie pochopenie tu spominanej harmdnie, ndm naznacuje nielen hlbsie historické korene
matematickych pojmov, ale aj ich zdévodnenejSie vysvetlovanie v Skolskej matematike a pripadné
pouzivanie v aplikovanych matematickych odboroch. Vnimanie harmonie nie je len estetickym
alebo hudobnym citenim, ale mozno aj pomerne exaktnym zddévodnenim matematicky zavedenych
uzitoénych zakladnych pojmov. Prajem vam slovami ,,vychovévatela Zapadu“ A.M. Boethia:
Fidem, si poteris, rationemgue coniuge. Eurdpska kultura sa na dlhu dobu stala filozofickym
myslenim vyjadrujicim spojenie Zzidovsko-krestanskej nébozenskej viery a prirodovedného
rozumového poznania.
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