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Abstract. Proces postupnej premeny aritmetickej skúsenosti na poznatok u ºiaka 1. stup¬a
Z� je popísaný ako zrod a budovanie schémy aditívnej triády. Podstatou budovania schémy
je tvorba najprv izolovaných a potom generických modelov triády vloºenej do rôznorodých
kontextov. �túdia, ktorá je volným pokra£ovaním autorovho príspevku na ruºomberskej kon-
ferencii v roku 2006, je zaloºená na nových výsledkoch výskumu realizovaného spolo£ne s D.
Jirotkovou a J. Slezákovou. Proces premeny geometrickej skúsenosti na poznatok je krátko
diskutovaný v poslednej kapitole.

1. Úvod

Pripomenieme dva pojmy, ktoré boli rozvedené v £lánku Hejný (2007): schéma
a aditívna triáda.

Schémou rozumieme ucelený súbor objektov a väzieb medzi týmito objektmi, prí-
padne úkonov a operácií, ktorý vo vedomí £loveka vznikol v dôsledku rôznych opaku-
júcich sa zvedomovaných skúseností. Pritom myse© £loveka je schopná kedyko©vek
vynori´ predstavu celku i ktorejko©vek jeho £asti.

Schémou je napríklad va²a znalos´ rozmiestnenia tovaru v nákupnom centre do
ktorého £asto chodíte, alebo va²a znalos´ vá²ho obydlia. Po£et dverí, ktoré máte
v svojom dome/byte, neviete poveda´ ihne¤. K £íslu sa ale viete dopo£íta´, pretoºe
schéma vá²ho obydlia máte vo svojej pamäti. Podobne po£et stenových uhloprie£ok
kocky zistím tak, ºe si vybavím v predstave schému kocky; zistím, ºe má 6 stien a na
kaºdej stene 2 uhloprie£ky � dovedna 12.

Dodajme, ºe schému sa do vedomia nedostáva nácvikom, ale frekventovaným kon-
taktom osoby s daným prostredím. Dobre poznané matematické schémy sú základom
kvalitného matematického poznania. Koncepcia pojmu schéma blízka pojmu �hlboká
idea� Z. Semadeniho (2005), ktorý analyzuje aj stredo²kolské matematické schémy.

Aditívnou triádou (trojicou), rozumieme trojicu £ísel, pri£om najvä£²ie z nich
je sú£tom dvoch men²ích. Prídavné meno �aditívna� vypú²´ame, lebo multiplikatívne
triády skúma´ nebudeme. Pojem triády zaviedli P. �ernek a V. Repá² pod názvom
s£ítacia/od£ítacia rodinka. (viz Repá² a kol. 1997). Výskum o didaktickom vyuºití
pojmu uskuto£nila J. Slezáková (2006)

Napríklad triáda (3,5,8) poukazuje na vz´ahy 5 + 3 = 8, 3 + 5 = 8, i 8 � 5 = 3,
8 � 3 = 5 a kaºdý z týchto vz´ahov poukazuje na trojicu (3,5,8). V²etky 4 uvedené
vz´ahy predstavujú tú istú matematickú skuto£nos´, ale rozli£ne artikulovanú. Triáda
má mnoho reprezentácií. Napríklad triáda (3,5,8) má popri 4 uvedených £íselných
reprezentáciách i ve©a reprezentácií sémantických i ²trukturálnych. Triáda je bázou
aritmetického myslenia. �iak, ktorý vie skvele a rýchlo po£íta´, ale má iba chudobnú
zásobu rôznorodých reprezentácií triády, nemá aritmetické myslenie rozvinuté, pre-
toºe jeho schéma triády je chudobná. Slovné úlohy, zlomky, záporné £ísla, percentá,...
to v²etko mu bude robi´ v budúcnosti zna£né ´aºkosti.
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2. Dva mechanizmy poznávacieho procesu triády

Mechanizmom poznávacieho procesu rozumieme jeho etapizáciu. Celý proces je
rozdelený do etáp a popísané sú nielen jednotlivé etapy, ale aj prechody medzi
nimi. Treba zdôrazni´, ºe mechanizmus nie je chápaný ako realita sama, ale ako
na²e uchopenie reality, presnej²ie ako nástroj, ktorým môºeme popisova´ a analyzo-
va´ konkrétne poznávacie procesy. Jednotlivé mechanizmy sa odli²ujú pod©a toho, na
ktorú zloºku poznávacieho procesu zamerajú pozornos´.

Mechanizmus, ktorý nesie názov procept, popisuje vznik konceptu. Asi prvý,
kto upozornil na to, ºe mnohé koncepty sú dôsledkom opakujúcich sa procesov, bol
ma¤arský didaktik matematiky Zoltan Dienes (1960). Ukázal, ºe mnoho pojmov
matematiky (konceptov) sa vyvinulo z matematických £inností (procesov). V osemde-
siatych rokoch sa transformáciou proces → koncept zapodievalo viacero bádate©ov.
Mentálny pohyb zmeny procesu na koncept bol skúmaný z viacerých strán a dostal
nieko©ko mien (enti�cation, rein�cation, encapsulation). Angli£ani D. Tall a E. Gray
(1994) si v²imli dôleºitú úlohu, ktorý v opísanom procese hrá znak a zaviedli pojem
procept:

. . . we consider the duality between process and concept in mathematics, in par-
ticular, using the same symbolism to represent both a process (such as addition of
two numbers 3 + 2) and the product of that process (the sum 3 + 2). The ambiguity
of notation allows the successful thinker the �exibility in thought to move between
the process to carry out a mathematical task and the concept to be mentally manip-
ulated as part of the wider mental schema. Symbolism that inherently represents the
amalgam of process/concept ambiguity we call a �procept.� . . . (p. 116) We extend
the de�nition as follows: A procept consists of a collection of elementary procepts
that have the same object. (p. 121)

. . . uvaºujeme o dualite medzi procesom a konceptom v matematike, osobitne o
tej, v ktorej sa rovnaký znakový systém pouºíva aj ako proces (akým je s£ítanie
dvoch £ísel 3 + 2) aj ako produkt tohoto procesu (sú£et 3 + 2). Dvojzna£nos´
zápisu umoº¬uje mysliacemu £loveku pruºne v my²lienkach prechádza´ od procesu,
ktorým niektorú úlohu rie²i, ku konceptu, s ktorým pracuje ako s £as´ou ²ir²ej schémy.
Znak, ktorý prirodzene reprezentuje amalgam dvojzna£nosti proces/koncept, nazý-
vame �procept�. . . . (s. 116) Toto vymedzenie roz²írime takto: procept se skládá ze
súboru elementárnych proceptov·, ktoré majú rovnaký objekt. (p. 121)

Teda elementárny procept je amalgam (zliatina) troch zloºiek: procesu, objeku
znaku. a Znaku reprezentuje aj proces aj objekt. Teda znak sám nie je ani proce-
som, ani konceptom, ale £loveku, ktorý sa na¬ díva a ktorý ho pre seba intepretuje
poukazuje aj na svoju procesuálnu zloºku, aj na svoju konceptuálnu zloºku. Ke¤
vidím napísané £íslo 5 vidím aj ///// aj postupnos´ 1,2,3,4,5, aj väzby 1+4, 2+3,
10-5 a pod.

Podrobne je mechanizmus procept popísaný v Hejný (1999).
Druhý mechanizmus je popísaný v teorii generického modelu (Hejný, Ku°ina 2001,

s. 104-118). Jeho jadrom sú dva mentálne zdvihy: zobecnenie a abstrakcia. Poznávací
proces je rozdelený do 5 etáp:

1. Motivácia (mentálna tenzia medzi existujúcim stavom � neviem a stavom ºe-
laným � chcem vedie´).

2. Tvorba izolovaných modelov, konkrétnych skúseností; tie prichádzajú do vedo-
mia oddelene, ale postupom £asu za£nú na seba poukazova´ a zhlukova´ sa do
klastrov.
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3. Z nich procesom zobecnenia vzniká generický model, ktorý má síce e²te stále
ukotvenie v predmetnom myslení, ale je uº schopný pokrýva´ nielen mnoºstvo
uº skôr poznaných izolovaných modelov, ale i mnoho ¤al²ích modelov, ktoré
budú poznané aº neskôr.

4. Procesom abstrakcie, ktorý je ve©mi £asto sprevádzaný zmenou jazyka, sa gener-
ický model mení na abstraktný poznatok; ten uº nepotrebuje predmetné ukotve-
nie.

5. Posledná etapa procesu je kry²talizácia � nový poznatok sa domestikuje v exis-
tujúcej poznatkovej ²truktúre; niekedy taký poznatok spôsobí re²trukturalizáciu
celej ²truktúry (napríklad objev záporného £ísla, alebo komplexného £ísla mení
ºiakovo schéma pojmu �£íslo� ve©mi podstatne).

Celý poznávací proces je sprevádzaný jazykmi a ich zmenami. Napríklad pojem
�tri� je vyjadrený najprv riekankou � jeden, dva, tri�, potom samotným slovom �tri�,
ktoré sprevádza model troch prstov, alebo obrázok ///, ¤alej je to £íslica �3�, po-
tom zápis troch krokov pomocou ²ípok →→→, ¤alej obrázok závodníka na tre´om
stupni (bromzová medaila),... Poznanie pestrej ²kály jazykov a najmä schopnos´ ºiaka
samostatne také jazyky vytvára´ patrí ku k©ú£ovým prvkom intelegtuálneho vývoja.
Pri ²túdiu tejto ontogenetickej problematiky sme vyuºívali výsledky výzkumu fylo-
genézy L. Kvasza (2006).

3. Aplikácia oboch uvedených mechanizmov na pojem triáda

Die´a, ktoré uº pozná riekanku � jeden, dva, tri,...� nie nutne vie pomocou nej spo£íta´
po£et prvkov malého súboru. Pozrime na dva malé experimenty:

Experiment 1. Otec sa pýta syna, ko©ko je na stole tanierov. Pa©ko po£íta � jeden,
dva, tri, ²tyri� a pri po£ítaní sa kaºdého tanieray dotkne. Otec otázku zopakuje
a syn zopakuje po£ítanie. Neodpovie, ºe sú tu ²tyri taniere. O mesiac neskôr sa
situácia zopakuje. Tentoraz chlapec, ke¤ dokon£í riekanku, povie zopakuje posledné
slovo. Povie: � jeden, dva, tri, ²tyri, (pauza) ²tyri�. Teraz uº chlapec vie, ºe posledné
slovo, ku ktorému sa dostal ozna£uje po£et po£ítaného súboru. Tak sa v jeho vedomí
vytvoril most medzi procesom a výsledkom procesu, konceptom. O procepte e²te
nemoºno hovori´, pretoºe tu chýba znak �4�.

Analýza experimentu 1. V prvom prípade chápal Pa©ko otcovu výzvu iba ako
pokyn k zopakovaniu riekanky na danom súbore tanierov. V druhom prípade uº
ale vedel, ºe riekanka mu umoºní poveda´ po£et po£ítaných predmetov: posledné
slovo, ku ktorému v riekanke dôjde, ozna£uje po£et po£ítaného súboru. Tak sa v jeho
vedomí vytvoril most medzi procesom a výsledkom procesu, konceptom. O procepte
e²te nemoºno hovori´, pretoºe tu chýba znak �4�.

Ke¤ uº die´a pozná koncepty � jeden�, �dva�,..., �pä´�, tj. ke¤ uº vie z danej kopy
gombíkov vybra´ 5, za£ína sa u£i´ s£íta´. Je to operácia nesená slovom �dohromady�.
Mnohokrát zistí, ºe dve veci a tri veci je pä´ vecí, ale kaºdé toto poznanie je vo vedomí
die´a´a uchované ako izolovane. Potom nadíde okamºik, ºe die´a uzrie, ºe v²etky tieto
zistenia majú £osi spolo£né. Ke¤ chce napríklad spo£íta´ nedostupných holubov a
pouºije k tomu prsty, zistí, ºe izolovaný model HOLOUBY môºe by´ zastúpený mod-
elom PRSTY. Die´a zistí, ºe na prstoch moºno po£íta´ nielen holubov, ale akéko©vek
veci. Tak sa model PRSTY stane generickým modelom pre poznanie: dve veci a tri
veci je pä´ vecí. Samozrejme sa to týka i iných podobných malých sú£tov. Generický
model PRSTY sa stane základom schémy operácie s£ítania malých £ísel. K tomuto
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generickému modelu, ktorý je typu S+S=S: STAV + STAV = STAV neskôr pribudnú
¤al²ie generické modely. Ide najmä o modely typu S+P=S: STAV + POROVNANIE
= STAV (mám 2 jab¨£ka a sestra má o 3 viac), S+Z=S: STAV + ZMENA = STAV (k
mojím 2 korunám mi babka pridala 3) a A+Z=A: ADRESA + ZMENA = ADRESA
(sme na druhom poschodí a vystúpime o 3 poschodia nahor), P+P=P (A je o 2 cm
vy²²í ako B a C je o 3 cm vy²²í ako B), Z+Z (do prasiatka mi babak pridala 2 Sk a
mama 3 Sk). V²etky tieto modely môºe die´a spozna´ uº v pred²kolskom veku, ale
aj ak k tomu dôjde, jedná sa skoro vºdy o modely izolované.

V ²kole sa ºiak zoznámi s £íslicami a tak je pripravený, aby jeho skúsenosti o zmene
procesu na konceptu vstúpili na úrove¬ proceptu. K tomuto ºia© dochádza zriedkavo.
Vyu£ovanie je tradi£ne smerované na budovanie s£ítacích spojov, tj. na nácvik procesu
s£ítania (a od£ítania). Len málo sa rozvíjaná skúsenos´ ºiaka s generickými modlemi
typu S+Z, S+P, A+Z, P+P £i Z+Z. V dôsledku toho je schéma operácie s£ítania
málo vyvinutá a ºiak nevie pouºi´ sú£et ako procept. O tom je nasledujúca kapitola.

4. Diagnostika schémy �triáda�

O diagnostikovaní znalosti �triáda� sme písali uº v £lánku Hejný (2007) a v²etko, £o
sme vtedy uviedli ostáva v platnosti. Od tej doby sa nám podarilo nájs´ nový, ve©mi
ú£inný nástroj diagnostiky, ktorému sme dali pracovný názov Susedia. Nástroj teraz
predstavíme pomocou série ²tyroch úloh. �itate©ovi doporu£ujeme, aby si najprv
úlohy sám vyrie²il a aº potom £ítal ¤alej.

Úloha 1. Do troch prázdnych polí tabu©ky 1 doplnte £ísla tak, aby sú£et kaºdých
troch susedných £ísel bol 6.

1 3

Úloha 2. Do troch prázdnych polí tabu©ky 2 doplnte £ísla tak, aby sú£et kaºdých
troch susedných £ísel bol 7.

1 3

Úloha 3. Do troch prázdnych polí tabu©ky 3 doplnte £ísla tak, aby sú£et kaºdých
troch susedných £ísel bol 8.

1 3

Úloha 4. Do ²iestich prázdnych polí tabu©ky 4 doplnte £ísla tak, aby sú£et kaºdých
troch susedných £ísel bol 9.

Experiment 2. Poslucha£ka Martina, budúca u£ite©ka 1. stup¬a, sa dobrovolne
podujala vyrie²i´ pre ú£ely ná²ho výskumu 4vy²²ie uvedené úlohy.

Pri úlohe 1 si najprv ujas¬ovala £o znamená podmienka �sú£et kaºdých troch
susedných £ísel je 6�. Akonáhle to porozumela, úlohu bez problémov vyrie²ila. Do²la
k výsledku : 3 | 1 | 2 | 3 | 1 . (Kurzívou sú písané £ísla, ktoré Martina dopísala.)

Úlohu 2 rie²ila Martina metódou pokus omyl. Jej prvé dva pokusy boli neúspe²né.
Prvý: 1 | 2 | 4 | 1 | 3 , druhý: 1 | 4 | 2 | 1 | 3 . Tretí pokus bol uº úspe²ný:
1 | 3 | 3 | 1 | 3 . Potom sa Martina chví©u pokú²ala rie²i´ úlohu 3 a nakoniec

povedala � je to zle zadané, lebo ke¤ sem (ukázala dve polia medzi 1 a 3) dám také
£ísla, aby s £íslom jedna dali osem, dá to s £íslom 3 aº desa´�. Inak povedané, Martina
uviedla, ºe ak £ísla x, y v poliach medzi £íslami 1 a 3 zvolí tak, ºe x + y + 1 = 8,
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1 5

bude potom x + y + 3 = 10. My sme s výrokom Martiny súhlasili. Povedali sme, ºe
má pravdu, ºe tá úloha se nedá vyrie²i´. Potom sme ju poprosili, aby e²te vyrie²ila i
úlohu 4.
Videli sme, ºe sa Martine do úlohy nechce. Povedala �to je dlhé�. Chví©u na úlohu
h©adela a potom za£ala do tabu©ky vpisova´ £ísla: 1 | 2 | 6 | 1 | 2 | | | 5..

Po piatom £ísle zastala a povedal �£ísla sa opakujú a do pä´ky sa takto nedostanem.
Neúspe²ný bol i jej druhý pokus: 1 | 3 | 5 | 1 | 3 | 5 | 1 | 5.. Uº sa chcela pribra´ do
tretieho pokusu, ale zastala, a sústredene h©adela na svoj posledný pokus. Povedala
�uº to viem� a napísala správne rie²enie:
1 | 5 | 3 | 1 | 5 | 3 | 1 | 5.. Potom dodala �sta£ilo tu (ukázala na druhý pokus) zameni´
£ísla tri a pä´�. Nakoniec sme sa Martiny opýtali, £i by vedela vyrie²i´ i obd¨ºnik,
ktorý by mal uprostred 100 prázdnych polí a na koncoch £ísla trebárs 1 a 2; sú£et
troch susedných by bol trebárs 20. Martina odvetila, ºe �by sa to dalo, ale bolo by
treba asi ve©a £asu�.

Analýza experimentu 2. Pri prvej i druhej úlohe Martina nadobudla skúsenosti
s prostredím Susedia. K©ú£ová je úloha 3. Je nerie²ite©ná, £o Martina odhalila.
Nezamyslela sa ale nad prí£inou nerie²ite©nosti. Neodhalila, ºe v kaºdom obd¨ºniku
a | b | c | d , sú nutne krajné £ísla a, d rovnaké. Vz´ah a = d je k©ú£om k rýchlemu
rie²eniu týchto úloh. Z uvedeného vz´ahu ihne¤ vyplýva, ºe v úlohe 4 môºeme vyplni´
£ísla do 4 prázdnych polí: 1 | 5 | | 1 | 5 | | 1 | 5...

Poloºme si otázku, pre£o Martina pri tretej úlohe neodhalila k©ú£ k rie²eniu úloh
typu Susedia. Odpove¤ je jednoduchá. Ná² ºiak (ale rovnako i ºiak v mnohých ¤a²ích
zemiach) sa s operáciou s£ítania stretáva ako s procesom a mnohonásobným opako-
vaným nácvikom rie²enia úloh typu 5+6 =? 17−9 =? ... vo svojom vedomí utvrdzuje
s£ítanie ako proces. Nie je pripravený rie²i´ situácie, v ktorých sa pracuje so sú£tom
ako konceptom. Nemá sú£et na úrovni proceptu, pretoºe nevie pruºne v my²lienkach

prechádza´ od procesu, ktorým niektorú úlohu rie²i, ku konceptu, s ktorým pracuje ako

s £as´ou ²ir²ej schémy ako poºadujú Gray a Tall v horeuvedenej citácii. Túto sku-
to£nos´ dokladujú mnohé ¤al²ie na²e experimenty. Kone£ne podobné problémy máme
aj my u£itelia, pretoºe aj my sme boli na prvom stupni rovnako vedení. Odhalením
k©ú£a k rie²eniu úloh typu Susedia si ºiak vytvára hodntný generický model náleºiaci
do schémy triády.

Sme presved£ení, ºe úrove¬ matematických znalostí na²ich ºiakov je moºné zvý²i´
zmenou stratégie vyu£ovania operácií s£ítania a od£ítania. Utlmi´ v sú£asnosti ve©mi
frekventované nácviky s£ítacích a od£ítacích spojov a zvýrazni´ sémantické i ²truk-
turálne situácie, v ktorých sa sú£et i rozdiel objavuje ako koncept, alebo dokonce ako
procept (ako je tomu v úlohách typu Susedia). Ilustrácie takých úloh boli uvedené v
£lánku Hejný (2007).

5. Proces prechodu od skúsenosti k poznatku v geometrii

Poznávanie geometrie prebieha odli²ne od aritmetiky. Hoci svet aritmetiky má pod-
statne viacej obyvate©ov ako svet geometrie je jeho ²truktúra preh©adnej²ia. �ísla,
hoci ich je nekone£ne ve©a, majú rovnakú podstatu. Naproti tomu geometrické ob-
jekty sú rovinné, priestorové, oblé, hranaté, ve©ké, malé, ... a ich spolo£enstvo z¤aleka
nie je tak dobre organizované ako je to vo svete £ísel. Naviac � a to je z h©adiska
proceptu rozhodujúce � v geometrii nemáme znaky akými sú £íslice. Kaºdý geomet-
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rický objekt treba popisova´ zvlá²´. Pripomína to adresovanie v starom Anglicku,
kde ve©a domov malo namiesto adresy iba meno. Po²tár v tomto prostredí mal prácu
náro£nej²iu, ale na druhej strane poznal svoj rajón ve©mi dobre.

Prvé geometrické poznanie, ku ktorému die´a v pred²kolskom a rannom ²kolskom
veku dôjde, sa týka geometrických osobností (kocka, gu©a, hranol, valec, ²tvorec,
trojuholník, kruh,...) a ich javov sprievodných (vrchol, stena, stred, uhloprie£ka,...)
v zmysle P. Vop¥nku (1989). Pozrime na príbeh malej Evi£ky, ktorý tu podávame
ako experiment.

Experiment 3. Eva, ºia£ka prvej triedy vidí mami£ku sklada´ obrúsky. Za£ne
maminke pomáha´. Kaºdý obrúsok preloºí pod©a jednej a potom i druhej uhloprie£ky.
Na prácu sa sústredí, snaºí sa aby preloºenie bolo ve©mi presné. Mami£ka Evku
pochváli a po¤akuje jej za pomoc. �iadne slovo o geometrii zatia© nepadlo.

V ²kole náhodou rie²ia rovnakú úlohu: preloºi´ papierový ²tvorec pozd¨º uhlo-
prie£ky. Pani u£ite©ka povie: �pozrite, tu mám ²tvorec a takto ho preloºím� a
predvedie na ve©kom ²tvorci preloºenie; deti to opakujú. Evi£ka sa pochváli, ºe ona
uº toto robila � pomáhala mami£ke sklada´ obrúsky. Teraz poradí spoluºia£ke, ako
to urobi´ presne a sama má preloºenie ve©mi pekné. Pani u£ite©ka vezme jej prácu,
²tvorec rozbalí a chváli Evu, ºe to má pekné, lebo, �pozrite, deti, tento ohyb, táto
priamka, ide presne z rohu do rohu�.

O nieko©ko dní neskôr rie²i trieda úlohu: nájdi stred papierového ²tvorca. Pani
u£ite©ka na svojom ve©kom lepenkovom ²tvorci ukazuje, kde asi ten ²tvorec leºí
a pripomenie, £o pred pár d¬ami so ²tvorcom robili. Eva preloºila svoj ²tvorec
najprv pod©a jednej uhloprie£ky, potom pod©a druhej a ukázala pani u£ite©ke svoj
stred. Tá ju pochválila a jej prácu ukázala triede: �pozrite, ako to Evka urobila;
preloºila ²tvorec, na²la jednu uhloprie£ku, preloºila takto a na²la druhú uhloprie£ku
a tu (ukazuje stred) kde sa tie uhloprie£ky zbehli, na²la stred.

Doma sa Evka chváli oteckovi, ako bola v ²kole úspe²ná. Chce svoju prácu otcovi
ukáza´. Zoberie list papieru a chce ho preloºi´ tak, ºe kladie vrchol na vrchol. Je
prekvapená, ºe to nefunguje. Skúsi druhú dvojicu proti©ahlých vrcholov a opä´ je
to neúspe²né. Zoberie druhý list papieru a výsledok je rovnaký. Potom povie, ºe to
musí by´ ²tvorec a ºiada otca o radu. Otec preloºí obd¨ºnikový list tak, ºe obe jeho
dlh²ie strany poloºí na seba. Opä´ list rozloºí a podá ho Eve. Tá zopakuje otcovo
preloºenie a s rados´ou odha©uje, ºe treba preloºi´ i v druhom smere � poloºi´ krátke
strany na seba. Ke¤ list rozbalila, ukázala na stred. Mala z toho rados´.

Analýza experimentu 3. To £o sa vytvorilo vo vedomí Evy v priebehu popísaných
akcií je zárodok schémy osobnosti ²tvorec (obd¨ºnik) javov sprevádzajúcich uhlo-
prie£ka ²tvorca, stredná prie£ka obd¨ºnika a vrchol £i stred u oboch osobností.

V²imnime si, ako bola manuálna aktivita diev£a´a sprevádzaná slovami. V prvej
etape, ke¤ skladá obrúsky s maminkou, nie je geometrická situácia slovne komento-
vaná. Neskôr v ²kole, ke¤ pani u£ite©ka úlohu formuluje, pouºije iba slovo ²tvorec,
v²etko ostatné je povedané pohybmi. Ke¤ Eva pomáha spoluºia£ke, pouºije asi ne-
jaké slová, ale sú to zrejme ukazovacie zámená a slovesá. Pani u£ite©ka prácu Evy
komentuje slovami: ohyb, priamka, roh. Hoci pouºitie slova priamka je nenáleºité
a namiesto slova roh, má by´ slovo vrchol, je toto prvé pouºitie slov uº dôleºitým
prechodom od poznania v £innosti k poznaniu v slovách. Pri druhom slovnom ko-
mentári pouºije u£ite©ka uº presnej²iu terminológiu. Slová uhloprie£ka a stred sú
pouºité náleºite a sloveso �zbehnú sa�, hoci nepresné, je ºiakom dobre zrozumite©né.

Celý uvedený poznávací proces moºno rozloºi´ na jednotlivé etapy, ktoré v oblasti
geometrie popisujú cestu k poznatku. Etapizácia, ktorú popí²eme, pokrýva nielen
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situáciu experimentu 3, ale aj mnohé ¤al²ie prípady, vychádzajúce ako z manipu-
latívnej, tak i kinestetickej £innosti die´a´a.

1. Percepcia tvaru � die´a vidí rôzne tvary a ukladá si ich do pamäti; vä£²ina
tvarov má trvalý a statický charakter, ale niektoré sú v pohybe a niektoré tvary
majú aj citové konotácie (srdie£ko, hviezdi£ka,...).

2. Priama £innos´ die´a´a, vychádzajúca z jeho vlastnej fantázie, alebo in²pirácie
prevzatej od kamaráta £i dospelého je bu¤
a) manipulatívna � die´a sa s tvarom hrá, poprípade tvar tvorí (napríklad
z piesku �pe£ie bábovku�, stavia veºu z kociek, strihá £i prekladá papier, kreslí
na chodník panáka na skákanie...), alebo
b) kinestetická � die´a sa pohybuje v reºime s geometrickými prvkami (ská£e
panáka, ide po kladine, krá£a po ulici tak, aby nestúpilo na £ervenú dlaºdicu,...).

3. Opakovanie, napodobovanie premyslenej manipulatívnej/kinestetickej £innosti
iného £loveka; zloºitej²ie pohyby ako bicyklovanie, plávanie, hra s loptou,...
v sebe obsahujú mnoho geometrických prvkov.

4. Evidencia slov, ktoré v súvislosti s geometrickými javmi pouºije u£ite©, rodi£,
alebo iný £lovek; niektoré z týchto slov prichádzajú ve©mi zav£asu � v priebehu
prvej etapy (napríklad slová polohy ako pred, pod, nad, za,...); vä£²ina slov
ale prichádza aº v ²kolskom veku a ºiakove predstavy o ich význame bývajú
spo£iatku £asto za´aºené chybou (napríklad ²tvorec, ktorého uhloprie£ky sú
v horizontálnom a vertikálnom smere, nazve koso²tvorcom). , predstavou. tu
sa potom upres¬uje.

5. Die´a samo pouºíva geometrické slová, £asto ale nepresne aº deformovane.

6. �al²ou (²kolskou) aktivitou si ºiak pojmy ujas¬uje a upres¬uje. Najmä obo-
hacuje izolované a generické modely zloºitej²ích pojmov akými sú ²tvoruholník,
mnohouholník, obvod, obsah, objem, hranol, ihlan, ...

7. V poslednej etape dochádza k upresneniu pojmov pomocou de�nícií. K tomu
dochádza vä£²inou aº na strednej ²kole. Niektoré pojmy sú tak náro£né, ºe ich
presné vymedzenie nepoznajú ani u£itelia. Napríklad pojem mnohosten.

Jednotlivé etapy môºu, ale nemusia ís´ v uvedenom poradí. Napríklad etapy 2 a 3
sa môºu vymeni´. Ur£ite ale poznávací proces za£ína etapou 1. a do ²tádia schémy
vstúpi aº 5. etapou. Posledné dve etapy sú iba zmienené, pretoºe na²a pozornos´ je
zameraná na ºiaka prvého stup¬a. Keby sme ich chceli analyzova´ podrobnej²ie, bolo
by treba kaºdú rozdeli´ na viacero podetáp.

Okrem geometrických osobností, ktoré tvoria základ geometrického poznania ºiaka
1. stup¬a, sú dôleºité i geometrické prostredia (napr. ²tvor£ekovaný papier, origami,
...) a geometrické pravidelnosti £i vzory. Hlbokú analýzu posledných, opretú o sériu
dômyselných experimentov, nájdeme v monogra�i E. Swoboda (2006).

6. Záver

Uvedené výsledky prebiehajúceho výskumu nemoºno bra´ ako �nálne. V oblasti
aritmetiky je na²a pozornos´ v sú£asnosti zameraná na experimentálne overovanie
viacerých prostredí, ktoré uº boli teoreticky rozpracované a £iasto£ne nieko©kými
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sondami i odskú²ané. V oblasti geometrie sa jedná o bliº²ie poznanie procesov, ktoré
prebiehajú v etapách 3 aº 6 vy²²ie uvedenej etapizácie.

Popri tejto teoretickej vrstve výskumu prebieha, £i lep²ie povedané za£ína pre-
bieha´ vrstva aplika£ná. Jej hlavná otázka má dve £asti:

Je sú£asný ná² u£ite© 1. stup¬a ochotný zavies´ do svojej praxe niektoré z rozpra-
covaných prostredí? Ak nie, aké sú prí£iny?

Aký servis máme poskytnú´ u£ite©ovi, ktorý chce tieto prostredia do svojej praxe
zavies´?

V tejto vrstve nám cennú pomoc poskytlo viacero kolegov, ktorým chceme tu
aspo¬ krátko po¤akova´. Jedná sa o spolupracujúce u£ite©ky J. Michnovú, J. Svo-
bodovú a P. �ípkovú. Výdatnú pomoc nachádzame na katedre matematiky Katolíckej
univerzity v Ruºomberku. Menovite mi dovo©te po¤akova´ sa kolegovi J. Kurucovi.
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