O pewnym réwnaniu funkcyjnym
charakteryzujgcym catke nieoznaczong

On some functional equation characterizing an indefinite integral

Antoni Chronowski, Zbigniew Powazka

Abstract. Let us denote by C”(a.,f3) a family of all real-valued functions of the class C*
defined on the interval (a, ,B) c IR. Let (C*(a,p), IR, +, ) be a vector space of these
functions and (H, IR, +, *) a subspace of constant functions defined on (a.,3). Consider the
operator T: C*(a, ) > C”(a, f)/H such that the following condition is satisfied:
r(fg)=re-T(2

forall f, g € C*(a, ), where f’and g’ are derivatives of the functions fand g,
respectively.

In this paper we prove that for every function f '€ C” (a,8) the function
T (f) is the integral of the function f. Moreover, the further properties of the operator 7' are
proved.
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1. Wstep
C. Alsina w pracy [1] wyrdznil trzy zagadnienia istotne w nauczaniu o funkcjach,
pojawiajace si¢ w teorii rownan funkcyjnych. Sa nimi:
a) opis obszernej klasy funkcji spetniajacych pewne warunki bazowe,
b) zrozumienie charakterystycznych wiasnosci konkretnych funkcji,
c) glebokie poznanie natury liczb i warunkéw regularno$ciowych.
Niniejsza praca wpisuje si¢ w pierwszy nurt wspomnianych wyzej zagadnien, gdyz dotyczy
charakteryzacji catki nieoznaczonej przy pomocy pewnego rownania funkcyjnego.

2. Sformulowanie problemu

Niech /R oznacza zbior liczb rzeczywistych i (¢, f) < IR bedzie przedziatem
otwartym ograniczonym lub nieograniczonym. Oznaczamy przez C*(a, ) zbidr funkcji
rzeczywistych klasy C* okre$lonych na przedziale (a, ). Zbior ten jest niepusty, bo nalezy
do niego np. funkcja &(e, ) — IR taka, ze
(1) f(x)=0 dlax € (& p).

Zbior C*(a, f) jest zamkniety na dodawanie i mnozenie funkcji. Wiadomo, ze struktura
(C*(ap), IR, +, *) , gdzie +: C*(a, f)x C*(a, f) = C*(&, ) oznacza dodawanie funkcji oraz -:
IR x C*(a, ) — C*(o, f) mnozenie funkcji przez liczbe rzeczywista, jest przestrzenia
wektorowa nad ciatem liczb rzeczywistych.

Niech H bedzie rodzing funkcji statych okreslonych na przedziale (¢, f), czyli
(2) f € H g Elce[vae(a,ﬂ) f(x) =C.

Oczywiscie (H, IR, +, *) jest podprzestrzenia przestrzeni wektorowej (C*(a, B), IR, +, *).



Tworzymy przestrzen ilorazowa (C*(a, f)/H, IR, +, *) przestrzeni
(C*(a,p), IR, +, *) przez podprzestrzen (H, IR, +, *). Wiemy, ze C(a, f/H={f +c:cc H}.
Poniewaz warstwy sa klasami abstrakcji, wigc bedziemy stosowac oznaczenie: [ f ] =f+H
dla 1 e C”(a,8). Wobec tego [f]={f +c}:ce H, czyli
3) gelfleo f-get.

Zatem w zbiorze C”(a, f)/H dziatanie + dodawania warstw oraz dzialanie - mnozenia warstwy
przez liczbg rzeczywista okreslone sa w nastgpujacy sposob:

) [/]+lel=1r+g]
5) a-[f]=la-1]
dla [f][g]le C* (e, 8)/H i acIR.

W przestrzeni ilorazowej (C*(a, S)/H, IR, +, +) wektorem zerowym jest warstwa [0], gdzie 6
jest funkcja okreslona wzorem (1).

W zbiorze ilorazowym C*(¢, f)/H wprowadzamy dziatanie zewngtrzne okre$lone
wzorem

©) r-lgl=1r-el.
dla fe C*(a.pilg] € C(af)/H.

Udowodnimy najpierw nastgpujace twierdzenie.

Lemat 1
Dziatanie zewnetrzne (6) jest dobrze okreslone w zbiorze C*(a, )/H.

Dowdd. Bierzemy g, g1 € C*(«, f) takie, ze

lg]=1g/]

Wtedy wobec (3) mamy
(7) g —g€H.
Z (6) dostajemy
f-lel=lr-¢l i r-lg]=[r-al
Aby wykaza¢, ze
[r-gl=lr-21

nalezy stwierdzi¢, ze rdznica funkcji f— g oraz f — g, nalezy do H. Fakt ten jest
konsekwencja (7), gdyz

(f-g)-(f-g)=f-g-f+g=g-gcH.



Niech T:C*(a, )= C”(a, )/ H bedzie odwzorowaniem spelniajacym
nastgpujace rownanie funkcyjne

(8) T(f-g)=f-g-T(f"g)
dla f,geC” (a, ,B), przy czym f' i g' sa funkcjami pochodnymi odpowiednio funkcji f i
g.

Ktadac w (8) w miejsce odwzorawania T catkg nieoznaczong otrzymujemy wzor na
catkowanie przez czg$ci. Zachodzi pytanie, czy w zbiorze C”(&, ) jest to jedyne rozwiazanie
réwnania (8).

3. Rozwigzanie réwnania (8)
W tej cze$ci pracy udowodnimy, ze przy zatozeniach z czgsci 2, catka nieoznaczona

jest jedynym rozwiazaniem réwnania (8). Zaczynamy od dowodu nastgpujacego lematu.

Lemat 2
Jezeli odwzorowanie T : C* (Ot,ﬂ) —>C” (a,ﬂ)/H spetnia réwnanie (8), to

©) 7(0)=[e].

gdzie@jest funkcjq okreslonq wzorem (1).
Dowdd. Niech f = g =0, wtedy f'= g'=6 . Podstawiajac do (8) otrzymujemy

7(0-0)=0-0-T(0-6).
Stad dostajemy
T(6)=0-T1(6).

Poniewaz odwzorowanie T przyjmuje warto$ci w przestrzeni ilorazowej C*(e, ), wigc

istnieje taka funkcja h € C*(a, ), ze
7(0)=n].

czyli

[h]=06-[h].
Stad i z (6) mamy dale;j

[n]=10-1],
a wiec

[a]=[-n].

Zatem wobec (3
h—(-h)e H,



czyli istnieje ¢ € H takie, ze

h—(-h)=c.
Stad h = % e H ,awiec [h]=0], co dowodzi réwnosci (9).

Wykazemy teraz, ze odwzorowanie 7 spetniajace rownanie (8)

jest catka nieoznaczona.

Twierdzenie 1
Niech odwzorowanie T: C(a,f)— C(af)/H spelnia réwnanie (8). Jezeli funkcja | €
C(a,p)i [ jest pochodng funkcji f; to

(10) T(r)=[r]
Dowdd. Niech T: C*(e, f)— C*(«, )/H spetnia rownanie (8) oraz
f, g € C(a,f), przy czym

g(x) =1 dlax e (ap.
Wtedy

g‘(x)z 0 dlax e (ap).

Podstawiajac te funkcje do rOwnania (8) otrzymujemy
T(6)=f-1-T(f"1).

Stad i z (9) mamy

(1) [6]= 1 -1(r").

Poniewaz warto$ci odwzorowania 7 sa warstwami, wigc istnieje funkcja
h e C*(a, ) taka, ze

(12) T(f")=|n].
Z (11)1(12) i lematu 2 dostajemy

[6]= 1 -[n].
skad wobec (6) mamy

[6]=1r~n].

Z (3) wynika, ze istnieje funkcja stata ¢ € H taka, ze

c=f—-h,

skad
h=f-c,
czyli
[n]=[r-c]=1/]
Zatem



Z (10) wynika, ze warto§¢ odwzorowania 7 spelniajacego rownanie (8) dla funkcji f €
C”(e, p) jest catka nicoznaczong tej funkcji na przedziale (¢, f).

Podamy obecnie pewna ciekawa 1 wygodna w zastosowaniach wiasnos¢
odwzorowania 7.

Twierdzenie 2

Jezeli odwzorowanie T: C*(a,p) — C(af)/H spetnia réwnanie (8) i [ jest pierwszq
pochodng, af’’ drugq pochodng funkcji f € C*(a,p), to

" ' 2 1

(13) r(r- ey )=0r 1]

Dowdd. Z twierdzenia 1 wynika, ze odwzorowanie 7 spetniajace (8) jest catka nieoznaczona,
a zatem jest odwzorowaniem liniowym. Z addytywnosci tego odwzorowania mamy

14) r(r-rre(r)=1(r- )+ (1)),

Poniewaz T spefnia (8), wigc

(15) T(f'f")=f'f'—T((f')2)-

Z (14) 1 (15) wynika rownos¢
(16) r(r- (Y )= r=r{(rp ().
Poniewaz T (( f ')2 ) eC” ((x, ﬂ)/ H , wiec istnieje taka funkcja & € C”(a,B), ze

T((r)?)=[r].

Podstawiajac tg¢ rownos¢ do (16) otrzymujemy

10 (Y )= (- [+ ]

Korzystajac z (6) otrzymujemy

T(r- (Y )=1r - r-nl+[n].

Stad i z (4) mamy

" ' 2

r(r (Y )=Ir- 11

Uogolnieniem twierdzenia 2 jest nast¢pujace twierdzenie.
Twierdzenie 3

Jezeli odwzorowanie T: C*(a, /) —C™(a, f)/H spelnia réwnanie (8) i f jest pochodnq rzedu
n, gdzie n jest dowolnq liczbq naturalng, funkcji f € C*(a, ), to



17 T(f(n),f(n+z)+(f(n+1))2):[f(n).f(nﬂ)].

Dowod. Niech T: C*(a, f)—>C"(e, f)/H spetnia rownanie (8) i f € C*(a, f). Przyjmijmy
nastepujace oznaczenie

(18) g(x)= f"(x) dlax e (.
Wtedy

(19) g'(x)=""(x) diax (@,
oraz

(20) g"(x)="(x) dlax e (@p.

Z twierdzenia 2 wynika, ze funkcja g spetnia rownos¢ (13), tzn.

T(g . gvv+(gv)2): [g . gv]
Stad z (18), (19) i (20) wynika (17).

Na zakonczenie podamy przyktad zastosownia twierdzenia 3.

Przyklad.

Obliczymy warto$¢ odwzorowania 7 dla funkcji g : (O,+oo) — IR danej wzorem

1-1
gl)="7=.
X

Poniewaz T jest odwzorowaniem addytywnym, wigc
1—Inx 1 Inx 1Y (1Y
T =T ——|=T|Inx-| ——|[+]|—| |.
()it - e ()1

1
Zauwazamy, ze dla funkcji f (x) =Ilnx,x e (O,+oo), zachodzi: f '(X) = — oraz
X

" 1 . .
f (x) = —— . Korzystajac z (13) otrzymujemy
X
T(l—leHmX.l}
X X
T(l —lznxj _ [lnx]
X X

Na mocy twierdzenia 1 otrzymany rezultat mozemy zapisa¢ w postaci

czyli




Il_lznxdx: 1nx+c,
X X

gdzie ¢ jest dowolna liczba rzeczywista.
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