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1. Pojecie bazy przestrzeni wektorowej w standardach, programach nauczania i

podrecznikach akademickich

Abstrakcyjnos¢ poje¢ algebry liniowej powoduje z jednej strony problemy ze
zrozumieniem ich przez studentow, z drugiej za§ podejmowanie przez nauczycieli tego
przedmiotu réznorodnych zabiegéw majacych prowadzi¢ do eliminowania pojawiajacych si¢
w trakcie nauczania trudnosci. Jednym z nich jest polecenie studentom podregcznika, w
ktérym interesujacy nas fragment teorii przedstawiony jest w sposob najbardziej czytelny,
logiczny, kompleksowy, jasny i dajacy studentom mozliwos¢ pelnego zrozumienia tematu. W
praktyce nauczania podrgcznik oraz obowiazujace standardy ksztalcenia na danym kierunku
czgsto stanowi jedyna podstawg opracowania autorskich propozycji dydaktycznych
wprowadzania i ksztaltowania poje¢ algebry liniowe;.

Obowiazujace standardy dla kierunku matematyka (Rozporzadzenie, 2002), owszem,
informuja o sylwetce absolwenta, wskazuja tresci, lecz nie precyzuja w jakim
chronologicznym ciagu powinny pojawia¢ si¢ definicje, twierdzenia, przyktady i zadania, jak
maja by¢ wprowadzane i realizowane, jakie maja by¢ postulowane osiagnigcia studenta.

Stanowia one jedynie wstgpna podstawe opracowania autorskich programow nauczania.



Zwykle ich struktura obejmuje informacje dotyczace celdéw nauczania, doboru tresci do ich
realizacji, wymagan stawianych studentom w zakresie ich opanowania oraz formy
sprawdzania tej wiedzy i1 umiejgtno$ci. Podstawa ich konstrukcji w praktyce okazuja sig
dostepne podreczniki do algebry liniowej. Przeprowadzenie doktadnej ich analizy w zakresie
interesujacego nas pojecia bazy przestrzeni wektorowej stato si¢ punktem wyjscia do
prowadzonych przez nas badan.

Teoretycznie we wstepnej fazie nauczania akcent moze by¢ potozony na elementy
formalne, badz intuicje, skojarzenia, modele pogladowe, czy tez narzedzia wykonawcze —
algorytmy, procedury postgpowania lub zastosowania w innych teoriach. W szczegdlnos$ci
maja znaczenie stosowane w podrecznikach zabiegi ksztattowania poje¢, m.in. edytorskie,
jezyk przekazu, aspekty merytoryczne i metodyczne badania pojec.

Wybdr jednego z podejs¢ moze by¢ punktem wyjscia dla odmiennych koncepcji
dydaktycznych, doboru elementow formalnych, sformutowania definicji, twierdzen, a takze
innych zabiegow metodycznych prowadzacych do wytworzenia si¢ w umysle odmiennych
obrazow poje¢'. Analize dostepnych koncepcji podrecznikowych wprowadzania i rozwijania
pojecia bazy przestrzeni wektorowej przeprowadzimy w czterech segmentach’:
wprowadzajacym, definicyjnym, rozwijajacym oraz zastosowan.

Zaprezentujemy segmentacj¢ tekstu wybranych podrecznikéw do algebry liniowej
przeznaczonych dla studentow kierunku matematyka. Zwrdécimy szczegdlng uwage na
stosowane przez autorow podrgcznikow zabiegi mogace utatwi¢ lekturg ich tekstu, a
nastgpnie podamy charakterystyke poszczegodlnych segmentdw w warstwie merytorycznej,

jezykowej i zadaniowe;j.

2. O pewnych badaniach dotyczacych podre¢cznikowych koncepcji wprowadzania

pojecia bazy przestrzeni wektorowej

Réznorodnos¢ koncepcji dydaktycznych dotyczacych wprowadzania i rozwijania

poje¢ algebry liniowej, w szczegdlnosci pojecia bazy, rodzi nastgpujace pytania:

' Na koncepcje pojecia matematycznego skladaja si¢ nastepujace elementy: baza intuicyjno — skojarzeniowa,
elementy formalne, aparat komunikowania, zwiazki i zaleznos$ci z innymi pojgciami teorii, algorytmy i sposoby
postgpowania - narzedzia wykonawcze, a takze sytuacje, w ktorych pojecie jest uzywane, ktore stanowia
fundamentalna dla niego ptaszczyzng odniesienia (zob. B. Bugajska — Jaszczott, 2002)

? Przez segment tekstu rozumie¢ bedziemy wyodrebniony (explicite lub niejawnie) fragment, ktéry moze by¢é
traktowany, jako zamknigta jednostka przekazu okreslonej informacji. Segmentacji tekstu poswigcona jest
publikacja (B. Bugajska — Jaszczott, 2006).



Jaki jest cel wprowadzenia pojecia bazy przestrzeni wektorowej; czy traktujemy ja

jako fundamentalne pojecie sluzace opisowi teorii przestrzeni wektorowej, czy jako

pojecie pomocnicze do wyjasnienia i zrozumienia innych pojec¢? Jakie konsekwencje

dydaktyczne wynikaja z wyboru jednej z okreslonych wyzej opcji?

Postawione pytanie kieruje nasza uwagg na bardziej szczegotowe kwestie:

L

L

*

Jakie pojgcia wstgpne potrzebne sa do zrozumienia sensu definiowanego obiektu?
Elementy jezykow jakich teorii dominuja w opisie pojecia bazy?

Czy autorzy zamieszczaja modelowe rozwiazania zadan i1 problemow? Do jakich
elementéw wiedzy — formalnych, czy intuicyjnych odwotuja si¢ najczesciej?

Czy autorzy ujawniaja zwiazki pojgcia bazy przestrzeni wektorowej z innymi
pojeciami? Jesli tak - jaki maja one charakter?

Jakie modelowe rozwiazania zadan i problemoéw proponuja, jakie rozumowania w

nich akcentuja? Czy w rozwiazaniach tych odwoluja si¢ do podanej definicji?

Nasze badania mialy charakter teoretyczny i byly prowadzone w oparciu o studium

dostepnych podrecznikéw do algebry liniowej. Analizie poddatySmy 11 podrecznikow,

ktorych pelen wykaz umieszczony zostat w bibliografii.

3. Koncepcje podrecznikowe pojecia bazy przestrzeni wektorowej

Przeprowadzona analiza pozwolila, ze wzgledu na kontekst w jakim pojawia si¢ pojgcie bazy,

wyodrebni¢ dwie grupy podrecznikéw. Pierwsza grupa (w ktorej jako reprezentanta

wybratysmy podrecznik B. Gleichgewichta) — w ktorej pojecie bazy pojawia si¢ przed

wprowadzeniem teorii macierzy oraz druga (reprezentant - podrecznik T. Swirszcza), w ktorej

dla rozumienia bazy istotng rol¢ odgrywaja elementy teorii macierzy. Oprocz wskazanego

wyzej uktadu tre$ci obie grupy réznia takze:

- ksztalt definicji, sformulowania twierdzen, wtasnosci,

- struktury sytuacji zadaniowych, modelu, interpretacji, prowokowanych elementow

nieformalnych — ,,ukrytych”, ktére §wiadomie (lub nie) ksztattujemy tym wyborem.



Pierwsza z tych grup nazwiemy bezmacierzowa, za$§ druga - macierzowa ( nazwe

determinuje uzycie(lub nie) w opisie bazy przestrzeni wektorowej pojgc teorii macierzy).

Oczywiscie nie mozna arbitralnie ustali¢, ktéra z propozycji metodycznych
zademonstrowana w tych dwoch grupach jest bardziej efektywna, dlatego tez maja sens
wszelkie proby badania, jakie sa konsekwencje stosowanych koncepcji dydaktycznych dla
tworzonych w umystach uczacych si¢ obrazéw poje¢ (zagadnienia te sa celem dalszych

naszych badan).

3.1 Pojecie bazy przestrzeni wektorowej w podrecznikach grupy bezmacierzowe;j.

Pojecie bazy przestrzeni wektorowej w tej grupie podrecznikOw pojawia si¢ w
nastepujacym uktadzie tresci: przestrzenie wektorowe — tu generowanie przestrzeni, wektory
liniowo niezalezne i1 baza przestrzeni, dalej macierze 1 wyznaczniki oraz uktady réwnan
liniowych. Uktad tresci nie tylko generuje kolejnos¢ wprowadzanych poje¢, reguty
postugiwania si¢ nimi, okre$lone interakcje i zalezno$ci, wyznacza obszary ich zastosowan
ale takze w duzej mierze ustala jezyk.

Egzemplifikacj¢ zaproponowanej w poprzednim paragrafie analizy tekstu w odniesieniu do
pojecia bazy przedstawia Tabela la (przeglad stosowanych zabiegow edytorskich) oraz

Tabela 1b (charakterystyka segmentow tekstu).

Tabela 1a. Egzemplifikacja segmentacji tekstu

Segment Sygnal B. Gleichgewicht

Wprowadzajacy Graf. — edytorski
Jezykowe

Definicyjne Graficzno — Stowo Definicja zapisana wielkimi literami, a stowo baza
edytorski kursywa.
Jezykowe Tytut rozdziatu: Baza i wymiar przestrzeni liniowe;.

Rozwijajacy Graficzno — Tres¢ twierdzen zapisane kursywa.
edytorski
Jezykowe

Zastosowan Graficzno —
edytorskie
Jezykowe

Tabela 1b. Charakterystyka segmentow tekstu w plaszczyZnie merytorycznej, jezykowej i zadaniowej



Segment Plaszczyzna B. Gleichgewicht
charakterystyki
Wprowadzajacy Merytoryczna
Jezykowa
Zadaniowa
Definicyjny Merytoryczna Baza przestrzeni wektorowej zdefiniowana jest jako ,,uktad
generatorow M przestrzeni liniowej V(K) taki, ktorego kazdy
skonczony poduktad uktadu M jest liniowo niezalezny”; stad
pojecia wstepne: przestrzen liniowa, uktad wektorow, uktad
generatorow, skonczony poduktad, uktad liniowo niezalezny.
Oto definicje niektdrych z nich, zamieszczone we
wczesniejszych paragrafach podrecznika.
Definicja 1.
Mowimy, ze uklad (x;)'; wektorow przestrzeni liniowej V(K)
jest liniowo zalezny (lub, ze wektory x;.Xp,....X; sa liniowo
zalezne), jeS§li istnieje nietrywialna kombinacja liniowa
wektorow tego uktadu rowna 0. Uktad wektorow (x;)'; nazywa
si¢ liniowo niezalezny (wektory Xi,X»,...,X; nazywaja si¢ liniowo
niezalezne), jesli nie jest on liniowo zalezny, tzn. gdy kazda
jego kombinacja liniowa réwna 0 jest trywialna.
Definicja 2.
Niech V(K) bedzie przestrzenia liniowa i M niepustym uktadem
elementéw zbioru V. Przez L(M) bedziemy oznaczali zbior
wszystkich kombinacji liniowych wszystkich skonczonych
poduktadow uktadu M, a wige
L(M):{31X1+32X2+. X a1,a,...,Ax € K, X1,X2,..., Xk € M,
k=1,2,...}.
O uktadzie M méwimy, ze generuje podprzestrzen L(M) (lub ze
rozpina przestrzen L(M)), odpowiednio o podprzestrzeni L(M)
mowimy, ze jest generowana przez uktad M (lub ze jest rozpigta
na uktadzie M). Uktad M nazywamy uktadem generatoréw
podprzestrzeni
L(M).
Definicja 3.
Uktad generatoréw M przestrzeni liniowej V(K) nazywa si¢ jej
baza, jesli kazdy skonczony poduktad uktadu M jest liniowo
niezalezny.
Jezykowa Elementy jgzyka przestrzeni liniowych, np.: wektor, uktad
wektordw, przestrzen liniowa, generator przestrzeni liniowe;.
Zadaniowa
Rozwijajacy Merytoryczna Twierdzenia wkw na bazg jako maksymalny liniowo niezalezny
uktad wektorow
Dotyczace liczby elementow bazy danej przestrzeni
wektorowej, gdy wiadomo ile elementow liczy chocby jedna jej
baza
Przestrzenie nie majace skonczonej bazy.
Twierdzenia dotyczace zwiazkow pomigdzy liniowa
niezaleznoS$cig uktadu wektoréw, a baza.
Wspoétrzgdne wektora w bazie.
Jezykowa Jgzyk przedmiotowy teorii przestrzeni wektorowe;.
Brak komentarzy odautorskich.
Zdaniowa Przyklady baz w przestrzeniach: K"(K), C(R),




Zastosowan Merytoryczna Brak jawnych obszar6w zastosowania nowopoznanej teorii.
Zadania do samodzielnej analizy: znalez¢ kilka r6znych baz w
przestrzeniach 73,73,

Czy jest baza uktad {e;,e;te,,...,e;+e,+...+e,} jesli wiadomo, ze
(e)," jest baza przestrzeni V(K)?

Jezyk Stownik charakterystyczny dla teorii przestrzeni wektorowych.
Zadaniowa

3.2. Pojecie bazy przestrzeni wektorowej w podre¢cznikach grupy macierzowej.

W tej grupie podrgcznikow wykltad prowadzony jest w nastgpujacej kolejnosci:
macierze i wyznaczniki, uktady réwnan liniowych oraz przestrzenie wektorowe - tu pojawia
si¢ pojecie bazy przestrzeni liniowej. Stosowanie w tej grupie podrecznikdw sygnalow
jezykowych i1 pozawerbalnych odpowiedzialnych za ,,podzial” tekstu prezentuje Tabela 2a,
za$ szczegOlowy opis warstw: merytorycznej, jezykowej i1 zadaniowe] wyrdznionych

segmentoéw Tabela 2b.

Tabela 2a. Egzemplifikacja segmentacji tekstu

Segment Sygnal T.Swirszcz
Wprowadzajacy Graf. — edytorski
Jezykowe
Definicyjne Graficzno — Stowo DEFINICJA zapisana wielkimi literami, a stowo baza
edytorski jest wythuszczone
Jezykowe Tytut rozdziatu: Baza i wymiar przestrzeni wektorowe;.
Rozwijajacy Graficzno — Tresci twierdzen zapisywane glownie symbolami
edytorski matematycznymi
Jezykowe
Zastosowan Graficzno —
edytorskie
Jezykowe

Tabela 2b. Charakterystyka segmentow tekstu w plaszczyZnie merytorycznej, jezykowej i zadaniowej



Segment

Plaszczyzna
charakterystyki

T. Swirszcz

Wprowadzajacy

Merytoryczna

Jezykowa

Zadaniowa

efinicyjny

Merytoryczna

Baza przestrzeni wektorowej zdefiniowana jest jako ,,uktad
wektorow przestrzeni wektorowej liniowo niezalezny i
generujacy te przestrzen”; stad pojgcia wstgpne: przestrzen
liniowa, uktad wektorow, uktad generatoréw, skonczony
poduktad, uktad liniowo niezalezny. Oto definicje niektorych z
nich, zamieszczone we wczesniejszych paragrafach
podrecznika.
Definicja 1.
Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad K i niech A=
(Vi,va,...,v; ) bedzie uktadem wektorow w przestrzeni V.
Mowimy, ze uktad A jest liniowo niezalezny (lub, ze wektory
V1,Vp,...,V; sa liniowo niezalezne), jesli z réwnosci
ajvitapvot...+ a, v, = 0 wynika, ze a; = a,= ... =a,= 0.
Jesli uktad A nie jest liniowo niezalezny, to mowimy, ze jest
liniowo zalezny (lub ze wektory vy,v»,...,v; sa liniowo zalezne).
Przyjmujemy dodatkowo, ze wuklad pusty jest liniowo
niezalezny.
Definicja 2.
Niech V bedzie przestrzenia wektorowa nad K i niech A=
(V1,V2,...,V; ) bedzie uktadem wektorow w przestrzeni V. Kazde
wyrazenie postaci

(1) avitavot...+ayv,,
gdzie a; ap _ a,
bgdziemy nazywali kombinacja liniowa ukladu A lub
kombinacja liniowa wektorow vy,v,,...,v,, Skalary a; a, _ a,
nazywaja si¢ wspotczynnikami kombinacji liniowej (1).
Zbior wszystkich wektorow z przestrzeni V, ktore daja sig
przedstawi¢ w postaci (1), bedziemy oznaczali L(A).
Definicja 3.
Jesli A=( vi,Vp,...,Vy. ) jest ukladem generatorow z przestrzeni
wektorowej V nad K, to podprzestrzen L(A) przestrzeni V
nazywamy podprzestrzenia generowana przez uklad A, a
uktad A nazywamy ukladem generatorow podprzestrzeni
L(A).

Jezykowa

Elementy jgzyka przestrzeni liniowych, np.: wektor, uktad
wektorow, przestrzen liniowa, generator przestrzeni liniowej, a
takze elementy jezyka macierzy, np. iloczyn uktadu przez
macierz, rzad macierzy, macierz trapezowa, wierszowe operacje
elementarne, macierze wierszowo rownowazne, itp.

Zadaniowa

Rozwijajacy

Merytoryczna

Twierdzenie okreslajace bazg przestrzeni wektorowej przy
pomocy rzedu macierzy.

Twierdzenia dotyczace jednoznacznosci przedstawienia
dowolnego wektora przestrzeni w postaci liniowej kombinacji
wektoréw bazy, o rownolicznosci zbiorow wektorow
stanowiacych baze.

Przestrzenie nie majace skonczonej bazy.

Twierdzenia dotyczace zwiazkow pomigdzy liniowa
niezaleznoscia uktadu wektoréw, generowaniem przestrzeni a
baza wyrazone w teorii macierzy.

Wspotrzedne wektora w bazie.

Jezykowa

Jezyk teorii przestrzeni wektorowej oraz teorii macierzy.
Brak komentarzy odautorskich.

Zadaniowa

Przyktady bazy kanonicznej w przestrzeniach: K"(K) oraz w
przestrzeni wielomiandw stopnia co  najwyzej n-tego.

Zastosowan

Merytoryczna

Brak jawnych obszaréw zastosowania nowo poznanej teorii.

Jezyk

Jezyk teorii przestrzeni wektorowych oraz macierzy.

Zadaniowa

Brak zadan do samodzielnego rozwigzania.




3.3 Analiza poréwnawcza obu grup podrecznikow.

W obu grupach podrgcznikow rozwazania dotyczace pojgcia bazy koncentruja
si¢ glownie wokodt przestrzeni skonczeniewymiarowych. Autorzy nie stosuja zadnych
zbiegdw dydaktycznych, ktérych celem byloby przyblizenie sensu pojecia bazy przestrzeni
wektorowej (patrz Tabela la oraz Tabela 2a). W segmencie definicyjnym, brak jest
wstepnych rozwazan przygotowujacych do wprowadzenia definicji bazy. Po zdefiniowaniu
pojgcia bazy nastgpuja twierdzenia dotyczace bazy wraz z dowodami oraz niewielka ilo§¢
przyktadow. Analiza definicji bazy przestrzeni wektorowej wymaga znajomosci i rozumienia
wielu poje¢ pomocniczych, m.in.: ukladu generatorow, kombinacji liniowej wektorow,
kombinacji trywialnej, uktadu liniowo niezaleznego, poduktadu danego uktadu wektorow
(patrz Tabela 1b oraz 2b). W obu grupach podrgcznikow twierdzenia nastgpujace po definicji
sa przydatne jedynie do sprawdzenia, czy podany uklad wektorow stanowi baz¢ danej
przestrzeni wektorowej. Nie daja efektywnych metod konstrukcji bazy w konkretnie zadane;j
przestrzeni liniowej. Teoria jest mocno sformalizowana, tekst zawiera gldéwnie symbole, brak
jest specjalnych zabiegow edytorskich majacych utatwi¢ studentowi lekturg tekstu
podrecznika, a prowadzone rozumowania oparte s3 na logicznych regutach wnioskowania.
Duzo uwagi poswigca si¢ dowodom twierdzen. Jezyk w warstwach werbalnych i
symbolicznych ma gtéwnie charakter przedmiotowy, jest malo operatywny — ktadzie akcent
na pojecia jako obiekty, a nie jako procesy, rzadko wystgpuja operacje metajezykowe,
objasnienia i komentarze.

Istotne roznice w konstrukcji koncepcji obu grup podrgcznikow wystepuja w segmencie
rozwijajacym we wszystkich trzech wyrdznionych przez nas warstwach: merytorycznej,

jezykowej 1 zadaniowe;.



Warstwa

Grupa bezmacierzowa

Grupa macierzowa

Merytoryczna

Twierdzenia skonstruowane sa przy
pomocy tych samych pojgé, ktore
wystepuja w definicji bazy przestrzeni
wektorowej, a czynno$ci w mys$l tych
twierdzen sprowadzaja si¢ do wyznaczenia
minimalnego uktadu generatorow, badz
maksymalnego uktadu liniowo
niezaleznego.

Twierdzenia, ktore nast¢puja po definicji
pozwalaja prowadzi¢ rozwazania dotyczace bazy
przestrzeni wektorowej w jezyku teorii macierzy i
metodami jej przynaleznymi. Wyznaczenie bazy
przestrzeni sprowadza si¢ wowczas do obliczenia
rzedu danej macierzy, natomiast uzupehlienie
zadanego uktadu wektorow do bazy rozwazanej
przestrzeni przeprowadza si¢ sprowadzajac macierz
blokowa poszerzona o macierz jednostkowa do
postaci trapezowe;.

Jezykowa

Wystegpuja jedynie terminy j¢zyka teorii
przestrzeni wektorowej: uktad wektorow,
uktad  generatorow, wuklad liniowo
niezalezny.

Dominuja elementy jgzyka teorii macierzy, m.in.;
rzad macierzy, kolumna, wiersz macierzy, macierze
rownowazne, postaé trapezowa macierzy.

Zadania 1 przyktady maja charakter
jednostronny, celem jest uzasadnienie w
oparciu o twierdzenie, bedace
odpowiednikiem definicji T. Swierszcza,
ze wskazany uktad wektorow przestrzeni

Demonstrowane rozwiazania przyktadow opieraja
si¢ na definicji bazy przestrzeni wektorowej podane;j
przez B. Gleichgewichta i  wykorzystuja
przeksztatcenia wierszowe specjalnie
skonstruowanej macierzy blokowe;j.

K"(K), czy C(R) jest uktadem generatoréw
liniowo niezaleznym.

Zadaniowa

4. Wnioski

We wszystkich analizowanych przez nas podrecznikach autorzy nie wykorzystuja
podanych przez siebie definicji. W podrgczniku B. Gleichgewichta w sposéb istotny
wykorzystywane jest twierdzenie, bedace odpowiednikiem definicji podanej w podreczniku
T. Swierszcza. Natomiast w przypadku podrecznika T. Swirszcza rachunek macierzowy (rzad
macierzy) stosowany jest w kontek§cie rozwazan dotyczacych maksymalnego liniowo
niezaleznego poduktadu danego ukladu - stanowiacego tres¢ definicji bazy przestrzeni
wektorowej w podregczniku B. Gleichgewichta.

W pierwsze] grupie podrecznikow baza jest fundamentalnym pojeciem do zrozumienia
teorii przestrzeni wektorowych. Jest punktem wyjscia do opisu przestrzeni wektorowej oraz
wszelkich jej wlasnosci.

W przypadku drugiej grupy podr¢cznikow baza daje jedynie mozliwo$¢ okreslenia wymiaru
przestrzeni 1 cala praca w przestrzeniach wektorowych sprowadza si¢ do stosowania
podanych algorytméw umozliwiajacych sprawdzenie, czy dany uktad wektorow jest baza
danej przestrzeni. Przestrzen wektorowa w dalszym ciagu pozostaje abstrakcyjnym pojgciem

teorii. W konsekwencji w obu przypadkach ksztaltujemy inny obraz teorii przestrzeni




wektorowych, a co za tym idzie inne merytorycznie i metodologicznie umiejgtnosci

studentow.
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