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Abstract:

In this article we are discussing the complex nature of mathematical objects and specificity of
construction of the mathematical knowledge. It is being demonstrated how possible it is to
deepen the understanding of mathematical objects by means of using IT and also to ponder
the problems that are inaccessible while using the traditional methods and demonstrative
means.
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1. Wprowadzenie

W nauczaniu matematyki, jak mowit juz trzydziesci lat temu R. Thom' — laureat
medalu Fieldsa — powaznym problemem jest rozwoj ,,znaczenia”, rozumienia obiektow
matematycznych, tworzenia koncepcji — obrazu abstrakcyjnego pojgcia, wlasciwej relacji
migdzy konkretem, intuicjq a abstraktem. TI oferuje nam w tym zakresie nowe mozliwo$ci
prezentacji, docierania do faktow, ktore nie sa dostepne przy zastosowaniu klasycznych
srodkow dydaktycznych (zob. B. Siemieniecki, 1999). Myslimy tu w szczegdlnosci o
rozumieniu miejsca i roli definicji matematycznej, a takze ksztaltowaniu intuicji zgodnych z
sensem nadawanym pojeciu przez jego definicj¢ oraz tworzeniu operatywnych narzedzi
postugiwania si¢ nim w rozmaitych kontekstach sytuacyjnych.

W tym artykule pokazemy, ze zastosowanie TI na lekcji matematyki moze shuzy¢
zaréwno docieraniu do sensu matematycznego pojecia, tworzeniu dotyczacych go wyobrazen,
intuicji, skojarzen, jak réwniez odkrywaniu i akceptowaniu roli definicji matematyczne;.
Omoéwimy jak wykorzysta¢ narzedzia TI (komputer i kalkulator graficzny) do pogiebienia
rozumienia poje¢ matematycznych, ktorych sens nadany przez definicje zwiazany jest z tzw.
przejSciami granicznymi, trudnymi do wizualizacji, stowem tych pojgé, ktére trudno

ksztattowac tradycyjnymi metodami.

! Zob. R.Thom Matematyka ,, nowoczesna”: pomytka pedagogiczna i filozoficzna?, Wiadomoséci Matematyczne
18,1974,s. 113 - 129



2. Specyfika kreowania poje¢¢ matematycznych

Pojegcia matematyczne maja zwykle ztozona naturg 1 sa ksztattowane systematycznie w
nauczaniu szkolnym, w toku uprzednio zaplanowanego procesu dydaktycznego. Zgodnie z
teoriami J. Piageta, J. Brunera i L. Wygotskiego mechanizmy rzadzace powstawaniem pojg¢
matematycznych sprawiaja, ze uczacy si¢ tworzy sobie w umysle pewna strukture
poznawcza’, ktéra umozliwia mu postugiwanie sie pojeciem i dalsze rozwijanie jego
rozumienia (zob. J. Bruner, 1978). W procesie zdobywania nowych informacji struktury
poznawcze ulegaja wielokrotnym przeksztalceniom i modyfikacjom. Nowa wiedza nie
zastgpuje dawnej, lecz zostaje z nia zintegrowana w toku proceséw asymilacji i akomodacji.
Charakterystyczne na tej drodze jest pojawianie si¢ konfliktow poznawczych, sprzecznosci i
prob ich usuwania. Uczen posiada jednoczes$nie dwa elementy poznawcze, ktore sa niezgodne
ze soba, co powoduje, ze odczuwa on niepewnos¢, obawe, powatpiewanie w posiadane
wiadomosci. Ten stan nieprzyjemnego napigcia psychicznego i emocje natury negatywnej, w
warunkach sprzyjajacych procesowi poznawczemu, wywoluja napigcie motywacyjne, tym
silniejsze, im bardziej wyrazista jest niezgodno$¢ migdzy elementami poznawczymi. To
powoduje, ze uczen podejmuje dzialania majace na celu zredukowanie lub zlagodzenie
napigcia (zob. M. Czajkowska 1994, 2005).

Jesli dany schemat postgpowania sprawdza si¢ w nowych sytuacjach, to staje si¢ on
»wiedza”, ,czym$§ bardzo osobistym, wrecz intymnym 1 stale nadbudowywanym”
(Materialy..., 2000, s.54). Procesy tworzenia si¢ wiedzy sa na ogot nieporéwnywalne u
poszczegolnych uczacych sig, m.in. dlatego, ze nowa wiedza kazdego ucznia jest budowana
na calej jego dotychczasowej wiedzy, w tym na ,prawiedzy” zwiazanej z pojgciem, na
intuicjach oraz wiedzy pozaszkolnej. Koncowy produkt tego procesu nazywany bywa w
literaturze dydaktycznej obrazem (zob. A. Sierpifiska, 1989), portretem (zob. M. Hejny,
1997), czy tez koncepcja pojgcia.

Istotnymi elementami koncepcji pojgcia (zob. B. Bugajska — Jaszczott, 2003) sa:
= Baza intuicyjno — skojarzeniowa, ktora tworza wyobrazenia myslowe, skojarzenia oraz

intuicje dotyczace pojgcia.
= Fakty, przyjete jako efekt logicznej analizy pojgcia lub zaakceptowane jako

obowiazujace, cho¢ niekoniecznie zgodne z intuicjami.

2 W znaczeniu nadanym temu terminowi przez J. Piageta (1981).

3 ,Gdy cztowiek aktywnie buduje swoja wiedze, czyni to poprzez odnoszenie naptywajacych informacji do
jakiego$ uprzednio utworzonego psychologicznego uktadu odniesienia. Ow uktad odniesienia bywa rozmaicie
nazywany: struktura poznawcza, teoria, kategorialnym systemem kodujacym, modelem wewngtrznym oraz
systemem reprezentacji” (J. Bruner, 1978, s. 657)



= Narzedzia wykonawcze: algorytmy rozwiazywania zadan, procedury postgpowania,
strategie heurystyczne, ktore uczacy si¢ wykorzystuje lub ktore umozliwiaja mu
organizowanie dziatan podczas rozwiazywania zadan.
= Elementy systemowe: zaleznos$ci i zwiazki z innymi pojgciami.
= Aparat komunikowania, tworza go elementy jezykow:
O naturalnego, zwiazanego z sytuacjami i przyktadami,
o0 formalnego, ,,stownik™ terminologiczny oraz specyficzne segmenty syntaktyczne
petniace funkcje ekspresyjne i komunikacyjne.
= Konteksty sytuacyjne, jako obrazy konkretnych modeli (sytuacji, zadan) rzutujace na

zwiazki pojecia z innymi.

3. Pojecie brzegu i pola figury geometrycznej w teorii i matematyce szkolnej

Istotny wplyw na nauczanie i uczenie si¢ ma wprowadzanie wiedzy na takim poziomie
ogolnosci 1 formalizacji, za pomoca takich $rodkow upogladowiania i motywowania, by
mozliwe bylo jej operatywne 1 glebokie przyswojenie. Od nauczyciela zalezy migdzy innymi
to czy, kiedy (tzn. w jakim momencie lekcji) i w jakim celu wykorzysta dydaktyczny program
komputerowy. Materiat dydaktyczny jakim jest oprogramowanie komputerowe pozwala, w
okreslonych warunkach, na glgbsze rozumienie poje¢ matematycznych, a takze na
modelowanie 1 symulowanie przebiegu wielu zjawisk, czy procesow, z aktywnym udzialem
uczniéw. Umiejetny ich dobor 1 wlasciwe wykorzystanie moga zadecydowaé o tym, czy
rozwazane zagadnienia wzbudza zainteresowanie ucznidOw 1 czy proces poznania bedzie
przebiegatl prawidlowo, czyli sprzyjal tworzeniu koncepcji pojecia.

Pojecia: brzegu i pola figury geometrycznej sa tymi pojgciami matematyki szkolne;,
ktoérych rozumienie w jakim$ sensie ustala jezyk potoczny. Brzeg w materialnym $wiecie
wyznacza granica dwoch jakosciowo réznych bytow, np. brzeg morza, brzeg tawki (rant) itp.
Termin ,,pole” uzywany jest jezyku codziennym w znaczeniu obszaru, terenu, czy tez zakresie
badz dziedzinie dzialania. Znaczenie stéw ,,brzeg” oraz ,,pole” w jezyku naturalnym tylko
czg$ciowo odpowiada sensowi tych pojeé ustalonym w matematyce przez ich definicje. Gdy
pominiemy tzw. skrajne przypadki mozna w nauczaniu bazowa¢ na tych intuicjach. Nie
umozliwiaja one jednak wytworzenia si¢ ich idei gigbokiej (por. Z. Semadeni, 2003),
obejmujacej 1 te sytuacje, ktére nie sa zgodne z intuicjami.

Proces poznawczy, w wyniku ktérego powstaje nowa wiedza ucznia, zaczyna sig, jak
méwi M. Hejny (1997) od zainteresowania, prowadzi poprzez zdobywanie doswiadczen w

réznorodnych sytuacjach do powstania nowego fragmentu wiedzy. Prawidlowos$ci rozwoju



poje¢ matematycznych opisane przez M. Hejnego byly dla nas inspiracja przy
opracowywaniu propozycji wprowadzania 1 rozwijania rozumienia pojg¢cia brzegu i pola

figury geometrycznej z wykorzystaniem TI, ktore prezentujemy w dalszej czgsci artykutu.

3.1 Propozycja dydaktyczna wprowadzania poj¢cia brzegu figury geometrycznej
z wykorzystaniem TI

Wprowadzanie pojgcia brzegu figury moze przebiega¢ wedtug nastepujacych etapow.

Etap zainteresowania

Rozpoczynamy od rozmowy z uczniami na temat intuicyjnego rozumienia brzegu i
spontanicznych skojarzen tego pojgcia z sytuacjami realnymi. W trakcie dialogu kierujemy
ich uwage na ,,cze$ci” nalezace i1 nie nalezace do obiektu, o brzeg ktérego pytamy.

Etap modeli

Uczniowie obserwuja na monitorze komputera rézne figury, m.in.: reprezentacje
ikoniczne obiektow rzeczywistych i1 abstrakcyjnych oraz ich brzegi. Wynikiem obserwacji i
dziatan powinno by¢ wprowadzenie terminow kluczowych dla pojecia brzegu figury — punktu
1 otoczenia kotowego.

Etap krystalizacji

Uczniowie pod kierunkiem nauczyciela wyrozniaja cechy konstytutywne pojecia
brzegu figury geometrycznej. Nastgpnie formutuja, poprzez kolejne aproksymacje, definicjg
punktu brzegowego i brzegu figury:

Punktem brzegowym figury geometrycznej F jest kazdy punkt przestrzeni,

ktorego wszystkie otoczenia kolowe zawierajq jednoczesnie punkty nalezqce do figury

F i punkty do niej nie nalezqce. Zbior wszystkich punktow brzegowych figury F

nazywa sie brzegiem figury geometrycznej F.

Etap zastosowan

Sytuacje typowe

HOVO

Uczniowie badaja rézne figury geometryczne i zaznaczaja kolorem brzeg kazdej z

figur przedstawionych na powyzszych rysunkach. Na og6l nie sprawia im to trudnosci.
Niepewno$¢ zaczyna si¢ w momencie, gdy z kwadratu ,,wyrzucamy” np. punkt przecigcia si¢
przekatnych. Tu zgodnie z przyjetymi definicjami tatwiej z pomoca komputera przekonac sig,

7ze poza uprzednio rozpoznanym brzegiem, jeszcze w dowolnym otoczeniu kolowym



wyrzuconego punktu sa zarowno punkty kwadratu, jak i ten jeden do niego nie nalezacy. To
sktania ucznia, w naturalny sposob, do wtaczenia do ustalonego brzegu jeszcze dodatkowego
punktu.

Sytuacje nietypowe

Konieczno$¢ odwotania si¢ do definicji pojecia brzegu figury i przyjecie wszystkich
konsekwencji z niej wynikajacych pojawia si¢ w trakcie poszukiwania rozwigzania problemu:
Czy istnieje taka figura plaska, ktorej brzegiem jest kwadrat? Dotychczasowe doswiadczenia
podpowiadaja im, ze brzegiem jakiejkolwiek figury moze by¢ jedynie krzywa, badz tamana
zamknigta. Majac do dyspozycji komputer z odpowiednim oprogramowaniem uczniowie
moga przekona¢ sig, ze kwadrat — sito jest poprawna odpowiedzia. Zasada tworzenia

kwadratu — sita przedstawiona jest na rysunkach:

go na 4 mniejsze kwadraty. Z kazdego nowopowstalego kwadratu usuwamy punkt przecigcia
si¢ przekatnych. Znowu kazdy kwadrat dzielimy na 4 mniejsze i usuwamy punkty przecigcia
si¢ ich przekatnych, itd.

Obserwujac obraz na ekranie monitora i odwotujac si¢ do definicji, uczniowie
upewnig si¢, ze brzegiem kwadratu — sita jest kwadrat. Wybierajac dowolny punkt kwadratu i
stosujac kolejne powigkszenia fragmentu obrazu zawierajacego ten punkt zauwaza, ze w
kazdym otoczeniu kotowym tego punktu znajduja si¢ zarowno punkty nalezace do kwadratu
— sita jak 1 punkty, ktore do niego nie naleza. Co wigcej z kazdym powigkszeniem fragmentu

obrazu, zmniejsza si¢ promien otoczenia kolowego wybranego punktu.

Zatem zgodnie z przyjeta definicja kwadrat jest brzegiem kwadratu — sita.



3.2 Propozycja dydaktyczna rozwijania rozumienia pojecia pola figury
geometrycznej z wykorzystaniem TI. Figury niemierzalne i figury o polu rownym zero.

Zagadnienia zwigzane z ksztaltowaniem pojgcia pola figury ptaskiej poruszane sa na
wszystkich poziomach edukacji matematycznej. Praktyka pokazuje, ze w nauczaniu szkolnym
akcent potozony jest na rozw6j umiejetnosci stosowania wzordw na obliczanie pdl wybranych
figur geometrycznych. Warstwa pojeciowa ma w tym kontekécie marginalne znaczenie®.
Wigkszo$¢ uczniow na pytania: Czy kazda figura ma pole? Czy sa figury o polu réwnym
zero? odpowiada najcze$ciej btgdnie. Intuicja podpowiada im, ze kazda figura ma pole, co
najwyzej jego obliczenie moze by¢ niekiedy klopotliwe. Zwykle dzieje si¢ tak, gdyz pole
figury utozsamiane jest intuicyjnie z powierzchnia. Powierzchnia jest cze$cia ptaszczyzny, a
nie liczba, stad konflikt pomigdzy wiedza intuicyjna i formalna, pozostajacy najczgsciej w
ukryciu. Dopiero postawienie ucznia w sytuacji konfliktowej pozwala na ujawnienie owej
sprzeczno$ci i jej usuniecie. W warunkach sprzyjajacych uczeniu sig, taki zabieg moze
wzbudzi¢ procesy motywacyjne i zaangazowanie emocjonalne ucznia w uczenie si¢ (zob. M.
Czajkowska 2005). Warto wigc sprowokowac¢ sytuacje, ktora wymaga¢ bedzie od ucznia
glebokiego rozumienia i umiejgtnosci metodologicznych — stosowania definicji w sytuacjach,
w ktorych nie jest mozliwe znalezienie rozwiazania na innej drodze.

Stawiamy przed uczniami pytanie’: Jak obliczy¢ pole kota bez korzystania z gotowych
wzoréw? Pracg rozpoczynamy od wprowadzenia pojgé: sie¢ kwadratowa, ciag sieci, segment
sieci zawarty w figurze oraz segment sieci pokrywajacy figure’. Uczniowie, wykorzystujac
odpowiedni program na kalkulator graficzny’, obserwuja na monitorze jak kolo zostaje
pokryte siecia kwadratowa, a nastepnie badaja segment sieci zawarty w figurze (oznaczony
znakiem ,,+) 1 segment sieci pokrywajacy figur¢ (oznaczony znakami ,,+” 1 ,,-”). Tworzony
ciag sieci 1 kolejno wyznaczane miary wewngtrzne i zewngtrzne pozwalaja na coraz

doktadniejsze szacowanie pola kota o zadanym z gory promieniu.

* Swiadcza o tym m.in. wyniki badan prowadzonych w ramach zaje¢ z dydaktyki matematyki i pracowni
magisterskiej w Instytucie Matematyki Akademii Swigtokrzyskiej w Kielcach

° Naturalnym momentem jego pojawienia si¢ na lekcji matematyki moze by¢é ten, gdy uczen nie zna jeszcze
stosownego, ,,gotowego” wzoru na obliczenie pola kota, natomiast pola réznych figur okreslal za pomoca
wymierzania kwadratami jednostkowymi i definicja miary, w zakresie intuicyjnym, jest mu znana.

¢ Ciagiem sieci utworzonym z sieci jednostkowej przez k — krotne zaggszczanie nazywamy ciag sieci, ktorego n
—tym wyrazem jest sie¢é powstajaca z sieci jednostkowej przez podzial kazdego z jej kwadratow na k>
przystajacych kwadratow (n=0,1,2,...). (...) Segmentem sieci (z danego ciggu sieci) zawartym w ograniczonej
figurze f nazywamy figure ztozona z wszystkich kwadratow tej sieci, ktore zawieraja si¢ w f.” (zob. S. Serafin,
G. Trelinski, 1976, s.129).

" Autorem programu, ktory jest ilustracja do tego artykutu jest Adam Orczyk. Program zostal napisany na
kalkulator CASIO CFX 9850 GB PLUS i jest przeznaczony dla uczniéw gimnazjum.
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W wyniku podejmowanych dziatan uczniowie wyznaczaja pole kota, bez korzystania
z gotowych wzorow, ale odwotujac si¢ do definicji pola figury.

Nastegpnie stawiamy przed nimi pytanie o pole kwadratu — sita o boku jednostkowym,
ktorego konstrukcja zostala powyzej opisana. Wykorzystujac TI (a dokladniej program
komputerowy, pozwalajacy uzyskiwa¢ dowolnie duze przyblizenia) uczniowie moga
przekona¢ sig, ze miara wewngetrzna jest rowna zero. Nie ma takiego segmentu sieci (z danego
ciagu sieci), ktory bylby zawarty w badanej figurze. Latwo réwniez ustali¢, Zze miara
zewngetrzna jest rozna od zera. Co wigceej, stosujac kolejne ,,zaggszczenia” sieci segmentow,
mozna zauwazyC, ze miara zewngtrzna w tym przypadku wynosi 1. Uzyskane wyniki
obserwacji i badan wskazuja na to, ze kwadrat — sito jest figura niemierzalna.

Postgpujac podobnie uczniowie moga badac istnienie pdl innych figur ptaskich.

TI moze by¢ réwniez pomocna w uzasadnianiu faktu, ze np. punkt, odcinek, okrag

maja pole rowne zero, zas ,,wyrzucenie jednej srednicy” z kota nie zmieni jego pola.

4. Wnioski

Zauwazmy, ze wykorzystujac komputer uczniowie rozwiazuja problemy niedost¢pne
przy uzyciu tradycyjnych metod i $rodkow, gleboko (a nie powierzchownie) rozumieja
definicj¢ pojgcia 1 samo pojecie. Wiaczaja, do posiadanej wiedzy na temat brzegu figury 1 jej
pola, nowe sytuacje, w ktorych pojgcia te wystgpuja i w ktorych wiedza formalna dominuje
nad intuicjami. Komputer umozliwia réwniez wytworzenie potaczen pomiedzy wiedza
algorytmiczna i pojeciowa. Swiadomos$¢ powiazan tychze elementéw pozwala uczniowi
elastycznie dostosowywac si¢ do roznych sytuacji.

Program komputerowy, jak wskazuja opracowane przez nas propozycje, prowadzi
ucznia od wyobrazen powstalych przez postrzeganie jednostkowych przyktadéw i sytuacji

(nawet tych wzigtych z realnego §wiata) do ogdlnego pojecia brzegu lub pola figury.



Stopniowo w trakcie badania szczegdlnych sytuacji material dydaktyczny w postaci
oprogramowania komputerowego moze pobudza¢ ucznia do dzialania i myS$lenia, do
wysuwania hipotez i ich weryfikowania. Kolejne powigkszania obrazow na ekranie monitora
pozwalaja zyska¢ pewno$¢ odnosnie swoich przypuszczen, a sam sposob rozumowania -
zadania coraz to lepszych przyblizeh - mozna uzna¢ za poprawne wnioskowanie
matematyczne (zob. Z.Krygowska, 1977).

Samo sformutowanie definicji, czy tez opracowanie odpowiedniego algorytmu
postgpowania w szczegdlnych sytuacjach, jak pokazaty$my, nie konczy pracy nad pojgciem,
ale dopiero ja rozpoczyna. Pozwala glebiej zrozumie¢ sens wystepujacych w okresleniu stow,
ktore w réznorodnych kontekstach nabieraja nowego znaczenia. W zaprezentowanej sytuacji
program komputerowy ulatwia zrozumienie poje¢ powstalych na drodze formalnej -
okreslonych przez definicjg.

Uczniowie ucza si¢ réwniez, ze przyjgcie okreslonej definicji narzuca konieczno$¢
uznania wszystkich konsekwencji z niej pltynacych, nawet jesli pozostaja one w sprzecznosci
z intuicja 1 do$wiadczeniem. TI moze stuzy¢ ksztattowaniu §wiadomosci metodologiczne;j
ucznia. Potaczenie réznych ,,drég” tworzenia abstrakcyjnej wiedzy — tradycyjnego stowa, z
nowoczesnym dynamicznym obrazem - nie tylko wplywa pozytywnie na sfer¢ emocjonalno —
motywacyjna, ale rozszerza mozliwos$ci poznawcze uczacego sig.

W sytuacji, jak ta przedstawiona w artykule, uczen samodzielnie odkrywa role
definicji w konstrukcji wiedzy matematycznej. Ksztattuje wlasng swiadomos¢ posiadania tej
wiedzy. Definicja staje si¢ podstawa rozumienia, a nie tylko dodatkiem do posiadanych przez
uczacego si¢ intuicji, czy skojarzen. Co wigcej, definicja przedtuza intuicje, czyni je bardziej
wyrafinowanymi, pozwala zaakceptowac¢ informacje do nich nie pasujace. Jezyk ucznia
stopniowo 1 naturalnie zostaje wzbogacony o elementy stownika zwigzanego z rozwazanymi
pojeciami m.in.: punktu, otoczenia, nieskonczonosci.

Zaprezentowane przyklady pokazuja rowniez, iz wlaczenie komputera do procesu
wprowadzania 1 rozwijania rozumienia poje¢ matematycznych musi mie¢ szczegdlne
uzasadnienie. Niewatpliwie, bezkrytyczne zastosowanie technologii informacyjnej na
lekcjach matematyki, nie stuzace jakim$ specjalnym celom, moze w przysztosci spetniaé

podobna rolg jak tradycyjny sposob tworzenia wiedzy oparty na przekazie.
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