O dotykajucich sa kruzniciach
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ABSTRACT. Apollonius’ problem asks to construct the circle which is tangent to any three
objects. The case when all three objects are circles is the most complicated case since up
to eight solution circles are possible depending on the arrangement of the given circles. In
addition degenerate cases of the problem of Apollonius are discussed in this report.

Uvod

Grécky matematik, fyzik a astroném Apollonios z Pergy (262 — 190 pred n. 1.) je
znamy nielen $tadiom kuzeloseciek, ale predovsetkym svojim dielom O dotykoch, kde
sa zaoberal konstrukciami kruznic dotykajacich sa danych troch utvarov (bodov, pria-
mok, kruznic). Spis sa nezachoval, takze nemdzeme s istotou povedat ako tuto ulohu
riesil tento velky geometer. Zmienil sa o iom Pappos okolo roku 320, podla ktorého
Apollonios vyriesil vSetky tlohy s vynimkou pripadu troch kruznic. Apollonios uvazo-
val konstrukcie iba pomocou pravitka a kruzidla, pricom poznal rovnolahlost ako aj
inverziu vzhladom na kruznicu.

V pévodnej Apolloniovej tlohe stt dané tri podmienky dotyku s danymi kruzni-
cami. Ak ozna¢ime jednu takt podmienku symbolom (k), méZzeme tuto tlohu oz-
nacit kkk. Ak nahradime niektoré z danych kruznic bodmi, podmienka (B), priam-
kami, podmienka (p), dostaneme tychto desat tloh (tzv. Apolloniove tlohy): BBB,
BBp, Bpp, ppp, BBk, Bpk, Bkk, ppk, pkk, kkk. K tymto tlohdm mozeme pripojit
tlohy, v ktorych dany bod je dotykovym bodom na danej kruznici, resp. priamke —
dostaneme Sesticu znamych Pappouvijch iloh. Namiesto podmienky dotyku mozeme
dalej zaviest niektoré d'alsie Specifické podmienky, aby hladana kruZnica mala dany
polomer r, pretinala dantu kruznicu ortogonélne, diametralne, pod danym uhlom «,
resp. pretinala dand priamku ortogonalne alebo pod danym uhlom a.

Riesitel'nost Apolloniovej tilohy

Podla toho, ¢i sa vysledna kruznica dotyka troch danych kruznic zvonka alebo zvni-
tra, mé vSeobecna Apolloniova tloha najviac osem rieSeni (obr. 1).
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Obr. 1. Osem rieSeni vSeobecnej Apolloniovej tlohy



Pri rieseni Apolloniovych tloh sa pouzivaji najméa konstrukcie metddou mnozin
bodov danyjch vlastnosti a konstrukcie metddou geometrickijch zobrazeni. Pouzivanie
algebricko-geometrickej metody nie je prili§ casté. Podrobnejsie sa metédam riesenia
Apolloniovych tloh venuje Z. Sklenarikova v praci [4].

Ulohu s tromi kruznicami riesil ako prvy F. Viéte (1540 — 1603) v spise Apollo-
nius Gallus (r. 1600) pomocou stredov rovnolahlosti troch kruznic. V roku 1873 V.
Stoll vo svojej préci [6] analyzuje rieSitelnost vseobecnej Apolloniovej tlohy meto-
dami analytickej geometrie. Podrobne (algebricky) rozobera celkom 125 moznosti
vzajomnych poloh danej trojice kruznic. Treba vSak poznamenat, Ze mnohé z nich
st navzajom identické alebo dokonca geometricky neuskutnocitelné. Okrem toho,
jeho rieSenia v sebe zahfnhaju aj niektoré degenerované pripady - bod ako kruznicu
s nulovym polomerom, resp. priamku ako kruZnicu s nekone¢ne velkym polome-
rom. Vysledkom je, ze povodnej Apolloniovej tlohe s tromi kruznicami vyhovuje
0,1,2,3,4,5,6 alebo 8 kruznic pozadovanych vlastnosti. D. Pedoe (1910 — 1998)
v [3] predkladé elegantny dokaz neexistencie siedmej kruznice vyhovujicej zadaniu
vSeobecnej tlohy s tromi kruznicami. V tomto ddkaze je jednoducho a ti¢elne pouzita
metoda kruznicovej inverzie. Prave toto nelinedrne geometrické zobrazenie bude v
dalsej ¢asti vychodiskom pre charakterizaciu rieSeni Apolloniovej ulohy pre roézne
vzajomné polohy danych troch kruznic.

Metoda inverzie vzhl'adom na kruznicu

V tejto Casti budeme venovat vacsiu pozornost metode inverzie [5| vzhladom na
kruznicu v rovine, ktora vznikne doplnenim euklidovskej roviny E; o jeden tzv.
nevlastny bod P,,, ktory je prvkom kazdej priamky a sticasne je vonkajsim bodom
kazdej z kruznic v rovine Ey. Mnozina My = Ey U { P} sa nazyva Mdbiova rovina.

Definicia 1. Nech k,(O;r) je kruznica so stredom v bode O a polomerom r. Uvazu-
jme bodové zobrazenie f v Mobiovej rovine My, ktoré je urcené nasledujicim pred-
pisom:

(a) Obrazom bodu O [Py] je bod P, [O];

(b) Kazdému bodu X € My NE,, X # S je priradeny bod X’ polpriamky SX, pre

ktory plati |OX'[.|OX]| = r%.

Zobrazenie f nazyvame kruznicova inverzia (resp. inverzia vzhladom na kruznicu).
Kruznica k, sa nazyva urcujica (zéakladna) kruznica inverzie, bod O nazyvame stre-
dom a redlne &islo r? je koeficient (mocnost) kruZnicovej inverzie f.

Priamym dosledkom definicie st nasledujice vlastnosti kruznicovej inverzie:

f je bijektivnym involutérnym zobrazenim roviny My na seba.
e [nvariantnymi bodmi inverzie st prave vSetky body urcujicej kruznice.
e Priamka incidentné so stredom inverzie je invariantnou priamkou zobrazenia.

e Obrazom priamky neprechédzajicej stredom kruznicovej inverzie je kruznica
prechadzajica stredom inverzie. Obrazom kruznice neprechédzajicej stredom
kruznicovej inverzie je kruznica tymto bodom neprechadzajica.

e Vinverzii f je invariantna kazda kruZnica ortogonélna s urc¢ujicou kruznicou.

e Inverzia vzhladom na kruZnicu je konformnym zobrazenim. Teda obrazom
dvoch navzajom dotykajucich sa kruznic st navzajom sa dotykajice geometrické
utvary z utvarov kruznica a priamka alebo dvojica navzajom rovnobeznych
priamok.



Kruznicovt inverziu aplikujeme na tie typy tloh, kde mozno poévodnu tulohu pre-
transformovat na tlohu jednoduchsiu, tzv. wnidtorni udlohu. Tuto dlohu vyrieSime
(napr. metédou mnozin bodov danych vlastnosti alebo rovnolahlostou) a jej vysle-
dok prevedieme pomocou tej istej inverzie na vysledok povodnej tlohy.

Uloha kkk

Zostrojte kruznicu k, ktora sa dotéka kruznic kq(S1;71), k2(So; ), k3(S3;73).

V zavislosti od vzajomnej polohy danych troch kruznic st dve moznosti: bud
ziadne dve z danych kruznic nemaji spoloény bod alebo sa niektoré dve z nich preti-
naju, ¢i dotykaju. Okrem toho, jedinym dalsim kritériom triedenia bude moznost,
ked medzi danymi kruznicami existuje dvojica sistrednych kruznic, pricom uvedieme
také konfiguracie kruznic, pre ktoré je mnozina rieSeni tlohy nepréazdna.

V pripade, Ze kruznice ki, ko st sustredné (r; > 719), uloha sa riesi metédou
mnozin bodov danych vlastnosti. PretoZze hladana kruznica k sa méa dotykat tychto
sustrednych kruznic, bude jej stred lezat na kruznici [ sustrednej s kq, ks, ktorej
polomer je rovny % Ak sa kruznica k pozadovanych vlastnosti sticasne dotyka
tretej kruznice ks, tak jej stred je bodom kruznice m(Ss;r3 £ %)

V pripade, Ze dané tri kruznice st nestustredné a ziadne dve z danych kruznic
nemaji spolo¢ny bod, zvolime urcujicu kruznicu inverzie tak, aby sa v prislusnej
kruznicovej inverzii zobrazili kruznice ki, k2 na dvojicu sustrednych kruznic k|, ki
a kruznica k3 na kruznicu kj. Ak existuje kruznica k dotykajuaca sa kruznic k; (i =
1,2,3), tak f(k) = k' je kruznica dotykajica sa sustrednych kruznic k7, &} a kruznice
k4. Riesenie tejto vnutornej tilohy, ako aj konstrukcia hladanej kruznice k = f~1(%')
su trividlne.

Ak majua niektoré dve z danych kruZnic spolo¢ny bod, volbou kruZnicovej in-
verzie so stredom v tomto bode, tlohu typu kkk prevedieme na tulohu typu ppk, resp.
ppp (podla poctu spoloénych bodov). Prehlad vzajomnych poléh takto danej tro-
jice kruznic ako aj im zodpovedajuce pretransformované (vnatorné) tlohy s poc¢tom
moznych rieSeni s uvedené v nasledujucich tabulkach.

Vzajomna poloha kruznic Vnitorna dloha Pocet rieseni
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Vzajomna poloha kruznic Vnuitorna aloha
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Zaver

RieSenie povodnej Apolloniovej tlohy metdédou kruznicovej inverzie je velmi narocné
ako samotnou konstrukciou, tak aj tvorbou geometrickych predstav, ktoré st nevyh-
nutné pre spravne pochopenie tejto problematiky. Napriek tomu, Apolloniove tlohy
patria k najatraktivnejsim konstrukénym tlohédm elementarnej geometrie.
zvySenia zaujmu o matematiku st vhodnym prispevkom k vychove logického mysle-

nia, presnosti a trpezlivosti.

Okrem
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