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ÚvodRok 2000 - svetový rok matematiky bol výzvou pre matematikú obe, aby upozornilaverejnos´ na úlohu a miesto matematiky v pestrej mozaike svetovej kultúry a jejúlohy v pokroku ©udstva. Symboliky práve v tomto roku vznikla na Pedagogikejfakulte Katolíkej univerzity tradíia organizova´ konfereniuMatematika v ²kole dnesa zajtra zaoberajúu sa týmito otázkami vyu£ovania matematiky na ²koláh v²etkýhtypov. �ia© jej iniiátor Do. RNDr. Viliam Chvál, CS. uº nie je medzi nami. D¬a5. mara 2007 odi²iel na ve£nos´, av²ak ostane v na²ih srdiah.Tento zborník je d�kazom toho, ºe konferenia Matematika v ²kole dnes a zajtravstúpila uº do povedomia odbornej a pedagogikej komunity Slovenska. Sved£í o tomú£as´ na siedmej konferenii, ktorá sa konala v d¬oh 11. � 13. septembra 2006 vRuºomberku.Matematika má svoje pevné miesto v ²kolskom vzdelávaní, ktoré v sú£asnostiprehádza mnohými zmenami. U£itelia matematiky sa snaºia v zápase o miestomatematiky vo vzdelávaní, ale hlavne v myslení svojih ºiakov. K úrovni tejto konfe-renie významne prispela i ú£as´ zahrani£nýh ú£astníkov z Anglika, �eska, Rakúskaa Po©ska. Ukazuje sa, ºe problémy a nad²enie nepoznajú hranie a ºe v²eti si máme£o poveda´.Pestros´ i obsah prednesenýh príspevkov sved£ia o tom, ºe máme erudovanýhu£ite©ov matematiky na ²koláh v²etkýh typov a stup¬ov ako i o tom, ºe sa za-mý²©ajú stále via nad tým nielen £o u£i´ z matematiky, ale ako rozvíja´ tvorivémyslenie mládeºe, ktorá ju bude vyuºíva´ zajtra. Stretnutia, ako táto konfereniapotvrdzujú neustály príliv novýh ideí, novýh metód, novýh prístupov k ºiakom sie©om priblíºi´ im krásu a uºito£nos´ matematiky. Matematii hápu, ºe matema-tika je organiká sú£as´ v²estranného formovania osobnosti ºiaka a pre jej úspe²núvýu£bu treba h©ada´ a nájs´ estu do du²e ºiaka a vná²a´ do nej rados´ z pozna-nia a h©adania. Skú²anie takýhto novýh iest je neraz komplikované, na mnohéotázky sa nena²la odpove¤, mnohýh otázok sme sa e²te nedotkli, no berieme toako výzvu pre organizáiu ¤al²íh ro£níkov tejto konferenie. Sme radi, ºe v tomtoroku sa sú£asne uskuto£nili aj podobné konferenie z informatiky a biológie. Veríme,ºe na²a spolupráa s kolegami z katedier informatiky a biológie bude pokra£ova´ vnasledujúih rokoh a spolu sa budeme zamý²©a´ nad otázkami vyu£ovania.Konferenia sa uskuto£nila v rámi projektu, ktorý je �nanovaný Európskymsoiálnym fondom. Tento projekt je realizovaný na Pedagogikej fakulte Katolíkejuniverzity v Ruºomberku v partnerstve so Zdruºením katolíkyh ²k�l Slovenska,Odborom ²kolstva Mestského úradu v Ruºomberku a Krajským ²kolským úradomv �iline. Vyslovujem na²e po¤akovanie vedeniu Katolíkej univerzity a Pedagogikejfakulty KU ako i v²etkým praovníkom, korí sa podie©ali na úspe²nom priebehu na²ejkonferenie.Podobne ako v minulýh rokoh, tak aj v tomto roku sú ¤al²ie informáie o kon-ferenii uverejnené aj na stránkah Katedry matematiky PF KU. Pozývame v²etkýhna �smy ro£ník konferenie Matematika v ²kole dnes a zajtra, ktorý sa uskuto£ní vd¬oh 10. � 12. septembra 2007. Organiza£ný výbor



Úpravy výrazov pomoou vzorov na základnej ²koleJana Baláºová
Abstrat. This artile ontains prepares for lessons of math in eight lass of elementaryshool for theme Modi�ation of algebrai expressions. Lessons are realized with personalomputer and multimedia projetor in presentation form using MS PowerPoint.ÚvodV tomto príspevku opisujem vyu£ovaie hodiny matematiky v 8. ro£níku zák-ladnej ²koly relizované vyuºitím IKT formou prezentáie. Obsahujú skupiny úlohusporiadanýh pod©a zvä£²ujúeho sa stup¬a zov²eobenenia.Predmet: MatematikaCie©ová skupina: ºiai 8. ro£níkaTematiký elok: Úpravy elistvýh algebraikýh výrazovCiele: ºiai sa u£ia hápa´ písmeno vo význame £ísla, nau£ia sa upravova´ výrazy,získavajú zru£nosti v narábaní s elistvými výrazmi, nau£ia sa zjednodu²ova´postupy pri po£ítaní pomoou vzorov, získavajú vlastnosti potrebné pri po-zornej a sústredenej prái, kontrolou správnosti výpo£tov sa u£ia presnosti priprái, u£ia sa hápa´ geometriu ako odraz reálneho sveta, rozvíja´ svoju pred-stavivos´, £íta´ s porozumením matematiký text, u£ia sa pouºíva´ symboliku.Metódy: informatívno reeptívnaFormy: frontálna, práa vo dvojiiahPom�ky: po£íta£, dataprojektor, zo²ity, u£ebnie1. Úprava pod©a vzora (a + b)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 hodina2. Úprava pod©a vzora (a− b)2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 hodina3. Úprava pod©a vzora a2 − b2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1 hodina



Úpravy výrazov pomocou vzorcov na základnej škole 9Priebeh 1. hodinyMotiváa: 12 minút�innos´ u£ite©a: Zadanie úlohy 1. formulovanej ako reálna situáia zo ºivota.Úloha 1.: Kraj£írka potrebovala rozmery ²tvorového obrusu, ktoré nepoznáme,zvä£²i´ o jeden meter, aby opä´ získala ²tvore. Pom�ºte jej vypo£íta´, ko©ko m2bude mera´ jej nový obrus.�innos´ u£ite©a: Postupnými animáiami spolu s návrhmi ºiakov na rie²enie sprís-tup¬uje jednotlivé kroky rie²enia. ºiai si po£as rie²enia nerobia poznámky.
x +1

x

+1 1.x

x2 x.1

12Obr. 1: Ná£rt k 1. príkladuRie²enie úlohy 1.: �innos´ u£ite©a: Umoºní ºiakom zapísa´ si rie²enie úlohy dozo²ita. P�vodný obsah: S = x2 Nový obsah: S ′ = (x + 1)2Zvä£²enie: S = x2 + x.1 + 1.x + 12 = x2 + 2x + 1Platí : (x + 1)2 = x2 + 2x + 1�innos´ ºiakov: Postup a záver si zapisujú do zo²itov.Skú²ka: Pre stranu ²tvora x = 2 metre 3 minúty�innos´ u£ite©a: Pre overenie pohopenia úlohy zadá konkrétne reálne rozmery obrusua postupne sprístup¬uje výsledok.�innos´ ºiakov: ºiai rie²enia zapisujú do zo²itov.
S = 22 + 2.2 + 12 = 4 + 4 + 1 = 9m2

S ′ = (2 + 1)2 = 32 = 9m2Obmena úlohy 1.: 5 minút�innos´ u£ite©a: Urobí ¤al²í krok ku zov²eobeneniu a zmení v úlohe rozmer, o ktorýsa ma obrus zvä£²i´.Kraj£írka he zvä£²i´ rozmer obrusu o 3 metre.�innos´ ºiakov: ºiai rie²enia zapisujú do zo²itov.Rie²enie obmeny úlohy 1:
S ′ = (x + 3)2 = x2 + x.3 + 3.x + 32 = x2 + 2.3.x + 32 = x2 + 6.x + 9Zov²eobenenie: (A + B)2 = A2 + 2.AB + B2 5 minút�innos´ u£ite©a: Otázkami sa presved£í £i ºiai pohopili úlohu a pristúpi ku zov²eobe-neniu a vytvoreniu vzora.�innos´ ºiakov: Odpovedajú na otázky u£ite©a a spolupraujú pri formuláii vzora.

(7 + x)2 = 72 + 2.7.x + x2 = 49 + 14x + x2

(2x + 5)2=(2x)2 + 2.2x.5 + 52=4x2 + 20x + 25



10 JANA BALÁŽOVÁUpev¬ovanie a previ£ovanie u£iva: 15 minút�innos´ u£ite©a: Zadá ºiakom príklady na samostatnú práu. Je moºné zada´ príkladyvo forme praovnýh listov.Typ úlohy: ©ah²ie náro£nej²ie ´aºké
1.(a + x)2 7.(2x + 1)2 13.(2a + 3b)2

2.(10 + b)2 8.(9 + 4y)2 14.(2u + 9v)2

3.(v + 1)2 9.(5x + 7)2 15.(8g + 9f)2

4.(4 + y)2 10.(6 + 3a)2 16.(x2 + 1)2

5.(m + 8)2 11.(1 + 8r)2 17.(b2 + c3)2

6.(p + q)2 12.(7v + 1)2 18.(4k3 + 2d2)2�innos´ ºiakov: ºiai prepisujú príklady do zo²itov, rie²ia ih samostatne a na záversi vo dvojiiah skontrolujú výsledky sprístupnené po£íta£om.Domáa úloha: 2 minútyu£ebnia: str. 83 / úl.1 a)b))str. 86 / vi£.1; Priebeh 2. hodinyMotiváa: 12 minút�innos´ u£ite©a: Zadaním úlohy 2. formulovanej ako reálna situáia zo ºivota motivujeºiakov.Úloha 2.: Kraj£írka potrebovala rozmery ²tvorového obrus, ktoré nepoznámezmen²i´ o 10 entimetrov, aby opä´ získala ²tvore. Pom�ºte jej vypo£íta´, ko©kom2 bude mera´ jej nový obrus.�innos´ u£ite©a: Postupnými animáiami spolu s návrhmi ºiakov na rie²enie sprís-tup¬uje jednotlivé kroky rie²enia. ºiai navrhujú rie²enie, po£as rie²enia si nerobiapoznámky.
x− 10 10

x− 10

10 x.10

(x− 10)2 10.(x− 10)

Obr. 2: Ná£rt k 2. príkladuRie²enie úlohy 2.:�innos´ u£ite©a: Po£ká a umoºní ºiakom zapísa´ si postup do zo²ita.P�vodný obsah: S = x2 Nový obsah: S ′ = (x− 10)2Obsahy £astí, o ktoré sme obrus zmen²ili: S1 = x.10
S2 = 10.x− 100Obsah zmen²eného obrusu : S = x2 − x.10− (10.x− 100) =

= x2 − x.10− 10.x + 100 =
= x2 − 20x + 100



Úpravy výrazov pomocou vzorcov na základnej škole 11Platí : (x− 10)2 = x2 − 20x + 100�innos´ ºiakov: Postup a záver si ºiai zapisujú do zo²itov.�innos´ u£ite©a: Pre overenie správnosti rie²enia úlohy zadá konkrétne reálne rozmeryobrusu a vykoná skú²ku.Skú²ka: Pre stranu ²tvora x = 300m 3 minúty
S = (300− 10)2 = 2902 = 84100m2 = 8, 41m2

S ′ = 3002 − 20.300 + 102 = 90000− 4446000 + 100 = 84100m2 = 8, 41m2�innos´ u£ite©a: Upozorníme ºiakov, ºe výpo£et S ′ zvládli spamäti.Obmena úlohy 2.: 5 minútKraj£írka he zmen²i´ rozmer obrusu o 2 metre.Rie²enie :
(x− 2)2 = x2 − x.2− 2.x + 22 = x2 − 2.2.x + 22 = x2 − 4.x + 4�innos´ u£ite©a: Otázkami sa presved£í, £i ºiai pohopili úlohu a pristúpi kuzov²eobeneniu a vytvoreniu vzora.�innos´ ºiakov: Odpovedajú na otázky u£ite©a a spolupraujú pri formuláii vzora.Zov²eobenenie: (A− B)2 = A2 − 2.AB + B2 5 minút

(7− x)2 = 72 − 2.7.x + x2 = 49− 14x + x2

(2x− 5)2=(2x)2 − 2.2x.5 + 52=4x2 − 20x + 25Upev¬ovanie a previ£ovanie u£iva : 15 minút�innos´ u£ite©a: Zadá ºiakom príklady na samostatnú práu. Je moºné zada´ príkladyvo forme praovnýh listov.Typ úlohy: ©ah²ie náro£nej²ie ´aºké
1.(p− 8)2 7.(3m− 7)2 13.(4k − 3j)2

2.(9− t)2 8.(8− 5u)2 14.(2x− 6y)2

3.(1− h)2 9.(6− 2r)2 15.(6− r2)2

4.(4− z)2 10.(4− 9u)2 16.(12− x3)2

5.(5− w)2 11.(7− 5a)2 17.(2x− 5y2)2

6.(m− 11)2 12.(9b− 1)2 18.(4t− 9p)2�innos´ ºiakov: ºiai prepisujú príklady do zo²itov, rie²ia ih samostatne a na záversi vo dvojiiah skontrolujú výsledky sprístupnené po£íta£om.Domáa úloha: 2 minútyu£ebnia: str. 83 / úl. 1 d),e),f); úl. 2 b))str. 86 / vi£. 2. Priebeh 3. hodinyMotiváa: 12 minút�innos´ u£ite©a: Zadá úlohu 3. formulovanú ako problémovú reálnu situáiu zo ºivota.Úloha 3.: Podnikate© he svoj pozemok tvaru ²tvora neznámyh rozmerov vymeni´za pozemok tvaru obd¨ºnika tak, ºe stranu ²tvora skráti o 7 metrov a d¨ºku novéhopozemku dostane tak, ºe o 7 metrov pred¨ºi stranu ²tvora. Je to moºné ? Ak nie,ko©ko metrov ²tvorovýh tvorí rozdiel ?



12 JANA BALÁŽOVÁ

x + 7
x

x− 7

+7

x

7.x −49

7.(x− 7)

Obr. 3: Ná£rt k 3. príkladu�innos´ u£ite©a: Postupnými animáiami spolu s návrhmi ºiakov na rie²enie sprís-tup¬uje jednotlivé kroky rie²enia. ºiai navrhujú rie²enie, po£as rie²enia si nerobiapoznámky.Rie²enie úlohy 3.: Nové rozmery: 	d¨ºka : (x + 7)²írka : (x− 7)P�vodný obsah : S = x2 Nový obsah : S ′ = (x + 7).(x− 7)
S ′ = x2 − x.7 + 7.x− 72 =

= x2 − 49
S > S ′Platí : (x− 7).(x + 7) = x2 − 49Odpove¤: Vymeni´ pozemky uvedeným sp�sobom nie je moºné. Podnikate©ovi zvý²ie²te 49 ²tvorovýh metrov.�innos´ ºiakov: Postup a záver si ºiai zapisujú do zo²itov.�innos´ u£ite©a: Pre overenie správnosti zadá konkrétne reálne rozmery pozemku avykoná skú²ku.Skú²ka : pre stranu p�vodného pozemku x = 35 metrov 5 minút

S = (35 + 7).(35− 7) = 42.28 = 1176m2

S ′ = 352 − 72 = 1225− 49 = 1176m2Obmena úlohy 3.: 5 minútPodnikate© he zmen²i´ a zvä£²i´ rozmery pozemku o 11 metrov.Rie²enie :
(x + 11).(x− 11) = x2 − 112 = x2 − 121�innos´ u£ite©a: Otázkami sa presved£í £i ºiai pohopili úlohu a pristúpi ku zov²eobe-neniu a vytvoreniu vzora.�innos´ ºiakov: Odpovedajú na otázky u£ite©a a spolupraujú pri formuláii vzora.Zov²eobenenie: (A + B).(A− B) = A2 − B2 5 minút

(9− x).(9 + x) = 92 − x2 = 81− x2

(2x + 3y).(2x− 3y)=(2x)2 − (3y)2=4x2 − 9y2Upev¬ovanie a previ£ovanie u£iva : 15 minút�innos´ u£ite©a: Zadá ºiakom príklady na samostatnú práu. Je moºné zada´ príklady



Úpravy výrazov pomocou vzorcov na základnej škole 13vo forme praovnýh listov.Typ úlohy: ©ah²ie náro£nej²ie ´aºké
1.(x + 3).(x− 3) 6.(19− p).(19 + p) 11.(m− 7n).(m + 7n)
2.(m− 9).(m + 9) 7.(2x + 8).(2x− 8) 12.(6p + 7q).(6p− 7q)
3.(k − 5).(k + 5) 8.(5v + 7).(5v − 7) 13.(11y − 9z).(11y + 9z)
4.(t− 13).(t + 13) 9.(3k − 5).(3k + 5) 14.(4o− 3r).(4o + 3r)
5.(d + c).(d− c) 10.(7h− 1).(7h + 1) 15.(x2 + 5).(x2 − 5)�innos´ ºiakov: ºiai prepisujú príklady do zo²itov, rie²ia ih samostatne a na záversi vo dvojiiah skontrolujú výsledky sprístupnené po£íta£om.Domáa úloha: 2 minútyu£ebnia: str. 84 / úl. 9, 10str. 87 / vi£. 12, 13 ZáverVyuºitím IKT na hodináh matematiky som hela preh¨bi´ záujem ºiakov omatematiku. Úlohy a postup ih rie²enia som volila tak, aby poznatok vznikal akoabstrakia získanýh skúsenosti pri ih rie²ení.Zdroj na získanie prezentáie v Power Pointe : www.moderniuitel.netLiteratúra[1℄ �EDIVÝ, O. a kol.: Matematika pre 8.ro£ník Z� 2. £as´, SPN, Bratislava 2001.Adresa autora:RNDr. Jana BaláºováZákladná ²kolaKudlovská ul. 11066 21 Humennébalazovajana�entrum.sk



Lineárna kombináia v úloháh analytikej geometrieMartin BillihAbstrat. The aim of this paper is to give possibility of using linear ombination of theequations for the plane urves to solve some problems of analyti geometry.ÚvodPri rie²ení mnohýh matematikýh úloh sa metóda rie²enia m�ºe sta´ ove©aprí´aºlivej²ou ako skúmanie korektnosti jej pouºitia. Inými slovami, teoretikémurozboru úlohy sa nevenuje dostato£ná pozornos´, £o ur£ite nie je po didaktikejstránke správne. V tomto príspevku sa pokúsime na konkrétnyh úloháh ukáza´, ºepoznanie ºiaka v zmysle "pre£o to tak funguje" je nepostrádate©né. D�kazom m�ºeby´ aj nasledujúa jednoduhá úloha.Úloha 1. Rie²te systém dvoh lineárnyh rovní:
5x− 2y = 7; x + 3y = 15 (1)Rie²enie. Vynásobíme obe strany prvej rovnie £íslom 3 a obe strany druhej rovnie£íslom 2. S£ítaním takto získanýh rovní (oboh ih príslu²nýh strán) a de-lením £íslom 17 dostaneme x = 3 a následne y = 4. Potom {(3,4)} je mnoºinouv²etkýh rie²ení systému (1). 2Na tomto mieste si m�ºeme poloºi´ otázku. Na základe £oho si m�ºeme by´ istý, ºenový systém rovní 5x − 2y = 7, x = 3 je ekvivalentný so systémom (1), t.j. márovnakú mnoºinu rie²ení ako (1)? Jazykom geometrie m�ºeme túto otázku prefor-mulova´: "Pre£o priamky, ktorýh rovnie sú 5x− 2y = 7 a x = 3 pretínajú priamku

x + 3y = 15 v tom istom bode?"Z vy²²ie uvedenou metódou rie²enia systému lineárnyh rovní sa ºiai oboznámiauº na základnej ²kole. Napriek jej £astému pouºívaniu, nájdeme iba ve©mi málo kníhz algebry (resp. lineárnej algebry) v ktorýh je uvedený aj d�kaz pouºitej metódy. Akby sme aj heli urobi´ tento d�kaz so ²tudentmi na vyu£ovaej hodine, ih £astoureakiou je, ºe jednoduhos´ danej metódy si uº d�kaz nevyºaduje. Na tomto miestetreba pripomenú´, ºe práve podrobná analýza r�znyh metód rie²enia úloh m�ºepom�´ lep²ie pohopi´ vzájomné prepojenia medzi algebrou a geometriou.Veta 1. Neh F1(x, y), F2(x, y) sú algebraiké výrazy de�nované na mnoºine S z R
2.Neh α, β ∈ R, β 6= 0 . Potom systémy rovní

F1(x, y) = 0, F2(x, y) = 0; (S1)
F1(x, y) = 0, αF1(x, y) + βF2(x, y) = 0 (S2)sú navzájom ekvivalentné.D�kaz. Pre ekvivalentnos´ systémov rovní (S1) a (S2) sta£í dokáza´, ºe kaºdé rie²eniesystému (S1) je sú£asne aj rie²ením systému (S2), a naopak. V prípade, ºemnoºina rie²ení oboh systémov je prázdna, tvrdenie zrejme platí. Ak aspo¬jedna z mnoºín rie²ení je neprázdna, tak platí:



Lineárna kombinácia v úlohách analytickej geometrie 15(i) Ak (a, b) je rie²ením systému (S1), tak F1(a, b) = 0, F2(a, b) = 0. Potom
αF1(a, b) + βF2(a, b) = 0 + 0 = 0, t.j. (a, b) je tieº rie²enie systému (S2);(ii) Ak (a, b) je rie²ením systému (S2) pre β 6= 0, tak z podmienky F1(a, b) = 0a αF1(a, b)+βF2(a, b) = 0 vyplýva α ·0+βF2(a, b) = 0, £o je ekvivalentnés rovnos´ou F2(a, b) = 0.Dostávame, ºe mnoºiny rie²ení oboh systémov sú rovnaké. 2Poznámka. Druhú rovniu systému (S2) nazývame lineárna kombináia rovní (S1).Tvrdenie predhádzajúej vety m�ºeme gra�ky interpretova´ nasledovne. Rovinékrivky, ktorýh rovnie sú F2(x, y) = 0 a αF1(x, y) + βF2(x, y) = 0 pretínajú grafkrivky s rovniou F1(x, y) = 0 v tej istej mnoºine bodov (obr. 1 ).

Obr. 1Rie²ené úlohyV nasledujúih úloháh ukáºeme, ako m�ºeme niektoré netriviálne problémy analy-tikej geometrie ©ahko (bez zd¨havýh výpo£tov) vyrie²i´ pomoou vety 1.Úloha 2. Napí²te rovniu priamky prehádzajúej spolo£nými bodmi kruºní k1 a k2,ktorýh rovnie sú
(x− 1)2 + (y + 2)2 − 4 = 0 a (x− 3)2 + (y − 2)2 − 16 = 0 (2)Rie²enie. Najsk�r overíme, ºe dané kruºnie majú neprázdny prienik. Pretoºe vzdi-alenos´ ih stredov je 2

√
5 a ve©kosti polomerov danýh kruºní sú postupne 2a 4, tak mnoºina rie²ení systému rovní (2) je neprázdna. Ak nahradíme druhúrovniu tohto systému jej rozdielom s prvou rovniou, dostávame systém (3),ktorý je pod©a vety 1 ekvivaletný s (2) (α = 1; β = −1):

(x− 1)2 + (y + 2)2 − 4 = 0, x + 2y + 1 = 0 (3)Priamka x + 2y + 1 = 0 je h©adanou priamkou, nako©ko pretína kruºniu k1 vtýh istýh bodoh ako k2. 2



16 MARTIN BILLICHMnoho ²tudentov si neuvedomí predhádzajúu moºnos´ rie²enia a postupuje vrie²ení systému rovní (3) napr. dosadením x = −2y − 1 do prvej rovnie. Taktonájdu súradnie spolo£nýh bodov danýh kruºní a nakonie ur£ia rovniu priamky,ktorá týmito bodmi prehádza.Úloha 3. Neh k1, k2, k3 sú ©ubovo©né kruºnie v rovine, pri£om kaºdé dve z nihsa navzájom pretínajú v dvoh r�znyh bodoh. Dokáºte, ºe trojia spolo£nýh tetívdanýh kruºní sa pretína v jednom bode ( obr. 2).

Obr. 2Rie²enie. Neh Fi(x, y) = (x − ai)
2 + (y − bi)

2 − r2
i = 0 je rovnia kruºnie ki vkarteziánskej sústave súradní, i = 1, 2, 3. Neh pij je priamka prehádzajúaspolo£nými bodmi kruºní ki a kj, 1 ≤ i < j ≤ 3 . Analogiky s predhádzajúouúlohou dostávame, ºe pij(x, y) = Fi(x, y)−Fj(x, y) = (aj−ai)x+(bj−bi)y+cij =

0 je rovniou priamky pij , kde cij je reálna kon²tanta. Súradnie priese£níkovpriamok p12 a p13 ur£íme rie²ením nesledujúeho systému rovní.
p12(x, y) = F1(x, y)− F2(x, y) = 0, p13(x, y) = F1(x, y)− F3(x, y) = 0 (4)Ak nahradíme druhú rovniu systému (4) jej rozdielom s prvou rovniou, takdostaneme systém rovní:

F1(x, y)− F2(x, y) = 0, F2(x, y)− F3(x, y) = 0, (5)ktorý je pod©a vety 1 (α = 1, β = −1) ekvivalentný so systémom (4). Av²akdruhá rovnia systému (5) je rovniou priamky p23. Preto priamky p13 a p23pretínajú priamku p12 v tom istom bode. 2Úloha 4.a) Neh E1 a E2 sú dve elipsy v rovine, ktorýh osi sú navzájom rovnobeºné. Aksa elipsy pretínajú v ²tyroh bodoh, tak spolo£né body leºia na jednej kruºnii( obr. 3). Dokáºte.
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b) Ak sa dve paraboly P1 a P2, ktorýh osi sú navzájom kolmé pretínajú v ²tyrohbodoh, tak spolo£né body leºia na jednej kruºnii. Dokáºte.Obr. 3Rie²enie. (a) Zvo©me súradniový systém tak, aby osi oboh elíps boli rovnobeºné sosúradniovými osami. Potom priese£níky danýh elíps ur£íme rie²ením systémurovní:
F1(x, y) = b2

1(x−m1)
2 + a2

1(y − n1)
2 − a2

1b
2
1 = 0

F2(x, y) = b2
2(x−m2)

2 + a2
2(y − n2)

2 − a2
2b

2
2 = 0. (6)Aby sme dokázali, ºe spolo£né body leºia na jednej kruºnii, nahradíme druhúrovniu systému (6) lineárnou kombináiou αF1(x, y) + βF2(x, y) = 0, kde α a

β zvolíme tak (vi¤ niº²ie), aby rovnia αF1(x, y)+ βF2(x, y) = 0 bola rovnioukruºnie. Potom rie²enie úlohy je bezprostredným d�sledkom vety 1. Nako©ko
Ax2 +By2+Cx+Dy+F = 0 je rovniou kruºnie práve vtedy, ke¤ A = B 6= 0a nie je sú£asne bodom alebo prázdnou mnoºinou, α a β ur£íme porovnanímkoe�ientov pri x2 a y2 v rovnii αF1(x, y) + βF2(x, y) = 0. Platí

αb2
1 + βb2

2 = αa2
1 + βa2

2 (7)Ak a2 = b2, tak elipsa E2 je kruºniou, a tvrdenie (a) je dokázané. Ak a2 6= b2,poloºme α = 1 v (7) a vypo£ítame β. Dostaneme β = (a2
1 − b2

1)(b
2
2 − a2

2)
−1, £obolo treba dokáza´. 2(b) Ak si zvolíme súradniové osi rovnobeºne s osami danýh parabol, takrovnie P1 a P2 majú postupne tvar:

F1(x, y) = a1x
2 + b1x + c1 − y = 0 a

F2(x, y) = a2y
2 + b2y + c2 − x = 0.Ke¤ºe a1 6= 0 a a2 6= 0, rovniou a2F1(x, y) + a1F2(x, y) = 0 je ur£ená kruºniaprehádzajúa spolo£nými bodmi parabol. 2



18 MARTIN BILLICHZáverS pojmom lineárnej kombináie sa stretávame iba zriedkavo pri rie²ení úlohanalytikej geometrie. Aj ke¤ sme v tomto príspevku uviedli iba rie²enia ²tyrohúloh, pozorný £itate© si iste uvedomil, ºe uvedené postupy m�ºeme vyuºi´ aj pririe²ení inýh úloh analytikej geometrie, nielen v rovine, ale aj v trojrozmernompriestore pre prípad lineárnej kombináie rovní rovín a gu©ovýh pl�h (zväzkohgu©ovýh pl�h).Literatúra[1℄ BILLICH, M.: Pouºitie zväzkov priamok a kruºní pri rie²ení úloh. In: Disputa-tiones Sienti�ae, KU Ruºomberok, 2003, ro£. 3, £.2, pp. 47-53.[2℄ TRENKLER M.: O lineárnej kombináii. Matematika, informatika, fyzika 1996,£.9, pp. 6-9.Adresa autora:Katedra matematikyPedagogiká fakulta KUNámestie A. Hlinku 56/1034 01 Ruºomberoke-mail: billih�fedu.ku.sk



Meníme postoje ²tudentov k výkonom v matematikena 2. stupni Z�Jaroslava BrinkováAbstrat. This paper shows tree aspets of the teahing of mathematis. The �rst oneinvolves proportionality, whih onstitutes one of the ores of pupils' knowledge. The seondone involves a didati approah: ombining a geometrial frame with a numerial ontext.The third one deals with the use of resoures and the integration of new Tehnologies. Theombination of these three aspets is relevant to work with trainees on teahing praties inthe lassroom.K©ú£ové slová: aritmetika, geometria, pomer a úmernos´, funkie, príprava u£ite©ovmatematiky: základná ²kola, vysoká ²kolaÚvodV roku 1980 dvaja amerikí didaktii matematiky Rosnik a Clement realizovalivýskum, ktorý sa týkal �prekladu� textu do jazyka matematikýh formúl a naopak.Autori predloºili pod©a G. Fishera a R. Malleho [3℄ vysoko²kolsky vzdelaným osobámr�zneho veku úlohy podobného typu:Neh S je po£et ²tudentov a P je po£et profesorov na jednej univerzite. Na kaºdéhoprofesora pripadá 6 ²tudentov. Vyjadrite túto situáiu rovniou pomoou S a P.Pribliºne 60% opýtanýh odpovedalo správne. Skoro v²eti tí, £o vyrie²ili úlohuzle, napísali 6S = P. Pri neformálnom výskume u£ite©ov germanistiky v Rakúskubola úspe²nos´ dokona len jedna tretina. Výskum u ²tudentov ekonómie dopadolneporovnate©ne hor²ie ako u ²tudentov tehniky. Táto hyba sa v literatúre ozna£ujeako Rosnikov-Clementov fenomén. Obaja výskumníi neheli tento jav len dokáza´,ale heli aj vyskúma´, nako©ko sa dá ovplyvni´ vhodnými �terapiami�. �aºkosti ºi-akov a dospelýh so sémantikými aspektmi algebry boli pre nás podnetom na pre-pojenie geometrikého ráma s numerikým kontextom v príprave tvorivýh u£ite©ovmatematiky. Netradi£ný prístup k didaktikému spraovaniu problematiky podob-nosti v príprave u£ite©ov vo Franúzsku a Dánsku (pozri [1℄) nás motivoval k in-ováii obsahu vzdelávania u£ite©ov matematiky 2. stup¬a v predmete Tvorivé dielnev matematike s ie©om, ukáza´ budúim u£ite©om matematiky vz´ahy medzi jed-notlivými zloºkami matematiky ( aritmetika � geometria � algebra) pomoou mate-matikýh projektov. Kombinova´ geometriu s numerikým kontextom. Pre tvorbuvhodnýh u£ebnýh materiálov budúih u£ite©ov matematiky vyuºi´ dostupné mul-timediálne prostriedky.Porovnávame £ísla a d¨ºkyS porovnávaním dvoh prirodzenýh £ísel sa stretávajú ºiai uº na prvom stupnizákladnej ²koly dvoma sp�sobmi:rozdielom: c − b = a (Neh a, b, c, d ∈ N . Potom ak a + b = c, tak c − b = a)Odpovedáme na otázku o ko©ko via £i menej?podielom : a : b = c alebo a
b

= c , kde b 6= 0. Odpovedáme na otázku ko©kokrátvia £i menej ?



20 JAROSLAVA BRINCKOVÁAk d 6= 1 m�ºeme podiel zapísa´ aj ako rovnos´ dvoh zlomkov a
b

= c
d
, kde b a

d 6= 0.Kým pri s£itovaní a od£itovaní prirodzenýh £ísel hápu £íslo naj£astej²ie akomnohos´ , predstava £ísla ako operátora nastupuje pri zavedení operáie násobeniaa delenia. Napríklad 6: 2 = 3 £ítame: 6 je dva krát viaej ako tri. Alebo dva kráttri rovná sa 6.Kvalitatívne nový posun v myslení ºiak nastáva, ke¤ sa na zápis podielu dvohprirodzenýh £ísel pozeráme ako na zlomok a/b. Napríklad zlomok 2/3 prezentu-jeme v ²kolskej matematike ako dve z troh £astí elku. Pritom 2/3 hápeme akooperátor, ktorý z elku ve©kosti 60 dáva £as´ rovnú 40, ale z elku 120 dáva £as´rovnú 80. Fakt, ºe zlomok porovnáva r�zne mnoºstvá sa v u£ive o zlomkoh v 6.ro£níku Z� dostato£ne nezvýrazní. Prvým novým u£ivom v matematike 7. ro£níkaZ� sú operáie so zlomkami, ktoré kladú, vzh©adom na abstraktnos´ previ£ovanýhalgoritmov, ve©ké nároky na pamä´ ºiakov a sú £asovo náro£né. Zru£nos´ v prái sozlomkami je d�leºitá pre ¤al²ie objavovanie v matematike Tým je vyjadrenie vz´ahumedzi dvoma r�znymi mnoºstvami, ktoré nazývame pomer�. Podiel £ísel a:b(24:12) nazývame v matematike pomer a £ítame a ku b. Hovoríme, ºe a/b je hod-nota pomeru.Mnoºstvo matematikýh pojmov s ktorými prauje ºiak a vz´ahy medzinimi sú znázornené v Pojmovej mape na obr.£.1.

Obr.£.1: Pojmová mapa - PomerRovnos´ dvoh pomerov, napríklad: a : b =  : d, nazývame úmera. Jej úpravouna tvar a
b

= c
d
, kde b a d6= 0, dostávame rovnos´ dvoh zlomkov, v ktorýh je sé-mantiky prvkami elementárnej algebry zapísané meranie dvoh objektov v rovnakýhjednotkáh miery. V ²kolskej praxi sú to naj£astej²ie d¨ºky, obsahy, objemy, hmot-nos´, £as, rýhlos´, �nanie, teplota. �aºisko práe u£ite©a spo£íva v identi�káii typuúmernosti a náviku algoritmu troj£lenky pri výpo£te priamej a nepriamej úmernosti.Pre malú £asovú dotáiu a ve©kú abstraktnos´ u£iva sa toto u£ivo nevraia spä´ ku



Meníme postoje študentov k výkonom v matematike na 2. stupni ZŠ 21zlomkom, ale prehádza hne¤ do etapy skúmania pomerov medzi d¨ºkami odpoveda-júih si strán vzoru a obrazu objektov v zhodnýh zobrazeniah v geometrii 7. ro£níkaZ�. Ak pre trojuholníky ABC a A'B'C' platí ºe:|AB| : |A′B′| = 1, |AC| : |A′C ′| = 1,
|BC| : |B′C ′| = 1 tak sú trojuholníky zhodné. Koe�ient k pre v²etky tri vz´ahy jerovný 1. Meranie m�ºeme zapísa´ aj ako úmeru |AB| : |A′B′| = 1: 1. Skúmajmeako sa zmenia oba trojuholníky ak budeme meni´ úmeru. Ak je k > 1 bude sa obraztrojuholníka zvä£²ova´. Ak je z intervalu 〈0, 1〉 bude sa obraz trojuholníka zmen²ova´.Ak je k = 1, tak m�ºeme skúma´ a popísa´ polohu vzoru a obrazu bez toho, abysa ih d¨ºky strán a ve©kosti uhlov menili. Hovoríme o súmernosti osovej, stredovejposunutí a rotáii. Poloºme si otázku. M�ºe by´ úmera aj záporná, ke¤ meriamereálne objekty? Ak hápeme zlomok ako £íslo raionálne a pomer ako zlomok, takrovnos´ dvoh pomerov v prípade rovno©ahlosti je príkladom abstrakie v geometriipre k < 0. Poukazuje na opa£nú orientáiu vzoru a obrazu vo£i stredu rovno©ahlosti.Pomoou pomeru k m�ºeme klasi�kova´ zobrazenia v ²kolskej matematike tak, akouvádza tabu©ka £. 1.Koe�ient k a zobrazenia v geometriiRovno©ahlos´ k ∈ (−∞,∞)Podobnos´ Zmen²enie k ∈ (0, 1) Zvä£²enie k ∈ (1, ∞)Zhodnos´ k = 1 Stredovásúmernos´ Osová súmer-nos´ Posunutie Oto£enieTabu©ka £. 1. Koe�ient k a zobrazenia v geometriiMatematiký projekt kolegov z Paríºa a Swenborgu [1℄ vyhádza v príprave budú-ih u£ite©ov matematiky pre Z� z numerikého kontextu zlomkov a skúmaním po-moou Cabri geometrie umoº¬uje objavi´ matematikú podstatu podobnosti.Skúmajme v²ak trojuholník ¤alej. Ak vyjadríme v pravouhlom trojuholníku predaný uhol α pomerom d¨ºky proti©ahlej odvesny a prepony (pri©ahlej odvesny a pre-pony), alebo pomer d¨ºok oboh odvesien, tak m�ºeme modelova´ goniometrikéfunkie sínus (kosínus) alebo tangens daného uhla α. Koe�ient pomeru k uº nebudelen raionálne £íslo, ale reálne £íslo, v prípade sínusu a kosínusu z intervalu <0, 1>,pre tangens a kotangens z intervalu (- ∞, ∞) okrem bodov nespojitosti.V pravouhlom trojuholníku m�ºeme pomerom vyjadri´ aj d¨ºky jeho odvesien avý²ky a tak odvodi´ Euklidove vety o vý²ke a odvesne, Pytagorovu vetu, prípadne skú-ma´ Tálesovu kruºniu. �íslo sa takto stáva reprezentantom geometrikého vz´ahu.Pojem zlomok a pomer dvoh £ísel sa takto postupne vinie u£ivom matematiky po£aselého ²túdia druhého stup¬a Z�, pri£om ani ºiai, ani budúi u£itelia si túto súvis-los´ bez upozornenia neuvedomujú. Nazdávame sa, ºe práve malé utvrdzovanie vnú-tornýh matematikýh vz´ahov po£as ²kolskej dohádzky podporuje vznik Rosnik-Clementovho efektu.Didaktiké stvárnenie u£ivaJedno z úsloví hovorí: Niektorí ©udia vydrºia dve minúty nedýha´, dva týºdne nepi´,mesia nejes´ a nieko©ko rokov � nerozmý²©a´. Na²ou snahou bolo podnieti´ ²tuden-tov u£ite©stva matematiky k tomu, aby za£ali aktívne rozmý²©a´ o moºnosti poda´



22 JAROSLAVA BRINCKOVÁu£ivo iným, netradi£ným sp�sobom. Zvýrazni´ väzby medzi jednotlivými £as´ami uºprebraného u£iva a da´ ºiakom podnety pre samostatné bádanie v matematike.V úvode kurzu Tvorivé dielne v matematike Z� sme vybrali ako základ skúma-nia tri tematiké elky. Z u£iva aritmetiky Zlomky, z u£iva algebry Lineárne rovniea z u£iva geometrie Trojuholník. Úlohou ²tudentov bolo v skupináh podrobne spra-ova´ teoretikú bázu a pojmovú mapu pre výklad u£iva v jednotlivýh ro£níkoh Z�.S grafmi a diagramami sa ºiai stretávajú pod©a J. P°íhonskej [5℄, uº od útleho veku.U©ah£ujú im klasi�káiu objektov. Pojmová mapa im umoºnila objavi´ prvé vz´ahyk ostatným £astiam u£iva matematiky v u£ebnýh osnováh.V ¤al²ej £asti sme ih nehali individuálne praova´ na detailnom a reálnomsenári vyu£ovaieho bloku. Vymedzi´ oblasti za ktoré zodpovedá u£ite© a za ktorézodpovedajú ºiai. Zisti´ oblasti (body), ktoré sú z metodikého h©adiska ´aºiskovépre osvojenie si danej problematiky. V analýze a priori sme diskutovali o moºnýhúskaliah a ´aºkostiah ºiakov. Poºadovali sme presné vymedzenie vzdelávaieho a vý-hovného ie©a. Nehali sme ²tudentov kolektívne uvaºova´ nad ih individuálnyminávrhmi a vybra´ pre realizáiu v triede ten, ktorý skupina ozna£ila ako najlep²í.K zvoleným �najlep²ím� návrhom ²tudenti vytvorili súbor úloh na previ£enie avypraovali pomoou dostupnýh informa£nýh tehnológií alternatívne ºiake pra-ovné listy. Ako matematiký projekt spraovali gradovanú sériu úloh na previ£eniea overenie vedomostí z nau£enej problematiky. Dve dvojie dobrovo©níkov sa po-dujali v rámi priebeºnej pedagogikej praxe vyskú²a´ v 9. ro£níku Z�, po dohovores vi£nými u£ite©kami, navrhnuté úlohy vo svojih senároh. Ostatní ²tudenti ih po-zorovali na priebeºnej praxi. Následná analýza odu£enýh hodín na seminári ukázala,ºe ºiai nehápu pomer a úmeru ako jednu z foriem £íselného zápisu zlomkov, ale akoizolované u£ivo. Pri skúmaní trojuholníka izolovali geometriu od aritmetiky a algebry.Zápis: O pravouhlýh trojuholníkoh ABC a A'B'C' platí: a : a'= b : b'=  : '= 1:2 = 1
2
nevedeli bez ná£rtku a rysovania pretlmo£i´ do jazyka geometrie. Podobnev tejto úlohe pomer a :  = a': '= 1

2
. Ur£i´ ve©kos´ prislúhajúeho uhla bolo premnohýh ºiakov problémom.Záver�tudenti v analýze a posteriori skon²tatovali platnos´ tvrdenia J Coufalovej [2℄, ºeprojektové vyu£ovanie v matematike je jednou z moºností organikého spojenia u£eb-nýh predmetov alebo zloºiek predmetu do kognitívnej a £innostnej oblasti. Kontinu-itu matematiké vzdelávania ovplyv¬uje pod©a A. Prídavkovej a I.Sholtzovej [4℄.Medzi ne m�ºeme v prvom rade zaradi´ vedomostnú úrove¬ ºiakov, osobné pos-toje ºiakov k vyu£ovaniu matematika a odbornú i pedagogikú erudíiu u£ite©ov.Vyuºitie informa£nýh tehnológií a internetu v prái u£ite©a dáva dos´ podnetov navlastné spraovanie obsahu u£iva matematiky tak, aby v úvode a v závere£nom opako-vaní tematikého elku sa ukázalo prepojenie oblastí matematiky a inýh predmetov.Zvý²ilo záujem ²tudentov o hlb²ie poznanie obsahu u£iva v r�znyh konepiáh u£eb-ní a práu s vlastným praovným listom.Literatúra[1℄ Alvez, Y, Chesné, J.P. , Jappelt, A: Úvod do podobnosti v geometrii. ProjektLOSSTT-IN-MATH. Sorates � Comenius 2.1, PISA: UNIPI, 2006



Meníme postoje študentov k výkonom v matematike na 2. stupni ZŠ 23[2℄ Coufalová,J.: Projektové vyu£ování. Nám¥ty pro u£itele. Praha: Fortuna, 2006,s.13, ISBN80-7168-958-0[3℄ Fishera,G., Malle,R.: �lovek a matematika. Bratislava: SPN, 1992[4℄ Prídavková, A., Sholtzová, I.: Matematiká edukáia v kontexte postupu ºiakaz primárneho na sekundárny stupe¬ vzdelávania. In: Matematika jako prost°edípro rozvoj osobnosti ºáka primární ²koly. Olomou: FP UP, 2006, s. 198. ISBN80-244-1311-6[5℄ P°íhonská,J.: Konstruktivismus v odhalování metody £íslování. In: Matematikajako prost°edí pro rozvoj osobnosti ºáka primární ²koly. Olomou: FP UP , 2006,s. 204. ISBN 80-244-1311-6Adresa autora:Do. RNDr. Jaroslava Brinková, CS.Katedra matematiky PF UMBRuºová 13974 11 Banská Bystriae-mail: jbrinkova�pdf.umb.sk



Struktura obrazu poj�ia matematyznegoThe struture of onept image of mathematialobjetBeata Bugajska - Jaszzoªt
Abstrat. This artile ontains disussion on a test arried out among students of a se-ondary shool. Analysis of students work led to identi�ation the onstitutive elements of theonept image of mathematial objet.Tworzenie poj�¢ matematyznyh uto»samiane jest w dydaktye matematyki zproesem, w efekie którego zostaj¡ one wª¡zone w system posiadanej przez uz¡egosi� wiedzy i wyra»a si� umiej�tno±i¡ stosowania ih w rozmaityh sytuajah zadan-iowyh. I ho¢, jak pisze J. Konior (2002, s.20), �zªo»ony proes dohodzenia przezumysª ludzki do poj�ia matematyznego i spey�ka tego proesu nadal kryj¡ wieletajemni�, to badania ostatnih dziesi�iolei wskazuj¡ na elowo±¢ ª¡zenia proesupoznawzego, w wyniku którego powstaje nowa wiedza, z sekwenj¡ nast�puj¡yhpo sobie etapów. W szzególno±i M. Hejny (1997, s. 17) wskazuje na wag� zaintere-sowania poj�iem (faza motywaji), dziaªa« prowadz¡yh do zdobywania do±wiad-ze« (etap modeli), które w efekie �wgl¡du� w poj�ie (podniesienie abstrakji)pozwalaj¡ wytworzy¢ intuiyjne powi¡zania fragmentu wiedzy w istniej¡ej siei pow-i¡za« poznawzyh (etap krystalizaji). W dydaktye matematyki �nalny produktnazywa si� �obrazem poj�ia� (por. �onept image�: D. O. Tall, S. Vinner, 1981),�konepj¡ poj�ia� (A. Sierpi«ska, 1985), �portretem poj�ia� (M. Hejny, 1997) lub�shematem� (E. Dubinsky, 1991, 2001). Konepja poj�ia matematyznego zwykletraktowana jest w literaturze, jako indywidualny twór, niewerbalny stowarzyszonymz nazw¡ poj�ia, wyra»aj¡y subiektywne wyobra»enia uz¡ego si�, jego wiedz� ido±wiadzenie. Na jej tworzenie si� maj¡ wpªyw, z jednej strony, indywidualne pref-erenje poznawze (C. Nosal, 1990), z drugiej, tre±i i metody pray nauzyiela, droginabywania oraz stosowania i komunikowania wiedzy o poj�iu przez dan¡ osob�.W j�zyku obiegowym i praktye szkolnej zwykle mówi si� o ksztaªtowaniu poje-dynzego poj�ia matematyznego, nie umiejsowionego w teorii. Zwykle dohodzi,jak mówi S. Turnau (1990, s. 226) do wytworzenia intuiyjnego obiektu my±lowego,któremu nadaje si� nazw�. W toku dalszej nauki po jego zde�niowaniu, w ra-mah okre±lonej teorii matematyznej, staje si� ono poj�iem matematyznym. Taswoista izolaja oraz niewystarzaj¡y poziom wiedzy, ±wiadomo±i metodologizneji do±wiadzenia matematyznego uzniów zyni proes ih ksztaªtowania skomp-likowanym.Do±¢ powierzhowna wiedza na temat proesu ksztaªtowania si� poj�¢ sprawia,»e z�sto w praktye dohodzi do wyboru elementów, jak si� powszehnie s¡dzikonieznyh dla tworzenia poj�ia � de�niji (w sformuªowaniu proponowanym przezautora aktualnie u»ywanego w szkole podr�znika), stowarzyszonyh z ni¡ elementów�sªownika� oraz sytuaji, potrzebnyh po to, aby wyja±ni¢ sens de�niowanego obiektu,b¡d¹ aby �gªadko� doprowadzi¢ do sformuªowania de�niji (wówzas dziaªania i takzorientowane s¡ na konkretn¡ de�nij�). W polu widzenia nauzyiela pozostaj¡ wi�jedynie niektóre elementy tworzonego poj�ia (patrz Zaª¡znik 1).



Struktura obrazu pojęcia matematycznego 25Powstaje pytanie:Czy znajomo±¢ tyh wybranyh elementów wystarza uzniowi do swobod-nego operowania poj�iem, funkjonowania w ró»nyh sytuajah, do któryh mog¡by¢ odnoszone ró»ne jego wªasno±i? Czy te elementy zapewniaj¡ wszehstronne,wieloaspektowe rozumienie poj�ia?W sformuªowaniu odpowiedzi posªu»� si� poj�iem kresu zbioru ogranizonegooraz wynikami obserwaji uzyskanymi w trakie bada« prowadzonyh w±ród uzniówlieum ogólnoksztaª¡ego, w szzegóªah prezentuj¡ spostrze»enia dotyz¡e kon-epji kresu zbioru ogranizonego posiadanej przez jednego z badanyh uzniów.Piotr - uze« klasy trzeiej osi¡gaj¡y bardzo dobre wyniki w naue, oeni-any przez nauzyiela matematyki, jako osoba szybko uz¡a si�, przyswajaj¡awiadomo±i z du»¡ ªatwo±i¡ i swobodnie wykorzystuj¡a je w ró»nyh sytua-jah zadaniowyh, braª udziaª (obok 120 innyh uzniów) w badaniah, w trakiektóryh analizie poddano zahowanie uzniów wobe ró»nyh sytuaji dotyz¡yhkresu zbioru ogranizonego. Znalazªy si� tu zadania prowokuj¡e ró»ne dziaªaniauznia, poz¡wszy od poleenia wyznazenia kresów danego zbioru, skonstruowa-nia zbioru o danyh warunkah, wyja±nienia etapów post�powania oraz rozumowa-nia w konkretnyh sytuajah, zy w ko«u rozstrzygania prawdziwo±i pewnyhwypowiedzi (z ró»nym udziaªem j�zyka formalnego i naturalnego) dotyz¡yh kresu.Rozwa»ane byªy zbiory sko«zone i niesko«zone, z ró»n¡ konstrukj¡ elementów,ró»nymi opisami zbioru, uporz¡dkowania zbioru oraz opisem porz¡dku zadanego wzbiorze, dopuszzaj¡e posªugiwanie si� j�zykiem naturalnym, wieloznaznym i kon-tekstowym, bez koniezno±i u»ywania spey�znej terminologii kresu, a» po zadaniawymagaj¡e odformalizowania zakodowanyh uprzednio informaji, zy te» posªugi-wania si� spey�znymi elementami �sªownika� zwi¡zanego z kresem.De�nij� kresu zbioru ogranizonego Piotr poznaª na lekji matematyki w pier-wszej klasie. Rozwa»ane byªy wówzas zbiory sko«zone, przedziaªy oraz zbiory utwor-zone z warto±i i¡gów monotoniznyh i ogranizonyh � sªowem zadania najz�±iejspotykane w podr�znikah i zbiorah zada« przeznazonyh dla uzniów lieum.W sytuajah znanyh z lekji matematyki radziª sobie bardzo dobrze, bez truduokre±laª »¡dane kresy. Posiadana przez Piotra wiedza okazaªa si� wystarzaj¡a dowyznazenia kresów przedziaªu, jako odpowiednio elementów otwieraj¡ego i zamyka-j¡ego przedziaª, np. w zadaniu:Do zbioru A nale»¡ lizby naturalne z przedziaªu (2,11).Zbiór C = {x ∈ N: x ∈ 〈1, 51
2
〉}.Uzupeªnij zdania:Kres dolny zbioru A jest równy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Kres górny zbioru C jest równy . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .Piotr okre±laª kresy zbioru warto±i i¡gu monotoniznego i ogranizonego, jakopierwszy wyraz i¡gu oraz grani¡ w niesko«zono±i, np. w sytuajiZbiór Kres dolny Kres górny
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}Postawiony w nowyh dla siebie sytuajah rozszerzaª zakres stosowalno±i wyt-worzonyh shematów post�powania, np. w zadaniu :Wyznaz, o ile istniej¡, kres górny i dolny zbioru
E = {x ∈ R : x = t− t2 ∧ t ∈< −4, 1 >} .Odpowied¹ uzasadnij.Kres dolny:...........................................................................................................



26 BEATA BUGAJSKA - JASZCZOŁTKres górny:...........................................................................................................Piotr bª�dnie wyznazaª kresy zbioru E, jako odpowiednie warto±i funkji nakra«ah przedziaªu okre±lono±i.W przypadku zbiorów utworzonyh z warto±i i¡gu, gdy kolejno±¢ elementów�listy� nie byªa zgodna z uporz¡dkowaniem naturalnym na osi lizbowej np.:
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}uze« dziaªania sprowadziª do poszukiwania �ko«owyh� elementów zbioruwidzianego na osi lizbowej. Niemo»no±¢ wskazania, w wyniku sko«zonyh zynno±iodpowiedniego elementu sprowokowaªa tez�, »e kres nie istnieje.Podobne zynno±i zaznazania �kolejnyh� elementów zbioru podejmowaª uze«poszukuj¡ kresów zbiorów utworzonyh z uªamków dziesi�tnyh, np.:C ={−1, 01;−1, 01001;−1, 010010001;−1, 01001000100001; ...}, zyD = {8,67(1); 8,67(2); 8,67(3); 8,67(4);...}, a niemo»no±¢ wykonania tej konstrukjiw sko«zonym zasie, prowokowaªy przekonanie, »e odpowiedni kres nie istnieje.Piotr nie potra�ª odwrói¢ i¡gu zynno±i zwi¡zanyh z wyznazaniem kresu iwykorzysta¢ ih przy konstrukji zbioru, który speªnia z góry okre±lone warunki, niewi¡zaª równie» porz¡dku z kresem. Nie dostrzegaª tego zwi¡zku nawet w znanyh sobiesytuajah, ale przywi¡zywaª wag� do kolejno±i elementów �listy�. Pytania o istnie-nie kresów zbioru uporz¡dkowanego relaja inn¡, ni» �≤�, np. w przypadku zbiorusko«zonego, w którym porz¡dek opisano grafem, zy w przypadku uporz¡dkowaniarelaj¡ podzielno±i, pozostaªy bez odpowiedzi.Piotr kojarzyª, a nawet uto»samiaª ze sob¡ poj�ia: ogranizono±¢, najmniejszyelement, kres. W sytuajah znanyh sobie, stosowaª �wypróbowane� na lekjahmatematyki sposoby post�powania. W nowyh, unikaª formalnego odwoªywania si�do okre±lenia kresu. W wypowiedziah podkre±laª, »e nie wie jak skorzysta¢ z jegode�niji (ho¢ poprawnie j¡ przytazaª) i wyra»aª przekonanie, i» niewiele mu onapomaga w sytuajah zadaniowyh. Nawet �sªownik� zwi¡zany z kresem, który poz-naª w trakie szkolnego proesu ksztaªtowania poj�ia okazaª si� nieu»ytezny. Wwypowiedziah Piotra brak byªo zwrotów j�zyka formalnego, z�sto za± pojawiaªo si�wyra»enie �ko«e zbioru�, maj¡y wiele znaze«, np.:� pierwszy (ostatni) element na �li±ie� w zapisie zbioru,� skrajnie poªo»ona lizba na osi lizbowej,� �ko«owy� fragment wykresu funkji.Przy ih u»yiu werbalizowaª swój sposób post�powania w sytuajah zadan-iowyh, a tak»e samo poj�ie - kres zbioru ogranizonego. Gdy mówiª o ogranizono±izbioru, to miaª na my±li naturaln¡ lizb� jego elementów, porz¡dek uto»samiaª znast�powaniem po sobie symboli. Sªownik uznia bogaty byª w �sªowa � kluze�, wrodzaju: �zbiór jest i¡giem�, �tu jest przedziaª�, �trzy kropki na ko«u�, �wykres d¡»y�,które sugestywnie harakteryzuj¡ jego sposób my±lenia. Dziaªania podejmowane przezuznia oraz sposób ih komunikowania determinowane byªy spey�k¡ danej sytuajii ±i±le zwi¡zane z jej osobliwo±iami. Jego wiedza dotyz¡a kresu, jako maªo elasty-zna, ±i±le wi¡zaªa si� z informajami zakodowanymi w ukªadzie symboli i znakówopisuj¡yh zbiór.



Struktura obrazu pojęcia matematycznego 27Posiadane przez Piotra shematy post�powania miaªy lokalny zasi�g. Uze« nieposiadaª umiej�tno±i radzenia sobie w nowyh sytuajah, �podhodzenia� do prob-lemów, sªowem nie byª wyposa»ony w strategie heurystyzne. Nie odwoªywaª si�równie» w momenie �utkni�ia� do de�niji, bo nie stanowiªa ona dla niego wykªadniwiedzy o poj�iu, któr¡ mógªby wykorzysta¢ w dziaªaniu, o wi�ej dla niego byªaona jedynie formalnym, ale konieznym jak s¡dziª dodatkiem.Rozwa»ania na lekjah matematyki wyª¡znie sytuaji podobnyh pod wzgl�demstruktury (spejalne zbiory, o któryh mowa wze±niej, domy±lnie podsuwany sposóbuporz¡dkowania zbioru) sprawiªy, »e uze« uto»samiª je z �obszarem� stosowalno±ipoj�ia, utrudniªy mu transfer zdobytej wiedzy na inne, ogólniejsze konteksty, st¡dbrak w ±wiadomo±i uznia zwi¡zków z innymi poj�iami i ubogie intuije, skojarzeniaoraz wyobra»enia.Z analizy zahowa« uznia wynika, »e wiedza, któr¡ Piotr otrzymaª na lekjahmatematyki, okazaªa si� nie wystarzaj¡a do funkjonowania w nowyh dla niegosytuajah. Na tle de�niji nie potra�ª samodzielnie wytworzy¢ tyh elementów, którezapewniªyby mu swobod� w operowaniu poj�iem.W zahowaniu Piotra istotnymi elementami byªy (patrz Zaª¡znik 2):� struktura sytuaji zadaniowyh, któr¡ wyznazyªy warunki szkolnej nauki okresie, a wi� zadania z poleeniem wyznazenia kresów zbioru, zbiory utwor-zone z warto±i i¡gu monotoniznego i ogranizonego oraz przedziaªy, a w nihporz¡dek naturalny ustalony domy±lnie (konteksty sytuayjne),� proedury post�powania, które powstaªy na lekji matematyki, w toku rozwa»a-nia spejalnie dobranyh zada«, byªy to shematy wyznazania kresów przedzi-aªu oraz zbiorów warto±i i¡gów monotoniznyh i ogranizonyh (narz�dziawykonawze),� skojarzenia kresu z �ko«em zbioru�, ogranizono±i zbioru ze sko«zono±i¡, auporz¡dkowania z kolejno±i¡ nast�powania symboli w opisie zbioru, wyobra»e-nia dotyz¡e zbioru uporz¡dkowanego zespolone z konkretno � realistyznieodbieran¡ konstrukj¡ na osi lizbowej (baza intuiyjno � skojarzeniowa),� j�zyk naturalny zwi¡zany z rozwa»anymi sytuajami, a nawet konkretnymiprzykªadami (aparat komunikowania)� de�nija kresu, jako nieodzowna, ale nieoperatywna skªadowa poj�ia (fakty).Uze« znaª de�nij� kresu, dobrze radziª sobie z rozwi¡zywaniem szkolnyh zada«,jednak pod zasªon¡ pozornie dobrze uksztaªtowanego poj�ia kryªy si� niepoprawneintuije, nieoperatywne shematy zahowania w sytuajah zadaniowyh.Porównanie efektów ksztaªtowania poj�ia � Zaª¡znik 2 z zamierzeniami nauzy-iela � Zaª¡znik 1, jednoznaznie wskazuje, »e s¡ one dalekie od zakªadanyh.Zapewne byªyby inne, gdyby w polu widzenia osoby formuªuj¡ej ele podej-mowanyh na lekji matematyki zabiegów dydaktyznyh byªy zarówno aspekty for-malne (fakty), jak i intuiyjne (baza intuiyjno � skojarzeniowa) danego poj�-ia, ró»norodne, a nie tylko wygodne konteksty sytuayjne, potenjalne sposobypost�powania, shematy, algorytmy i strategie heurystyzne (narz�dzia wykon-awze) oraz towarzysz¡e im sªowa (aparat komunikowania), a tak»e zale»no±i izwi¡zki z innymi poj�iami systemu, do którego ono przynale»y (elementy syste-mowe).



28 BEATA BUGAJSKA - JASZCZOŁTW przypadku poj�ia kresu zbioru ogranizonego o ostateznym ksztaªie jegokonepji deydowaªy w równym stopniu wszystkie wymienione powy»ej elementy.Tak¡ prawidªowo±¢ odnotowa¢ mo»na tak»e w przypadku innyh zªo»onyh po-j�¢ matematyki szkolnej, np. poj�ia graniy, zy poj�¢ rahunku ró»nizkowego iaªkowego. Wynika to bezpo±rednio z ih natury (powstaj¡ w wyniku nadbudowywa-nia jednyh nad drugimi), struktury logiznej okre±le« (z�sto s¡ to skomplikowanelogiznie de�nije) oraz tworzonyh, w wyniku zabiegów odformalizowania, niefor-malnyh elementów.W matematye szkolnej funkjonuj¡ równolegle z nimi i takie poj�ia, w konep-jah któryh dominuj¡ niektóre tylko skªadowe elementy. Tak jest ho¢by w przy-padku poj�ia warto±i bezwzgl�dnej. Ubogiej skªadowej intuiyjno � skojarzeniowej(wyobra»enia zwi¡zane wyª¡znie z odlegªo±i¡ na osi lizbowej) odpowiadaj¡ ele-menty formalne, któryh znajomo±¢ wystarza uzniowi do funkjonowania w wielusytuajah zdaniowyh.W przypadku konepji poj�¢ elementarnyh (zob. Z. Krygowska, 1977, s.7) (np.prostok¡ta, prostopadªo±ianu i innyh), b�d¡yh rezultatem spontaniznej akty-wno±i poznawzej uznia, wspóªistniej¡ ze sob¡: uboga skªadowa formalna orazrozbudowane znazenie kontekstowe oraz elementy wyobra»eniowo � skojarzeniowe.Funkjonowanie w wi�kszo±i sytuaji zadaniowyh zapewniaj¡ poprawne intuije ge-ometryzne, a niekiedy wyª¡znie umiej�tno±i posªugiwania si� symbolami (w sytu-ajah dotyz¡yh pola, zy obj�to±i).�Rozkªad� elementów tworz¡yh konepje poj�ia, jak wynika z powy»szej, po-bie»nej analizy mo»e by¢ zró»niowany. Nie to jednak ma dla praktyki nauzania za-sadnize znazenie, ale ih znajomo±¢ tyh»e elementów. Wiedza ta pozwala nauzy-ielowi rozpozna¢ z jednej strony sytuaje dydaktyzne, które wyzwalaj¡ i ugrun-towuj¡ bª�dne intuije, reguªy operowania poj�iem, niewªa±iwe sugestie j�zyka �sªowem potenjalnyh �nosiieli� bª�dów, elem ogranizenia ih funkjonowania, zdrugiej za± te, które sprzyjaj¡ tworzeniu nieformalnyh elementów, m.in. skojarze«,intuiji, zgodnyh z sensem nadanym im przez de�nije, na któryh byªoby wskazanebudowanie konepji.Analiza zahowania Piotra opisana w niniejszym artykule pokazuje konsekwenjezaniedbania tworzeniu obrazu poj�ia jakiejkolwiek skªadowej.Pojawia si� wniosek, »e elementy:� baza intuiyjno � skojarzeniowa� fakty� narz�dzia wykonawze� elementy systemowe� aparat komunikowania� konteksty sytuayjne� mo»na traktowa¢, jako �wspóªrz�dne� konepji poj�ia matematyznego, któreb�d¡ wyznaza¢ kierunki jego tworzenia si� w umy±le uz¡ego si�, sprzyja¢kontroli i korygowaniu bª�dnie wytworzonyh konepji.
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The goal of a mathematial problem for the authorand the reipientMonika CzajkowskaAbstrat. We know that there is no mathematial eduation without the at of solvinga task. Eah of mathematial problems should evoke desirable behaviour and ations of astudent. Espeially, the goal of mathematial problem is: to pass on spei� mathematialontents, to show heuristi strategies, to teah reading of mathematial text, to design ma-thematial models, to train mathematial e�ieny. In my paper I will show some problemswhih are onneted with reognize a goal of mathematial problem by students from a se-ondary shool.1. Cel zadania matematyznegoKa»de zadanie, które wybieramy, formuªujemy albo rozwi¡zujemy, ma wywoªa¢po»¡dane zahowania uznia i doprowadzi¢ do zmian w jego my±leniu i dziaªa-niu. W szzególno±i naszym elem mo»e by¢: 1)przekaz okre±lonyh tre±i mate-matyznyh; 2)prezentaja lub stosowanie strategii i tehnik heurystyznyh, rozwi-janie okre±lonyh aktywno±i, np. posªugiwania si� znanym shematem, uogólnianiaprzykªadów, dostrzegania prawidªowo±i, analogii, przeprowadzania prostyh rozu-mowa«; 3)rozumienie tekstu, ksztaªenie umiej�tno±i zapisu informaji w okre±lonymj�zyku, jej kodowania i odzytywania, posªugiwania si� terminami lub symbola-mi; 4)stworzenie odpowiedniego modelu matematyznego dla rozwi¡zania prob-lemów pozamatematyznyh, badania tego modelu, interpretowania i konkretyzowa-nia uzyskanyh wyników, 5)ksztaªenie okre±lonyh sprawno±i, np. rahunkowyh.Na el zadania mo»na patrze¢ z punktu widzenia trzeh osób:- autora zadania, zyli jego twóry (Zadanie "mówi" o stosunku autora do zadania,do matematyki (przeie» te, a nie inne tre±i wybraª), o znazeniu rozwa»anego ma-teriaªu, metody rozwi¡zywania, zwraa uwag� sw¡ form¡ j�zykow¡ (±isªo±¢, symbo-lizno±¢, atrakyjno±¢), a tak»e prowokuje (lub nie) do dziaªania. Autor osadziª tre±imatematyzne w odpowiednim kontek±ie realistyznym lub pozbawiª je takiego kon-tekstu, tworz¡ zadanie posªu»yª si� j�zykiem zysto matematyznym, symboliznymalbo potoznym, niekiedy u»yª spejalnyh znaków zy koloru (np. dla okre±lenia stop-nia jego trudno±i), zamie±iª rysunek (który mo»e peªni¢ ró»ne role, np. by¢ zapisemtekstu zadania, wskazówk¡ heurystyzn¡, ozdobnikiem) lub nie, stworzyª zadaniezamkni�te, z jednoznazn¡ odpowiedzi¡ i tak¡ ilo±i¡ danyh, jaka jest konieznadla podania tej odpowiedzi lub otwarte, zyli takie, w którym wyst�puje nadmiar lubniedobór danyh, lub w którym mo»liwe s¡ ró»ne kierunki dedukji i ró»ne poprawnewnioski, wreszie umie±iª zadanie w odpowiednim miejsu w podr�zniku lub zbiorzezada« (zob. Jaobson 1989, Czajkowska 2005));- nauzyiela, który jest wielokrotnie jednoze±nie odbior¡ zadania (poniewa»otrzymuje od autora gotowe zadanie) i nadaw¡ (najz�±iej to on wybiera danezadanie spo±ród wielu zada« z podr�znika zy zbioru, polea je uzniom do rozwi¡za-nia i poprzez rozwi¡zanie zadania he zrealizowa¢ okre±lone ele nauzania);- uznia, zyli odbiory zadania, który he odzyta¢ intenje nadawy ipost�powa¢ zgodnie z ozekiwaniami autora zadania i nauzyiela, lub wybierazadanie, h¡ naby¢ okre±lone umiej�tno±i.



32 MONIKA CZAJKOWSKA2. Trudno±i uzniów z okre±leniem elu zadaniaWªa±iwa komunikaja nast¡pi wtedy, gdy adresat (uze«, nauzyiel) trafnie od-zyta i zrozumie tre±¢ zadania oraz zinterpretuje informaje w nim zawarte (zob.Czajkowska 2003, 2005). Nauzyiel posiadaj¡y przygotowanie dydaktyzne orazdo±wiadzenie heurystyzne ªatwiej "odzyta" intenje autora, okre±li el, jakiemumo»e sªu»y¢ rozwi¡zywanie konkretnego zadania matematyznego, umieszzonegow danym miejsu podr�znika, b¡d¹ zbioru zada«, ni» uze« szkoªy podstawowej,gimnazjum lub szkoªy ±redniej. Uze« z�sto (jak pokazuje praktyka) s¡dzi, »e hodzio jak najszybsze uzyskanie odpowiedzi na postawione w tek±ie zadania pytanie,wyniku b�d¡ego konkretn¡ lizb¡. Niekiedy nie rozumie intenji autora, które naglesi� zmieniaj¡.Dla praktyki nauzania jest wa»ne, by uze« oraz nauzyiel (tak»e adresat zada«formuªowanyh w podr�zniku) trafnie "odzytali" el zadania, z którym si� spotkaj¡.Je±li odzytaj¡ go niewªa±iwie, wówzas zadanie mo»e utrai¢ sens ksztaª¡y, anawet przynie±¢ szkod�. Równie istotne jest aby uze« wªa±iwie zinterpretowaª in-formaje podane w zadaniu. Ró»ne interpretaje tekstu, ±wiadome b¡d¹ nie, narzu-anie dodatkowyh warunków (niekiedy nawet w zadaniah zysto matematyznyh,w któryh takie post�powanie jest niedopuszzalne), wielokrotnie powoduje, »e uze«rozwi¡zuje zupeªnie inne zadanie ni» to, które otrzymaª. Forma prezentaji tre±i (azwªaszza zabiegi redakyjne i rysunki), j�zyk, zy stosowane przez autora konwenjedotyz¡e formuªowania i rozumienia tekstu, mog¡ pomó uzniowi w "odzytaniu"elu zadania i interpretaji zawartej w nim informaji, lub przeiwnie -spowodowa¢,»e el b�dzie mglisty, a interpretaja informaji - niejednoznazna. Brak umiej�tno±i"odzytywania" elu zadania i interpretowania informaji w nim zawartej, rodzi trud-no±i w uzeniu si�, a sama matematyka staje si� dla uznia niezrozumiaªa. Rodzi si�pytanie: zy uzniowie szkoªy ±redniej posiadaj¡ powy»sze umiej�tno±i? Popatrzmyz tego punktu widzenia na kilka zada« i ih rozwi¡zania podane przez uzniów.Przykªad 1.Uzniowie I klasy lieum, w trakie omawiania zagadnie« dotyz¡yh geometriianalityznej otrzymali nast�puj¡e zadanie. Pohodziªo ono z podr�znika do naukimatematyki, z którego uzniowie korzystali na lekjah.�W trójk¡ie ABC dane s¡ →
AB = ~c, →

BC = ~a, →
CA = ~b. Nieh M, N, P b�d¡odpowiednio ±rodkami boków BC, AC, AB. Wyka», »e →

AM +
→

BN +
→

CP = 0.Wskazówka: Co mo»esz powiedzie¢ o wektorze →
a +

→
b +

→
c ?�Nauzyiel od razu domy±li si� intenji autora �hodzi o analiz� informaji, orozwijanie umiej�tno±i dowodzenia, o wybór najefektywniejszej i najszybszej drogirozwi¡zania problemu. Posªu»enie si� wskazówk¡ ma ukierunkowa¢ my±lenie uznia,by¢ dla niego rad¡ na jakie fakty zwrói¢ uwag�, z zego warto skorzysta¢. Dla nauzy-iela jest niemal ozywiste, »e praa nad zadaniem ma prowadzi¢ do rozwijania wielurodzajów aktywno±i my±lowyh uznia, które b�d¡ go przygotowywaªy do matem-atyznego podhodzenia do problemów teoretyznyh.Rys. 1 zawiera rozwi¡zanie podane przez Kub�:Podana przez autora wskazówka w »aden sposób nie pomogªa hªopu w odzyta-niu elu zadania, lez wr�z przeiwnie -spowodowaªa, »e staª si� on dla niego jeszzebardziej mglisty. Kuba rozpatrywaª zadanie w kontek±ie w jakim ono wyst�powaªo.Rozdziaª podr�znika, w którym zostaªo zadanie umieszzone, wze±niejsze zadaniadotyz¡e dziaªa« na wektorah, gdy dane byªy ih wspóªrz�dne, wyznazanie dªugo±iwektorów, itd. oraz temat lekji �wektory w ukªadzie wspóªrz�dnyh�, spowodowaªy,
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»e uze« uznaª, i» koniezne jest umieszzenie wektorów w ukªadzie wspóªrz�dnyh.Nie rozumiej¡ elu i sensu wskazówki "odzytaª" j¡ nie jako pomo od autora wodnalezieniu drogi dowodu, lez jako kolejne poleenie. W trakie prezentaji in-nego rozwi¡zania zadania, a tym samym i innego dowodu, hªopie stwierdziª, »e�tak dodaje si� wektory na �zye, a na matematye nale»y je umie±i¢ w ukªadziewspóªrz�dnyh�.Przykªad 2.Uzniowie II klasy lieum, na lekji dotyz¡ej ±redniej arytmetyznej, modalneji mediany, najpierw rozwi¡zywali zadania typu:�Obliz ±redni¡ arytmetyzn¡, mod� i median� danyh lizb:2,3,4,4,4,4,4,6,8,10,10.�,a nast�pnie takie, w któryh o prawda, sytuaja dotyzyªa ±wiata realnego, ale zpunktu praktyznyh zastosowa« byªa bezsensowna, poleenie za± brzmiaªo �wyznazarytmetyzn¡, mod� i median��. Oto przykªad takiego zadania:�W przedsi�biorstwie drogowym TRAKT zbadano praowników, ze wzgl�du nailo±¢ spó¹nie« do pray. Wyniki zwiera tabelaIlo±¢ spó¹nie« 0 1 2 3 4 5Lizba praowników 4 2 6 10 2 3a) Wyznaz ±redni¡ arytmetyzn¡.b) Podaj dominant� wyników.) Podaj median� wyników�.W ka»dym przypadku rozwi¡zanie zadania ogranizaªo si� do wyznazeniaodpowiednih parametrów. Nale»y zauwa»y¢, »e hoia» fabuªa zadania drugiegodotyzyªa zagadnienia pohodz¡ego ze ±wiata realnego, to jego elem byªo wyko-nanie oblize« rahunkowyh. Uzniowie lizyli konkretne, jawnie wskazane parame-try, któryh potem nie interpretowali, ani te» nie zastanawiali si� nad ih sensem.Nast�pnie zaproponowano uzniom nast�puj¡e zadanie:



34 MONIKA CZAJKOWSKA�Zbadano wzrost kandydatów do reprezentaji szkoªy w rozgrywkah sportowyh,a wyniki zawarto w tabeli:Wzrost w m 176 178 179 180 182 183 185 189 190Lizba kandydatów 3 5 9 1 10 1 1 4 1Wyznaz ±redni¡ arytmetyzn¡, dominant� i median� wzrostu kandydatów.Wyniki zinterpretuj. Która z miar, twoim zdaniem, najlepiej harakteryzuje tenzestaw wyników?�Kasia w wyniku oblize« i pomyªki otrzymaªa: x̄ = 704, 78, D=182, Me=180.Poproszona o interpretaj� powiedziaªa: ��rednia wzrostu w badanej grupie wyniosªa704,78 m, dominanta 182 m, mediana 180 m�. Na ostatnie pytanie odpowiedziaªa,»e �najlepsz¡ miar¡ jest dominanta, bo 182 �stoi� na ±rodku�.Nale»y zauwa»y¢, »e dla uzenniy najistotniejsze byªy dane lizbowe zamieszzo-ne w tabele i parametry, które nale»aªo wyznazy¢, a tak»e wyniki ko«owe (rozu-miane jako konkretne lizby). Nie wa»ne byªy natomiast obiekty harakteryzowaneprzez te lizby. Kasia d¡»yªa do jak najszybszego uzyskania wyniku b�d¡egokonkretn¡ lizb¡. Byªa przekonana, »e najwa»niejszy jest rahunek; nie potra�ªaoeni¢ poprawno±i uzyskanyh wyników, ani z punktu ih realnego odniesienia, anipowoªuj¡ si� na odpowiedni¡ teori� matematyzn¡ i nie d¡»yªa do takiej oeny.Nale»y zauwa»y¢, »e podr�zniki i zasami lekje zapeªnione s¡ zadaniami, w któryhdo autentyzno±i danyh lizbowyh nie przywi¡zuje si� wagi. Wielokrotnie »yiowos¡ one bezsensowne. Uzniowie rozwi¡zuj¡ takie zadania, otrzymuj¡ informaj�, »enajistotniejszy jest rahunek, a nie zastosowanie matematyki. I w takiej konwenjiformuªuj¡ odpowiedzi.Gdy uzniowie nie rozumiej¡ intenji nauzyiela i elu zadania, które nagle si�zmieniaj¡ s¡ zdezorientowani; poprzednio tak dziaªali i byªo dobrze, teraz robi¡ taksamo i jest ¹le.3. PodsumowanieNie ka»dy uze« posiada umiej�tno±¢ okre±lenia wªa±iwego elu zadania matematy-znego. Tego trzeba uzy¢. Wydaje si� istotne podejmowanie takih dziaªa«, któresprzyjaªyby budowaniu w my±li uznia struktury (ukªadu relaji) sytuaji opisanejtekstem zadania. Gdy taka struktura nie powstanie, wtedy nie b�dzie on w stanieodzyta¢ wªa±iwego elu zadania, poprawnie oeni¢ wagi poszzególnyh sªów, a wkonsekwenji samodzielnie rozwi¡za¢ zadania.Pobie»na lektura tekstu lub jedynie spojrzenie na zadanie, pozwala na okre±le-nie warto±i i przydatno±i pojedynzyh sªów lub aªyh wyra»e« wyst�puj¡yh wzadaniu dla realizaji elu zadania. To powoduje, »e uzniowie przypisuj¡ im ró»n¡wag�. Dla tyh, dla któryh najistotniejszy jest rahunek, opis sytuaji jest zb�dny,nieistotny. Równie» poleenia typu �zinterpretuj� nie s¡ wa»ne, nie s¡ przeznazonedo zapami�tania i wykonania, o skutkuje aªkowitym ih pomini�iem. Z reguªy iuzniowie inazej okre±laj¡ el zadania ni» nauzyiel. Rozbie»no±i w postrzeganiutego elu powoduj¡, »e osoby uz¡e si� nie dostrzegaj¡ i nie rozumiej¡ powodównegatywnej lub ni»szej ni» ozekiwana oeny zadania (przeie» otrzymali wynik). Torodzi znieh�enie, brak zainteresowania zadaniami o podobnej strukturze i blokadytypu emojonalnego, o w dªu»szym okresie zasu skutkuje przeniesieniem negaty-wnyh uzu¢ na przedmiot nauzania.



The goal of a mathematical problem for the author and the recipient 35�By¢ uzniem� to by¢ uzniem aktywnym; tego z�sto ozekuje nauzyiel. Niewidz¡ elu i nie rozumiej¡ intenji nauzyiela uzniowie rozwi¡zuj¡ zadania tak,aby jak najszybiej otrzyma¢ wynik ko«owy. Wydaje si� zatem istotne, aby niekiedypyta¢ uzniów jak s¡dz¡ jaki jest el tego zadania, jak s¡dz¡ dlazego nauzyielpoleiª rozwi¡za¢ akurat to zadanie, a tak»e proponowa¢ uzniom takie zadania, którewymagaj¡ jedynie interpretaji wyników, odniesienia do realnej rzezywisto±i lubporównania kilku rozwi¡za«.Literatura[1℄ Czajkowska M.: 2005, Warto±i motywayjne zada« matematyznyh,Wydawnitwo Akademii �wi�tokrzyskiej, Kiele[2℄ Czajkowska M., 2003, Mathematial Task as a Linguisti Message (students'interpretation of the author's intention), Proeedings edited by Jarmila Novotná,International Symposium Elementary Maths Teahing (SEMT'03), Praga, s.51-56.[3℄ Jakobson R., 1989, W poszukiwaniu istoty j�zyka, Pa«stwowy InstytutWydawnizy, Warszawa.Adresa autora:Monika Czajkowska, DrAkademia �wi�tokrzyskaInstytut Matematykiul. �wi�tokrzyska 1525-406 KielePolande-mail: monika.zajkowska�pu.kiele.pl



O kvalite vzdelávaieho softvéruRadovan Engel
Abstrat. The paper deals with the ategory of quality of learning software in mathematiseduation. It also introdues espeially one ommon way to measure the quality of suh asoftware using atalogs of riteria. Some important riteria of quality are desribed too.ÚvodModerné trendy vo vzdelávaní, ktoré odráºajú globálny rozmah informa£nýh a ko-munika£nýh tehnológií (IKT) a nahádzajú významné uplatnenie pri eloºivotnomvzdelávaní zamestnanov mnohýh �riem, v ²tátnej správe a aj vo vysoko²kolskej sféresú v sú£asnosti známe pod názvom e-learning. Záujem o e-learning neustále rastiea prejavuje sa aj na ²koláh niº²íh stup¬ov. Základné predpoklady pre integrovaniee-learningu do vzdelávaieho proesu na základnýh a strednýh ²koláh sú v sú£as-nosti splnené. Ve¤ kvalitnou výpo£tovou tehnikou vybavené a na internet pripojenépo£íta£ové miestnosti uº nie sú zvlá²tnos´ou ani na men²íh ²koláh. Uvedomujú simoºnosti, ktoré m�ºu IKT prinies´, sa zvaºuje ih zmysluplné a ú£inné vyuºívaniena plnenie vyu£ovaíh ie©ov jednotlivýh predmetov, samozrejme aj matematiky.V súvislosti s takýmto vyu£ovaním matematiky sa otvára elý rad súvisiaih problé-mov a otázok. Významná je predov²etkým otázka kvality, ktorá má rozhodujúi podielna vyuºití poteniálu IKT. Problematika kvality vzdelávaieho softvéru je rozsiahlaa preto sa budeme venova´ len niektorým jej aspektom.Vzdelávaí softvérAko prvé je potrebné vymedzi´ práve pojem vzdelávaí softvér. V literatúre sa moºnostretnú´ s r�znymi de�níiami tohto pojmu. Baumgartner [1℄ harakterizuje vzdelá-vaí softvér ako program, ktorý bol vyvinutý a naprogramovaný ²peiálne pre jasneur£ené vzdelávaie ú£ely. V takomto programe pritom vidí realizáiu ur£itej didak-tikej konepie, ktorej predmetom je konkrétny vzdelávaí obsah a je orientovaná nanejakú via alebo menej de�novanú ie©ovú skupinu. Pod©a neho je vo vzdelávaomsoftvéri hlavný ú£el jeho pouºitia rozhodujúim sp�sobom autormi dopredu ur£ený.M�ºe ís´ o u£enie sa novým poznatkom priamym sprostredkovaním informáií, formousimuláie, prípadne hry alebo napríklad o previ£ovanie vedomostí.V sú£asnosti existuje mnoho aplikáií, ktoré moºno vyuºi´ pri vyu£ovaní matem-atiky. Od jednoduhýh programov zameranýh len na malé elementy u£iva a prís-tupnýh zvä£²a zadarmo, aº po komer£né softvérové aplikáie, ktoré pokrývajú elétematiké elky. Vývoju matematikýh výu£bovýh programov sa od 90. rokov min-ulého storo£ia venujeme aj na Oddelení didaktiky matematiky Ústavu matematikýhvied Prírodovedekej fakulty UPJ�. V minulosti sa na tvorbu výu£bovýh programovvyuºíval autorský systém LinkWay od �rmy IBM, v sú£asnosti je to autorský systémToolbook Instrutor od �rmy SumTotal Systems. Na tvorbe spomenutýh komer£nýhvzdelávaíh programov sa podie©ajú zvy£ajne elé tímy odborníkov a sú distribuo-vané naj£astej²ie formou optikýh médií. Medzi profesionálne po£íta£ové �rmy, ktorésa v �eháh a na Slovensku venujú produkii takéhoto matematikého vzdelávaieho



O kvalite vzdelávacieho softvéru 37softvéru patria napríklad Langmaster, Terasoft, Matik, ... . V krajináh západnej Eu-rópy je trh v oblasti vzdelávaieho softvéru e²te rozvinutej²í a ponuka produktov jeomnoho bohat²ia.Pokia© ide o vyuºívanie vzdelávaieho softvéru pri vyu£ovaní matematiky, jepotrebné si uvedomi´, ºe je závislé od mnohýh faktorov. Predov²etkým je to didak-tiká konepia vyu£ujúeho, jeho skúsenosti s vyuºívaním zvoleného vzdelávaiehosoftvéru a sp�sob ako program vo vyu£ovaní nasadí. �alej je to elková atmosfératriedy, ale aj jej momentálna klíma, skúsenosti jednotlivýh ºiakov s u£ením sa, a tieºs po£íta£om podporovaným vyu£ovaním a v neposlednom rade aj samotný obsahvzdelávania, jeho náro£nos´ a ²pei�ká. Na efektívnos´ pouºívaného programu pridosahovaní vzdelávaíh ie©ov teda významne vplývajú zvlá²tnosti u£ite©a, ºiakovaj u£iva. Vzdelávaí softvér je síe so�stikovaným u£ebným prostriedkom, nep�sobínapriek tomu nezávisle na u£ebnýh situáiáh.V prípade vzdelávaieho softvéru sa v²ak £asto stáva, ºe kvantita ide na úkorkvality. Navy²e vzdelávaí softvér vytvorený ²peiálne pre vyu£ovanie matem-atiky a prisp�sobený u£ebným osnovám a u£ebným prostriedkom je zriedkavý. Tolen komplikuje situáiu u£ite©ov matematiky snaºiaih sa o vhodné za£lenenietakéhoto vzdelávaieho softvéru do vyu£ovaieho proesu a £asto býva d�vodom ihnegatívneho prístupu k vyuºívaniu vzdelávaíh programov na hodináh matematiky.Z toho d�vodu by medzi kompetenie u£ite©ov matematiky okrem shopnosti efek-tívne vyuºíva´ nejaký vzdelávaí softvér mali patri´ aj shopnosti kritiky zhodnoti´program ur£ený na podporu vyu£ovania matematiky a vybra´ si z ponuky dostupnýhaplikáii vhodný program s oh©adom na dosiahnutie vyu£ovaíh ie©ov.Reenzia ako metóda hodnotenia vzdelávaieho softvéruExistujú viaeré sp�soby hodnotenia vzdelávaieho softvéru. Beºnou metódou súreenzie, v ktorýh reenzent, zvy£ajne odborník v danej oblasti, na základe svo-jih skúseností s jeho pouºívaním softvér predstavuje, opisuje a hodnotí. Zvy£a-jne poukazuje na kladné stránky, ale aj nedostatky programu, navrhuje perspek-tívne moºnosti jeho vylep²enia, porovnáva program s podobnými produktmi na trhua niekedy aj dáva rady a námety na vyuºívanie hodnotenej aplikáie vo vyu£ovaní.Charakteristikým znakom reenzií je ur£itá miera subjektivity a preto sa od nihneo£akáva úplný opis obsahu a moºností daného softvéru, ani �objektívne� posúdenie.Úloha u£ite©a vyberajúeho si vhodný vzdelávaí softvér na základe reenzie potomspo£íva v spraovaní subjektívnyh skúseností a názorov autora reenzie a posúdeníd�leºitosti vymenovanýh pozitív a negatív. Treba si tieº uvedomi´, ºe nie v²etkyelementy, ktoré reenzent uvádza ako nedostatky programu, bude rovnako vníma´ aju£ite©. Napríklad hýbajúe ozvu£enie aplikáie a nahovorenie textov m�ºe reenzentpovaºova´ za váºny nedostatok. U£ite©, ktorý plánuje vyuºíva´ softvér v po£íta£ovejmiestnosti s reproduktormi to v²ak m�ºe bra´ dokona ako ur£itú výhodu. Ve¤ zvukyprogramu by po£as vyu£ovania mohli p�sobi´ ru²ivo a bolo by ih aj tak potrebnévypnú´.Hodnotenie vzdelávaieho softvéru pomoou zoznamu kritérií�al²ou moºnos´ou na hodnotenie vzdelávaieho softvéru je pouºitie kritérií kvality.Najpouºívanej²ím nástrojom hodnotenia zaloºeným na týhto kritériáh sú tzv. zoz-namy kritérií. Ih vyuºívanie je pritom pevne viazané na nejakú typológiu vzdelá-vaieho softvéru. Iný zoznam kritérií si totiº vyºaduje program sprístup¬ujúi nové



38 RADOVAN ENGELpoznatky formou simuláie a iný aplikáia na previ£ovanie algoritmikýh úloh. �ímje príslu²ná typológia prepraovanej²ia, tým ú£innej²ie je potom pouºitie zoznamukritérií. Pri vyhodnoovaní výu£bového softvéru takýmto sp�sobom moºno rozlí²i´²tyri fázy. V prvej fáze ide o výber a sformulovanie kritérií kvality. V druhom krokusa tieto kritériá operaionalizujú formuláiou výkonovýh ²tandardov. Konkrétne vy-hodnoovanie predstavuje tretiu fázu. Zhrnutie výsledkov hodnotenia je obsahomposledného ²tvrtého kroku.Kritéria kvality vyjadrujú, ktoré prvky povaºujú ih tvorovia z h©adiska kval-ity produktu za najd�leºitej²ie a ur£itým sp�sobom tak dávajú odpove¤ na otázku,£o je pod©a nih kvalitný vzdelávaí softvér. Na Oddelení didaktiky matematikyna²ej fakulty zastávame názor, ºe obsah vzdelávaieho programu je najvýznamne-j²ím kritériom kvality. Je preto aj prvou poloºkou medzi kritériami kvality, ktoré nana²om praovisku povaºujeme za k©ú£ové:1. Obsah a jeho didaktiko-metodiké spraovanie � Obsah vzdelávaiehosoftvéru by mal vyhádza´ z platnýh u£ebnýh osnov príslu²nýh tematikýhelkov matematikého u£iva. Ako bolo spomínané vy²²ie, je takáto poºiadavkana vzdelávaie programy splnená zriedkavo. Spraovaný vzdelávaí obsah bymal by´ výsledkom d�slednej logiko-didaktikej analýzy daného u£iva, ktoráby mala zoh©ad¬ova´ vek ie©ovej skupiny, psyhologiké poºiadavky aj ²pei-�ká vzdelávaieho prostredia v programe. Vzdelávaí softvér by mal by´ navy²edoplnený dokumentáiou, ktorá by sa okrem tehnikýh záleºitostí venovala ajmetodike jeho vyuºívania. Uºito£né by boli tipy ako vhodne nasadi´ aplikáiuvo výu£be, prípadne aj rozpraované návrhy vyu£ovaíh hodín.2. Interaktivita � Matematika sa v porovnaní s ostatnými vyu£ovaími pred-metmi vyzna£uje vy²²ou mierou abstraktnosti. Mnohé pojmy, s ktorými saºiai stretávajú, sú £asto náro£né na predstavivos´ a vyºadujú od nih ve©kúdávku abstrakie. To m�ºe sp�sobova´ problémy men²ím de´om a slab²ím ºi-akom. Softvér by mal preto vytvára´ prostredie, ktoré osvojovaný pojem nie-len vhodne vizualizuje, ale umoº¬uje aj experimentovanie. �iai by mali ma´moºnos´ aktívne skúma´ vlastnosti daného matematikého pojmu a jeho vz´ahyso súvisiaimi pojmami.3. Pomo a spätná väzba � Po£as proesu u£enia sa dohádza k r�znym situá-iám, v ktorýh ºiak potrebuje pomo. Potrebu pomoi si naj£astej²ie uvedomía zvy£ajne ju aj vyh©adá vtedy, ke¤ dostane spätno-väzbovú informáiu o svo-jej neúspe²nosti. Pomo mu m�ºe poskytnú´ u£ite©, rodi£, spoluºiak, ale ajvzdelávaí program. V prípade softvéru je d�leºité, aby i²lo o ielenú a oper-atívnu pomo na základe rozhodnutia u£iaeho sa. V prípade matematikéhovzdelávaieho programu sa nám ako vhodná javí odstup¬ovaná pomo, ktoráºiakovi hne¤ neposkytne hotový algoritmus rie²enia príslu²nej úlohy, ale sa hoprimerane formulovanými tipmi snaºí najprv privies´ k samostatnému vyrie²e-niu problému. Aj napriek pokusom o implementáiu prvkov umelej inteligeniedo niektorýh vzdelávaíh aplikáií nedokáºe poskytnú´ po£íta£ takú úrove¬pomoi ako skúsený pedagóg. Zastávame preto názor, ºe by vzdelávaí programmal v prípade vy£erpania v²etkýh moºností pomoi odporu£i´ u£iaemu sa,aby sa obrátil na svojho u£ite©a.4. Ovládanie a navigáia � Softvér by mal by´ ovládate©ný jednoduho a in-tuitívne. Snahou je minimalizova´ £as potrebný na zvládnutie ovládania pro-gramu. Navigáia má umoº¬ova´, ºe uºívate© v kaºdom okamihu vie, kde sa



O kvalite vzdelávacieho softvéru 39nahádza a má tieº poit, ºe sa m�ºe aplikáiou pohybova´ pod©a svojih pred-stáv.5. Vizuálne spraovanie � Pouºitie gra�kýh prvkov a multimédií má vovzdelávaom softvéri plni´ sk�r pomonú funkiu k obsahu. Multimédiá súú£inné pri udrºiavaní pozornosti ºiakov, napríklad prostrednítvom animovaniastereotypnýh, uº dostato£ne osvojenýh algoritmov, akými m�ºe by´ úpravavýrazov, £i rie²enie rovní.Pri formulovaní výkonovýh ²tandardov moºno pouºi´ nasledujúi model pozostá-vajúi z troh stup¬ov poºiadaviek:� Prvá úrove¬ (neessitata) slúºi na ur£enie podmienok, ktoré musia by´nevyhnutne splnené. Ak nejaké kritérium z tejto úrovne nie je splnené, takto má nevyhnutne za následok vylú£enie produktu, prípadne sa ohodnotí akonevyhovujúi. Takouto �KO� harakteristikou sú napríklad hardvérové nárokyvzdelávaieho softvéru.� Druhá úrove¬ (desiderata) popisuje funkie a vlastnosti programu, ktoré idúnad absolútne minimum. Ih neprítomnos´ v²ak nevedie k vylú£eniu takéhotoproduktu. Ide o akési výhody. Príkladom takejto výhody m�ºe by´ napríkladexistenia metodikýh pokynov k vzdelávaiemu softvéru.� Tretia úrove¬ (ideals) súvisí s ideálnymi vlastnos´ami vzdelávaieho softvéru.Pritom sa jedná o sotva dosiahnute©né alebo realizovate©né ie©ové predstavy,ktoré slúºia hlavne ako ukazovatele pri vylep²ovaní aplikáie. Príkladom takejtoie©ovej predstavy je program s vysoko itlivou umelou inteligeniou, ktorá bymu umoº¬ovala poskytova´ ºiakovi pomo porovnate©nú s pomoou zbehléhou£ite©a.Pri samotnom vyhodnoovaní vzdelávaieho softvéru sa pripravené výkonové ²tan-dardy meraním a porovnávaním aplikujú na výu£bový softvér. Metódy vyuºite©né pritomto proese moºno rozdeli´ na relatívne a absolútne:� Relatívne metódy vyhodnoovania vzdelávaieho softvéru � Charakter-istikým znakom týhto metód je, ºe sa viaeré produkty na základe kategóriíkvality porovnávajú navzájom. Zaradi´ tu moºno predov²etkým:� Usporiadanie (Ranking). Pri tejto metóde sa jednotlivé hodnotené ap-likáie usporiadajú do postupnosti. Na prvom mieste sa nahádza produkt,ktorý najvia zodpovedá stanovenému kritériu kvality a na ¤al²íh mies-tah postupne programy menej vyhovujúe. Pri pouºití tejto metódy v²aknemáme ºiadnu informáiu o tom, aké rozdiely sú medzi jednotlivými pro-duktmi. Vzdelávaie programy m�ºeme napríklad na základe súladu ihobsahu s príslu²nými matematikými osnovami zoradi´ od aplikáie, ktoránajvia odpovedá osnovám po takú, ktorá im odpovedá najmenej.� Rozdelenie (Apportioning). Jednotlivým programom sú pridelenér�zne podiely z elkového mnoºstva zdrojov pod©a toho, ako odpovedajúkritériám kvality. Výsledok hodnotenia moºno znázorni´ kolá£ovým gra-fom, ktorého najvä£²iu £as´ tvorí najvy²²ie ohodnotený produkt, a ktorý,na rozdiel od predhádzajúej metódy znázor¬uje aj rozdiely, ktoré súmedzi jednotlivými produktmi.



40 RADOVAN ENGEL� Absolútne metódy vyhodnoovania vzdelávaieho softvéru � V prípadetýhto metód sa vzdelávaí softvér posudzuje len na základe kritérií kvalitya výkonovýh ²tandardov neh©adia na iné hodnotené produkty. Patrí tu hlavne:� Odstup¬ovanie (Grading). Pri pouºití tejto metódy sa hodnotenéprogramy zara¤ujú do ur£itýh kategórií na základe normy, ktorá bolapripravená vopred zoh©adnením nejakého kritéria kvality. Zoberme sinapríklad kritérium kvality súvisiae s poskytovaním pomoi pri rie²enímatematikýh úloh. Najjednoduh²ia s tým súvisiaa norma delí vzdelá-vaie programy len do dvoh kategórií. Na programy, ktoré u£iaemu saneposkytujú ºiadnu pomo a programy, ktoré pomo poskytujú. Pouºitímitlivej²ej normy moºno samozrejme dosiahnu´ delenie výu£bovýh pro-gramov do vä£²ieho mnoºstva kategórií.� Bodovanie (Soring). Uº z názvu je zrejmé, ºe posudzovanému softvérusa vyhádzajú z kritérií kvality prira¤uje ur£ité mnoºstvo bodov. Uvaºu-jme interaktivitu ako kritérium kvality a bodovú ²kálu od 0 do 10. Mini-mom bodov ohodnotíme program, ktorý neobsahuje ºiadne prvky aktívnejpráe s matematikými pojmami, ani experimentovanie. Naopak programumoº¬ujúi priamu manipuláiu s matematikými pojmami, zmenu a ob-javovanie ih vlastností dostane plný po£et bodov.Kaºdá zo spomínanýh metód má svoje výhody aj nevýhody. S ie©om zvý²i´ú£innos´ hodnotenia je ih v²ak moºné medzi sebou kombinova´.Zhrnutím hodnotenia £iastkovýh elementov vzdelávaieho softvéru dostanemesúhrnné zhodnotenie kvality produktu. Napríklad v prípade, ºe ako metóda vyhod-noovania bolo pouºité bodovanie, sta£í spo£íta´ body za jednotlivé kritériá kvalitypri programe. Celkový sú£et vyjadruje kvalitu aplikáie.Zoznamy kritérií predstavujú ob©úbený nástroj hodnotenia vzdelávaieho soft-véru. Za ih hlavné výhody sa povaºujú nasledujúe skuto£nosti:� Na rozdiel od reenzií nemusia hodnotenie pomoou zoznamov kritérií usku-to£¬ova´ výlu£ne experti v oblasti vzdelávaieho softvéru, ale aj u£itelia.� Takéto hodnotenie sa m�ºe realizova´ nezávisle na u£ebnom proese.� Pretoºe sa proes hodnotenia uskuto£¬uje postupným spraovávaním kritérií,javí sa ako objektívny a validný.Pouºívanie zoznamov kritérií pri posudzovaní vzdelávaieho softvéru sa v²ak ajkritizuje. Ako d�vody kritiky sa uvádzajú najmä tieto nevýhody:� Pri hodnotení pomoou zoznamov kritérií sa hovorí o u£ení, aj ke¤ sa vlastnejedná len o dohady týkajúe sa proesu u£enia.� Úspeh vzdelávaieho softvéru vo vyu£ovaom proese závisí od mnoºstvakritérií, nie v²etky sú pritom zastúpené v pouºívanom zozname kritérií. Per-entuálny prínos konkrétneho kritéria zo zoznamu k u£ebnému úspehu je pretove©mi malý.� Pouºívanie zoznamov kritérií £asto vedie k nereálnym o£akávaniam. M�ºevzniknú´ dojem, ºe takýmto sp�sobom dobre ohodnotený softvér garantujeu£ebný úspeh a ºe jeho empiriké preskú²anie uº nie je potrebné.
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Miesto matematiky v Montessori ²koleMarela FlorkováAbstrat. Math and geometry at Montessori shools are presented and treated in the sameway as art, building with bloks, musi, gardening, and all other subjets. Children naturallyhave an interest in all aspets of mathematis, weight, order, systems, series, time, quantitiesand symbols, and so forth. We an serve the development of the mathematial mind by feedingthis interest, giving sensorial experienes �rst, and only then their representatives on paper.ÚvodS vyu£ovaím systémom Márie Montessori som sa prvý krát stretla pri u£ite©skomvýviku na V� ako s alternatívnym vyu£ovaím sp�sobom. Mala som ambíienav²tívi´ Montessori Z� v Bratislave, písala som vtedy diplomovú práu oh©adomhumanizáie hodnotenia a mala som dohodnuté interview, ktoré sme kv�li horobemuseli odloºi´ a tu moja skúsenos´ skon£ila. Znova som sa za£ala zaujíma´ o typMontessoriovskej ²koly popri ²túdiu materiálov vo svojej dizerta£nej prái oh©adomvyu£ovaniaeometrie na 1. stupni, kde som sa £asto stretala s menom niekdaj²iehou£ite©a Montessori ²koly � Pierra Van Hiela.1 Zvedavos´ a troha aj ²´astie madoviedlo aº do �Old Colony Montessori Shool� v Hingham, Massahussets, v USA,kde tento typ ²koly má ove©a bohat²iu tradíiu ako u nás.Nehem sa rozpisova´ o metódah, ktoré ²kola M. Montessori pouºíva vo v²eobe-nosti, ani o ih kladoh £i záporoh, entrom mojej pozornosti vo svojom príspevkubude matematika a predov²etkým geometria, ktorej sa tu venuje omnoho vä£²ia po-zornos´ ako u nás.Filozo�a Márie MontessoriKeby ©udia pouºívali re£ iba na vyjadrenie my²lienok, keby sa ih múdros´ dalavyjadri´ iba mys©ou, nezostali by nijaké stopy po predhádzajúih generáiáh.Civilizávia m�ºe existova´, len ke¤ ruka a myse© idú �ruka v ruke�. Ruka je týmúºasným orgánom, ktorý sme ako dar zdedili.�Dr. Maria MontessoriMatematiké a geometriké symboly na papieri, pod©a �lozo�e Márie Montessori,dávajú pre mlad²íh ²kolskýh ºiakov zmysel, ke¤ £erpajú zo zmyslovej skúsenosti.Deti majú prirodzený záujem o matematiku, hmotnos´, poradie, systémy, £as,mnoºstvo, symboly a pod. Rozvíja´ matematiké myslenia takto m�ºeme, len ke¤nasýtime detskú zvedavos´ a záujem, v prvom rade poskytnutím zmyslovej skúsenosti,a aº potom ukáºkou jej abstraktnýh predstavite©ov na papieri. K aktivitám, ktorépodporujú prirodzenú lásku k matematike patria: po£ítanie, triedenie, £i klasi�káiar�znyh druhov predmetov pod©a farby, ve©kosti, meranie hmotnosti, vykonávaniedomáih prá ako napríklad umývanie riadu, ktoré má logiký a následný postup.1Pierre M. Van Hiele, eloºivotný rezident Holandska, je známy ako Montessori pedagóg a autorsérie u£ebnýh osnov, ktoré sa vyzna£ujú bohatým zoskúpením geometrikýh aktivít. Taktieº je vosvete preslávený svojimi úrov¬ami myslenia v súvislosti s geometriou.



Miesto matematiky v Montessori škole 43Materiály k vyu£ovaniu matematiky a geometrie nemusia by´ �nan£ne náro£né;m�ºu by´ vyrobené z kartóna, koráliek, stavebniovýh koiek, fazuliek, hoi£oho, £opom�ºe die´a´u pohopi´ matematiký konept pomoou zmyslov. V skuto£nosti, £ímbeºnej²ie predmety vyuºívame, tým via sa matematika stane skuto£nos´ou detskéhoreálneho, praktikého a kaºdodenného ºivota.
Náv²teva v Montessori ²kolePriamo na náv²teve Montessori základnej ²koly to vyzeralo nad moje o£akávania.V triede 21 detí od veku 3 do 6 som zakúsila ako sa teória M. Montessori spájas realizáiou.U£ite© od die´a´a ni£ nevyºaduje, ale mu to ponúka, prezentuje za pomoi ma-nipula£ného materiálu, len jednému die´a´u v danom £ase a to bu¤ u£ite©om, jehoasistentom, alebo dobrovo©níkom rodi£om, ktorý dostal in²trukie od za²kolenéhou£ite©a, prípadne u£ite© poverí ºiaka, ktorý uº danému u£ivu rozumie.

Deti si volia, £ím sa na hodine budú zaobera´ a robia to dovtedy, kým ih toprestane zaujíma´ alebo kým nie sú pripravené postúpi´ na ¤al²iu úrove¬. Samozrejmenie kaºdé die´a sa dostane ku v²etkým pom�kam, ktoré sú k dispozíii v tomtoro£níku, ale najd�leºitej²ie je, ºe v²etky oblasti geometrie a matematiky, ktoré hemedie´a´u sprístupni´ sú prítomné v okolí, v ktorom die´a prauje. Die´a´u sa predstavínová aktivita len vtedy, ke¤ je na to pripravené a dá sa mu moºnos´ pokra£ova´ ¤alejalebo skon£i´ s danou aktivitou. V rovnakom £ase je obklopené ¤al²ími de´mi, ktorésú zaujaté objavovaním matematikýh súvislostí.
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Výsledkom tejto formy výuky je, ºe deti uº v tomto veku dokáºu vyjadrova´mnoºstvo a symboly £ísel v tisíkah. U£ia sa ²£ítava´, od£ítava´, násobi´ a deli´v desatinnej sústave a so zlomkami sú£asne. V geometrii, niektoré deti uº v trohrokoh vedia za pomoi dotyku rozlí²i´ medzi ovaloidom, elipsoidom, ²tvorbokýmihlanom, trojbokým ihlanom, trojbokým hranolom, at¤, vedia ih aj pomenova´.U£ite© si do pripravenýh hodnotiaih tabuliek systematiky zazna£uje dosiahnutúúrove¬ kaºdého ºiaka.Ponúkam pár nápadov z náv²tevy, ktoré si u£ite© m�ºe sám vyrobi´:Látkové modely rovinnýh útvarov sú ²tvorevystrihnuté z jednofarebenj látky, na nih je ²i-jaím strojom vidite©nou ni´ou pre²itý steh a tobu¤ po uhloprie£kah (rozde©uje látkový ²tvorena ²tyri trojuholníky) alebo inak, napríklad, abyrozde©oval látkový ²tvore na ²tyri malé ²tvore,alebo na poloviu, £ím vzniknú dva obd¨ºniky, a e²tena poloviu, £ím vzniknú ²tyri obd¨ºniky. Naj´aº²iaúloha pre Alex bol ²tvore rozdelený na 16 ²tvorov.Deti potom skladajú látkový ²tovre pod©a stehua pomenúvajú nové útvary, ktoré im vzniknú.
�íselné sústavy na násobilku sú koráliky (m�ºuby´ fazu©ky a pod.) zoskúpené po jednom, dvoh,troh, ²tyroh, at¤, tak aby sa mohli napája´ naseba a boli farebne rozlí²ené. Predtým ako sa ºiakompredstaví pojem násobilka, rátajú po skupináh,napríklad po pä´káh 5, 10, 15, at¤.



Miesto matematiky v Montessori škole 45ZáverGeometriu ako aj matematiku si m�ºu ºiai ob©úbi´ nato©ko ako hodiny hudby,výtvarnej výhovy, práu v záhrade ako aj ¤al²ie predmety. U£ebná látka m�ºeby´ die´a´u prezentovavná rovnako pútavo ako predmety umenia, m�ºe vyhádza´z prirodzeného záujmu die´a´a e²te predtým, ako mu dáme na vyu£ovaní ²anuvytvori´ si akýko©vek negatívny postoj k tomuto predmetu. Die´a´u potom nezostávani£ iné ako si skuto£ne zamilova´ aj tak nepopulárny predmet alebo ak ni£ iné, aspo¬sa vyhnú´ strahu z matematiky, ktorý zaºívajú mnohí z nás a priznajme si £astokrátaj u£itelia matematiky.Literatúra[1℄ Van Hiele, Pierre. M. Developing Geometri Thinking through Ativities ThatBegin with Play, Teahing Children Mathematis. February 1999, Vol 5, No 6.[2℄ Van Hiele, Pierre. M.: Struture and Insight: A Theory of Mathematis Edua-tion. 1986 Aademi Press, In. Orlando, Florida ISBN 0-12-714160-1.[3℄ http://www.mihaelolaf.net/1CW36math.html#INTRO 2006.[4℄ http://www.keypress.om/DG/resoures/TeahingWithDG.html 2006.Adresa autora:Katedra matematikyPedagogiká fakulta KUNámestie A. Hlinku 56/1034 01 Ruºomberoke-mail: �orkova�fedu.ku.sk



O ²kolníh vzd¥lávaíh programeh v �REduard Fuhs
Abstrat. The paper ontains several thoughts about another shool reform whih is inprogress in the Czeh Republi. The main instruments of this reform should be "Shool Edu-ational Programs" whih are supposed to be worked out by individual shools independently.The author partiipates in reating a material about the role of mathematis in these Edu-ational Programs.Dal²í reforma £eského ²kolství�eské i slovenské ²kolství od druhé sv¥tové války pro²lo po£etnou °adou reforem azm¥n konepí organiza£níh i obsahovýh. Zku²en¥j²í u£itelé o tom v¥dí své. Per-manentn¥ proklamovaná pé£e o zvy²ování úrovn¥ vzd¥lanosti u nás nabyla podobyvymý²lení zásadníh zm¥n, úprav u£ebníh plán·, neustálého zavád¥ní novýh metoda u£ebníh postup·. �kolství samoz°ejm¥ musí reagovat na vývoj v¥dy, na elkovýrozvoj spole£nosti i na zavád¥ní novýh tehnologií. Jen je nutno mít na pam¥ti, ºenov¥ zavád¥né konepe budou záhy konepemi zastaralými a ºádné zm¥ny neu-men²í rozhodujíí roli u£itel·. Ti dob°í budou u£it dob°e i p°i ²patné reform¥, jenjejih práe bude obtíºn¥j²í, a n¥kterým vyu£ujíím ºádná reforma ke zkvalitn¥nívýuky nepom·ºe.V �eské republie tak nyní probíhá dal²í z t¥hto reforem. Jejím hlavním nástro-jem mají být �kolní vzd¥lávaí programy, které si ²koly samostatn¥ p°ipraví na zák-lad¥ tzv. Rámovýh vzd¥lávaíh program·, které postupn¥ pro jednotlivé typy ²kolMinisterstvo ²kolství zve°ej¬uje. Typiké pro zavád¥ní reforem u nás je v²ak to, ºenikdo p°ed spu²t¥ním reformy fundovan¥ neodpoví na zásadní otázky, které by m¥lybýt p°edem vyjasn¥ny. Tak nap°íklad nebyla v·be systémov¥ zkoumána otázka, zdaje správné p°enést tak velkou volnost v tvorb¥ konepe jednotlivýh p°edm¥t· a veformulai výstupníh poºadavk· na jednotlivé ²koly.Zela jist¥ existuje velká °ada ²kol, které takto získané moºnosti bezezbytku vyuºijía na základ¥ £etnýh diskusí mezi vyu£ujíími jednotlivýh p°edm¥t· p°ipraví pro-gram, který bude pro ºáky znamenat zkvalitn¥ní výuky nejen v jednotlivýh p°ed-m¥teh, ale p°inese i nezbytné a dosud obtíºn¥ prosazované posílení mezip°edm¥-tovýh vztah·.Na druhé stran¥ je nutno si uv¥domit, ºe v �R existuje víe neº 1 500 základníh²kol, které mají mén¥ neº 100 ºák·. Na t¥hto ²koláh £asto u£í neaprobovaní u£itelé,maturanti a p°esluhujíí d·hodi. Opravdu i na t¥hto ²koláh budou probíhat kva-li�kované diskuse mezi vyu£ujíími, které posléze vyústí ve formulai ²kolního pro-gramu, který bude znamenat kvalitativní zlep²ení sou£asného stavu? Opravdu jsouna v²eh základníh i st°edníh ²koláh °editelé, kte°í mají pohopení pro rozvoj aadekvátní postavení v²eh p°edm¥t· ve výue na dané ²kole?Dohází tak k naprosto kuriózní situai. Vysoké ²koly musí p°ipravovat akredi-ta£ní materiály rozepsané do nejmen²íh podrobností a po akreditai se musí t¥htodokument· bezpodmíne£n¥ drºet. Jakákoliv zm¥na v hodinové dotai nap°íklad vevi£ení k n¥které p°edná²e je tém¥° nepr·hodná s od·vodn¥ním, ºe není v souladus akreditovanými materiály. Fakulty jsou násiln¥ tla£eny do bakalá°sko-magisterské



O školních vzdělávacích programech v ČR 47uni�kae, která je pro n¥které obory, nap°íklad pro studium u£itelství, nevyhovu-jíí a mnohdy doslova absurdní. Zd·vodn¥ní je �ktivní a nesmyslné: je motivovánop°edstavou n¥kterýh byrokrat· (a bohuºel i °ady akademikýh praovník·), ºe jenutno v rámi Evropské unie umoºnit nekomplikovaný p°ehod bakalá°·m z jednéuniverzity na magisterské pokra£ování i jiného typu studia na univerzit¥ jiné. S jistoudávkou nadsázky: absolvent bakalá°ského studia d¥jin um¥ní v Bruselu by m¥l mítmoºnost bez problém· pokra£ovat v magisterském studiu jaderné fyziky v Praze (anaopak).A v této situai se základním (a st°edním) ²kolám dává pravomo, díky níº sePepí£ek, který se p°est¥huje z Horní Lhoty do Lhoty Dolní - a takové st¥hování jena rozdíl od vý²e zmín¥ného p°ehodu Praha-Brusel reálné a obvyklé - oitne sie vestejné t°íd¥, le£ se zela jinými vyu£ovaími p°edm¥ty a s odli²nou náplní.Základní právní prost°edí je v²ak nutné respektovat a výuka musí probíhat v t¥hmantineleh, které jsou vymezeny. Za kaºdé situae p°esto z·stává dost prostoru proaktivní vklad jednotliv· i instituí.Jiº p°ed lety, na 4. setkání u£itel· matematiky v²eh typ· a stup¬· ²kol v r. 1992,jsme se rozhodli vytvo°it v rámi Jednoty £eskýh matematik· a fyzik· pro základní²koly a pro v²ehny typy st°edníh ²kol standardy pro výuku matematiky, které byformulovaly názor Jednoty na to, jaká by m¥la být výstupní úrove¬ ºák·, a to bezohledu na to, kdy, jak a zda v·be k obdobnému názoru dosp¥je Ministerstvo ²kolství.Toto rozhodnutí se ukázalo správným a proz°etelným. Standardy, které jsme vytvo°ili,sehrály d·leºitou roli a dodnes pat°í k dokument·m, které ani o�iální instituenemohou obejít p°i formulai základníh programovýh dokument·. Poznamenejme,ºe k podobnému stavu se nedopraovala £eská pedagogiká obe v ºádném z dal²íhvyu£ovaíh p°edm¥t·.Proto jsme povaºovali za samoz°ejmé, ºe je nutno reagovat i na situai, kteroulze jednodu²e harakterizovat pojmem Rámové vzd¥lávaí programy. Bylo zajímavéa pou£né sledovat reake na to, kdyº jsme na 9. setkání u£itel· matematiky v Srnív r. 2004 ohlásili, ºe ve spoluprái s nakladatelstvím Prometheus heme p°ihystatsérii materiál· na pomo u£itel·m matematiky p°i tvorb¥ ²kolníh vzd¥lávaíh pro-gram·. Na jedné stran¥ následoval tém¥° jednotný souhlas u£itel·, na stran¥ druhéaº p°ekvapiv¥ negativní reake zástup· o�iálníh instituí (p°edev²ím Výzkumnéhoústavu pedagogikého), kte°í v tom z°ejm¥ vid¥li nep°im¥°ený zásah do svýh kom-petení a jednostrannýh p°edstav o tom, jak mají být ²kolní vzd¥lávaí programytvo°eny.P°es tyto reake jsme se rozhodli na oznámenýh materiáleh praovat. Podobn¥jako u standard· jsme se dohodli, ºe s p°ípravou materiál· nebudeme u jednotlivýhtyp· ²kol £ekat na zve°ejn¥ní de�nitivníh a o�iálníh Rámovýh program·, nebo´základní parametry probíhajíí reformy nastaveny byly a ná² materiál, jakkoliv m¥lbýt zam¥°en jako pomoný text pro p°ípravu ²kolníh program·, jsme nikdy nehápalijako ryze ú£elový bezduhý rozpis programu rámového, ale ht¥li jsme u£itel·mnabídnout své zku²enosti, návrhy, metodiké postupy, argumenty pro vedení ²koly i²ir²í ve°ejnost atd.S pot¥²ením m·ºeme konstatovat, ºe tyto materiály byly vypraovány a naklada-telství Prometheus je v pr·b¥hu roku 2006 vydalo (viz [2℄, [3℄, [4℄, [5℄).Jak jiº bylo uvedeno, tyto svazky nejsou jen pouhým p°episem Rámového vzd¥lá-vaího programu do daného prost°edí ²koly, ale snaºili jsme se u£itel·m poskytnoutmateriál, který jim usnadní tvorbu t¥hto plán·, poskytne podklady a inspirai pro in-terdisiplinární vztahy, pozornost jsme v¥novali vyuºití nejr·zn¥j²íh pom·ek v£etn¥po£íta£· ve výue, snaºili jsem se dát nám¥ty pro tvorbu projekt· atd. Sou£ástí jed-



48 EDUARD FUCHSnotlivýh svazk· je i obsáhlý seznam doporu£ené literatury, p°ehled zajímavýh inter-netovýh adres a elostátníh akí, které se v �eské republie pro u£itele matematikykonají apod.Postavení matematikyJak jiº bylo nazna£eno, jedním z íl· zmín¥nýh materiál· bylo poskytnout u£itel·mdostatek argument· pro zaji²t¥ní odpovídajíího postavení matematiky ve ²kolníhvzd¥lávaíh programeh. V²ihni dob°e víme, jak módní je dnes vystupovat protimatematie a exaktním v¥dám v·be. Velmi £astá je argumentae typu K £emu tobudou d¥ti pot°ebovat? nebo Ná² Franti²ek (Ani£ka) bude léka°em (historikem, um¥l-em ...) a matematiku nebude nikdy pot°ebovat.Smyslem ²koly p°ee není jen p°edání jistého souhrnu v¥domostí, ale p°edev²ímvýhova a vzd¥lávání v tom nej²ir²ím slova smyslu. Jak jiº bylo mnohokrát °e£eno,to nejpodstatn¥j²í, o si absolvent ²koly do ºivota odná²í, je to, o mu z·stane, aºzapomene v²ehny díl£í poznatky. Proto je diskuse na téma �K £emu to budu pot°ebo-vat?� zela pomýlená a kontraproduktivní. Kdybyhom situai hodnotili jen z tohotohlediska, mohli byhom odbourat ze ²koly tém¥° v²e. V¥t²inu v¥domostí nebudemev praktikém ºivot¥ pot°ebovat nikdy a naví dop°edu ani nevíme, o opravdu pot°e-bovat budeme.A lze rozumn¥ argumentovat rodi£·m zmín¥ného Frantíka nebo Ani£ky? Samoz°e-jm¥. I kdyº pomineme skute£nost, ºe není v·be jisté, zda zmín¥ný Franti²ek budeopravdu tím, o si rodi£e desetiletého klou£ka p°ejí, je jejih vid¥ní sv¥ta naprostodeformované.Pro£ by se m¥l matematiku u£it t°eba historik? Protoºe si neumím p°edstavit,jak m·ºe historik vysv¥tlit a pohopit �smysl� toho, o se odehrálo nap°íklad v 16. a17. století, kdyº nepohopí dosah toho, o znamenali nap°. Desartes, Newton neboLeibniz. Vhled do jejih vid¥ní sv¥ta je pro pohopení d¥jin d·leºit¥j²í neº znalosthronologie panovník· tehdej²í doby.Opravdový znale um¥ní nem·ºe pohopit kompozii obrazu bez znalosti perspek-tivy a znalosti toho, o je to �zlatý °ez�. (Abyhom byli spravedliví: m·ºe významzlatého °ezu student·m vysv¥tlit matematik, který se nikdy nevno°il do kompozieobraz· a jejih zákonitostí?)Pot°ebuje matematiku léka°? Pokud ne, tak pro£ k nám na fakultu hodí léka°iz fakultní nemonie, kte°í se marn¥ snaºí pohopit návod k moderním p°ístroj·m,kde se na první stran¥ hovo°í o vlastnosteh ryhlé Fourierovy transformae?Pot°ebujeme v·be um¥t po£ítat, kdyº p°ee v kniháh (v kalkula£e, v po£íta£i)jsou v²ehny vztahy uvedeny a jde jen o to d¥ti nau£it tyto prameny pouºívat? Pokudne, pro£ se p°i výue izího jazyka bi�ujeme izí sloví£ka? Vºdy´ p°ee ve slovníku(translátoru, na internetu,...) jsou v²ehna tato slova uvedena. Napadne n¥koho, ºeto je d·vod k tomu, abyhom se jazyky neu£ili?Takovýh p°íklad· byhom mohli jmenovat nep°ebern¥.Samoz°ejm¥, ºe ²kola nemá u£it zbyte£nou faktogra�i, musí reagovat na modernív¥deké trendy, musí vyuºívat a sou£asn¥ u£it i d¥ti vyuºívat moderní tehnologieatd. Ni z toho v²ak neumen²uje zásadní roli u£itele.P°ímo esení t¥h nejzr·dn¥j²íh názor· na vývoj na²eho ²kolství je nedávný£lánek O. Botlíka uve°ejn¥ný v Lidovýh novináh ([1℄). Autor nejprve p°edest°elfale²ný obraz na²eho sou£asného ²kolství. Citujme: (�ái) byli sie ve ²kole p°ítomnifyziky, ale ne duhem. Pro£ by taky m¥li vnímat ne²´astnii, která na tabuli p°episo-vala ze svýh dvaet let starýh p°íprav sv¥tová nalezi²t¥ £erného uhlí a ropy? Do pro-
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Motivation and Investigation Strategies in ChildrenLearning MathematisLen Frobisher and Jan Kopka
Abstrat. Mathematis and `shool mathematis' are very di�erent `beings'. The major-ity of hildren develop a negative attitude towards shool mathematis. This paper looks atteahers' pereptions of mathematis and ways of developing investigative learning ativi-ties that motivate hildren. Examples of how suh ativities an be used in a lassroom aredesribed. Arising from the examples, investigative notions of mathematial proesses andstrategies are examined.What is this subjet `mathematis' that hildren learn?You may have notied that I have not asked `What is mathematis? This is intentionalas, after more years of teahing than I dare mention, I laim that mathematis andthe `shool mathematis' that hildren learn are very di�erent `beings'. I do notintend to write a treatise about the nature of the two beings, but to make one potentobservation:Shool mathematis is viewed by the vast majority of hildren and students asboth stati and sterile, it is more of a beast than a being; but to those involvedresearhing at the boundaries of mathematis the subjet is dynami and produtiveof new ideas and relationships.Two questions arise as a onsequene of this remark that are of interest to me andI hope to you also.� Why do hildren and students have to su�er for at least 15 years before aseleted few are `permitted' to experiene what researhers believe mathematisreally is: a subjet of beauty and exitement, in whih thrills, satisfations andfrustrations abound?� Is it possible to hange the hardened antagonisti opinions about mathematisthat so many students have?In this paper I will o�er some suggestions that may go some way to answering thetwo questions, but �rst what do teahers think mathematis is?Teaher's pereptions of mathematisAt the present time there are large numbers of adults and hildren who take pridein saying, `I hate maths. I was never any good at it.' I believe that those who saythis are referring to `shool mathematis', not the mathematis that we know so well.What do teahers think of mathematis? There are two extreme and opposing views,with many more teahers leaning toward the �rst ategory than the latter:� Firstly, there are those who see mathematis as an established body of knowl-edge, skills and tehniques set in stone and students will learn it despite theirvaliant and often suessful e�orts to resist.



52 LEN FROBISHER AND JAN KOPKAI respetfully laim that those who hold this pereption are misguided and, overthe years of their training to beome teahers, have been misled by restritingtheir experienes to a form of `shool mathematis' at a more advaned level.Suh teahers use methods whih were used by their teaher and their teahersbefore them, all with limited suess; telling hildren what to do and how to doit and having them pratie it until boredom sets in for both teaher and hild.This viious yle has resulted in a lak of motivation and negative dispositionof many, many hildren toward mathematis.� Seondly, there are those who regard mathematis as a way of thinking and rea-soning, providing them with opportunities to ignite the power of their students'minds and to exite and hallenge their natural, innate intelletual uriosity.I laim that this ategory of teahers, although at present fewer in number,holds the key to bring about the hange that is needed to improve the attitudeof every hild to mathematis and to motivate them to advane their learningin ways that they never thought were possible.Are hildren naturally motivated to learn mathematis?I begin with two personal beliefs:� Children are born to be mathematiians.� Before shooling hildren are highly motivated and delight in thinking mathe-matially.One of the most important roles of any teaher of mathematis is to harness themotivation hildren bring with them in their desire to learn. We know that math-ematis learning is most e�etive if hildren are mentally hallenged su�iently toarouse their interest and to atively partiipate in their learning without beomingso intimidated as to provoke evasion tatis.Are there ways to motivate hildren?When developing learning ativities that ontribute towards a hild's retention andenhanement of their motivation to learn mathematis, teahers should examineissues personal to eah hild and also those related to the aims of the mathematisurriulum.Issues personal to a hild� an ativity should ontain a level of hallenge appropriate to eah hild;� initially, every hild should feel that they are likely to ahieve a measure ofsuess;� the ontext in whih an ativity is set, environmental or mathematial, shouldrelate to the maturity and ability of the hildren;� every hild should have an understanding of the ativity so as to be able tomake an immediate start without asking the teaher for help;� opportunities need to be provided for hildren to work together in pairs or smallgroups to share their ideas and their learning;



Motivation and Investigation Strategies in Children Learning Mathematics 53� where appropriate, an ativity should involve manipulatives and/or dia-grams whih demand use of a hild's senses and whih an be moved, turnedand �ipped, physially and mentally, and whih require the use of a hild'sobservation skills;� at the end of an ativity eah hild should have a feeling of satisfation andahievement, if not elation.Mathematis urriulum issuesThere are also �ve important mathematis urriulum issues for a teaher toonsider:� to target the mathematial ontent of an ativity at a partiular aspet ofthe urriulum that you have or are about to teah: an investigation ativity isnot an `add on' to the normal urriulum;� to devise open ativities that have more than one solution: why do hildrenhave to �nd answers that a teaher knows already?� to design ativities that may be investigated in di�erent ways: hildren aregiven more deision making ontrol ;� to develop ways of showing onnetions, where possible, between apparentlyisolated data: mathematis begins to make sense as it is no longer viewed as aolletion of unrelated onepts, knowledge and skills;� to provide opportunities in an ativity to develop, use and apply a varietyof investigative proesses and strategies: hildren `do' mathematis as theythink and reason.I intend to delay disussion on proesses and strategies until we have looked at anumber of ativities that attempt to math the issues listed above.Examples of ativitiesI will onsider four ativities. Eah ativity is shown on an ativity ard or sheet. Thisis a way of presenting an ativity to hildren who are able to work with little guidaneor diretion; it is does not suggest that it is the only way for hildren to investigate anativity. Most ativities an begin with the whole lass working together. I hope thatthe example ativities show it is possible to present them to hildren and students ofdi�ering ages and abilities using in a variety of modes. As we disuss eah ativity,I would like you to keep referring to the issues for motivating hildren desribedpreviously to hek if they are evident in the ativity.Ativity 1: Addition pairs, suitable for 6 year olds upward who are pratisingaddition of two whole numbers with answers 9 or less.Eah hild has a set of 0 to 9 number ards,�gure 1and also on ard an open addition for testing pairs of numbers.



54 LEN FROBISHER AND JAN KOPKA�gure 2I begin this ativity writing the open addition on the board and writing 9 in theanswer box. I ask for any two numbers that omplete the addition. Children are onlytoo ready to o�er suggestions. I reord, perhaps, two or three of them.

At this time the hildren are highly motivated and eager to o�er other solutions.I then suggest that they work with a partner to �nd as many pairs of numbersas they an and use the reording sheet, �gure 3, for those pairs they think are
�gure 3orret solutions. ( I would seldom ask hildren to �nd all 10 additions as hildrenfeel they have failed if they an only �nd say, 8 additions). Not all hildren resort tousing number ards and the addition ard. Those who are on�dent with additionmay move diretly to the reording sheet. It is at this time that you need to observethe thinking that takes plae. For example, one pair may use pattern to write allthe possible pairs. You an, if you wish, make the ativity ompetitive and say, forexample, `Silva and Truda have already found four di�erent pairs of numbers'. Thisats as an inentive for others to �nd more than four.It highly likely that at least one pair will ask, for example, `Is 7+2 the same as2+7?' If this ours, I ask the lass to stop for a moment and listen to the question.It is neessary to disuss this with everyone in order to arrive at an agreed `de�nition'of what is meant by `same' and `di�erent' when applied to these addition pairs. Inthis partiular investigative ativity I would steer hildren to deiding that 7+2 isdi�erent from 2+7. Your experiene will alert you to a sensible de�nition of `same'that is appropriate for eah ativity.After a while you will sense that it is time to bring the lass bak together. Aswith many investigative ativities, at stages in a lesson there is more than one wayforward. Here we may �ll the board with additions ontributed by hildren, or as Ilike to do, ask the hildren to ut out eah addition from their reording sheet and



Motivation and Investigation Strategies in Children Learning Mathematics 55then put them in an order. I deliberately do not speify the riterion for the order,this being a deision left to hildren (see �gure 4). Children quikly develop skills inordering data as they observe patterns. Another purpose of ordering is to indiatewhere and what data is missing, if any. For example, if the ordered data `jumps' from

�gure 4
7+2=9 to 5+4=9 hildren hastily write the missing addition, namely 6+3=9, andinsert it in their order until they have a omplete ordered set. At whih time it isappropriate to talk about how many additions there are whih have the answer 9.How many are there? What method of working it out for additions with the answerN would you use?The 10 di�erent additions with the answer 9 form a system whih has a strutureas illustrated in �gure 4. Some mathematiians laim that mathematis is a olletionof systems whose strutures are studied by searhing for patterns and relationships?Are they orret?The ativity ends by either hildren writing an aount of what they did, thepatterns they observed and the relationships disovered with explanations `why', orin the ase where hildren's writing skills are not yet developed, talking together asa lass about the patterns and relationships that they deteted.When working with older hildren the ativity an be extended by asking, `Whatwould happen if the answer to eah addition was 8? Would the number of additions bethe same, less or more? Predit how many.' The natural extension is to investigateadditions with the answer 7, 6, . . . , 2, 1, 0. Eah set of additions for a given answerforms its own system, but are the systems onneted in any way? This is itself aninvestigative ativity or, what some would laim, an investigation.The onnetions between all possible addition pairs with answers from 0 to 9an be shown on a tree diagram (see �gure 5). This reveals relationships betweendata whih, previous to onstruting the diagram, most hildren see as isolated andunrelated fats. It also illustrates diagrammatially that eah system is a sub-systemof a muh larger system that omprises all two-number additions. This in�nite systemhas a struture whih �gure 5 illustrates. Seven additions and relationship arrowshave been left empty for you to omplete. Notie the patterns in the additions inrows, diagonals and olumns. What `meaning' ould you give to the `left' and `right'diagonal arrows?
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�gure 5An interesting problem arises when viewing the tree diagram. `For a given answerN, how many addition pairs are there whih have answers less than or equal to N?'Table 1 helps us to see a pattern in the `Number of pairs'.
Answer 0 1 2 3 4 5Number of pairs 1 3 6 10 15 21table 1We immediately reognize that the number of pairs is a triangular number TN+1.As we are indutively reasoning we o�er this as a onjeture. We prove it by indution.For a given N, the number of pairs is 1 + 2 + 3 + . . .+ (N+1) = TN+1.For example, when N = 3 we get 1 + 2 + 3 + 4 = T4.Ativity 2: Making patterns, suitable for 7 year olds upward studying sym-metry and angles that are multiples of half-right angles.Eah hild has a set of half-oloured squares (see �gure 6). It is helpful if thesquares are oloured on both sides.

�gure 6I start by showing them the four squares in di�erent orientations and ask if theyare the same or di�erent, and why (see �gure 7).
�gure 7
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As eah square an be obtained by re�etion or rotation of the basi square itis advisable to `steer' hildren towards agreeing that they are de�ned as the same.Without this `restrition' hildren are overwhelmed by the amount of data reated.Next, I put two squares side-to-side to make at least two retangular designs. Ithen hallenge hildren to predit how many di�erent retangular designs are possiblewith two squares. These preditions an be written on the board for referene whenhildren have made their designs. You may also wish them to explain how they arrivedat their predition. They are then ready for the hallenge of making as many as designsthey an: usually they do so with great enthusiasm. The purpose of keeping a reordof the designs they make quikly arises as hildren destroy one design to makeanother, forgetting whih they have made. You may wish to disuss ways thedesigns an be reorded or provide a reording sheet (see �gure 8). Note, the blankretangular designs have no diagonals. Why is this?During the making and reording of designs observe hildren; hek on
�gure 8strategies they use. Trial and error is the most ommon strategy with some hil-dren being more systemati than others. At the very end of the ativity hildrenshould share and ompare their strategies.After an appropriate period of time hildren ut out eah individual design fromtheir reord sheet so they an inspet designs that may be the same. It is very di�ultfor many hildren and adults to visual whether two designs or diagrams are the samewhen both are presented in a stati format some distane away from eah other.This is very demanding and provokes the intuitive use of re�etive and rotationalsymmetry. Children �nd it helpful to have mirrors available for testing re�etivesymmetry, partiularly as two mirrors plaed touhing eah other



58 LEN FROBISHER AND JAN KOPKA

�gure 9at right angles an show two or four designs whih are the `same' (see �gure 9).The lass an be brought together at this stage to share their �ndings and disusswhih of their designs are the same. This enables everyone to begin ativities basedupon all six di�erent designs (see �gure 10).
�gure 10The six designs are the members of a system that the hildren have reated.Ativities based on the six designs usually involve:� sorting the designs aording to di�erent riteria. For example, losed shapes,symmetry or number of right angles or half-right angles;� performing `operations' on one or more designs in some way;� relationships between pairs of designs.You will �nd that hildren, given freedom to devise their own ativities, are veryinventive. An `operation' ativity whih some suggest plaes two designs together toform a square with the objetive of making a losed shaded shape. You might liketo try this for yourself. Are you able to visualize whih pairs of shapes an make alosed shape and whih do not?A relationship ativity involves �nding `duals' whih an be explored by askinghildren to �nd, from the six designs, a partner for eah one with reasons why thetwo designs are assoiated. They readily hoose the pairs in �gure 11, with two of thesix designs apparently not having duals. Why this is so proves to be an interestingdisussion point. Why do you think it is?
�gure 11The ativity an be extended to using 3, 4, . . . squares to make retangular designson `one-level', that is of dimension 1xN. An investigation using the physial squaresproves to be very di�ult for hildren as the number of possible designs rapidly



Motivation and Investigation Strategies in Children Learning Mathematics 59inreases. However, the obvious question to ask is `For a given number N of half-oloured squares, what is the number of 1xN designs that an be made?But does suh a generalization exist?An alternative investigation looks at 2x2 symmetrial designs. For example, `Use4 squares to make 2x2 designs that have re�etive symmetry.'What happens if the basi shape is an equilateral triangle?An extension investigation for older hildren odes eah basi square design a-ording to the position of the oloured triangle. For example,
�gure 12where 1 = top left, 2 = top right. 3 = bottom left, 4 = bottom right . The fourbasi designs 1, 2, 3 and 4 form an equivalene set.Children an onsider how eah basi design is transformed after re�etion invertial and horizontal axes. They an then ode eah 1x2 design
�gure 13What are the equivalene sets for eah of the six 1x2 designs?What patterns are there in eah equivalene set?Ativity 3: A 6-pin geoboard , suitable for 8 year olds upward who are studyingtriangles.This 6-pin geoboard has a pin at eah orner of a regular pentagon with a sixthpin at the intersetion of the perpendiulars from eah orner to the opposite side(see �gure 12). If geoboards are not available, they an be replaed by a sheet ofopies of the geoboard whih an also at as a reording sheet. Eah hild has a
�gure 14geoboard, rubber (elasti) bands and a reording sheet.I begin by asking a hild to make a triangle on my geoboard and take the oppor-tunity to talk about the properties of a triangle. I then ask the hildren to make thesame triangle on their geoboard, but in a di�erent position. In turn, hildren showtheir triangle to the lass and explain why it is the same as the one on my geoboard.I enourage them to use the words re�etion and rotation. If appropriate, I introduethe word `ongruent'. Everyone reords the �ve ongruent triangles (see �gure 13).
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�gure 15

Children are often surprised that the �ve triangles are ongruent as `they don'tlook the same'. Some hildren may �nd it neessary to ut out one of the trianglesfrom their reording sheet to test that it is ongruent to the other four. What isspeial about the triangles? Are they equilateral, isoseles or salene? How an youtell?I then ask the hildren to predit how many di�erent triangles they think an bemade on the 6-pin geoboard. A reord of these on the board is useful for referene.The hildren are then hallenged to make as many di�erent triangles as they an.They are usually very enthusiasti, but surprised to �nd that there are only threemore. Again they �nd all ongruent triangles for

�gure 16eah di�erent triangle (see �gure 14). You may wish to invite hildren to explainwhy for every di�erent triangle there are four others ongruent to it. What is speialabout the triangles? Are they equilateral, isoseles or salene? How an you tell? Thefour di�erent triangles form a system. The four triangles an be sorted, operated onand relationships disovered. In the following ativity hildren operate on eah set of�ve ongruent triangles.Eah triangle an be represented as a string using the following symbols: is a line segment from a vertex of the pentagon to the entren is a line segment from one vertex of the pentagon to anotherd is a diagonal of the pentagon.The string for eah of the four triangles is:
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�gure 17Children enjoy onstruting on one geoboard the design that a set of �ve ongruenttriangles make. Obviously, there will be four suh patterns, one for eaj triangle, butare any likely to be the same pattern (see �gure 15)? Whih triangle produes whihdesign?
�gure 18The ativity ends by asking the lass to work at home investigating making4-, 5-, 6-, . . . sided polygons on the 6-pin geoboard.In a searh for a generalization, an extension ativity onsiders the number ofdi�erent polygons that an be made on regular polygon geoboards having 4, 5, 6, . . . ,N pins. Table 2 shows how this may be reorded. It is only partly ompleted, leavingyou to investigate further. Please, let us know if you are able to �nd a generalizationor to prove that this no generalization is possible!

table 2Ativity 4: 2-digit by 2-digit multipliation , suitable for 9 year olds upwardwho are pratising multipliation.Eah hild should have a alulator for heking multipliations.I begin this ativity by writing 13 x 17 on the board and ask for help with alu-lating the answer. Everyone heks the answer with a alulator. I write on the board13 x 17 = 221 This is repeated for 23 x 27 = 621 and 33 x 37 =1221 so that theboard looks like this. 13 x 17 = 221 23 x 27 = 621 33 x 37 = 1221 The hildren arethen asked to work in pairs to omplete the pattern of multipliations eah with itsanswer. I tell them that they an either alulate eah
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answer or look for patterns whih might help them �nd the answers without anyalulating. Calulators are only used for heking answers. After a period of time,the lass ome together to hek that everyone has the orret multipliations andanswers. They are reorded on the board to omplete the nine multipliations in thepattern (see table 16). The hildren are asked to desribe any patterns they haveobserved and how the patterns help them quikly �nd answers.13 x 17 = 22123 x 27 = 62133 x 37 = 122143 x 47 = 202153 x 57 = 302163 x 67 = 422173 x 77 = 562183 x 87 = 722193 x 97 = 9021table 3The important patterns in the multipliations are:� the tens digits in eah number go from 1 to 9;� the tens digit in both numbers is the same;� the unit digit in the �rst number is always 3;� the unit digit in the seond number is always 7;� the sum of the unit digits in the two numbers is 10 (this is not seen as relevantat this stage by most hildren;The important patterns in the answers are:� the unit digit is always 1;� the tens digit is always 2;� the last two digits in eah answer, 21, are the produt of the unit digits 3 and7;



Motivation and Investigation Strategies in Children Learning Mathematics 63� the number of hundreds in an answer is the produt of the tens digit in one ofthe numbers and one more than it. For example, the number of hundreds in theanswer to 43 x 47 is 4 x 5 =20.Are these patterns peuliar to our hoie of numbers, or is it possible to generalizeto other 2-digit x 2-digit multipliations with the same relationships between thedigits? What do you think?The question an be asked of older hildren leading them to a searh for analgebrai proof. With younger ones more examples need to be investigated givingthem opportunities to reason indutively, rather than dedutively.You might like to try these examples:68 x 62, 74 x 76, 89 x 81, 95 x 95.Does the generalization extend to 3-digit x 3-digit multipliations? For example,126 x 124.What is a proess?Proesses are something that we do, physially and mentally. They appear as ationsand are desribed using verbs. For example, sorting, explaining, listing, analysing.Their most important funtion is to put our mathematial onepts, knowledge andskills to work, using and applying them in exploring ativities, and investigating andsolving problems. They should be the `ings' of our teahing and hildren's learningof mathematis.Unfortunately, many teahers assume hildren will work with proesses in theirshool mathematis, but seldom make hildren aware of whih proesses they expetthem to use. This may be due to the teahers not being onsious of what proessesare, what their purposes are, how and when it is appropriate to put them to use.There are four ategories of mathematial proesses:� Communiation proessesTalking, agreeing and disagreeing, questioning, debating, desribing and ex-plaining are just a few of those that belong in this ategory. They are used toommuniate with or for others, adults or hildren.� Reording proessesProesses in this ategory inlude writing, drawing, listing, tabling, graphing,symbolizing and memorising. They provide means by whih hildren an retainand ommuniate information and data in an ordered and logial manner andformat.� Operational proessesThese are about doing something with information and data; they inlude ol-leting, sorting, ordering, hanging, ombining, disseting and relating.� Reasoning proessesReasoning proesses are, perhaps, the most fundamental in that without themprogress in mathematis would ome to an end for any learner; this state is ap-parent in those hildren who have given up trying to understand shool math-ematis. They inlude larifying, analysing, thinking and understanding. Themajor reasoning proesses that are the everyday tools of mathematiians areshown in �gure 17.
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�gure 19It is time for you to look bak at the four ativities whih were desribed earlier.Make a list of the ommuniation, reording, operational and reasoning proesseshildren would likely use when investigating the ativity. Could they have used theproesses without �rst being taught them? Do you expet students who ome to youfrom shools to train as teahers to already have knowledge and experiene of usingproesses in their mathematis? Do you onsiously teah mathematial proesses?Do you make students aware of when you are using suh proesses? Should you doso?What is a strategy?There are many de�nitions or desriptions of what a strategy is in mathematis. Ifeel strongly that unless, as a teaher, you are lear in your mind what a strategy isthen you annot expet hildren to respond to the instrution `Use a strategy ' whenthey are investigating.I de�ne a strategy as a olletion of proesses plaed in an order of use wheninvestigating an ativity or problem. The order may not be a onsious one, nor willit neessarily be one thought out before an investigation takes plae. Indeed, myexperiene suggests that very often a strategy evolves as more and more is revealedduring an investigation. For example, when is the time ripe to draw a diagram?However, de�ning a strategy in this way has its impliations. If a strategy is tobe suessful (I am not sure how this is measured!) then a learner, who is meeting aninvestigation for the �rst time, must have a wealth of proesses to all upon, be apa-ble of using them and have them readily available: hildren must develop assoiationsbetween proesses and the kind of situations whih relate to them. For example, atthe start of most ativities reating or olleting data is a natural beginning, followedby making sense of the data by sorting it in di�erent ways.Although proesses an be taught, the mathing of a proess with di�erent kindsof situations for immediate reall, in my opinion, an only be developed by fruitfulinvestigation experienes over many, many years; this must start on the �rst dayhildren ome to shool. These assoiations between situation and proess, and henerih and produtive strategies, annot develop unless a shool has a well thought outapproah whih ontinues in every lassroom throughout hildren's shooling, andalso when they beome students training to be teahers.The teahers of mathematis in a shool must be of one mind about the value, roleand methods of implementing an investigation approah to the teahing and learningof mathematis. It is our duty as trainers of teahers to �nd ways of ahieving this.What of the future?The limited ambitions of shools and universities of having only a few hildren andstudents sueeding and developing a lasting positive attitude towards mathematisis no longer aeptable in a world in whih mathematiians and sientists are in great



Motivation and Investigation Strategies in Children Learning Mathematics 65demand, but in short supply. What every one of us should desire is that mathemat-is is taught with the aim that every hild and student �nds the subjet exiting,hallenging and exhilarating. This is not an unahievable ideal, as not to believe thisis questions why we are teahing mathematis to many hildren.An important ontribution toward this goal is to allow hildren into the seret gar-den of the subjet we all love and enjoy: give hildren greater involvement and ontrolof their learning and deision making. The ontent of the mathematis urriulum,inluding the learning of knowledge and skills, does not need to substantially hange,but the teahing approah we use must be reonsidered as it has already failed gener-ations of hildren. I submit that an investigative approah with greater emphasis onproesses and strategies an ontribute to inreasing hildren's motivation and desireto study mathematis to higher levels. `Enjoyment of and suess in mathematis byevery hild and student' should be our aim for the future.Referenes[1℄ Baroody, A.J. & Coslik, R.T.: Fostering Children's Mathematial Power.Lawrene Erlbaum Assoiates, New Jersey, 1998[2℄ Devlin, K.: The Maths Gene. Weidenfeld & Niolson, London, 2000[3℄ Frobisher, L. (Ed.): Maths Investigation, Books 3 to 6. Heinemann, Oxford, 2003[4℄ Kopka, J.: Vyzkumny Pristup Pir vyue Matematiky, Ata Universitatis Purky-nianae, 2004[5℄ Orton, A. & Frobisher, L.: Insights into Teahing Mathematis. Cassell, London,2005[6℄ Orton, A & Wain, G. (Ed.).: Issues in Teahing Mathematis, Cassell, London,1994Authors' address:Len FrobisherBukstone AvenueLeeds LS17 5HPEnglande-mail: ljfrobisher�btinternet.omProfessor Jan KopkaCeske mladeze400 96 Usti nad LabemCzeh Republie-mail: kopkaj�si.ujep.z



Stohastikunterriht in Österreih � Möglihkeitenund HintergründeStefan Götz
Abstrat. In this talk I present some elementary examples of the Bayesian point of viewin inferene statistis whih work without the onept of random variables. Additionally, Igive an overview on the stohasti urriulum in the Austrian shool system (for studentsfrom age 10 to 18), as well as in the teaher training at universities. Reent hanges anddevelopments of the Austrian eduation system are also mentioned, e.g. the �standards� ofmathematis onerning the eighth grade level (students age 14). The didatial analysisof a well known paradoxon in probability theory (the so-alled problem of the other hild)ompletes this tour d'horizon. So the leture inludes new �sto�didaktishe� inentives in thestohasti urriulum and the wide gap between theory and pratie of (Austrian) stohastieduation at the shool and university level will be disussed.1 Warum überhaupt Mathematik am Gymnasium?Mathematik ist im Fäherkanon des Gymnasiums wegen� der Anwendungen� ihres Charakters als Kulturfah� der Mathematik an sih: "`Autonomer Aspekt: Mathematishe Gegenständeund Sahverhalte bilden als geistige Shöpfungen eine deduktiv geordnete Welteigener Art, in der Aussagen � von festgelegten Prämissen ausgehend �stringent abgeleitet werden können. Mathematik befähigt damit, dem eigenenDenken mehr zu vertrauen als fremden Meinungsmahern und fördert so dendemokratishen Prozess."' ([LP℄, Oberstufe: 9. � 12. Shulstufe).Dieser letzte Punkt soll im Folgenden betont werden. Dabei ist die Suhe nah unddie Betonung von Charakteristika der Mathematik eine ganz wihtige Aufgabe fürden Mathematikunterriht, die die Fahdidaktik u. a. wahrzunehmen hat. �What'sgoing on in mathematis?� ist eine der Leitfragen dieses Vorhabens, daraus resul-tiert die Forderung, dass die Fahdidaktik immer auh die Nähe zum Fah bewahrenmuss. Es sind in diesem Zusammenhang niht immer inhaltlihe Aspekte, die es zuverfolgen gilt, sondern auh � vielleiht sogar vor allem � Fragen der Heransge-hensweise an die, der Sihtweise von der Mathematik, die fundiert in Hinblik aufden Mathematikunterriht re�ektiert werden müssen.2 Bayes for Beginners (nah [RAI℄)Beispiel 1: Unter 1 000 000 deutshen Ein-Euro-Münzen be�ndet sih eine, die aufbeiden Seiten "`Adler"' zeigt, alle übrigen sind normal. Eine dieser Münzen wirdzufällig ausgewählt und 20-mal geworfen. Dabei ersheint immer "`Adler"'. Wie groÿist die Wahrsheinlihkeit, dass diese Münze normal ist?



Stochastikunterricht in Österreich — Möglichkeiten und Hintergründe 67Lösung: Es sei A das Ereignis "`Münze ist normal"' und B das Ereignis "`Esersheint bei 20 Würfen immer ,Adler`"'. Mit dem Konzept "`Bedingte Wahrshein-lihkeit"' und dem vollständigen Bayes'shen Theorem erhalten wirP(A|B) =
P(B|A) · P(A)P(B)

=
P(B|A) · P(A)P(B|A) · P(A) + P(B|¬A) · P(¬A)

=

=
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· 1
=

999999

2048575
= 0, 488 . . .Die neue Sihtweise des Bayes'shen Ansatzes wird shon bzw. gerade an diesemeinfahen Beispiel deutlih:Aus P(A) ≈ 1 (Laplae!) a priori wird P(A|B) ≈ 0, 49 a posteriori.Auf diese Weise ist ein Modell für das "`Lernen aus Erfahrung"' zustande gekom-men, welhes shematish so dargestellt werden kann:Vorwissen -

DatenBayes'shes Theorem Neue Einshätzung
Dabei ist Vorwissen von 1 000 000 Münzen eine Adler-AdlerDaten 20-mal "`Adler"' bei 20-mal werfenNeue Einshätzung wahrsheinliher, dass Adler-Adler2.1 Anshlussfrage 1: Bei welher Anzahl n von Münzen ist die gesuhteWahrsheinlihkeit pn gerade 1

2
?Diese Problemstellung führt auf eine lineare Gleihung in 1

n
, nämlih
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2woraus wir n = 220 + 1 = 1048577 berehnen.Eine Übersiht bietet (mittels DERIVE) die stetige Fortsetzung des Graphen von
p(n): n 7→ pn, n ∈ N \ {0}, also Abbildung 1.

Abbildung 1: Zur Anshlussfrage 1



68 STEFAN GÖTZEs ist limn→∞ pn = 1 und p1 = 0, was wir auh verstehen können: Bei sehr vielenMünzen, unter denen nur eine ungewöhnlihe ist, ist es fast siher, eine normale er-wisht zu haben, obwohl B eingetreten ist. Wenn dagegen nur eine Münze vorhandenist, dann ist das die Adler-Adler, und das Ereignis A ist somit unmöglih.2.2 Anshlussfrage 2: Wie oft muss man werfen, damit die gesuhteWahrsheinlihkeit pk gleih 1
2
ist?Die Antwort
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)k · 999999
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+ 1
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· 1
!
=
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2liefert wieder eine lineare Gleihung, diesmal in (

1
2

)k: (

1
2

)k+1
= 1

1999998
, woraus k =

ln 1999998
ln 2

− 1 = 19, 93 . . . folgt.Es ist p19 = 0, 6560 . . . und p20 = 0, 4881 . . .Weiters ist limk→∞ pk = 0 und p1 ≈ 1. Auh diese Ergebnisse lassen sih inter-pretieren: Wird sehr oft geworfen und die Münze zeigt immer "`Adler"', dann wirddas Ereignis A immer unwahrsheinliher. Bei nur einem Wurf hingegen (mit demErgebnis "`Adler"') ist es fast siher, eine normale Münze erwisht zu haben.DERIVE zeigt wieder die stetige Fortsetzung des Graphen von p(k): k 7→ pk,
k ∈ N \ {0}, siehe Abbildung 2.

Abbildung 2: Zur Anshlussfrage 22.3 Didaktisher KommentarShon dieses sehr einfahe und künstlihe Beispiel 1 mit seinen Anshlussfragenzeigt, wie shnell Methoden aus einem anderen mathematishen Gebiet (hier: derAnalysis) in stohastishen Situationen zum Einsatz kommen: Funktionsgraphen ze-ihnen, Gleihungen lösen, Grenzwerte berehnen. Die Interpretation der so erhalte-nen Ergebnisse gelingt nur dann, wenn die zugrunde liegende stohastishe Natur derin Rede stehenden Situation berüksihtigt wird.Inhaltlih ist hier die (mathematishe) Modellierung des "`Lernens aus Er-fahrung"' von zentraler Bedeutung, die darin verwendete Bayes'she Formel gewinntdabei zusätzlih an Aussagekraft, wenn sie wie ausgeführt mit analytishen Hilfsmit-teln noh tiefer analysiert wird.



Stochastikunterricht in Österreich — Möglichkeiten und Hintergründe 693 Bayes und die ZiegenBeispiel 2: Folgendes Spiel bei einer Show: Hinter drei Türen be�nden sih zweiZiegen und ein Auto, dieses ist der möglihe Gewinn. Der Kandidat, der niht weiÿ,hinter welher Tür sih das Auto bzw. die Ziegen be�nden, wählt eine Türe, z. B.die linke. Der Spielleiter, der das shon weiÿ, ö�net eine andere Tür, hinter der siheine Ziege be�ndet (Abbildung 3). Der Kandidat hat jetzt die Möglihkeit, bei seinergewählten Tür (der linken) zu bleiben oder auf die noh geshlossene zu wehseln.Wie sind die beiden Strategien (bleiben oder wehseln) zu bewerten?3.1 Die klassishe Lösungwird an einem Diagramm gezeigt:
Auto �

�
�

���

@
@

@
@@R

Auto
Ziege

bleibenwehseln Wahrsheinlihkeit 1

3

Ziege �
�

�
���

@
@

@
@@R

Ziege
Auto

bleibenwehseln Wahrsheinlihkeit 2

3

Die Strategie "`Wehseln"' führt also mit Wahrsheinlihkeit 2
3
zum Erfolg,"`Bleiben"' dagegen nur mit Wahrsheinlihkeit 1

3
.3.2 Die Lösung nah Bayes ([VW℄)Der Zustand θj bezeihne die Situation "`Das Auto steht hinter der Tür j."'. Es gibtalso drei möglihe Zustände.A priori wird P(θj) =

1

3
(j = 1, 2, 3)gesetzt bzw. eingeshätzt.Nun tippe der Kandidat auf Tür 1 und Tür 3 wird geö�net, das sei das Ereignis
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Abbildung 3: Zwei Ziegen und ein Auto
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x = 3. Die folgenden "`Vorwärtswahrsheinlihkeiten"' ergeben sih fast zwingend:P(x = 3|θ3) = 0 ,P(x = 3|θ2) = 1 undP(x = 3|θ1) =

1

2
.Wenn das Auto hinter Tür 3 ist, wird diese Türe vom Spielleiter niht geö�net: erö�net immer eine Ziegentür, so sind die Regeln. Wenn sih das Auto aber hinterTür 2 be�ndet, muss der Spielleiter Tür 3 ö�nen, denn die vom Kandidaten gewählteTür 1 darf er niht ö�nen, ebensowenig wie die Autotür 2. Einzig die dritte mögliheSituation lässt dem Spielleiter dieWahl: das Auto be�ndet sih hinter der vom Kandi-daten gewählten Tür 1. Dann kann er sih frei zwishen Tür 2 und Tür 3 entsheiden,welhe er ö�nen wird. Wirft er dafür eine faire Münze, so sind die entsprehendenWahrsheinlihkeiten jeweils 1

2
.A posteriori ist dannP(θj |x = 3) =

P(x = 3|θj) · P(θj)
3

∑

i=1

P(x = 3|θi) · P(θi)

j = 1, 2, 3 ,das heiÿt im Nenner stehtP(x = 3) =

= P(x = 3|θ1) · P(θ1) + P(x = 3|θ2) · P(θ2) + P(x = 3|θ3) · P(θ3) =
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.Damit ist P(θ1|x = 3) =

P(x = 3|θ1) · P(θ1)
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3
undP(θ3|x = 3) = 0 .D. h. Wehsel von Tür 1 auf Tür 2 verdoppelt die Aussiht, das Auto zu gewinnen!Denn die erste berehnete "`Rükwärtswahrsheinlihkeit"' entspriht der Strategie"`Bleiben"', die zweite bedeutet "`Wehseln"'. Wieder hat sih die Einshätzung der(jetzt drei) möglihen Zustände durh die "`Datenerhebung"' (i. e. x = 3) verändert:von (
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).3.3 Variationen über das Verhalten des Spielleiters ([GÖ℄)Wenn P(x = 3|θ1) = 1 gesetzt wird, d. h. eine starke Vorliebe für Tür 3 (modulo derzugrundeliegenden Situation) vorliegt � es wird nun also keine Münze geworfen! �,dann ergibt sih P(θ1|x = 3) =

1

1 + 1 + 0
=

1

2
,P(θ2|x = 3) =

1

2
undP(θ3|x = 3) = 0 .



72 STEFAN GÖTZNun ist "`Bleiben"' genauso gut wie "`Wehseln"'. Denn ob der Spielleiter die Türe 3ö�net weil er muss (θ2 ist der Fall) oder unbedingt will (wenn θ1 vorliegt), muss ohneweitere Informationen als gleih wahrsheinlih eingeshätzt werden.Ist dagegen P(x = 3|θ1) = 0, d. h. besteht eine groÿe Abneigung gegen Tür 3(modulo der zugrundeliegenden Situation) � wieder wird nun keine Münze geworfen!�, so ist P(θ1|x = 3) =
0

0 + 1 + 0
= 0 ,P(θ2|x = 3) =

1

1
= 1 undP(θ3|x = 3) = 0zu konstatieren. In diesem Fall ist alles klar: es muss gewehselt werden, denn derSpielleiter ö�net nie freiwillig die Tür 3, er tut es aber, ergo: er wird dazu gezwungen.Also steht das Auto hinter Tür 2.Allgemein sei P(x = 3|θ1) =: p ∈ [0, 1], dann istP(θ1|x = 3) =

p

p + 1 + 0
=

p

1 + p
undP(θ2|x = 3) = 1− p

1 + p
=

1 + p− p

1 + p
=

1

1 + p
,P(θ3|x = 3) = 0 .Ein Vergleih der Graphen der Funktionen b(p) := p

1+p
(für "`Bleiben"') und w(p) :=

1
1+p

(für "`Wehseln"') mittels DERIVE bringt Abbildung 4.

Abbildung 4: Wehseln versus BleibenMan erkennt wegen p ≤ 1 (siehe auh Abbildung 4) b(p) ≤ w(p) ∀p ∈ [0, 1], dasheiÿt: WECHSELN IST NIE SCHLECHTER ALS BLEIBEN!3.4 Didaktisher KommentarShematish sieht der Erkenntnisgewinn mit Bayes so aus:
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A-priori-Einshätzung:� P(θj) =

1

3
j = 1, 2, 3� "`Münzwurf"' des Spielleiters beiWahlmöglihkeit

?A-posteriori-Einshätzungder "`Welt"' θj (j = 1, 2, 3):P(θ1) =
1

3
und P(θ2) =

2

3

Bayes'shes Theorem Datum: x = 3

Die Variation eines bestimmten Parameters führt zu einerModellbildung des "`Ver-haltens"' des Spielleiters, was zu einer fast exotishen Stellung dieser Thematik inner-halb der (Shul-)Mathematik führt. Entsheidend ist dabei die Einsiht, dass die A-posteriori-Einshätzung stark von der Modellierung eben dieses Verhaltens abhängt.Informationen dazu bekommt man z. B. durh Beobahten der relativen Häu�gkeitdes Ö�nens einer bestimmten Tür, wenn Wahlmöglihkeit besteht. Oder man kenntjemanden aus dem Umfeld des Spielleiters, der/die über das bevorzugte Verhaltendesselben Besheid weiÿ. Dieses Modell erlaubt es also, eventuell vorhandenes subjek-tives Wissen mitein�ieÿen zu lassen. Genauso könnte man die A-priori-Einshätzungvariieren, wenn es (subjektive) Gründe dafür gibt.Zur (numerishen) Gleihheit der Wahrsheinlihkeiten 2
3
für Erfolg bei "`Weh-seln"' ist zu bemerken, dass hier völlig untershiedlihe Wahrsheinlihkeitsbegri�ezugrunde liegen. Die klassishe Interpretation hat eine long run situation vor Augen:Wenn alle Kandidaten wehseln, dann wird auf lange Siht in 2

3
der Fälle das Autogewonnen werden.Bayesianish betrahtet wird eine Einzelsituation bewertet. Das Vorwissen (ob derSpielleiter für den Fall des Falles eine Münze geworfen hat, ob a priori wirklih alleTüren gleihermaÿen für das Auto in Frage kommen) plus die Daten (x = 3) führen



74 STEFAN GÖTZzur Einsiht: "`Nimm die andere Tür! Die Chane ist dann z. B. 2
3
oder jedenfallsmindestens 50%, dass das Auto dahinter ist."'Also entspriht die klassishe Interpretation der Produzentensiht der Spielshow,die Bayesianishe dagegen der Kandidatensiht.Die Einführung der Variablen p liefert die Funktionen b und w = 1 − b, derenGraphen einen Überblik über die (stohastishe) Situation erlauben und die obigeErkenntnis suggerieren.Apropos p: was heiÿt eigentlih mit p = 3

4
ist w

(

3
4

)

= 1
1+ 3

4

= 4
7
und b

(

3
4

)

= 3
7
? Eineoperationale Deutung passiert über eine �ktive faire Wette zwishen zwei Partnern,welhe an einem Beispiel demonstriert werden soll. Sei a =14000 ¿ der Wert desAutos. Dann müsste der Kandidat 14000 · 4

7
= 8000 ¿ Einsatz bei Wahl der Strategie"`Wehseln"' einzahlen, der Partner dagegen nur 14000 · 3

7
= 6000 ¿. Erwisht derKandidat die Autotür, so erhält er die 14000 ¿, sonst der Partner. Also heiÿt "`fair"'hier, dass der Einsatz der Gewinnerwartung entspriht. Die Wette ist natürlih �ktiv,tatsählih geht es ja um das Auto oder nihts.Mit anderen Worten: w(p) · a ist die Gewinnerwartung bei der Wehselstrategie.Die Ergebnisse für die Extremfälle p = 0 und p = 1 können direkt interpretiertwerden.Insgesamt fungieren die Funktionen w und b als analytishe Hilfsmittel für dieBeurteilung einer stohastishen Situation, ein weiteres shönes elementares Beispielfür das Zusammenwirken von Methoden aus vershiedenen mathematishen Gebieten.4 Der österreihishe Lehrplan Mathematik � Kostproben([LP℄)4.1 AHS-Unterstufe und Hauptshule: 5. � 8. ShulstufeIm allgemeinen Teil werden unter der Übershrift Bildungs- und Lehraufgabe mathe-matishe Grundtätigkeiten genannt: Produktives geistiges Arbeiten, Argumentierenund exaktes Arbeiten, Kritishes Denken und Darstellen und Interpretieren.An Unterrihtszielen und Unterrihtsinhalten werden welhe aus Arithmetik, ele-mentarer Algebra und Geometrie angeführt.Unter Didaktishe Grundsätze �ndet sih u. a. der Hinweis auf den Kern- undErweiterungsbereih, welhe im Verhältnis 2 : 1 die Unterrihtszeit ausmahen soll-ten und in einer individuellen von den Lehrenden zu erstellenden Jahresplanungtransparent gemaht werden. Dazu �nden sih Erläuterungen zum systematishenund situationsbezogenen Lernen, zum verständnisvollen Lernen, vershiedene Unter-rihtsformen wie Einzelarbeit, Partnerarbeit, Gruppenarbeit und projektorientierterUnterriht werden erklärt. Die Motivierung der Shülerinnen und Shüler soll u. a.mittels Themen aus ihrer Erfahrungswelt passieren. Ein wihtiger Grundsatz ist dasUnterrihten in Phasen, die Vernetzung ausgewählter Sto�nhalte, das Herstellen vonQuerverbindungen. Die Siherung des Unterrihtsertrags geshieht durh das Lernen,erworbenes Wissen zu rekonstruieren, eigenständig darzustellen und auh zu begrün-den. Weiters ist Individualisierung und Di�erenzierung auh innerhalb einer Klassegefordert. Das Lesen mathematisher Texte trägt dem sprahlihen Aspekt der Math-ematik, die eine eigene Sprahe ("`Fahsprahe"') ausgebildet hat, Rehnung. Beiden Aufgabenstellungen sollen elementare Tätigkeiten gefragt sein und aufeinanderaufbauende Lösungsshritte zum Ziel führen. Das Arbeiten mit dem Tashenreh-ner und dem Computer begleitet im Idealfall den gesamten Mathematikunterriht,ein Werkzeug, dessen Indikationen zum Einsatz im Laufe der Zeit herausgearbeitet



Stochastikunterricht in Österreich — Möglichkeiten und Hintergründe 75werden sollen. Last but not least unterstützen historishe Betrahtungen z. B. dieBegri�sbildung oder die Entwiklung spezieller Methoden.Der Lehrsto� zur Stohastik wird in allen vier Klassenstufen unter der Übershrift"`Arbeiten mit Modellen, Statistik"' angeführt.In der 1. Klasse sind Tabellen und graphishe Darstellungen zum Erfassen von Daten-mengen gefragt.Die 2. Klasse fordert shon das Ermitteln von relativen Häu�gkeiten, die Shüler undShülerinnen sollen entsprehende graphishe Darstellungen lesen, anfertigen und kri-tish betrahten können. Die Fähigkeit, Manipulationsmöglihkeiten (in statistishenDarstellungen) erkennen zu können, ist ein wihtiger Beitrag zur Allgemeinbildung.In der 3. Klasse steht das Untersuhen und Darstellen von Datenmengen am Pro-gramm.Die 4. Klasse shlieÿlih bringt das Untersuhen und Darstellen von Datenmengenunter Verwendung statistisher Kennzahlen (z. B. Mittelwert, Median, Quartil, rela-tive Häu�gkeit, Streudiagramm).4.2 AHS-Oberstufe (Gymnasium): 9. � 12. ShulstufeDie Bildungs- und Lehraufgabe im allgemeinen Teil enthält die mathematisheBeshreibung von Strukturen und Prozessen der uns umgebenden Welt, damit Ein-siht in Zusammenhänge erlangt werden kann und das Lösen von Problemen möglihwird.Mathematishe Kompetenzen aus den Gebieten "`Zahlen"', "`Algebra"', "`Analy-sis"', "`Geometrie"' und "`Stohastik"' sollen erlangt werden. Dabei ist Darstellend- interpretierendes, Formal - operatives, Experimentell - heuristishes und Kritish -argumentatives Arbeiten erwünsht.Vershiedende Aspekte der Mathematik wie der shöpferish - kreative, der sprah-lihe, der erkenntnistheoretishe, der pragmatish - anwendungsorientierte, der au-tonome und der kulturell - historishe sollen im Unterriht angesprohen werden.Durh eigene Tätigkeiten Einsihten gewinnen steht im Mittelpunkt der didaktis-hen Grundsätze. Die Angabe minimaler � maximaler Realisierung bei jedem der fol-genden Punkte soll ihre Konkretisierung im Unterriht veranshaulihen. Das Lernenin anwendungsorientierten Kontexten, in Phasen, im sozialen Umfeld, unter vielfälti-gen Aspekten, mit instruktionaler Unterstützung, mit medialer Unterstützung undmit tehnologisher Unterstützung wird so beshrieben.Der Lehrsto� zur "`Stohastik"' (das ist auh die jeweilige Kapitelübershrift) be-ginnt in der 6. Klasse mit dem Arbeiten mit Darstellungsformen und Kennzahlen derbeshreibenden Statistik; das Kennen des Begri�s Zufallsversuh, das Beshreibenvon Ereignissen durh Mengen wird angeführt; das Kennen der Problematik desWahrsheinlihkeitsbegri�s wird ebenso gefordert wie das Au�assen von Wahrshein-lihkeiten als relative Anteile, als relative Häu�gkeiten und als subjektives Vertrauen.Das Berehnen von Wahrsheinlihkeiten aus gegebenen Wahrsheinlihkeiten, z. B.mit Hilfe der Multiplikations- und Additionsregel ist genauso Inhalt wie das Kennendes Begri�s der bedingten Wahrsheinlihkeit. In Realgymnasien ist das Arbeiten mitdem Satz von Bayes P�iht.Die 7. Klasse verlangt das Kennen der Begri�e diskrete Zufallsvariable unddiskrete Verteilung. Das Kennen der Zusammenhänge von relativen Häu�gkeitsver-teilungen und Wahrsheinlihkeitsverteilungen ist ebenso gefragt wie der von Mittel-wert und Erwartungswert sowie von empirisher Varianz und Varianz. Konkret istdas Arbeiten mit diskreten Verteilungen (insbesondere mit der Binomialverteilung)



76 STEFAN GÖTZin anwendungsorientierten Bereihen angeführt.In der 8. Klasse steht das Kennen der Begri�e stetige Zufallsvariable und stetigeVerteilung im Zentrum. Konkret ist das Arbeiten mit der Normalverteilung in an-wendungsorientierten Bereihen gemeint, welhes im Kennen und Interpretieren vonstatistishen Hypothesentests und von Kon�denzintervallen endet.5 Standards in der 8. Shulstufe ([ST℄)Nahhaltigkeit soll auf Basis eines sogenannten Kompetenzmodells erreiht werden,welhes folgende Komponenten enthält: Mathematishe und Überfahlihe.Erstere unterteilen sih wieder einerseits in� A1: Darstellen, Modellbilden,� A2: Operieren, Rehnen,� A3: Interpretieren und Dokumentieren und� A4: Argumentieren und Begründen,diese beshreiben also die A: Handlungsdimension.Andererseits besteht die B: Inhaltlihe Dimension aus� B1: Arbeiten mit Zahlen und Maÿen,� B2: Arbeiten mit Variablen und funktionalen Abhängigkeiten,� B3: Arbeiten mit Figuren und Körpern und� B4: Arbeiten mit statistishen Kenngröÿen und Darstellungen.Zweitere, also die C: Überfahlihen Kompetenzen und Standards sind in� C1: Autonomes Lernen,� C2: Arbeitstehniken, Methodenkompetenzen,� C3: Kooperatives Handeln und� C4: Kritishes Denken und Re�ektierendi�erenziert.



Stochastikunterricht in Österreich — Möglichkeiten und Hintergründe 77Die Formulierung der Standards geshieht in "`Ih kann . . . "' (�I an do . . . �)Statement wie z. B.A1 Ih kann Sahverhalte in verbaler, tabellarisher, gra�sher und symbolisherForm darstellen.A2 Ih kann Ergebnisse abshätzen oder auh überprüfen, mit Näherungswertenrehnen und sinnvoll runden.A3 Ih kann den Lösungsweg einer Aufgabe beshreiben.A4 Ih kann einzelne Rehenshritte begründen wie auh begründen, warum einRehenshritt bzw. eine bestimmte mathematishe Argumentation falsh ist.bzw. für B4� Ih kenne wihtige statistishe Darstellungsformen (Tabellen, Piktogramm,Stab-, Kreis-, Linien- und Streudiagramm) und kann damit verständig undangemessen arbeiten.� Ih kann mit absoluten und relativen Häu�gkeiten sowie mit tabellarishen odergra�sh dargestellten Häu�gkeitsverteilungen verständig und angemessen umge-hen.� Ih kenne das arithmetishe Mittel, den Median und Quartile und kann mitdiesen Kennzahlen angemessen arbeiten.� Ih kann (eventuell mit Hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms) statistisheTabellen und Gra�ken erstellen sowie statistishe Kennzahlen ermitteln.Mittlerweile ist ein Pool von konkreten Aufgaben entstanden, jede mit einer (i) Klas-si�kation nah A, B, C und Komplexität. Weiters werden (ii) erlaubte Hilfsmittelangegeben und (iii) ein mögliher Lösungsweg.Folgendes Beispiel möge das eben Gesagte illustrieren: Unter dem Titel Bevölker-ungsentwiklung in Österreih �ndet sih die Aufgabenstellung:Das folgende Diagramm zeigt die Bevölkerungsentwiklung der letzten 50 Jahre inÖsterreih: Abbildung 5.a) Zeihne in das Diagramm "`nah Gefühl"' eine Gerade ein, die die Bevölkerungs-entwiklung seit 1951 möglihst gut beshreibt ("`Trendgerade"'). Versuhe mitHilfe der gezeihneten Trendgeraden die Bevölkerungszahl Österreihs im Jahr2010 vorauszusagen!b) Ein Mitshüler hat lediglih die Punkte bei 1991 und 2001 durh eine Geradeverbunden und mit Hilfe dieser Geraden die Bevölkerungszahl im Jahre 2010vorausgesagt. Was meinst du dazu? Für welhe Vorgehensweise würdest du dihentsheiden?Klassi�kation:� Handlungsdimension� A1: Darstellen, Modellbilden� A3: Interpretieren und Dokumentieren
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Abbildung 5: Bevölkerungsentwiklung in Österreih� Inhaltlihe Dimension� B2: Arbeiten mit Variablen und funktionalen Abhängigkeiten� B4: Arbeiten mit statistishen Kenngröÿen und Darstellungen� Geringe KomplexitätHöhere KomplexitätHilfsmittel: LinealZiele, erwartete Lösung(en):1. Lösung des Beispiels wird vor allem von Shüler/innen des ersten Leis-tungsniveaus erwartet2. Lösungsweg(e)a) Die Shüler/innen müssen� ein Streudiagramm lesen und interpretieren können,� einen (annähernd) linearen Trend erkennen und mit Hilfe einer Ger-aden gra�sh veranshaulihen können,� aus der gra�shen Darstellung einer Trendgeraden Prognosewerte er-mitteln können(Abbildung 6).
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Abbildung 6: Bevölkerungsentwiklung in Österreih � Lösungsvorshlagb) "`Die Trendgerade berüksihtigt alle gegebenen Daten von 1951 � 2001in gleiher Weise, die Prognose meines Mitshülers berüksihtigt nur dieWerte von 1991 und 2001. Das kann sinnvoll sein, wenn der Trend infrüheren Jahren deutlih anders verläuft, kann aber auh problematishsein (eine Prognose der Bevölkerungszahl im Jahre 1981 anhand der Werte1961 und 1971 etwa hätte nur sehr shleht gepasst). Ih würde mih daherim Normalfall und auh in diesem Beispiel für das Modell der Trendgeradenentsheiden, wobei ih bei der nah Gefühl eingezeihneten Trendgeradeneventuell versuhen würde, die jüngeren Daten etwas stärker zu berük-sihtigen als weiter zurükliegende."'Kommentar:� Sprahlihe Anforderungen: hoh� Lernsto� der Shulstufe: 8Abshlieÿende Bemerkungen:i) Die Standards sind in Österreih zur Zeit in der Testphase, der geplante Startist 2008.ii) Die Ausarbeitung von Standards für die zwölfte Shulstufe ist derzeit im Gange.6 Das Problem des anderen Kindes ([GH℄)Beispiel 3: Man weiÿ, dass eine Familie zwei Kinder hat und mindestens ein Mäd-hen. Wie groÿ ist die Wahrsheinlihkeit, dass diese Familie zwei Mädhen hat?In der Literatur �nden sih zwei vershiedene Lösungen: erstens 1
2
mit dem Argu-ment, dass Buben- und Mädhengeburten annähernd gleihwahrsheinlih und unab-hängig vom Geshleht der Shwester sind.Zweitens 1

3
mit der Begründung, dass eine Familie mit zwei Kindern folgendeKonstellationen der Kinder aufweisen kann: MM, MB, BM, BB, dabei steht "`M"'für "`Mädhen"' und "`B"' für "`Bub"', und "`BB"' fällt aus!Beispiel 4, Fortsetzung von Beispiel 3:Wie ändert sih die Situation, wennman weiÿ, dass das ältere Kind ein Mädhen ist?Lösung: 1

2



80 STEFAN GÖTZi) entweder mit der Begründung dafür von oben,ii) oder aus Ω = {MM, MB, BM, BB} wird Ω′ = {MM, MB}, wobei dasGeshleht des älteren Kindes zuerst genannt wird, also:P(MM |Ω′) =
P(MM ∩ Ω′)P(Ω′)

=
1
4
2
4

=
1

2
.Aber was ist mit Beispiel 3? � Dazu muss folgende Frage beantwortet werden:Wie kommt die Information "`mindestens ein Mädhen"' zustande?Wenn z. B. eine (zufällige) Begegnung [J(unge)=B(ub)℄ stattgefunden hat, kanndie Situation folgendermaÿen illustriert werden: Abbildung 7.

Abbildung 7: Baumdiagramm für zufällige BegegnungWir sehen: P(Diker Pfad)=P(die beiden anderen Pfade zusammen), also:P(MM |Begegnung mit M) =
1

2
.Formal kann mit Bayes geshlossen werden:P(MM |M) =

P(M |MM) · P(MM)P(M)
=

1 · 1
4

1 · 1
4

+ 1
2
· 1

4
+ 1

2
· 1

4

=
1

2
.Analoge Situationen wären etwa ein Freund sieht, . . . , und berihtet davon, oderdas Hören einer (weiblihen) Kinderstimme oder Vater oder Mutter erzählt: "`Gesternhat ein Mädhen geweint."'Ein wenig anders stellt sih die Situation dar, wenn der Vater oder die Muttersagt: "`Gestern hat Anna geweint."' Dann kann wieder das alte Argument von obengebraht werden: P[bestimmtes Kind (das zweite neben Anna)=M℄=1

2
.Die Baumdiagramme sehen nun so aus: Abbildung 8 oder Abbildung 9.In beiden Fällen ist der Anteil der fett gedrukten Pfade an der Gesamtheit zuberehnen: 1

2
.Was ist aber, wenn die Frage "`Sind in Deiner Familie beide Kinder Buben?"'vom Vater oder von der Mutter mit "`Nein!"' beantwortet wird? � Dann endlih istdie gesuhte Wahrsheinlihkeit 1

3
: Abbildung 10.Conlusio:(i) 1

2
ist dann der Fall, wenn ein Zufallsexperiment die Information liefert.(ii) 1

3
dagegen liegt vor, wenn Wissende die Möglihkeit "`BB"' ausshlieÿen.
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Abbildung 8: Anna weint 1

Abbildung 9: Anna weint 27 Die Ausbildung in Stohastik von Lehramtsstudierenden ander Universität WienEine vierstündige Vorlesung "`Wahrsheinlihkeitstheorie und Statistik für Lehramt-skandidat/innen"' und ein zweistündiges Proseminar dazu, beides im zweiten Studi-enabshnitt, bieten z. B. (beim Verfasser dieses Beitrags) folgendes Programm:I. Wahrsheinlihkeitstheorie1.) Einführung2.) Axiomatishe De�nition des Wahrsheinlihkeitsbegri�s3.) Endlihe Wahrsheinlihkeitsräume �Laplae'sher Wahrsheinlihkeitsbegri�4.) Kombinatorik5.) Bedingte Wahrsheinlihkeiten und Unabhängigkeit von Ereignissen6.) Der Satz von der totalen Wahrsheinlihkeit unddie Formel von Bayes7.) Das Bernoulli'she Gesetz der groÿen Zahlen8.) Die Ein- und Ausshaltformel und ein Paradoxon9.) Geometrishe Wahrsheinlihkeiten10.) Der Begri� der Zufallsvariablen11.) Diskrete Zufallsvariable11.1 De�nition
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Abbildung 10: Keine zwei Buben in der Familie11.2 Verteilungsfunktion11.3 Der Erwartungswert11.4 Varianz und Streuung (oder Standardabweihung)12.) Paare von diskreten Zufallsvariablen13.) Erzeugende Funktionen14.) Spezielle diskrete Verteilungen14.1 Die Binomialverteilung14.2 Die geometrishe Verteilung14.3 Die Poisson-Verteilung14.4 Die hypergeometrishe Verteilung15.) Stetige Zufallsvariable16.) Spezielle stetige Verteilungen16.1 Die gleihmäÿige Verteilung16.2 Die Exponentialverteilung16.3 Die NormalverteilungII. Statistik1.) Beshreibende Statistik2.) Beurteilende Statistik2.1 Einpunktshätzung2.2 Bereihsshätzung2.3 Testen von Hypothesen2.4 Der Bayes'she Ansatz2.5 Ein verteilungsfreies Testverfahren � der Vorzeihentest2.6 Der Chi-Quadrat-Anpassungstest2.7 Der Chi-Quadrat-Unabhängigkeitstest3.) Lineare Regression



Stochastikunterricht in Österreich — Möglichkeiten und Hintergründe 838 Big PointsBei der im vorigen Abshnitt vorgestellten Lehrveranstaltung zeigt sih, dass bes-timmte Verständnisshwierigkeiten, "`Knakpunkte"' immer wieder auftreten, so dassauf diese besonderes Augenmerk in der Ausbildung gerihtet werden sollte. Ein paarwesentlihe "`Hürden"' seien im Folgenden genannt.Die Untersheidung der Begri�e Zufallsvariable, Parameter und empirishe Gröÿeist in einer konkreten stohastishen Situation, z. B. in einem Anwendungsbeispiel,shwierig. Die Tabelle zeigt ein typishes Beispiel.Testvariable Erwartungswert arithmetishes Mittel
X̄ E(X) = µ x̄beim Testen Kennzeihen einer aus Datenund Shätzen Verteilung gewonnenbeurteilende Wahrsheinlihkeits- beshreibendeStatistik theorie StatistikDie ewige Frage nah dem Verhältnis relative Häu�gkeit Rn bzw. rn �Wahrshein-lihkeit P bzw. p eines Ereignisses A, welhes durh Abbildungen wie Abbildung 11in gewisser Weise noh unklarer wird, wird immer wieder � spontan! � unsauberbeantwortet:

lim
n→∞

P(|Rn(A)− p| ≤ ε) = 1 versus lim
n→∞

rn(A) = p

Abbildung 11: Relative Häu�gkeiten "`pendeln sih ein"'Was beshreibt die Testvariable X beim Testen von Hypothesen? � Diese Fragesollte immer zuerst bei einer konkreten Aufgabe aus diesem Gebiet geklärt werden.Die Interpretation eines (klassishen) Kon�denzintervalls: niht der Parameterliegt mit einer bestimmten Wahrsheinlihkeit γ < 1 im Intervall, sondern umgekehrt:das Intervall umfasst mit einer bestimmten Wahrsheinlihkeit γ < 1 den un-bekannten Parameter. Der Bayesianishe Standpunkt stützt bekanntlih die ersteSihtweise.Der Wertebereih einer Zufallsvariablen: Ist er diskret oder überabzählbar, wennendlih, wo beginnt er, wo endet er?Die De�nition der Verteilungsfunktion und was bei einer bestimmten Zufallsvari-ablen daraus wird ist oft überrashend di�zil zum Anshreiben:
F (x) =

∑

xi≤x

P(X = xi) bzw. F (x) =

∫ x

−∞
f(t) dt .Wo �ndet sih die Variable x auf der rehten Seite des Ausdruks wieder?
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Význam niektorýh faktorov vo �exibilnom mysleníºiakov�tefan Gubo
Abstrat. The main purpose of this presentation is to report on our researh results whihgoal is to investigate students' suessfulness in solving problems whih need �rst of all �ex-ible thinking. The researh was onduted at primary (Grade 5 and Grade 8) and seondary(Grade 11) shools in three ounties of Slovakia. Altogether 745 students were tested. As faras the main objetive of our researh was onerned, we have examined the relation betweenstudents' suessfulness in solving puzzle-problems and following fators: gender, half-termmark from Mathematis and quali�ation of parents. To estimate student's ability in solvingpuzzle-problems we have ompiled a test of 11 puzzle-problems.ÚvodV dne²nej dobe rýhly vývoj informa£nýh a komunika£nýh tehnológií zaprí£i¬uje ajprehodnotenie pojmu vedomosti. Uº nie je posta£ujúe len si osvoji´ poznatky, £orazvä£²mi sa ukazuje nárok na ih tvorivú aplikáiu. Spolu s nimi sa dostanú do poprediaotázky rozvíjania tvorivosti a problémového myslenia. Jeden z najd�leºitej²íh kom-ponentov tvorivosti je �exibilné myslenie, ktoré umoº¬uje rie²ite©ovi skúma´ danýproblém z r�znyh aspektov. Flexibilné myslenie zah¯¬a v sebe aj shopnos´ rede�ní-ie problému, pomoou ktorej sa k rie²eniu moºno dosta´ rýhlej²ie a bez vyvinutiavä£²ieho úsilia.V tomto príspevku heme publikova´ výsledky tuzemského empirikého výskumu,ktorého ie©om je nájs´ význam niektorýh faktorov vo �exibilnom myslení ºiakovzákladnýh a strednýh ²k�l.Charakteristika výskumuCie© výskumuNa²ou snahou bolo uskuto£ni´ empiriký výskum zameraný na meranie úrovne �ex-ibilného myslenia ºiakov základnýh a strednýh ²k�l na Slovensku s nasledovnýmie©om: zisti´ aký je vz´ah medzi úrov¬ou �exibilného myslenia ºiakov a nasledovnýmifaktormi: pohlavie, polro£ná známka z matematiky, vzdelanie rodi£ov.Prostriedky výskumuÚrove¬ �exibilného myslenia ºiakov sme heli mera´ pomoou ne²tandardizovanéhotestu, ktorý sme zostavili sami. Problémové situáie, ktoré vyºadujú �exibilné mysle-nie ve©mi dobre reprezentujú (matematiké) hlavolamy (pozri [1℄). Vyhádzajú ztohto tvrdenia Test hlavolamov sme zostavili z 11 problémov, ktoré mali harakterhádaniek a k ih rie²eniu nebola potrebná hlb²ia matematiká vedomos´ (p. prílohu).Test hlavolamov sme prihystali v dvoh verziáh (A, B), ºiai ktorí sedeli v jednejlavii dostali odli²nú verziu. Problémy verzie B sme kon²truovali pomoou pre²tyli-zovania problémov verzie A, pri£om sme dávali pozor na to, aby sa zmeny dotýkali



86 ŠTEFAN GUBOiba povrhovýh £¯t problémov. V prípade �gurálnyh problémov sme obrázok trans-formovali pomoou súmernosti alebo oto£enia. Poradie problémov na oboh verziáhsme zvolili tak, aby pre ºiakov bola ekvivalenia £ím menej badate©ná.Pri kvantitatívnom vyhodnotení rie²ení sme pouºívali len dve kategórie: správny(1 bod) alebo nesprávny (0 bodov). �iai teda vedeli získa´ maximálne 11 bodov. Navypraovanie úloh testu mali ºiai 40 minút.Vzorka výskumuVýskum sme uskuto£nili v apríli-máji ²kolského roka 2004/2005 na základnýh²koláh, gymnáziáh a osemro£nýh gymnáziáh v Banskobystrikom, Ko²ikom a Ni-trianskom kraji. Do výskumu sme zapojili ºiakov troh ro£níkov: 5. ro£ník (Prima),8. ro£ník (Kvarta) a 2. ro£ník (Sexta). Rozdelenie po£tu ºiakov vo výskume pod©aro£níkov a krajov sme zhrnuli v tab. .1.Tab. £. 1. Rozdelenie po£tu ºiakov vo výskumeKraj Po£et ºiakov Spolu %5. / Prima 8. / Kvarta 2. / SextaBanskobystriký 66 85 42 193 26 %Ko²iký 66 65 62 193 26 %Nitriansky 115 130 114 359 48 %Spolu 247 280 218 745% 33 % 38 % 29 % 100 %Vyhodnotenie výskumuKvantitatívne vyhodnotenie výskumuRelatívna úspe²nos´ ºiakov jednotlivýh ro£níkov v oboh verziáh Testu hlavolamovobsahuje tab..2.:Tab. £. 2. Relatívna úspe²nos´ ºiakov v jednotlivýh ro£níkoh% 5. / Prima 8. / Kvarta 2. / Sextatest
A

test
B

test
A

test
B

test
A

test
BVýkon ºiakov priemer 13,1 11,9 28,5 27,9 43,6 38,6rozptyl 12,2 11,3 23,0 18,9 19,6 18,4n 126 121 143 137 110 108Z tab..2 vyplýva ºe pre ºiakov 5. ro£./Prima test sa ukázal dos´ náro£ný. Ke¤triedime ºiakov pod©a získanýh bodov, m�ºeme vidie´ v prípade oboh verziáhtestu, ºe o nie£o menej ako tretina ºiakov 5. ro£./Prima nedokázalo získa´ ani jedenbod, a via ako 80% udával správnu odpove¤ nanajvý² na 2 hlavolamy (pozri obr.

1a− 1b). Najúspe²nej²í boli ºiai 2. ro£./Sexta, ale ani oni nedokázali získa´ via ako50% maximálneho po£tu bodov. Ke¤ triedime ºiakov pod©a získanýh bodov, vidímeºe relatívna úspe²nos´ ºiakov 8. ro£./Kvarta, 2. ro£./Sexta sa £ím via pribliºujek normálnemu rozdeleniu.



Význam niektorých faktorov vo flexibilnom myslení žiakov 87

Obr. 1a. Histogram rozdelenia relatívnej úspe²nosti v jednotlivýh ro£níkoh (test
A)

Obr. 1b. Histogram rozdelenia relatívnej úspe²nosti v jednotlivýh ro£níkoh (test
B)Súvislos´ úspe²nosti ºiakov so skúmanými faktormiNa za£iatku výskumu kaºdý ºiak vyplnil dotazník, v ktorom uviedol svoje menoa priezvisko, dátum narodenia, názov ²koly, triedu, polro£nú známku z matem-atiky v ²kolskom roku 2004/2005, a najvy²²ie vzdelanie rodi£ov. Tieto údajeumoº¬ujú vykonanie výpo£tov, ktoré h©adajú odpove¤ na otázku, aký je vz´ah medziúspe²nos´ou ºiakov v teste a faktormi via-menej spojenými s výkonom ºiakov vovyu£ovaom proese.Pohlavie ºiakov a ih úspe²nos´ v testeNa porovnanie výsledkov hlapov a diev£at v oboh verziáh testu sme pouºívalidvojvýberový t-test. Pri porovnaní získaného po£tu bodov hlapov a diev£at v obohverziáh testu na odhýlku rozptylov F -test neudával signi�kantnú hodnotu, tedadvojvýberový t-test sme mohli urobi´ v kaºdom ro£níku. V prípade 5. ro£./Primaa 8. ro£./Kvarta sme nena²li d�leºité rozdiely medzi výkonom hlapov a diev£at aniv jednej verzie testu (pozri tab. . 3a4.).Tab. £. 3. Porovnanie úspe²nosti hlapov a diev£at v 5. ro£./Prima5. /Prima priemer A n t p priemer B n t pChlapi 1,39 54 - 0,34 0,73 1,26 57 - 0,42 0,67Diev£atá 1,47 72 1,36 64



88 ŠTEFAN GUBOTab. £. 4. Porovnanie úspe²nosti hlapov a diev£at v 8. ro£./Kvarta8. /Kvarta priemer A n t p priemer B n t pChlapi 2,97 75 - 0,79 0,43 2,94 68 - 0,69 0,49Diev£atá 3,31 68 3,18 69V 2. ro£./Sexta v prípade verzie A testu sme sa dostali ve©mi blízko k 95% hraniisigni�kanie zvy£ajne pouºitej v pedagogikýh výskumoh, kým v prípade verzie Btestu úspe²nos´ hlapov bola vy²²ia na hladine významnosti p < 0, 01 (pozri tab..5).Tab. £. 5. Porovnanie úspe²nosti hlapov a diev£at v 2. ro£./Sexta2. / Sexta priemer A n t p priemer B n t pChlapi 5,17 47 1,56 0,12 4,93 42 2,90 0,004∗∗Diev£atá 4,52 63 3,80 66Poznámka: ∗: p < 0, 05; ∗∗: p < 0, 01; ∗∗∗: p < 0, 001.Polro£ná známka z matematiky a úspe²nos´ ºiakov v testeNa základe polro£nej známky z matematiky sme vytvorili 4 skupiny tak, ºe ºi-akov s hodnotením �dostato£ný� a �nedostato£ný� sme zaradili do tej istej skupiny.Na overovanie hypotézy, ºe ºiai s lep²ím prospehom z matematiky sú úspe²nej²ípri rie²ení problémov na �exibilné myslenie, v kaºdom ro£níku sme urobili analýzurozptylov pre porovnanie 4 skupín. Analýzu rozptylov m�ºeme vykona´ len vtedy,ke¤ rozptyly jednotlivýh skúmanýh skupín sa podstatne neodli²ujú.V 5. ro£./Prima v prípade oboh verziáh testu, Levenov test ukázal podstatnérozdiely medzi rozptylmi, teda analýzu rozptylov nie je moºné urobi´. Pomoou Dun-nettovho postupu sa v²ak dá zisti´, medzi ktorými skupinami sú d�leºité odli²nosti. Vprípade oboh verzií testu sme dostali, ºe výsledky ºiakov skupiny �výborný� sú sig-ni�kantne lep²ie ako výsledky ºiakov ostatnýh skupín. Iné rozdiely medzi skupinamisme nena²li.V 8. ro£./Kvarta v prípade verzie A testu na základe Levenovho testu smenemohli urobi´ analýzu rozptylov. Po vykonaní Dunnettovho postupu sme do²li kzáveru, ºe výsledky ºiakov skupiny �výborný� sú signi�kantne lep²ie ako výsledkyºiakov skupiny �dobrý� a �dostato£ný-nedostato£ný�, a podobne výsledky ºiakovskupiny �hválitebný� sú signi�kantne lep²ie ako výsledky ºiakov skupiny �dostato£ný-nedostato£ný�.V prípade verzie B testu Levenov test neukázal podstatné rozdiely medzirozptylmi jednotlivýh skupín. Ako výsledok analýzy rozptylov sme dostali, ºe vplyvfaktoru polro£nej známky z matematiky na úspe²nos´ ºiakov v Teste hlavolamov jesigni�kantný. Pomoou Fisherovej LSD skú²ky sme sa heli dozvedie´, v akej mieresa odli²ujú jednotlivé skupiny. Výsledok párovej komparáie (Post Ho Comparison)sme zhrnuli v tab. . 6. (v tabu©ke sa nahádzajú hodnoty pravdepodobnosti p hýbzodpovedajúe k danému páru).Tab. £. 6. Výsledok Fisherovej LSD skú²ky v 8. ro£./Kvartatest B 2 3 4-51 0,002∗∗ 0,0004∗∗∗ 0,0001∗∗∗2 0,554 0,001∗∗3 0,005∗∗Poznámka: ∗: p < 0, 05; ∗∗: p < 0, 01; ∗∗∗: p < 0, 001.



Význam niektorých faktorov vo flexibilnom myslení žiakov 89V 2.ro£./Sexta Levenov test neukázal podstatné rozdiely medzi rozptylmi jed-notlivýh skupín ani v prípade verzie A, ani verzie B. Pod©a analýzy rozptylov vplyvfaktoru polro£nej známky z matematiky na úspe²nos´ ºiakov v Teste hlavolamov jesigni�kantný v prípade oboh verziáh testu. Tab. . 7 obsahuje výsledok FisherovejLSD skú²ky.Tab. £. 7. Výsledok Fisherovej LSD skú²ky v 2. ro£./Sextatest A 2 3 4-5 test B 2 3 4-51 0,097 0,003∗∗ 0,0002∗∗∗ 1 0,280 0,024∗ 0,0003∗∗∗2 0,097 0,007∗ 2 0,111 0,0009∗∗∗3 0,296 3 0,062Poznámka: ∗: p < 0, 05; ∗∗: p < 0, 01; ∗∗∗: p < 0, 001.Na základe výsledkov analýzy rozptylov m�ºeme vyslovi´, ºe je silný vz´ah medzivýsledkami ºiakov v Teste hlavolamov a polro£nou známkou z matematiky. Zdá sa,ºe �exibilné myslenie ºiakov s lep²ím prospehom z matematiky je via rozvinuté.To m�ºeme od�vodni´ s tým, ºe z matematiky ²ikovní ºiai vedia vytvori´ o danomprobléme ²ir²iu reprezentáiu, £o zna£ne zvy²uje pravdepodobnos´ úspe²ného rie²eniaproblému.Vzdelanie rodi£ov a úspe²nos´ ºiakov v testeVzdelanie rodi£ov je dos´ £asto sledovaný faktor v pedagogikýh výskumoh.V na²ej analýze sme neo£akávali signi�kantné vz´ahy medzi úspe²nos´ou ºiakovpri rie²ení netradi£nýh hlavolamov v ²kolskom vyu£ovaní a najvy²²ím vzdelanímrodi£ov.Naproti tomu po analýze výsledkov jednotlivýh verzií testu pomoou Spear-manovej koreláie v prípade 5. ro£./Prima a 8. ro£./Kvarta sme na²li silnú pozitívnukoreláiu medzi výsledkami ºiakov a vzdelaním rodi£ov. V prípade 2. ro£./Sexta tov²ak nem�ºeme vyslovi´: tam sme na²li iba koreláiu medzi úspe²nos´ou ºiakov voverzii A testu a vzdelaním ota (pozri tab. . 8.).Tab. £. 8. Súvislos´ medzi úspe²nos´ou ºiakov a vzdelaním rodi£ovtest A test Bvzdelanieota vzdelaniematky vzdelanieota vzdelaniematky5 / Prima 0,33∗∗∗ 0,26∗∗ 0,39∗∗∗ 0,32∗∗∗8 / Kvarta 0,34∗∗∗ 0,34∗∗∗ 0,38∗∗∗ 0,41∗∗∗2 / Sexta 0,20∗ 0,058 0,06 0,11Poznámka: ∗: p < 0, 05; ∗∗: p < 0, 01; ∗∗∗: p < 0, 001ZhrnutieV uvedenom príspevku sme publikovali výsledky empirikého výskumu zameranéhona zistenie vz´ahov medzi �exibilným myslením ºiakov základnýh a strednýh ²k�la niektorými faktormi. Do výskumu sa zapojilo velku 745 ºiakov z troh ro£níkov,pri zbere údajov sme pouºívali dva meraie prostriedky (Dotazník, Test hlavolamov).Na základe výsledkov m�ºeme poznamena´, ºe na vzorke ºiakov základnýh ²k�lresp. ro£níkoh Prima a Kvarta osemro£nýh gymnázií nie je významný rozdiel medzivýsledkami pohlavia. Na strednýh ²koláh resp. v ro£níku Sexta osemro£nýh gym-názií hlapi dosiahli lep²ie výsledky ako diev£atá, hoi signi�kantné rozdiely smena²li iba v prípade verzie B testu.



90 ŠTEFAN GUBO�al²ím d�leºitým výsledkom ná²ho výskumu je silná koreláia ²kolskej známkyz matematiky s úrov¬ou �exibilného myslenia ºiakov, t.j. ºiai s lep²ím prospehomz matematiky sú úspe²nej²í v rie²ení problémov na �exibilné myslenie.Literatúra[1℄ Dreyfus, T. � Eisenberg, T.: A matematikai gondolkodás különböz® oldalairól.In Sternberg, R.J. � Ben-Zeev, T. (eds.): A matematikai gondolkodás természete.Vine Kiadó, Budapest 1998.[2℄ Róka, S.: Igaz vagy hamis? Tóth Könyvkereskedés és Kiadó kft, Debreen 2002.Adresa autora:RNDr. �tefan GuboUniverzita J. Selyeho, Pedagogiká fakultaKatedra informatikyul. Ro©níkej ²koly 1519945 01 Komárnoe-mail: gubo.istvan�selyeuni.skPríloha � Problémy Testu hlavolamov (test A)1. Vodné ©alie zdvojnásobia svoj obsah za 24 hodín. Na za£iatku leta je v jazerejedna vodná ©alia. Na pokrývanie elého jazera ©alie potrebujú 60 dní. Ktoréhod¬a je pokrytá polovia jazera?2. V ²u�íku sa nahádza 20 párov £iernyh a 15 párov bielyh ponoºiek rovnakejve©kosti. Ak je v miestnosti úplná tma a nevieme rozlí²i´ farbu ponoºiek, ko©kokusov treba vybra´, aby sme si mohli by´ úplne istý, ºe budeme ma´ dve ponoºkyrovnakej farby?3. Aká je d¨ºka úse£ky AB, ak polomer kruºnie je r = 5 m?

4. Ako je moºné rozdeli´ troma rezmi tortu kruhového tvaru na 8 rovnakýh £astí?5. Pouºitím 6 zápaliek zostrojte 4 rovnostranné trojuholníky! Nakreslite rie²enie!6. Máme dva rovnaké poháre. Do prvého nalievame víno, do druhého rovnakémnoºstvo vody. Potom z prvého pohára vyberieme lyºiu vína, prelievame todo druhého, a d�kladne premie²ame. Teraz prelejeme lyºiu z tejto zmesi dopohára s vínom. Je via vody v pohári p�vodne s vínom, alebo je via vínav pohári p�vodne s vodou? Od�vodnite svoju odpove¤!



Význam niektorých faktorov vo flexibilnom myslení žiakov 917. Na obrázku je p�dorys pozemku, na ktorom sa nahádzajú 4 studne. Ako bysa dalo rozdeli´ pozemok na 4 £astí rovnakého tvaru a obsahu tak, aby v kaºdej£asti bola jedna stud¬a! Nakreslite rie²enie!

8. Osobné auto ide z Nitry do Bratislavy rýhlos´ou 60 km/h. O 15 minút nesk�r²tartuje druhé auto z Bratislavy do Nitry rýhlos´ou 70 km/h. Vzdialenos´ dvohmiest je 90 km. Ktoré z nih bude bliº²ie k Nitru, ke¤ sa stretnú?9. Na ni£ netu²iai papagáj sa potihu£ky priplazila ma£ka, ktorá sa na¬ho vrhla.Papagáj zostal bez pohybu a nevydal ani hlások. Pre£o?10. Na kaºdé pole ²ahovnie rozmerov 5x5 polí£ok postavme lienku. Zrazu kaºdálienka prejde na susedné polí£ko (dve polí£ka sú susedné, ak majú spolo£nústranu). M�ºe sa sta´, ºe po prehode na kaºdom polí£ku sedela jedna lienka?Od�vodnite svoju odpove¤!

11. Na vyra¤ovaej ²ahovej sú´aºi ²tartovalo 512 sú´aºiaih. Spolu ko©ko hierhrali na sú´aºi? Od�vodnite svoju odpove¤!



Medzipredmetové vz´ahy matematiky s inýmivyu£ovaími predmetmiPeter Hanisko
Abstrat. The paper deals with interdisiplinary relations between mathematis and an-other teahing subjets at high shool. There are desribed possibilities of utilizations andappliations of mathematis and mathematial knowledge to another teahing subjets.ÚVODMatematika je veda o kvantitatívnyh vz´ahoh a priestorovýh formáh reálnehosveta. Ako taká zaujíma medzi ostatnými vedami zvlá²tne postavenie. Jednou z výz-na£nýh zvlá²tnosti je jej neoby£ajná roz²írenos´ v najr�znej²íh oblastiah vedy atehniky. V takmer v²etkýh vednýh oblastiah sa moºno stretnú´ s matematikou,s matematikou formou de�níií základnýh pojmov a s matematikými vzorami,ktoré výstiºne opisujú súvislosti a zákonitosti tej ktorej vednej disiplíny.Jedným z ie©ov matematikého vzdelávania na gymnáziáh je, aby ºiai vedeli ap-likova´ získané vedomosti a zru£nosti pri rie²ení r�znyh úloh nielen z fyziky, ale aj pri²túdiu ¤al²íh prírodovednýh alebo tehnikýh predmetov, modelova´ jednoduhéfyzikálne, hemiké, biologiké, ale aj ekonomiké javy a efektívne pritom vyuºíva´výpo£tovú tehniku.O uºito£nosti matematiky sa najmä dnes, v období ve©kého vedeko-tehnikéhorozvoja ve©a hovorí. Matematiké vzdelávanie je potrebné nielen pre fyzikov a teh-nikov, ale aj pre lekárov, biológov, psyhológov, právnikov, politikov, jazykovedova mnohýh ¤al²íh. Matematika dáva nielen prospe²né poznatky, ale významne for-muje aj myslenie a mnohé osobnostné vlastnosti.1 Medzipredmetové vz´ahy vo vyu£ovaní prírodovednýh pred-metov�iai poznávajú skuto£nos´, ºe prírodné vedy skúmajú svet z rozli£nýh h©adísk svo-jimi vlastnými výskumnými metódami. V súhrne výsledky skúmania dávajú elkovúpredstavu o stavbe a ²truktúre prírody a sveta, £o má d�leºitý výhovný význam.Medzipredmetové vz´ahy sú podmienené existeniou jednotlivýh vyu£ovaíhpredmetov v ²kolskom systéme a odráºajú objektívne existujúe medzivedné vz´ahy.Kaºdá prírodná veda je súborom vnútorne logiky usporiadanýh poznatkov, ktorésvojím veným obsahom tvoria ur£ité vedné odbory (disiplíny). V sú£asnosti je prerozvoj prírodnýh vied harakteristiké, ºe poznatky jednotlivýh vied, ale aj ved-nýh odborov neexistujú izolovane, ale navzájom sa prelínajú a £asto spolu kauzálnesúvisia, a tak dohádza k ih integráii. Vz´ahy medzi poznatkami jednotlivýh ved-nýh odborov m�ºeme rozdeli´ do dvoh skupín2.2FAZEKÁ�OVÁ, D. a kol.: Medzipredmetové vz´ahy vo vyu£ovaní prírodovednýh predmetov.Pre²ov, 2004.



Medzipredmetové vzt’ahy matematiky s inými vyučovacími predmetmi 93� Medziodborové vz´ahy - sú to vz´ahy medzi poznatkami jednotlivýh ved-nýh odborov r�znyh vied. Ozna£ujú sa aj termínom interdisiplinárnevz´ahy .� Vnútroodborové vz´ahy - sú to vz´ahy medzi poznatkami jednotlivýh ved-nýh odborov tej istej vedy. Ozna£ujú sa aj termínom intradisiplinárnevz´ahy .Medziodborové a vnútroodborové vz´ahy sa ozna£ujú spolo£ným názvommedzi-vedné vz´ahy, a sú odrazom vzájomnej súvislosti a podmienenosti prírodnýh javov.Vzájomné re²pektovanie a vyuºívanie medzivednýh vz´ahov medzi jednotlivými prí-rodnými vedami umoº¬uje rie²i´ mnohé problémy a vedie k pohopeniu podstatyjavov a dejov prebiehajúih v prírode, napomáha pri vytváraní zjednodu²enéhoobrazu sveta.Medzipredmetové vz´ahy vo vyu£ovaní na gymnáziáh sa m�ºu uskuto£¬ova´dvoma sp�sobmi3.� �asovou koordináiou pri vyu£ovaní r�znyh vyu£ovaíh predmetov.� Jednotným výkladom vedekýh pojmov preberanýh v matematike, fyzike av inýh vyu£ovaíh predmetoh.Vzájomná súvislos´ medzi vyu£ovaími predmetmi ma prinipiálny pedagogikývýznam. Od jej realizáie závisí trvanlivos´ a pouºite©nos´ vedomosti ºiakov, rozví-janie ih myslenia a prispieva k systematikosti vyu£ovania. Pri výuke matematiky nagymnáziáh sú d�leºité medzipredmetové vz´ahy najmä s fyzikou a hémiou. Ú£elnévyuºívanie týhto vz´ahov vedie k prekonávaniu izolovanýh ²truktúr poznatkov z jed-notlivýh predmetov. Tým moºno lep²ie prispie´ k hlb²ím vedomostiam ºiakov, kuzvý²eniu kvality my²lienkovýh proesov a dosiahnutie zov²eobe¬ujúeho myslenia,ktoré podporuje samostatné rie²enie problémov. Napríklad pri vyu£ovaní fyziky nagymnáziu sa opierame nielen o predhádzajúe vedomostí z fyziky, ale aj o ur£itépoznatky z inýh prírodnýh a humanitnýh predmetov, najmä matematiky, hémie,dejepisu a pod. Napríklad, pri preberaní kmitania a vlnenia vo fyzike sa u£ite© opierao vedomosti z matematiky (trigonometriké funkie), pri výklade zákonov elektrolýzysú potrebné poznatky o elektrolytikej disoiáii a o valenii z hémie, pri objas¬o-vaní historikého vývoja objavov napr. z elektriny a magnetizmu sa odvolávame nahistoriké skuto£nosti o potrebáh priemyslu v tomto období, pri vyu£ovaní o zem-skom magnetikom poli sú zase potrebné vedomosti zo zemepisu. Takto by sme mohlipokra£ova´ aj ¤alej o význame jedného predmetu pre druhý a o ih vzájomnýh pre-pojeniah.Matematika prispieva k realizáií prinípu systematikosti v inýh vyu£ovaíhpredmetoh. Takáto systematikos´ sa zabezpe£uje vo vyu£ovaní kaºdého predmetua aj v medzipredmetovýh vz´ahoh. Táto systematiká väzba medzi jednotlivýmivyu£ovaími predmetmi u£í ºiakov, ºe medzi r�znymi druhmi poznania nie sú ostréhranie a ºe r�zne oblasti vedy a tehniky nie sú od seba oddelené, ale vzájomnespäté.3REZNIKOV, L. I., a kol.: Základy metodiky vyu£ovania fyziky. 1. vydanie. Slovenské pedagogikénakladate©stvo, Bratislava, 1972. s. 24.



94 PETER HANISKO2 Medzipredmetové vz´ahy matematiky s inými vyu£ovaímipredmetmiProblematika vnútropredmetovýh a medzipredmetovýh vz´ahov sa dotýka príro-dovednýh predmetov ako sú fyzika, matematika, hémia, biológia, zemepis. Právev nih a najmä v ih vyu£ovaní, by sa malo odráºa´ vzájomné p�sobenie a prienikobsahu ih poznania. Prírodovedné u£ebné predmety pouºívajú ve©a spolo£nýh poj-mov, ²tudujú tie isté objekty a systémy, aj ke¤ z rozdielnyh h©adísk, pod©a vlastnéhopredmetu skúmania a práve v tom spo£íva ´aºisko ih spolupráe. Podstata realizá-ie vnútropredmetovýh a medzipredmetovýh vz´ahov v prírodovednýh u£ebnýhpredmetoh je v tom, ºe nejde len o uskuto£¬ovanie integrity v poznávaní prírodnejskuto£nosti, ale ide aj o rozvoj poznávaej £innosti ºiaka, jeho tvorivosti, logikéhomyslenia, teda o v²estranný rozvoj ºiakovej osobnosti.Matematika sa vyuºíva pri vyu£ovaní takmer v²etkýh predmetov na gymnáziáh.Predmety, v ktorýh sa matematika vyuºíva je moºné rozdeli´ do troh skupín.� Predmety, pri vyu£ovaní ktorýh sa bez matematiky v�be nezaobídeme (fyzika,astrofyzika, hémia, informatika, základy ekonómie).� Predmety, v ktorýh sa matematika vyuºíva len v men²ej miere (biológia, ze-mepis, geológia).� Predmety, v ktorýh sa matematika nevyuºíva na priame výpo£ty r�znyhveli£ín, ale sa s matematikou prauje len ako s pojmom alebo v súvislosti s his-torikými udalos´ami, ktoré s matematikou súvisia (dejepis).2.1 Súvislos´ matematiky s fyzikouU£ivo fyziky je pevne spojené s matematikou, pretoºe vo fyzike sa okrem experimen-tálnej metódy vo vä£²ine prípadov pouºíva najmä metóda matematiká. Vo fyzikevyu£ovanej na gymnáziáh asi niet oblasti, v ktorej by sa ºiai pri formuláií fyzikál-nyh pojmov a zákonov nestretli s matematikou. Matematikú terminológiu a pojmypouºívame pri de�novaní r�znyh fyzikálnyh veli£ín a ih jednotiek.Fyzikálne závislosti sa vo fyzike na gymnáziu vyjadrujú zvy£ajne analytiký,pomoou rovní. Pritom je ve©ké nebezpe£enstvo, ºe ºiai budú tieto rovnie for-málne hápa´ ako algebraiké výrazy. Je preto potrebné venova´ ve©kú pozornos´správnemu hápaniu funk£nej závislosti. V matematike pre rozvitie pojmu funk£názávislos´ sú ve©mi d�leºité prí£inno-následné súvislosti medzi javmi, ktoré sa vyu£ujúvo fyzike. Funk£ná závislos´ sa m�ºe vyjadri´ tromi sp�sobmi - analytiky , tabu©koua gra�ky . Vo vyu£ovaní fyziky na gymnáziu má prednos´ najmä gra�ký sp�sob.Pouºívajú sa tu tri matematiké pojmy - súradniová sústava, premenná veli£ina afunkia. Graf vyjadruje kvantitatívny priebeh fyzikálnej závislosti. Dynamiku fyzikál-neho javu, ktorý je vyjadrený v analytikej forme pohopia v²ak len ºiai, ktorí súv matematike na dostato£ne vysokej úrovni.Stanovenie gra�kýh závislosti medzi fyzikálnymi veli£inami na základe exper-imentu pomáha ºiakom utvára´ si predstavy o priamej a nepriamej úmernosti, olineárnej, kvadratikej, exponeniálnej a logaritmikej funkii, o rýhlosti zmenyfunkie apod. Graf názorne ukazuje predov²etkým zmenu fyzikálnyh veli£ín v závis-losti od £asu (rýhlos´ pohybu, rýhlos´ zmeny ve©kosti prúdu, apod.) a od polohy(zmena teploty pozd¨º kovovej ty£e, poteniál v elektrikom obvode, at¤.). Gra�kézobrazenie sa pouºíva pri rie²ení fyzikálnyh úloh a spraovaní a rozbore výsledkov



Medzipredmetové vzt’ahy matematiky s inými vyučovacími predmetmi 95laboratórnyh prá. Pouºívajú sa najmä grafy v pravouhlom súradniovom systéme(grafy z kinematiky, termodynamiky), v polárnyh súradniiah (diagram rozloºe-nia intenzity svetla okolo zdroja svetla), nomogramy (izotermy látok), vektory (vstatike a elektrostatike), zobrazenia polí (silo£iary elektrikého a magnetikého po©a,ekvipoteniálne hladiny), zobrazenia v optike, atómovej fyzike (úrovne energie) a pod.V²etky tieto typy grafov sú ú£inným názorným prostriedkom vo vyu£ovaní fyziky.D�leºité je matematiké vyjadrovanie fyzikálnyh veli£ín na základe pojmu funk-ia. Interpretáia pojmu funkia pri preberaní vz´ahov pre rýhlos´, dráhu rovnomernezrýhleného pohybu, rovnie pre výkon elektrikého prúdu alebo periódu kmitovmatematikého kyvadla nevyvoláva u ºiakov nijaké ´aºkosti. �as, dráha, výkon aleboperióda sú funkie, zrýhlenie rovnomerne zrýhleného pohybu, odpor a zrýhlenievo©ného pádu sú parametre. V týhto prípadoh sa vºdy jedná o funk£nú závislos´jednej premennej. Iné je to pri rie²ení problémov, kedy sa uvaºuje funk£ná závislos´dvoh a viaerýh premennýh. Tieto prípady sú uº ´aº²ie pohopite©né mnohýmºiakom.V niektorýh prípadoh musia ºiai pozna´ význam a pojem deriváie, ktorý sav²ak na gymnáziáh vyu£uje len okrajovo, vo volite©nýh alebo nepovinnýh predme-toh z matematiky. Týka sa to najmä prípadov zavedenia pojmu deriváia v bode,napr. pri zavedení fyzikálnyh pojmov ako rýhlos´, zrýhlenie apod. Na odvodeniefyzikálnyh závislosti ve©kosti odstredivého zrýhlenia, periódy kmitov matematik-ého kyvadla a inýh, sa tieº vyuºíva pojem deriváia. Nevýhodou je, ºe deriváie sana gymnáziáh preberajú aº na koni vyu£ovania matematiky, ke¤ sú uº v²etky uve-dené témy z fyziky prebrané. Preto, pri zavedení niektorýh fyzikálnyh pojmov, kdeje potrebná deriváia, sa vyuºíva pomer ∆x
∆t
, kde veli£iny ∆x a ∆t sú de�nované akonajmen²ie hodnoty, ktoré e²te moºno prístrojmi zmera´. Je potrebné ma´ na zreteli,ºe v elkom malýh £asovýh intervaloh proesy prebiehajú rovnomerne. Za týhtopodmienok sú stredné a okamºité hodnoty fyzikálnyh veli£ín rovnaké. Na gymnáz-iáh je to moºné rie²i´ tak, ºe pri opakovaní fyziky m�ºeme pouºi´ pojem deriváie nato, aby sme spresnili uº prv zavedené fyzikálne pojmy a tieº odvodili najd�leºitej²ierovnie vo fyzike, ktoré boli predtým odvodené zjednodu²ene alebo boli formulovanébez odvodenia. Na vä£²ine gymnázií sa v²ak takýto postup nerealizuje.Vo vyu£ovaní fyziky na gymnáziáh sa pri rie²ení fyzikálnyh úloh vykonávajúoperáie nielen s £íslami, ale aj s rozmermi jednotlivýh fyzikálnyh veli£ín, ke¤ºe£íselná hodnota a jednotka (m, s, kg) fyzikálnej veli£iny sú medzi sebou pevne spojenéa spolu hlb²ie vyjadrujú kvantitatívne vz´ahy existujúe v prírode. Na hodináh fyzikysa matematiké úkony vo vä£²ine prípadov vykonávajú len s £íslami. V tom lep²omprípade sa jednotky pridávajú len vo výsledku.Vo vyu£ovaní fyziky moºno matematiké úkony s fyzikálnymi veli£inami realizo-va´ dvojakým sp�sobom4. V²etky fyzikálne veli£iny ur£ené v podmienkah úlohy saprevedú do jedného systému jednotiek, naj£astej²ie do SI sústavy. Potom sa dosa-dia do rovnie a vykonávajú sa algebraiké úkony s £íslami a jednotkami fyzikálnyhveli£ín. Takýto postup rie²enia sa vyuºíva najmä na za£iatku preberania tej ktorejtémy z fyziky a aj v prípadoh, ke¤ pod©a jednotky fyzikálnej veli£iny m�ºeme ur£i´správnos´ rovnie, z ktorej po£ítame výsledok fyzikálnej úlohy. V inýh prípadohv²etky fyzikálne veli£iny tieº prevedieme do jednotného systému jednotiek (SI sús-tava) fyzikálnyh veli£ín a matematiké operáie robíme len s £íslami. V odpovedípotom za £íselnou hodnotou dáme príslu²nú jednotku fyzikálnej veli£iny. V prípadepotreby nie je problém preveri´ správnos´ výslednej jednotky vo výsledku tak, ºe sa4REZNIKOV, L. I., a kol.: Základy metodiky vyu£ovania fyziky. s. 26.



96 PETER HANISKOvykonajú matematiké výkony len s jednotkami fyzikálnyh veli£ín.Vo fyzike na gymnáziáh sa £asto pouºíva aj pribliºné ur£ovanie hodn�t. Pri spra-ovávaní výsledkov r�znyh fyzikálnyh experimentov nemá zmysel ur£ova´ výsledkys vä£²ou presnos´ou ako je presnos´ vlastného merania. Presnos´ merania závisí odpresnosti meraíh prístrojov.Pri ur£ovaní výsledkov vo fyzike je ve©mi d�leºité správne zaokrúh©ovanie výsled-kov matematikýh operáií a ur£enie hýb výsledkov merania. Pri rie²ení fyzikálnyhúloh sa musia d�sledne uplat¬ova´ pravidlá pribliºného rie²enia. Nie vºdy je totiºpotrebné robi´ presné výpo£ty. Vo vä£²ine prípadov totiº sta£í aby sme poznali lenpribliºnú hodnotu veli£iny, ktorú dostaneme rie²ením problému.Význam matematiky vo vyu£ovaní fyziky spo£íva v tom, ºe sa matematiký for-mulujú podmienky a z týhto podmienok sa matematikou estou získavajú závery.Na základe výhodiskovýh údajov, ktoré harakterizujú stav telesa alebo sústavytelies, pomoou matematikýh operáií dostaneme záver, ktorý sa bu¤ teoretikýalebo experimentálne overí. Matematiky sa odvodzujú vz´ahy napr. vz´ahy ur£ujúeroz´aºnos´ telies vplyvom tepla, rovnie pre ohniskovú vzdialenos´ ²o²ovky, zvä£²eniemikroskopu alebo ¤alekoh©adu a pod.Matematikou estou moºno vyu£ova´ mnohé témy u£iva fyziky, ktoré vysvet©ujejedná teória, napr. zákony pre plyny, kmity a vlnenie, at¤. Tým sa rozvíja myslenie ºi-akov. Ve©mi d�leºité je správne pouºívanie jednotiek fyzikálnyh veli£ín. Je potrebné,aby sa jednotky poºívali pod©a medzinárodnej sústavy jednotiek SI.Spojitos´ medzi matematikou a fyzikou sa donedávna prejavovala najmä v tom,ºe fyzika vyuºívala matematiku na rie²enie fyzikálnyh problémov a zadávala matem-atiké úlohy na rie²enie. V sú£asnosti uº aj fyzika prispieva k rozvoju matematiky.2.2 Súvislos´ matematiky s inými vyu£ovaími predmetmi na gymnáziuSpolo£nou £rtou pouºitia matematiky pri vyu£ovaní inýh predmetov na gymnáz-iáh je to, ºe matematika, ktorá sa tu pouºíva je matematika elementárna, ktorá e²tenedovo©uje zobrazi´ a skúma´ pohyb, plynulý proes, ale ani zloºitej²ie súvislosti.Takmer v²etky vedné disiplíny vyuºívajú matematiku alebo aspo¬ niet zásadnýhprí£in, ktoré by moºnos´ jej pouºitia vylu£ovali. Preto oblas´ pouºitia matematikyv praxi ani v teórií nie je zásadne ohrani£ená, ve¤ v²etky formy pohybu moºno skú-ma´ matematiky. Nie v kaºdej vednej disiplíne sú aj rovnaké moºnosti pre pouºitiematematiky. Kaºdá vedná disiplína, ktorá sa relatívne samostatne rozvíja, je ovplyv-nená rozvojom inýh disiplín a sama raz zrete©nej²ie, raz menej zrete©ne ovplyv¬ujerozvoj ostatnýh vednýh disiplín.S matematikým aparátom, aj ke¤ len elementárnymi základmi sa stretávamev mnohýh prírodovednýh, ale aj humanitnýh vyu£ovaíh predmetoh na gym-náziu.Pri vyu£ovaní základov kry²talogra�e a mineralógie v predmete geológia samatematika vyuºíva pri de�novaní kry²tálovýh sústav, kde rozhodujúu úlohu majútzv. kry²tálové osi, ih poloha a d¨ºka. Matematika skúma priestorové mrieºky askúma rozloºenie molekúl v kry²táloh. V sústave koso²tvorovej a v sústave kubikejsú kry²tálové osi navzájom kolmé na základný dvojihlán. V prvej z nih má kaºdáos inú d¨ºku, v druhej majú dve osi rovnakú d¨ºku a tretia os inú d¨ºku. V kokovejsústave v²etky tri osi majú rovnakú d¨ºku. Trojklonná sústava má tri r�zne dlhéosi, ktoré zvierajú ostré uhly. Jednoklonná sústava sa vyzna£uje tým, ºe jedná z osizviera s druhými dvoma pravý uhol, ale tieto dve zvierajú spolu ostrý uhol. Napokon²es´uholniková sústava má ²tyri kry²tálové osi (tri rovnako dlhé leºia v jednej rovine,



Medzipredmetové vzt’ahy matematiky s inými vyučovacími predmetmi 97rozde©ujú ju na ²es´ rovnakýh uhlov a ²tvrtá os je kolmá na túto rovinu). V základohmineralógie sa stretávame s pouºitím fyziky pri ur£ovaní vlastnosti nerastov (hustota,tvrdos´, optiké vlastnosti, elektriké a magnetiké vlastnosti, at¤.) a ez fyziku sastretávame s matematikou pri vyu£ovaní mineralógie na gymnáziáh.Podobne je to aj v hémii. Pri de�novaní r�znyh hemikýh vlastnosti prvkova zlú£enín (atómová a molekulová hmotnos´) a pri výpo£toh, ktoré sa v hémii £astovyskytujú sa pouºíva matematika. Napríklad Mendelejevov objav periodikej sústavyprvkov a pokroky fyzikálnej hémie otvorili dvere pre pouºitie matematiky v hémii.Matematika sa v hémii vyuºíva najmä prostrednítvom fyzikálnyh proesov, ktoréprebiehajú spolu s hemikými proesmi, aj ke¤ ide o proesy kvalitatívne odli²né,ale prebiehajú sú£asne a nemoºno ih od seba oddeli´. Na gymnáziáh sa matem-atika v hémii pouºíva najmä pri výpo£toh konentráie roztokov, pri výpo£tohhemikýh vzorov, hemikýh väzieb, molekulovýh hmotnosti a pri periodikejsústave prvkov.Zriedkavej²ie sa stretávame s potrebami základnýh matematikýh vedomosti nagymnáziu pri vyu£ovaní zemepisu. Aj tu v²ak pri ur£ovaní polohy miesta na zem-skom povrh (zemepisná ²írka - rovnobeºky, zemepisná d¨ºka - poludníky) sa pouºí-vajú výrazy z geometrie práve tak, ako aj pri vysvet©ovaní zákonitosti striedaniaro£nýh období na zemeguli (obratníky, polárne kruhy, ekliptika, uhol, ktorý zvierazemská os s ekliptikou, dni rovnodennosti, miestny, pásmový a svetový £as, £asovárovnia) sa nezaobídeme bez matematiky. Taktieº aj pri osvojovaní si základnýh poz-natkov o mapáh (mierka, r�zne druhy máp a projekií) o podnebí (izotermy letnéa zimné, priemerné zráºky, ih závislos´ od nadmorskej vý²ky a polohy skúmanejoblasti), pri opise jednotlivýh krajín a ²tátov (hustota obyvate©stva, perentuálneporovnania s inými krajinami a pod.) a pri r�znyh inýh, nie výhradne opisnýhpoznatkoh, ktoré sa vyu£ujú na hodináh zemepisu na gymnáziu sa pouºívajú zák-ladné poznatky a metódy matematiky.Pri vyu£ovaní biológie na gymnáziu sa zaobídeme pomerne dobré bez poznatkovz matematiky. Je to sná¤ preto, ºe zloºitos´ a zákonitosti biologikýh proesov dá-vajú moºnos´ odovzda´ len nepatrnú £as´ hlb²íh základnýh poznatkov. Azda jed-iným miestom, kde sa matematika v biológii vyu£ovanej na gymnáziu pouºíva aspo¬okrajovo, sú základy genetiky.Pri vyu£ovaní informatiky na gymnáziu sa vyuºíva skuto£nos´, ºe matematikaako exaktná veda má na rie²enie typovýh úloh presne stanovené postupy rie²enia. Ihovládanie je zaloºené na logikej nadväznosti a následnej forme automatizáie rie²enia.Ako príklad medzipredmetovýh vz´ahov matematiky a informatiky na gymnáziáhje moºné uvies´ výu£bu algoritmov. Výhodné je vo výu£be algoritmov a následne napraktikýh vi£eniah aplikova´ metódy rozboru rie²enia konkrétnej úlohy na prík-ladoh z matematiky. Úlohou aplikovania týhto metód je nau£i´ ²tudentov známepostupy rie²enia matematikýh úloh zapísa´ vo forme vývojového diagramu. Základ-ným krokom je logiký rozbor rie²enia danej úlohy do £iastkovýh krokov.V humanitnýh predmetoh sa matematika nevyuºíva priamo na konkrétnevýpo£ty r�znyh veli£ín alebo harakteristík tak ako je to v prírodovednýh pred-metoh, ale s matematikou sa prauje len ako s pojmom, £iºe nepriamo.Pri vyu£ovaní dejepisu sa ºiai stretávajú s matematikou pri preberaní u£iva,ktoré sa týka jednotlivýh historikýh období, v ktorýh p�sobili významné osobnostimatematiky a v ktorýh vznikali jednotlivé významné matematiké teórie a metódy(napr. staroveké Gréko - vznik geometrie apod.).Predmet, ktorý je zaloºený na matematike a ktorý matematiku vyuºíva vo ve©kejmiere je základy ekonómie a ekonomiky. Tu sa po£ítajú a ur£ujú základné eko-



98 PETER HANISKOnomiké ukazovatele, ktoré vo vä£²ej alebo men²ej miere ovplyv¬ujú kaºdodenný ºivotkaºdého £loveka (HDP, HNP, miera in�áie, krivky ponuky a dopytu, proes tvorbyien, miery nezamestnanosti, úrokové miery a úroky, zisk a strata, at¤.).ZáverLen vo ve©mi výnimo£nýh prípadoh pouºíva £lovek symboly, ktoré sú zrozumite©néna elom svete. Na matematiku, ale aj iné predmety nem�ºeme pri vypo£ítavanítakýhto prípadov nikdy zabudnú´. Navia prínos matematiky pre kaºdý ¤al²í odbor©udskej £innosti moºno bez vä£²íh problémov rozlí²i´ a ozna£i´ ako nevyhnutný.Matematika je deduktívna veda, ktorá odvodzuje ve©ké mnoºstvo ²pei�kýhteórií z malého po£tu ve©mi v²eobenýh axióm. Nie v²etky závery, ktoré sa podarímatematike sformulova´, nájdu uplatnenie aj vo fyzike, hémii, zemepise a inýhpredmetoh. Niekedy posunie o obrovský krok dopredu len malý fragment nejakejrozsiahlej teoretikej práe. Matematika a iné predmety, v ktorýh sa matematikavyuºíva aj napriek tomu tvoria nerozlu£ný elok, ktorý denne pouºívame k rie²e-niu problémov najr�znej²ieho druhu. Výstavba matematikýh modelov je v²ak vºdyspojená s istými zjednodu²ujúimi predpokladmi, ktoré rie²enie problému u©ah£ujea niekedy aj priamo podmie¬uje. Napríklad záporný výsledok získaný matematikýmvýpo£tom má vo fyzike, ale aj inýh vedáh hne¤ nieko©ko moºnýh vysvetlení. M�ºeto napríklad vo fyzike znamena´, ºe predpokladané silové ú£inky majú obrátený smer,alebo ºe takýto výsledok nie je nutné bra´ do úvahy, pretoºe sa napríklad pri objemeur£itej látky v hémii alebo biológii jedná o zanedbate©nú ve©kos´, ktorú získamenapríklad ako nejaké rie²enie kvadratikej rovnie.Fyzika, hémia, biológia a iné predmety majú na rozdiel od matematiky k dis-pozíii r�zne experimenty a nie sú zaloºené len na matematikýh d�kazoh. V mno-hýh prípadoh ih nezaujíma ani v²eobené rie²enie. Ke¤ narazia na problémy, ºenie£o neplatí, snaºia sa v mnohýh prípadoh nájs´ r�zne sp�soby aby to platilo.Navia rie²ia pomerne málo r�znorodýh problémov, takºe to nevedie k nepreh©ad-nostiam, ako keby kaºdý problémmal svoj vlastný originálny postup. Av²ak aj napriektomu sa tieto predmety bez matematiky nedokáºu v�be zaobís´.Literatúra[1℄ FAZEKÁ�OVÁ, D. a kol.: Medzipredmetové vz´ahy vo vyu£ovaní prírodovednýhpredmetov. Pre²ov, 2004.http://naturesiene.fhpv.unipo.sk/fyzika/didmat/medzipredmet.htm.[2℄ REZNIKOV, L. I., a kol.: Základy metodiky vyu£ovania fyziky. 1. vydanie. Sloven-ské pedagogiké nakladate©stvo, Bratislava, 1972. 146 strán.Adresa autoraPaedDr. Ing. Mgr. Peter HaniskoPedagogiká fakultaKatolíka univerzita v RuºomberkuDeta²ované praovisko Levo£aKlá²torská 23054 32 Levo£ae-mail: hanisko�fedu.ku.sk



Veri�káia výsledkov vplyvu blended learning navyu£ovanie matematikyLívia Hasajová
Abstrat. On adjusting ativity blended learning into algebrai eduational require adapta-tion and evaluation experimental at diret in taught operation. Thene are in report initiate�nding blended lerning in lesson mathematis. Results they are analyse and adjusting bybuilt in statisti manner.K©ú£ové slová: blended learning, e-learning, e-vzdelávanie, experiment, Inter-net, informa£né a komunika£né tehnológie, spraovanie údajov, vedomostná úrove¬,²tatistikaÚvodK aktuálnym témam sú£astného rozvoja vzdelávaíh metód v teórii vyu£ovaniamatematiky neodmyslite©ne patrí tvorba a pouºitie elektronikýh ²tudijnýh mater-iálov. Takto pripravené materiály sa dajú ve©mi efektívne vyuºi´ v r�znyh formáh²túdia (denné, di²tan£né). Trendom vzdelávania sa uº nieko©ko rokov v komer£nejsfére, no stále £astej²ie i vo vzdelávaíh in²titúiáh stáva e-learning . �Je tovlastne elektroniký vzdelávaí kurz, ktorý sa elý odohráva výlu£ne v prostredí In-ternetu a ponúka bohatú, pútavú a interaktívnu výu£bovú skúsenos´.�5 Kombinovanáforma vyu£ovania matematiky � blended learning v doslovnom preklade znamenázmie²ané vyu£ovanie. �iºe kombináia klasikej prezenta£nej formy (vi£enia, pred-ná²ka) vyu£ovania a e-learningovej podpory (elektroniké materiály prístupné na In-ternete v prostredí moodle). Okrem klasikého prezentovania u£iva na vi£eniahmajú ²tudenti moºnos´ praova´ aj s materiálmi v elektronikej forme. Text musí by´krat²í, ale kvalitnej²í a predov²etkým musí by´ jednozna£ne zrozumite©ný ako jehosamotný obsah, tak aj ovládanie, orientáia ²tudenta v ¬om. Pokia© heme vytvori´u£ebnú oporu pre e-learning, nemusíme ma´ od za£iatku ºiadne ²peiálne a nákladnéprogramové vybavenie.�Sú£astný rozvoj informa£nýh a komunika£nýh tehnológií (IKT) sp�sobuje pre-vratnú zmenu metód vzdelávania.�6 Nové vzdelávaie metódy vplývajú na vyu£ovaniea samostatné ²túdium matematiky.Priebeh a iele experimentuNa na²ej katedre matematiky pouºívame blended learning via ako dva roky,pripravujeme si elektroniké materiály pre vyu£ovanie vi£ení z matematiky I., II.(vi¤ukáºka obr. £.1). Treba prizna´, m�ºeme stále nie£o vylep²ova´, tento proes nieje to uzavretý. Zaujímala nás otázka, do akej miery ovplyvní pouºívanie blendedlearning úspe²nos´ závere£ného testovania ²tudentov, konkrétne zápo£tové písomnépráe z vi£ení z matematiky. Po£as semestra písali rovnaké zápo£tové previerky, pre5Fulier, J.: Vplyv konepií vyu£ovania a modernýh výu£bovýh prostriedkov na vyu£ovaniematematiky, In: U£ite© matematiky-jeho pro�l a príprava, UKF Nitra, Edíia Prírodovede £. 168,Vydavate©stvo Mihala Va²ku, Pre²ov, 60 s.,2005, ISBN 80-8050-843-76tamtieº



100 LÍVIA HASAJOVÁzaujímavos´ uvádzame výsledky oboh skupín. Stanovili sme si výskumný prob-lém zaoberajúi sa vplyvom pouºitia informa£nýh a komunika£nýh tehnológii vovyu£ovaní matematiky, na výkonoh ²tudentov FSEV TnUAD . uSledovali smeih v priebehu dvoh semestrov na predná²kah, vi£eniah matematika I., matem-atika II., následne sme porovnávali obidve skupiny ²tudentov. I²lo o kvantitatívnyvýskum , na spraovanie ktorého sa pouºili ²tandardné ²tatistiké metódy vy-jadrujúe významnos´ rozdielu medzi získanými £íselnými údajmi reprezentujúimipremenné vstupujúe do vzájomnýh vz´ahov. Na rie²enie výskumného problémus ie©om dodrºa´ základné zásady realizáie kvantitatívneho výskumu sme sa rozhodlipouºi´ experimentálnu metódu. Do proesu experimentu vstupuje nezávisle pre-menná ako ozna£enie pre experimentálnu zmenu, ktorou v na²om prípade bol blendedlearning vo vyu£ovaní matematiky. Závislá premenná ur£uje d�sledok nezávislej pre-mennej, t.j., £o bolo sp�sobené vplyvom experimentálnej zmeny . Pre úspe²ný a rel-evantný priebeh experimentu je d�leºité vybra´ dve, £o najvia, rovnoenné skupinysubjektov. Získané výsledky pre obe skupiny boli následne testované, analyzovanéa veri�kované.

obr. £. 1. Ukáºka stránok z vi£ení matematiky, jednoduhá u£ebná opora (blendedlearning).



Verifikácia výsledkov vplyvu blended learning na vyučovanie matematiky 101�pei�ká výskumného problému a jeho hypotézPre objektívne spraovanie výsledkov vplyvu blended learning na výhovný, vzdelá-vaí proes je nutné stanovenie výskumného problému, zrealizovanie výskumu, jehoanalýza a vyhodnotenie (MS Exel). Uvedená problematika a stanovené iele si vyºi-adali ²pei�kovanie výskumného problému kauzálneho typu: Aký je vplyv pouºitiablended learning vo vyu£ovaní matematiky na výkon ²tudentov?Pre veri�ka£ný proes boli stanovené nasledujúe hypotézy:Hypotéza H1: �tudenti vzdelávaní blended learning dosahujú minimálne rovno-enné výsledky v rie²ení matematikýh úloh ako ²tudenti vzdelávaní tradi£ným sp�-sobom.Hypotéza H2: �tudenti vzdelávaní prostrednítvom blended learning dosahujúlep²ie výsledky v rie²ení úloh z matematiky z h©adiska trvánosti nadobudnutýh poz-natkov ako ²tudenti vzdelávaní tradi£nou metódou (bez IKT).Veri�ka£ný proes a jeho kvanti�káiaOd typu výskumného problému závisí aj forma realizáie a spraovania. Zrejme, prikauzálnyh výskumnýh problémoh sa pouºíva experimentálna metóda. Porovná-vajú sa dve skupiny (via skupín) subjektov, ktoré sa lí²ia jedným z javov7 � napr.vyu£ovaím, výhovným ²týlom. Preto bol vplyv blended learningu na výkon ²tu-dentov sledovaný formou experimentu. I²lo o kvantitatívny výskum, na spraovaniektorého sa pouºili ²tandardné ²tatistiké metódy vyjadrujúe významnos´ rozdielumedzi získanými £íselnými údajmi reprezentujúimi premenné vstupujúe do vzájom-nýh vz´ahov. Na rie²enie výskumného problému s ie©om dodrºa´ základné zásadyrealizáie kvantitatívneho výskumu sme sa rozhodli pouºi´ experimentálnu metódu.Do proesu experimentu vstupuje nezávisle premenná ako ozna£enie pre experimen-tálnu zmenu, ktorou v na²om prípade bola integráia informa£nýh a komunika£nýhtehnológií do vyu£ovania matematiky. Závislá premenná ur£uje d�sledok nezávislejpremennej, t.j. £o bolo sp�sobené vplyvom experimentálnej zmeny. Závislá premennázis´ovaná pri rie²ení primárneho výskumného problému bola sledovaná v dvoh uka-zovate©oh � úrove¬ vedomostí ²tudentov (hypotéza H1) a trvánosti nadobudnutýhpoznatkov ²tudentov (hypotéza H2). Pre úspe²ný a relevantný priebeh experimentu jed�leºité vybra´ dve, £o najvia, rovnoenné skupiny subjektov. Kontrolnú aj exper-imentálnu skupinu tvorili ²tudenti FSEV TnUAD, ktorí boli sledovaní v priebehudvoh semestrov. Je obtiaºne vytvori´ úplne náhodný výber, preto sme praov-ali s uº hotovými krúºkami, ktorýh úrove¬ bola podobná. Výber súboru subjek-tov bol zameraný pod©a porovnate©nosti relevantnýh znakov d�leºitýh pre skú-manie, t.j. rovnaké podmienky pre obe skupiny z h©adiska materiálneho zabezpe£eniaa tieº z h©adiska kvali�kovanosti a odbornosti u£iaih, ktorí boli navy²e rovnakéhoveku i pohlavia, pri£om v £ase experimentu praovali r�znymi metódami. �tudentivýberového súboru nav²tevovali rovnakú vysokú ²kolu, rovnaký ro£ník a absolvo-vali ten istý u£ebný plán s rovnakou hodinovou dotáiou. Overovanie zo ²pei�ko-vanýh hypotéz prebiehalo pod©a samostatného experimentálneho plánu. Spraov-anie, vyhodnotenie a analýza získanýh údajov prebehla prostrednítvom pouºitia²tandardnýh metód matematikej ²tatistiky, ktorýh výber závisel od typu a vz´ahupouºitýh premennýh. Na zis´ovanie vplyvu blended learning vo vyu£ovaní matem-atiky na výkon ²tudentov a veri�káiu porovnate©nosti vedomostnej úrovne ²tuden-7Komárik, Emil: Metódy vedekého poznávania £loveka. Bratislava: Vydavate©stvo UK, 2002, 212s., ISBN 80-223-1717-9.



102 LÍVIA HASAJOVÁtov výberového súboru, ktorí boli zapojení do experimentu, sme zvolili oblas´ témmatematiky I.,II..Overovanie hypotézy H1: �tudenti vzdelávaní blended learning dosahujú min-imálne rovnoenné výsledky v rie²ení úloh ako ²tudenti vzdelávaní tradi£ným sp�-sobom.Charakteristika výskumného súboru :Výskumný súbor tvorilo 67 ²tudentov(prihlásenýh na za£iatku semestra v skupine bolo 74 ²tudentov) FSEV TnUAD,pri£om experimentálna skupina pozostávala zo 34 ²tudentov porovnávaiu skupinutvorilo 33 ²tudentov. Z h©adiska zastúpenia pohlavia ( Tab. 1 )boli skupiny porov-nate©né. skupina ²tudenti ²tudentky spoluexperimentálnaskupina 9 26% 25 74% 34kontrolná skupina 8 24% 25 76% 33spolu 17 25% 50 75% 67Tab. 1: Preh©ad subjektov výskumu pod©a pohlavia.Experimentálny plán: Realizáia experimentu na overenie hypotézy H1 pre-biehala pod©a experimentálneho plánu dvoma priebeºnými testmi. Po absolvovanítestu sme skúmali vzájomný vz´ah bodovýh ziskov testu jednotlivov medzi obomaskupinami. Test1 P�sobenie (rozdielnametodika) Test2experimentálnaskupina áno blended learning ánokontrolna skupina áno tradi£né vyu£ovanie ánoShéma 1: Experimentálny plán s priebeºnými testami.Sp�sob spraovania a výsledky experimentu: D�leºitým prvkom pri overo-vaní hypotézy je správny výber testovaieho kritéria. Ak predpokladáme, ºe základnésúbory majú pribliºne normálne rozdelenie pouºitím F-testu zistíme, £i rozdiel medziih rozptylmi je ²tatistiky významný. Pri testovaní významnosti rozdielu medzirozptylmi formulujeme nulovú hypotézuH0: Rozptyly základnýh súborov sú rovnaké, t.j. σ2
1 = σ2

2.Testovaím kritériom je veli£ina F = σ2
1/σ2

2. Jej porovnaním s kritikou hodnotouna hladine významnosti α = 0, 05, zistíme a vyhodnotíme výsledok. Pomoou pro-gramu MS Exel sme vypo£ítali údaje zhrnuté v Tab. 2, pri£om vstupnými údajmisú sú£ty bodov jednotlivov získanýh v testoh z experimentálnej skupiny a k nímzodpovedajúe sú£ty bodov v kontrolnej skupine. Ke¤ºe vypo£ítaná hodnota testova-ieho kritéria je F=1,351200003 a príslu²ná kritiká hodnota je Fkrit. = 1, 904822966,t.j. F < Fkrit. nastáva prípad, ktorý sme o£akávali skoro s istotou. Nezamietamenulovú hypotézu ( rovnos´ rozptylov základnýh súborov) a hovoríme, ºe rozdielmedzi rozptylmi nie je ²tatistiky významný, t.j. oba výbery pohádzajú z tej is-tej populáie. Je d�leºité, ºe rozptyly oboh súborov sú rovnaké. Ak by sa významnelí²ili, tak rozdiel medzi priemermi m�ºeme iba odhadova´.88Komárik, Emil: Metódy vedekého poznávania £loveka. Bratislava: Vydavate©stvo UK, 2002, 212s., ISBN 80-223-1717-9.



Verifikácia výsledkov vplyvu blended learning na vyučovanie matematiky 103Dvojvýberový F-test pre rozptylexperimentálnaskupina kontrolna skupinastredná hodnota 7,532811453 7,324621942rozptyl 6,058900294 5,212355003pozorovanie 34 33rozdiel 33 32F 1,351200003P(F-f)(1) 0,290642738F krit.(1) 1,904822966Tab. 2: Preh©ad ²tatistikýh harakteristík F-testu.Po vykonaní F-testu m�ºeme skúma´ vplyv experimentálneho zásahu na ve©kos´aritmetikého priemeru, ktorý overujeme t-testom, konkrétne t-testom pre súborys rovnakým rozptylom. Pri teste významnosti rozdielu dvoh priemerov formulu-jeme dvojstrannú nulovú hypotézu µ1 = µ2, to znamená, ºe predpokladáme rovnos´priemerov:
H0 : Dva sledované súbory pohádzajú z tej istej populáie a rozdiel medzi ihpriemermi je sp�sobený náhodou.Základné harakteristiky výberového súboru vypo£ítané pomoou MS Ex-el sú uvedené v Tab. 3. Vypo£ítaná hodnota testovaieho kritéria je t =

0, 321435667. Porovnaním tejto hodnoty s kritikými hodnotami jednostranného testutkrit1.=1,673565748 a dvojstranného testu tkrit2.=2,004881026 zis´ujeme, ºe t < tkrit1a taktieº t< tkrit2. To znamená, ºe nulovú hypotézu nezamietame a rozdiel priemerovpovaºujeme za ²tatistiky nevýznamný.Dvojvýberový t-test s rovnos´ou rozptylovexperimentálnaskupina kontrolna skupinastredná hodnota 7,532811453 7,324621942rozptyl 6,058900294 5,212355003pozorovania 34 33spolo£ný rozptyl 5,635627649hypotetiky rozdielstred.h. 0rozdiel 65t ²tatistika 0,321435667P(T-t) (1) 0,192066371t krit (1)jednostranný test 1,673565575P(T-t) (2) 0,807933629t krit (2)dvojstranný test 2,004881026Tab. 3: Preh©ad ²tatistikýh harakteristík t-testu.Overili sme platnos´ hypotézy H1, ºe ²tudenti vzdelávaní prostrednítvom blendedlearning dosahujú rovnoenné výsledky ako ²tudenti vzdelávaní bez IKT. Pre zaují-mavos´ moºno uvies´, ºe pri jednostranne formulovanej otázke by sa alternatívna hy-potéza �priemer v experimentálnej skupine je vy²²í ako priemer v kontrolnej skupine�



104 LÍVIA HASAJOVÁpotvrdila. Nasved£uje tomu kladné znamienko £íselnej hodnoty testovaieho kritériat, t.j. ²tudenti vzdelávaní prostrednítvom blended learning dosiahli v teste vy²²iebodové skóre.Overovanie hypotézy H2: �tudenti vzdelávaní prostrednítvom blended learningdosahujú lep²ie výsledky v rie²ení úloh z matematiky z h©adiska trvánosti nadobud-nutýh poznatkov ako ²tudenti vzdelávaní tradi£nou metódou (bez IKT).Veri�káia hypotézy H2 bola experimentálna zmena spo£ívajúa v £asovomodstupejedného semestra, po ktorom boli opätovne otestované obe skupiny. Následne sa znovuvyhodnotili výsledky oboh skupín a vypraovali závery o d�sledkoh £asu na trvá-nos´ vedomostí ²tudentov. Predpokladali sme, ºe ²tudenti pouºívajúi okrem klasikejformy vyu£ovania i elektroniké materiály, majú vedomosti trvalej²ieho harakteru.Charakteristika výskumného súboru podobne ako experimentálny plán sú totoºnés predhádzajúim overovaním.Sp�sob spraovania a výsledky experimentu: Cie©om overovania hypotézyH2 bolo zisti´ vplyv £asového odstupu na vedomosti z matematiky nadobudnuté r�z-nou metodikou. Po ukon£ení experimentálneho proesu sme mali moºnos´ spraova´údaje z testovania pred experimentálnou zmenou sp�sobenú odstupom jedného semes-tra i po nej v obidvoh skupináh. O kaºdom ²tudentovi sú k dispozíii dva relevantnéúdaje o vykonaní testu, ktoré tvoria závislý pár a predpokladáme, ºe vybrané výberysú z dvoh pribliºne normálne rozdelenýh základnýh súborov, m�ºeme zo známyh²tatistikýh metód pouºi´ t-test pre párové hodnoty. Formulujeme nulovú hypotézuH0 pre obe skupiny a overíme jej platnos´.H0: Predpokladáme rovnos´ priemerov základnýh súborov µ1= µ2.Vstupnými údajmi pre testovaie kritérium bolo bodové skóre jednotlivov získanéz úloh v testoh i ih opakovaní.Dvojvýberový párový t-test pre strednú hodnotu.experimentálna skupina test 1 test2stredná hodnota 7,532811453 6,818525738rozptyl 6,058900294 3,762619554pozorovania 34 34Pears. Koreláia 0,249882011hypotetiky rozdielstred.h. 0rozdiel 66t ²tatistika 1,311025472P(T-t) (1) 0,230297257t krit (1)jednostranný test 1,703288035P(T-t) (2) 0,361045496t krit (2)dvojstranný test 2,051829142Tab. 4: Preh©ad ²tatistikýh harakteristík t-testu v pozorovanej skupine.Interpretáia výsledkov platnýh pre experimentálnu skupinu: Vypo£í-taná hodnota testovaieho kritéria t=1,311025472, pri zvolenej významnosti p=0,05je men²ia ako kritiké hodnoty pre jednostranný test tkrit1 = 1, 703288035 a dvojs-tranný tkrit2 = 2, 051829142. Rovnos´ priemerov základnýh súborov nezamietame,ih rozdiel povaºujeme za nevýznamný a sp�sobený len vplyvom náhodnýh £inite©ov.



Verifikácia výsledkov vplyvu blended learning na vyučovanie matematiky 105Dvojvýberový párový t-test pre strednú hodnotu.kontrolna skupina test 1 test2stredná hodnota 7,532811453 6,235446891rozptyl 6,058900294 6,076522413pozorovania 33 33Pears. Koreláia 0,301821141hypotetiky rozdielstred.h. 0rozdiel 64t ²tatistika 2,690245131P(T-t) (1) 0,004986451t krit (1)jednostranný test 1,703288035P(T-t) (2) 0,024737987t krit (2)dvojstranný test 2,051829142Tab. 5: Preh©ad ²tatistikýh harakteristík t-testu v skupine bez blended learning.Interpretáia výsledkov platnýh pre kontrolnú skupinu: V tejto skupinebola hodnota testovaieho kritéria t = 2, 69024513, a príslu²né kritiké hodnoty prejednostranný test tkrit1 = 1, 703288035 a dvojstranný tkrit2 = 2, 051829142. Platí, ºe
t > tkrit1 a zárove¬ t > tkrit2. Zamietame nulovú hypotézu o rovnosti priemerov zák-ladnýh súborov a tvrdíme, ºe sa výberový priemer na zvolenej hladine významnosti²tatistiky významne lí²i od známej hodnoty priemeru základného súboru.Pri vo©nej²ej interpretáii m�ºeme kon²tatova´, ºe £asový odstup nesp�sobilrapídny pokles vedomostnej úrovne z matematiky. V skupine bez blended learningje uvedený rozdiel významný a trvános´ nadobudnutýh poznatkov bola podstatneslab²ia ako v experimentálnej skupine. �iºe sme overili predpoklad formulovaný v hy-potéze H2.ZáverOverili sme platnos´ stanovenýh hypotéz. Zistili sme, ºe ²tudenti vzdelávaní pomooublended learning dosahujú minimálne rovnoenné výsledky v rie²ení matematikýhúloh, ako ²tudenti vzdelávaní bez pouºitia IKT. Medzi sledovanými skupinami nebol²tatistiky významný rozdiel vo výsledkoh získanýh testovaním a teda inova£námetóda zaloºená na elektronikej podpore vyu£ovania matematiky nemala zásadnýokamºitý vplyv na kvalitu a h¨bku nielen za uspokojivé, ale aj prínosné.Literatúra[1℄ Fulier, J.: Vplyv konepií vyu£ovania a modernýh výu£bovýh prostriedkov navyu£ovanie matematiky, In: U£ite© matematiky- jeho pro�l a príprava, UKF Ni-tra, Edíia Prírodovede £. 168, Vydavate©stvo MihalaVa²ku, Pre²ov, 60 s.,2005,ISBN 80-8050-843-7[2℄ Komárik, Emil: Metódy vedekého poznávania £loveka. Bratislava: Vydavate©-stvo UK, 2002, 212 s., ISBN 80-223-1717-9.
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Prostredia napomáhajúe budovanie aritmetikýhshémMilan Hejný
Abstrat. Traditional approah to teahing elementary arithmeti fouses to pratie men-tal and later also written addition and subtration. However the deep knowledge in this areaan be reahed only by reating the sheme of additive triad: a set of three numbers one ofwhih is the sum of two others. Ways of reating suh triad in two proessual environmentsalled ambulation and stairase are desribed.Poznámka. �túdia bola vypraovaná s podporou grantu GA�R 406/05/24441 PrológViete ko©ko máte vo svojom byte a) okien, b) dverí, ) lámp, d) koberov? Asi ºi-adne z týhto £ísel nepoviete ihne¤, ale ku kaºdému sa dopo£ítate. Budete v duhuprehádza´ svojím bytom, z miestnosti do miestnosti, a budete po£íta´ a) okná, b)dvere, ) lampy, d) kobere. To m�ºete uskuto£ni´, pretoºe vo vedomí máte uloºenúshému svojho bytu. Výsledok nepoviete ihne¤, ale nájdete ho elkom bezpe£ne.Predstavte si teraz bizarnú situáiu, ºe hete získa´ lukratívne zamestnanie a vie-te, ºe o toto miesto usiluje aj osoba X. Viete, ºe konkurzná komisia sa vás bude pýta´na po£ty r�znyh objektov vo va²om byte. Ste presved£ený(á) ºe konkurz musítevyhra´. Predsa svoj byt poznáte lep²ie, ako osoba X, ktorá vo va²om byte bola ibapár krát. Lenºe osoba X, hoi pozná vá² byt iba povrhne, venovala príprave nakonkurz ve©ké úsilie. Nau£ila sa naspamä´ odpovede na v²etkýh 50 otázok uvedenýhv informa£nom letáku a u pohovorov zaºiarila. Vám pri²lo zbyto£né u£i´ sa £íslanaspamä´, pretoºe ste predpokladali(a), ºe komisia bude overova´ skuto£né poznanievá²ho bytu, nielen pár £ísel. Osoba X konkurz vyhrá. Vás to mrzí, lebo viete, ºe kebysa konkurzná komisia opýtala na nie£o, £o nemá osoba X navi£ené, ukázalo by sa,ºe va²a znalos´ bytu je hlboká, ale znalos´ osoby X je iba povrhná. S námietkou sazveríte jednému £lenovi komisie. Ten vám povie, ºe úlohou konkurzu nebolo preukáza´znalos´ vá²ho bytu, ale shopnos´ zapamäta´ si súbor údajov.Historka je silno pritiahnutá za vlasy. �ia© nie je aº tak ¤aleko od toho, £o £astopraktikujeme u r�znyh skú²ok z matematiky. �iaka nehodnotíme pod©a toho, akohlboko do matematiky vidí, ale pod©a toho, ako má pamä´ou zvládnuté súbory poz-natkov a algoritmov.Vymyslená historka nie je iba provokáiou. Jej zmysel je hlb²í a pozitívnej²í. Jeto ilustráia k©ú£ového pojmu na²ih úvah, pojmu shéma.2 ShémaShémou rozumieme uelený súbor objektov a väzieb medzi týmito objektmi, prí-padne úkonov a operáií, ktorý vo vedomí £loveka vznikol v d�sledku r�znyh opaku-júih sa zvedomovanýh skúseností. Pritom myse© £loveka je shopná kedyko©vekvynori´ predstavu elku i ktorejko©vek jeho £asti.Napríklad po£et stenovýh uhloprie£ok koky zistím tak, ºe si vybavím v predstaveshému koky a uvidím, ºe má 6 stien a na kaºdej stene 2 uhloprie£ky.



108 MILAN HEJNÝShému nemoºno vytvori´ stereotypným návikom zameraným na jednotlivosti.Dobre poznané matematiké shémy sú základom kvalitného matematikého pozna-nia. �ia©, vo vyu£ovaní matematiky venujeme budovaniu shém ¤aleko men²iu po-zornos´ neº náviku algoritmov. Prejaví sa to napríklad na rie²ení slovnýh úloh santisignálom. Tak úlohu Prehral som 5 guliek. Ostalo mi ih uº iba 8. Ko©ko gulieksom mal pred hrou? Mnoho druhákov rie²ilo výpo£tom 8 � 5 = 3. Pouºili in²trukiu jeto úloha na od£ítanie lebo je tam slovo �prehral�. V niektorýh triedah tak postupo-vali skoro v²eti ºiai. Na²li sa ale aj triedy, kde skoro v²eti ºiai vyrie²ili túto úlohusprávne, pouºitím £i uº statikej (obrázok), alebo dynamikej (manipuláia s pred-metmi) shémy. Triedy, v ktorýh uvedený test dopadol dobre majú ²´astie na dobrúu£ite©ku, ktorá buduje vo vedomí ºiakov shémy, konkrétne shému aditívnej trojie.Shéma aditívnej trojie, stru£ne triáda9 sa skladá z troh £ísel, pri£om na-jvä£²ie z nih je sú£tom dvoh men²íh. Prídavné meno �aditívna� netreba tu uvádza´,pretoºe o multiplikatívnyh triádah nepí²eme. Kaºdá triáda poukazuje 4 vz´ahy.Napríklad triáda (3,5,8) poukazuje na vz´ahy 5 + 3 = 8, 3 + 5 = 8, i 8 � 5 =3, 8 � 3 = 5 a kaºdý z týhto vz´ahov poukazuje na trojiu (3,5,8). V²etky 4 uve-dené vz´ahy predstavujú tú istú matematikú skuto£nos´, ale rozli£ne artikulovanú.Dodajme, ºe triáda má mnoho reprezentáií. Napríklad triáda (3,5,8) má popri 4 uve-denýh £íselnýh reprezentáií i ve©a reprezentáií gra�kýh (s£ítaie trojuholníky,hadi, dom£eky, ...) ale najmä sémantikýh (úloha hore uvedená, alebo situáia: naihrisku sú 3 diev£atá a 5 hlapi, dovedna 8 detí; alebo iná situáia: bývam na 3.podlaºí, m�j kamarát na 8. ; on býva o 5 podlaºí vy²²ie ako ja).Triáda predstavuje bázu aritmetikého myslenia ºiaka prvého stup¬a. �iak, ktorývie skvele a rýhlo po£íta´, ale má iba hudobnú zásobu r�znyh reprezentáií triády,nemá matematiké myslenie rozvinuté. Slovné úlohy, zlomky, záporné £ísla, per-entá,... to v²etko mu bude robi´ v budúnosti zna£né ´aºkosti.
3 Hlboká znalos´ pod©a Z. SemadenihoPo©ský matematik a didaktik matematiky, Zbigniew Semadeni zaviedol do didak-tiky matematiky termín hlboká idea10 (deep idea, idea gª�boka). Termín slúºi aj akonástroj na analýzu kvality matematikého poznania £loveka. Pomáha h©ada´ kritériá,ktorými sa hlboká znalos´ (t.j. znalos´ podstaty) odli²uje od znalosti povrhovej,ktorú voláme aj formálnou znalos´ou, alebo protézou znalosti. Semadeniho analýzysú zvä£²a zamerané na matematiku gymnázia a vysokej ²koly, ale metodika tu pouºitáje dobre aplikovate©ná i prvý stupe¬. Ide predov²etkým na d�raz poloºený na sie´vzájomnýh väzieb medzi hlbokými ideami. Aplikované na na²e bádanie, ide o to,ukáza´ triádu ako hlbokú my²lienku, ako to, £o tvorí jadro kvalitného poznania zák-ladnej úrovne aritmetikého myslenia. Hádam najlep²ie je moºné triádu ako hlbokúmy²lienku predstavi´ pomoou testovaíh nástrojov, teda odpoveda´ na otázku, ktorátvorí nadpis ¤al²ej kapitoly.9Pojem triády zaviedli P. �ernek a V. Repá² pod názvom s£ítaia/od£ítaia rodinka. (Viz Repá²a kol. 1997). Výskum o didaktikýh moºnostiah pojmu uskuto£nila J. Slezáková-Kratohvílová(2006)10Pojem je rozpraovaný z mnohýh poh©adov v sérii £lánkov publikovanýh preváºne v £asopiseDydaktyka Matematyki. Pozri napr. Semadeni (2005) a zoznam £lánkov tu uvedený.



Prostredia napomáhajúce budovanie aritmetických schém 1094. Ako testova´ znalos´ triády?Ako m�ºeme zisti´, do akej miery má daný ºiak vybudovanú vo svojom vedomíideu triády v ur£itej reprezentáii? Pri odpovedi na túto otázku nás bude in²pirova´metafora uvedená v prológu. Ako zistíme, £i daný £lovek má vo svojom vedomí do-bre vytvorenú shému vlastného bytu? M�ºeme sa ho pýta´ na jednotlivé objektyv jeho byte, alebo dokona na detaily, ale v²etky tieto otázky testujú iba povrhovúvrstvu poznania. Iba to, £o sa dá zvládnu´ pomoou pamäti, bez poznania sietesúvislostí, ktorými sú tieto jednotliviny poprepájané. Ú£innej²ie je poloºi´ otázku,ktorá vyºaduje globálny vh©ad na jeho byt ako elok. Napríklad: ako by ste in-vestovali 20 000 Sk, ktoré ste vyhrali na renováiu bytu? Podobné testovaie otázkysa pokúsime vytvori´ pre reprezentáie triády. Za£neme so základnou ²trukturálnoureprezentáiou.Kaºdá triáda (a, b, c) poukazuje na 4 väzby: a + b = , b + a = ,  � a = b, � b = a. Ak v ktorejko©vek z týhto väzieb jedno £íslo zaslepíme, dostane úlohu nas£ítanie £i od£ítanie. Týhto úloh existuje 6 typov. Predov²etkým typy a + b = ?a  � a = ?. Rie²ením týhto úloh sa vo vedomí ºiaka nebuduje shéma, ale súborasoiáií. Ke¤ sa nás niekto opýta, ko©ko je 5 + 3, nevybaví sa v na²ej mysli shéma,ale spoj 5 + 3 = 8 a na²a odpove¤ je okamºitá. Trohu inak je to s úlohami ¤al²íh4 typov: a + ? = ,  � ? = b, ? + b = , ? � b = . Ak mám vyrie²i´ úlohu ? �13 = 15, tak moja odpove¤ nebude okamºitá. Najprv si uvedomím, ºe treba rie²i´úlohu ? = 13 + 15 a aº potom s£ítam. Transformáia ? � 13 = 15 → ? = 13 + 15prebehne vnútri shémy (13,15,?) a tento krok vyºaduje istý, hoi asi ve©mi krátky,£as. Pre prváka je ale úloha ? � 3 = 5 výrazne náro£nej²ia ako úloha 3 + 5 = ?Náro£nos´ je sp�sobená tým, ºe ºiak e²te nemá túto shému vytvorenú. Akonáhle máºiak (tretiak-²tvrták) tuto základnú reprezentáiu shémy triády vytvorenú, dokáºebez vä£²íh ´aºkostí vyrie²i´ i úlohu ? � 13 = 15. Ak naopak túto úlohu rie²i obtiaºne,napríklad metódou pokus-omyl, tak to znamená, ºe ºiak e²te nemá dobre vytvorenúshému triády v tejto reprezentáii.E²te náro£nej²ia je pre ºiaka úloha, na rie²enie ktorej nesta£í transformova´ vz´ahy,ale treba vnútri shémy odha©ova´ nové väzby, kon²truova´ nové objekty, tvori´ hy-potézy a tieto preverova´. Napríklad dve úlohy ur£ené druhákom, ktorí poznajú pojemtriáda pod menom �rodinka� a vedia ºe dve rodinky, ktoré majú dve £ísla rovnakéa lí²ia sa iba v tre´om £ísle nazývame susedné rodinky (napr. (2,3,5) a (2,5,7)):Úloha 1. �ísla 3 a 9 dopl¬ tretím £íslom na rodinku; nájdi v²etky rie²enia.Úloha 2*. Vytvor dve susedné rodinky. Najmen²ie £íslo prvej je 2, najvä£²ie £íslodruhej je 8.Tretia úloha, ur£ená piatakom, je náro£nej²iaÚloha 3. Vytvor tri rodinky. Najmen²ie £íslo prvej je 1, najvä£²ie £íslo tretej je 13.Prvá a druhá rodinka sú susedné a druhá a tretia sú susedné. (Úloha má tri rie²enia).Podobným sp�sobom je moºné zostroji´ testovaie úlohy i pre iné reprezentáietriády. Jedno prostredie, ktoré umoº¬uje budovanie triád na úrovni proesu a nesk�ri koneptu teraz popí²eme.5. Prostredie POCHODOVANIEPo£íta´ sa die´a u£í riekankou jeden, dva, tri, ... K po£ítaniu nesta£í vedie´ slová,die´a musí vedie´ ako zosúladi´ slová s pohybom ruky, ktorá po£íta. Synhronizáiaslova a pohybu je teda vstupnou bránou do aritmetiky. Ak pohyb ruky zameníme zakrá£anie, dostávame na²e prostredie. To u£ite© zavádza v etapáh. Napríklad:



110 MILAN HEJNÝ1. U£ite© pohoduje a sám po£íta kroky.2. U£ite© pohoduje a trieda po£íta kroky.3. �iak pohoduje a trieda po£íta kroky.4. Pohodujú 2-3 ºiai a trieda po£íta.5. Po£ítajú iba ºiai, ktorým to e²te nejde. 6. Pohodovanie povelom riadi ºiak.7. Krá£ame dopredu i dozadu.8. Povel sa zapí²e ²ípkami.9. Pohodovanie sa skladá z 2 úsekov.10. Zavedieme s£ítanie a od£ítanie.Povely, ktoré pri pohodovaní pouºívame majú tvar Pä´ krokov dopredu, pohoduj,teraz! Závere£né slovo �teraz� je d�leºité organiza£ne. Zloºitej²ie povely, skladajúe saz viaerýh úsekov majú napríklad tvar Tri kroky dopredu, potom dva kroky dopredua nakonie ²tyri kroky dozadu, pohoduj teraz!Povely sa zapisujú pomoou ²ípok. Napríklad uvedené vy²²ie povely budú za-písané: →→→→→ a →→→ | →→ | ←←←← .Po zvládnutí prípravnýh etáp príde na rad operáia s£ítania a potom i od£ítania.Dvaja ºiai, Adam a Ema stoja ved©a seba a velite© velí: Ema, tri kroky dopredu,potom jeden krok dopredu teraz! Ema pohoduje 3 a potom 1 krok. Adam zatia©stojí. Teraz je Ema 4 kroky pred Adamom a ur£ený ºiak má da´ jednorázový povelAdamovi tak, aby hlape postúpil dopredu a stál ved©a Emy. Povel bude znie´ Adam,²tyri kroky dopredu, teraz! V ²ípkovom zápise sa predstavenie zapí²eEMA →→→ | →ADAM →→→→
alebo stru£ne →→→ | → = →→→→ .Podobne je zavedené i od£ítanie. Napríklad od£ítanie 5 � 2 = 3 vykoná dvojiapovelov: Ema, pä´ krokov dopredu a potom dva dozadu, teraz! a Adam, tri krokydopredu teraz! V jazyku ²ípkového zápisu: →→→→→ | ←← = →→→ .�iai bez ´aºkostí odpohodujú aj úlohy, v ktorýh sa za£ína krá£a´dozadu a v ktorýh je výsledkom krá£anie dozadu. Napríklad pohodovanie

←←←← | →→→ = ← .Po zavedení operáie s£ítania i od£ítania, m�ºeme pristúpi´ k úlohám, ktoré za-£ínajú vo vedomí ºiakov budova´ shému triády v reprezentáii krokov. Sú to úlohytypu →→→ |? = →→→→ alebo ?| →→→ = ← alebo zloºitej²ie, s doda-to£nou podmienkou: dopl¬ 4 ²ípky do zápisu ?| →→→ = ← |?|? , nájdi aspo¬tri rie²enia.6. Komentáre k prostrediu POCHODOVANIE1. Pohodovanie je proes. Ke¤ ºiak � �gurant urobí tri kroky, robí operátor zmeny.Mení svoju polohu. �iak, ktorý si uvedomí, ºe tri kroky dopredu a potom dva krokydozadu je to isté ako jeden krok dopredu vie s£íta´ od£íta´ operátory zmeny. Totopo£ítanie je podstatne iné, ako tradi£né po£ítanie objektov. Objekt je nie£o, £o moºnoopakovane evidova´ zrakom, £asto i hmatom. Ke¤ je v u£ebnii nakreslený obrázok3 hlapov a 2 diev£at, má úlohu na s£ítanie (3+2 = 5), rovnako i úlohu na porovnanietj. od£ítanie (3-2 = 1) ºiak stále pred o£ami. Krok takto evidova´ nemoºno. Prebehnev £ase, odznie a ostáva po ¬om iba záznam vo vedomí. Podobne je to s údermi hodín,gólmi v sieti súpera a pod.2. Nesk�r, ke¤ sa ºiai nau£ia proes zaznamenáva´, ostane informáia o proeseuhovaná na papieri. To uº ale nie je proes sám, ale iba jeho záznam. Tak sa z proesustane konept, £i dokona proept.



Prostredia napomáhajúce budovanie aritmetických schém 1113. Prostredie pohodovania je sprevádzané tromi jazykmi: akustikými povelmi,pohybmi �gurantov a ²ípkovými zápismi. Ako ved©aj²í produkt rie²enia úloh v tomtoprostredí si ºiak osvojuje spontánny preklad medzi jazykmi, £o je d�leºitá shopnos´nielen v matematike. Viaerí didaktii ukazujú, ºe pestros´ matematikýh jazykovje organikou sú£as´ou matematikého poznávania. In²piráiu pre konipovanie ú£in-ného vyu£ovania v ontogenéze m�ºeme nájs´ vo fylogenéze. Dodajme, ºe pre na²ebádanie v oblasti jazykov sú podnetné najmä práe L. Kvasza; pozri L. Kvasz (2006)a ¤al²ie práe uvedené tu v zozname literatúry.4. Pohodovanie má e²te jednu prednos´. Umoº¬uje ºiakovi nadobúda´ skúsenostis izolovanými modelmi javu, ktorý bude nesk�r zavedený ako záporné £íslo. Ke¤ totiºbudeme meni´ ²ípkové zápisy na £íselné, bude rovnos´ ←←←← | →→→ = ←zapísaná v tvare -4 + 3 = -1. Jej sémantiký zmysel je v prostredí pohodovaniajasný: ke¤ urobím najprv 4 kroky dozadu a potom 3 dopredu, budem o 1 krok zavýhodzou pozíiou. Nepoznáme ºiadny prvákovi zrozumite©ný sémantiký zmyseldaného vz´ahu v koneptuálnom prostredí objektov.Inak povedané, ºiak prvej triedy je shopný praova´ so zápornými £íslamiv jazyku krokov i v jazyku ²ípok, ale e²te nie v jazyku £ísli. Dodajme, ºe asi i jazyk£ísli by nejeden prvák zvládol, ale túto moºnos´ treba napred preskúma´ experimen-tálne.5. V tradi£nom vyu£ovaní sa proesom venuje malá pozornos´. To je asi hlavnáprí£ina toho, ºe nesk�r ºiai nie sú shopní rie²i´ dynamiké úlohy, tj. úlohy, v ktorýh£as hrá d�leºitú úlohu (pozri nasledujúi bod). Myse© £loveka totiº inak praujes proesuálnou a inak s koneptuálnou situáiou. Preto má prostredie hodenia,ako reprezentant proesuálnyh modelov aritmetikýh vz´ahov, d�leºité miesto priotváraní sveta aritmetiky de´om. Pohodovania je d�leºitým doplnkom tradi£nýhprostredí, v ktorýh sa £íslo viaºe na stav, t.j. po£et ur£itýh objektov.6. �iai na Z� majú problémy s rie²ením slovnýh úloh o operátoroh zmeny(úlohyo veku, o stretávaní sa beºa a motoyklistu, o napú²´aní bazénu viaerými prítokmiodrazu,...).. Ukazujú to mnohé výskumy. Napríklad J. Ruppeldtová (2006) podrobneanalyzuje prí£iny neúspehov ºiakov ²tvrtého ro£níka pri rie²ení úlohy:Peter si na²etril nejaké peniaze. Najsk�r z nih minul 9 Sk. Potom z ¤al²ieho vrek-ového si u²etril 14 Sk. Celkovo pribudlo alebo ubudlo Petrovi z na²etrenýh pe¬azí?O ko©ko?Rie²ite© nevie, ko©ko pe¬azí mal Peter na za£iatku a to robí mnohým ºiakom´aºkosti, pretoºe v prvýh triedah sa s touto my²lienkovou shémou nestretávali.Nazdávame sa, ºe ºiai, ktorí od prvej triedy nadobúdajú skúsenosti s pohodovaním,budú shopní úlohu modelova´ v prostredí krokov: najsk�r 9 krokov dozadu, potom14 krokov dopredu dá výsledok 5 krokov dopredu.7. Prostredie SCHODI�TEKe¤ uº ºiai vedia v prostredí pohodovania rie²i´ i úlohy o triáde, prejdeme na¤al²ie prostredie � na shodi²te. To je vytvorené v triede iba virtuálne, postupnos´ouna zemi leºiaih lístkov s £íslami 1, 2, 3, ... Dva susedné lístky sú vzdialené jeden krokºiaka. Kaºdý lístok predstavuje jeden shod. �iak, ktorý má stá´ na tre´om shode sapostaví k lístku s £íslom 3. Ke¤ dostane povel ²tyri kroky dopredu, postúpi na £íslo 7.�iai si to predstavujú ako postúpi´ o 4 shody vy²²ie. Je asi zrejmé, ako sa v tomtoprostredí s£íta a od£íta. Napriek tomu uvedieme dve ilustráie:Namiesto �trojka� spo£iatku hovoríme �tretí shod�. Nesk�r ºiai sami tento jazykzjednodu²ia. Podobne ako pri pohodovaní i v tomto prostredí po istej dobe za£neme



112 MILAN HEJNÝVz´ah Povel ukazujúi platnos´ vz´ahu �ípkový zápis vz´ahu3 + 2 = 5 Postav sa na trojku a ho¤ dva kroky do-predu. Dostal si sa na pä´ku. 3 →→ 53 � 2 = 1 Postav sa na trojku a ho¤ dva kroky dozadu.Dostal si sa na jednotku. 3 ←← 1povely (a teda i pohyby) zaznamenáva´ písomne. �ípkový zápis vz´ahu je vloºený doboxu, ktorý má tri okná: prvé vstupné, druhé ²ípkové a tretie výstupné. V prvomaj tre´om okne sú zapísané stavy £íslami, v prostrednom je operátor zmeny zapísaný²ípkami tak, ako to poznáme z pohodovania.I tu, po zavedení operáie s£ítania i od£ítania, ktoré ºiakom uº ºiadne prob-lémy nerobí, pristúpime k úlohám, ktoré vo vedomí ºiakov budujú shému triádyv reprezentáii shodi²´a. Najprv sú to úlohy, v ktorýh je prázdne nie posledné,ale prvé, alebo druhé okno boxu. Teda úlohy typu 3 ____ 7 , alebo typu_ ←←←← 5 . Potom prídu náro£nej²ie úlohy. Napríklad také v ktorýh jeprostredné okno iba £iasto£ne prázdne: 4 ←← | 5 , alebo také, v ktorýh existujeviaero rie²ení a treba nájs´ v²etky.Úloha 4. Daný je box s piatimi oknami 4 ___ ___ 7 . Zistite aké £íslam�ºu by´ v tre´om okne, ak vieme, ºe druhom a ²tvrtom okne je dovedna 5 ²ípok.Nesk�r prídu i výrazne náro£nej²ie úlohy akou je táto úloha.Úloha 5. Dané sú tri prázdne boxy __ ____ __ . Do ²iestih krajnýhokien boxov dopl¬te ²es´ £ísel 1, 2, 3, 4, 5 a 6 a do troh prostrednýh okien boxovdevä´ ²ípok →→→→→ a ←←←← tak, aby vznikli tri správne záznamy, pri£omv kaºdom ²ípkovom okne sú ²ípky iba jedného smeru. Nájdite to rie²enie pre ktorésú£et troh £ísel vo vstupnýh oknáh je £o najvä£²í.K poslednej úlohe sa vrátime v komentároh. V závere kapitoly e²te ukáºeme,ako je moºné v prostredí shodi²te modelova´ aritmetiké zápisy so zátvorkami; oso-bitne s mínusom pred zátvorkou. Znaku � ( aj následnému znaku ) zodpovedáv prostredí shodi²´a príkaz �£elom vzad�, ktorému tu priradíme znak †. Pri tejtokonvenii bude úloha 3 + 5 � (2 � 4) = ? rie²ená pohodovaním pomoou sériepovelov: Povel Akia/pozíia �guranta3 Postav sa na tretí shod Stojí na shode 3 tvárou nahor.+5 Cho¤ 5 krokov dopredu Postúpi 5 shodov nahor, stojí na 8.shode-( Urob £elom vzad Stojí na 8. Shode tvárou nadol2 Cho¤ dva kroky dopredu Zíde o 2 shody, stojí na 6. shode-3 Cho¤ 3 kroky dozadu Pospiatky stúpne o 3 shody, stojí na 9.shode) Urob £elom vzad Stojí na 9. Shode tvárou nahorDodajme, ºe zápis povelu je hlu£ný 3 →→→→→ † →→ | ←←←← † ? , alev dobe, ke¤ sa tieto úlohy rie²ia, nie je uº ²ípkový jazyk beºne pouºívaný.8. Komentáre k prostrediu SCHODI�TE1. Tretiai, ktorí vedeli v prostredí shodi²´a s£íta´, od£íta´, zapisova´ pohyby aj dáva´povely dostali úlohu 2 ←←← ? . Sk�r ako stihol �gurant stúpi´ na doteraz



Prostredia napomáhajúce budovanie aritmetických schém 113neozna£ený shod �-1� uº jeden hlape kri£al, ºe treba dokresli´ shod mínus jedna.Jeho vysvetlenie ºe to je ako pri vý´ahu a v nemonii majú i poshodia mínus 4 bolotriedou v²eobene akeptované ako zrozumite©né. Iný hlape hne¤ na kalkula£keukazoval, ºe tam je to tieº tak. Ukázalo sa, ºe jedno malé predstavenie a nasledujúadiskusia ºiakov otvorili estu do zápornýh £ísiel v reprezentáii adries. Dodajme, ºeso zápornými £íslami v reprezentáii stavov (dlhy) mali niektorá ºiai triedy problémye²te aj v piatom ro£níku.2. Prostredie SCHODI�TE je blízke známemu prostrediu HADOV. V oboh sústavy a operátory zmeny, v oboh moºno modelova´ úlohy ako 5 + 4 � 7 + 2 � 1 � 3 = ?Ale v kaºdom z týhto prostredí existujú situáie ktoré nemoºno previes´ do druhéhoz týhto prostredí. Tak v prostredí shodov m�ºeme modelova´ výrazy zo zátvorkami,ale v prostredí hadov sa to nedá. Naopak, v prostredí hadov, m�ºeme modelova´ ajoperáie násobenia, ale v prostredí shodov sa to nedá. Odli²nos´ prostredí dávaºiakovi moºnos´ nadobúda´ r�znorodé skúsenosti, odha©ova´ vz´ahy r�znyh typova vytvára´ siete vz´ahov, ktoré tvoria shému triády v r�znyh prostrediah a týmhlbokú ideu triády.3. Vrá´me sa k úlohe 5. Pre ºiaka ²tvrtého ro£níka nie je ©ahké nájs´ v²etkýh6 jej správnyh záznamov a je pre neho ve©mi obtiaºne zd�vodni´, ºe iné rie²enianeexistujú. Napriek tomu ²pi£kový ºiak, ktorý má vh©ad do triády v tomto prostredízistí, ºe zo vz´ahu →→→→→ | ←←←← = → (ten mimohodom prihádzaz prostredia pohodovania) vyplýva, ºe sú£et £ísel v troh výstupnýh oknáh musíby´ o jednu via, ako sú£et £ísel vo vstupnýh oknáh. Pretoºe sú£et v²etkýh £ísel je1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21 je nutne sú£et v²etkýh £ísel v troh vstupnýh oknáhrovný 10 a vo výstupnýh oknáh je rovný 11. Tým je úloha vyrie²ená bez toho, abybolo treba h©ada´ v²etky správne záznamy.ZáverNa záver tri my²lienky. Prvé dve rekapitulujú zámer, ktorý sme ²túdiou sledovali,tretia sa týka ¤al²íh informáií, ktoré m�ºu by´ £itate©ovi uºito£né.A. Prvý výsledok ²túdie je teoretiký. Je to kritiká analýza existujúej praxevyu£ovania aritmetiky v prvýh ro£níkoh základnej ²koly. Snaºíme sa ukáza´, ºenávik pamä´ového i písomného s£ítania a od£ítania, uskuto£¬ovaný predov²etkýmpomoou jazyka £ísli a sémantiky viazaný dominantne na reprezentáiu £ísla akostavu nedostato£ne rozvíja ºiakovo matematiké myslenie a vedie iba povrhovýmznalostiam. Rie²enie didaktikého problému vidíme v orientáii vyu£ovania na shémy,predov²etkým na shému triády a to v £o moºno najr�znorodej²íh prostrediah.B. Druhým výsledkom ²túdie je popis dvoh konkrétnyh prostredí s náznakomdidaktikej stavby, ktorá vedie k budovaniu opísanýh triád. Tieto prostredia bolirozpraované pre potreby u£ebnie pre 1. ro£ník, ktorú autor spolo£ne s kol. D.Jirotkovou a J. Slezákovou-Kratohvílovou pí²e pre nakladate©stvo FRAUS. Doda-jme, ºe v rámi stále prebiehajúeho výskumu sú rozpraovávané ¤al²ie prostredia, aleih zaradenie do prípadne ¤al²íh u£ební je limitované inova£nou kapaitou u£ite©skejverejnosti, ktorá nie je na masívny príval novýh my²lienok pripravená. Zdá sa, ºe tuve©mi naliehavo platí povestné �menej je niekedy via�.C. Opísaný výskum, ktorý je stále ºivý, nie je izolovaný. K podobným výsledkomdospievajú aj ¤al²í bádatelia. Tu sme zmienili meno Z. Semadeniho, ale bolo by moºnéuvies´ desiatky mien ¤al²íh.Záverom dovo©te upozorni´ na novú kniºku, ktorá sa objavila na po©skom trhu.Kniºka, ktorej autorkou je Ewa Swoboda (2006) je venovaná budovaniu geometrikýh



114 MILAN HEJNÝpravidelností u detí. Tento pojem je úzko prepojený na pojem geometrikej shémya geometrikej ²truktúry, teda na hlboké my²lienky v oblasti geometrie, aby smepouºili terminológiu Semadeniho.Literatúra[1℄ HEJNÝ, M., Prost°edí, která otevírají sv¥t £ísel (Srní 2006)[2℄ JIROTKOVÁ, D. Budování koneptuálníh p°edstav £ísla u dít¥te ve v¥ku 5-8let. (Srní 2006)[3℄ KVASZ, L., The History of Algebra and the Development of the Form of itsLanguage, (Philosophia Mathematia, 2006.[4℄ REPÁ�, V.; �ERNEK, P.; PYTLOVÁ, Z.; VOJTELA, I. Matematika pre 5.ro£ník základnýh ²k�l. Prirodzené £ísla. Orbis Pitus Istropolitana, 1997.[5℄ RUPPELDTOVÁ, J. Interpreta£ná dominanta rie²enia slovnej úlohy. In Uhlí°ováM (Ed): Matematika jako prost°edí pro rozvoj osobnosti ºáka primární ²koly,Sborník p°ísp¥vk· z konferene s mezinárodní ú£astí, Olomou 2006, str. 212-217.[6℄ SEMADENI, Z. Konepja siei wzajemnyh powi¡za« idei gª�bokih i powi¡za«ih modeli formalnyh, Dydaktyka matematyki, £. 28, Kraków, 2005.[7℄ SLEZÁKOVÁ, J. Budování proesuálníh p°edstav £ísla u dít¥te ve v¥ku 5-8 let(Srní 2006)[8℄ SWOBODA, E. Przestre«, regularno±i geometrizna i ksztaªty w uzeniu sie inauzaniu dziei. Rzeszów: Wydawnitwo Universytetu Rzeszowskiego, 2006Adresa autora:Milan Hejný, Prof., RNDr., CS.KMaDM, PF UKM. D. Rettigove 4116 39 Praha 1, �Re-mail: milan.hejny�pedf.uni.z



Pripravenos´ ²tudentov di²tan£nýh foriem ²túdiaPdF TU na vzdelávanie prostrednítvom IKTPavel Hí, Milan PokornýAbstrat. The paper deals with the readiness of students to use ICT, omputer supportedlearning, and e-learning during their study. The authors haraterize results of a surveymade on a sample of 606 students, who study in a distane form of study at the Faulty ofEduation, Trnava University.ÚvodModerné informa£né a komunika£né tehnológie predstavujú jednu z efektívnyhalternatív na získavanie vedomostí. Aby v²ak ²tudenti dokázali ²tudova´ prostred-nítvom IKT, musia najmä:� vedie´, ºe takáto alternatíva pre (samo)²túdium v�be existuje,� ma´ ur£ité základné zru£nosti pri prái s PC, Internetom a tehnológiami,� ma´ bezproblémový prístup k PC a Internetu.Shopnosti práe s PC a prístup k Internetu sú ²pei�ké pre ²tudentov jed-notlivýh fakúlt. Nemá zmysel porovnáva´ zru£nosti ²tudentov Fakulty matematiky,fyziky a informatiky UK so zru£nos´ami ²tudentov PdF TU. Aby bol vzdelávaíproes prostrednítvom e-learningu efektívny, musí kaºdá fakulta nielen pripravi´ £izakúpi´ kvalitné elektroniké kurzy, ale musí navia pozna´ shopnosti svojih ²tuden-tov. Preto sme sa nezamerali na prieskum, v rámi ktorého by sme oslovili náhodnevybranú vzorku ²tudentov z r�znyh fakúlt SR, ale rozhodli sme sa pre pomernehomogénnu vzorku, ktorú tvorilo 606 ²tudentov externýh foriem ²túdia PdF TU.Prieskum bol vykonaný v septembri a októbri 2005 po£as zápisu ²tudentov.Základné údaje o ²tudentohAko sa dá predpoklada´, vä£²inu ²tudentov externýh foriem ²túdia PdF TU tvo-ria ºeny (okolo 70%). Zatia© £o rozdelenie pod©a pohlavia je podobné pre denné ajexterné ²túdium, rozdelenie pod©a veku je zna£ne odli²né. Rozdelenie vzorky pod©aveku je uvedené v tabu©ke 1. Z daného rozdelenia vyplýva, ºe £o sa týka po£íta£ovýhzru£ností, nemoºno vyhádza´ z výskumov, ktoré sú zamerané na £erstvýh absolven-tov strednýh ²k�l.Vek Po£et ²tudentovdo 25 rokov 12625 � 29 rokov 13230 � 34 rokov 10935 � 39 rokov 92nad 39 rokov 147Tabu©ka 1



116 PAVEL HÍC, MILAN POKORNÝ�o sa týka typu absolvovanej strednej ²koly, podiel strednýh priemyselnýha odbornýh ²k�l a podiel strednýh odbornýh u£ilí²´ je pribliºne 1:1. Iba pribliºnekaºdý 25. ²tudent externýh foriem ²túdia na PdF TU je absolventom gymnázia.Vä£²ina ²tudentov externýh foriem ²túdia PdF TU prauje na plný úväzok (aº88%). Títo ²tudenti sú teda £asovo ve©mi vy´aºení, z £oho vyplýva potreba poskytnú´im informáie tak efektívne, ako je to len moºné. Pre týhto ²tudentov je výhodnéminimalizova´ po£et kontaktnýh hodín a zvý²i´ podiel samo²túdia prostrednítvomkvalitnýh materiálov.Zru£nosti a vedomosti nadobudnuté po£as ²túdia na strednej²koleV prvej £asti dotazníka sme zis´ovali, s akými kategóriami softvéru sa ²tudenti u£ilipraova´ po£as ih ²túdia na strednej ²kole. Zistili sme, ºe s textovým editoromsa u£ila praova´ pribliºne polovia respondentov a s tabu©kovým proesorom asitretina respondentov. So zvy²nými programami (gra�ké programy, databázové sys-témy, programovaie jazyky) sa u£ilo praova´ menej ako 10% respondentov. Pretoºesme predpokladali, ºe odpovede budú závisie´ aj od veku respondentov, vyhodnotilisme odpovede zvlá²´ pre skupinu pozostávajúu z pribliºne 25% najmlad²íh respon-dentov (¤alej skupina M) a zvlá²´ pre skupinu pozostávajúu z pribliºne 25% najs-tar²íh respondentov (skupina S). Ako sa dalo predpoklada´, perentuálne zastúpe-nie ²tudentov, ktorí praovali po£as ²túdia na strednej ²kole s textovým editorom£i tabu©kovým proesorom, je výrazne vy²²ie v skupine M (aº 90% respondentov zoskupiny M sa u£ilo praova´ s textovým editorom a 70% z nih sa u£ilo praova´s tabu©kovým proesorom). Z uvedeného zistenia vyplýva, ºe ak by sme dotazníkrobili aj so ²tudentmi denného ²túdia, ktorýh vekové rozdelenie je úplne iné, podiel²tudentov ovládajúih práu s textovým editorom a s tabu©kovým proesorom bysa pribliºoval hodnotám zisteným v skupine M, nie v elej vzorke respondentov ex-terného ²túdia. Taktieº moºno predpoklada´, ºe v budúnosti bude podiel ²tudentovexterného ²túdia prihádzajúih na vysoké ²koly, ktorí ovládajú základy práe s uve-denými dvoma kategóriami softvéru, postupne narasta´.Taktieº sme heli vedie´, £i sa ²tudenti po£as ²túdia na strednej ²kole stretlis vyuºitím PC ako prostriedku na dosiahnutie vzdelávaíh ie©ov v predmetoh in-ýh ako programovanie, výpo£tová tehnika £i informatika. �ia©, iba 6% respondentovodpovedalo na túto otázku kladne. Situáia nie je ove©a lep²ia ani v skupine M, kdekladne odpovedal iba pribliºne kaºdý �smy respondent. Moºno teda predpoklada´, ºehápanie PC a modernýh tehnológií ako prostriedku na dosiahnutie vzdelávaíhie©ov nie je u absolventov strednýh ²k�l dostato£ne rozvinuté. Po£íta£e sa na stred-nýh ²koláh zvä£²a pouºívajú iba ako objekty výuky.Práa s PC v sú£asnostiV druhej £asti dotazníka sme zis´ovali, s akým softvérom momentálne ²tudentipraujú a ako dokáºu vyuºíva´ sluºby Internetu. Zistili sme, ºe via ako polovia²tudentov prauje s PC denne, zatia© £o iba 20% ²tudentov prauje s PC menej akoraz za týºde¬. Z tohto poh©adu by teda ²túdium prostrednítvom po£íta£a nemaloby´ neprekonate©nou prekáºkou. Ako sa dá predpoklada´, ²tudenti naj£astej²ie pouºí-vajú textový editor (via ako 80% ²tudentov ho pouºíva minimálne raz za mesia)a tabu©kový proesor (47% ²tudentov ho pouºíva minimálne raz za mesia). Ostatnédruhy softvéru pouºíva £astej²ie ako raz za mesia menej ako sedmina ²tudentov.



Pripravenost’ študentov dištančných foriem štúdia PdF TU . . . 117�o sa týka frekvenie pozerania Internetovýh stránok, pribliºne 60% ²tudentovsi pozerá www stránky aspo¬ raz za týºde¬, £o je pomerne slu²ný základ pre zave-denie ²túdia prostrednítvom e-learningovýh kurzov umiestnenýh v LMS. Trebav²ak spomenú´ aj to, ºe aº 30% ²tudentov si www stránky nepozerá v�be, £ím sapod©a ná²ho názoru izoluje od mnoºstva uºito£nýh a ©ahko dostupnýh informá-ií. Je trohu prekvapujúe, ºe výsledky o nie£o lep²ie vyznievajú v prospeh star²íh²tudentov. Taktieº existujú men²ie rozdiely medzi muºmi a ºenami v prospeh muºov.Via ako polovia ²tudentov si pozerá svoju mailovú shránku aspo¬ raz za týºde¬.Opä´ sa ukazujú men²ie rozdiely medzi star²ími a mlad²ími v prospeh star²íh ²tu-dentov a medzi muºmi a ºenami v prospeh muºov. �ia©, aº 42% ²tudentov nemávlastnú mailovú shránku, a teda ani návyk vyuºíva´ Internet ako prostriedok nakomunikáiu.Zaujímalo nás aj to, £i si ²tudenti uvedomujú skuto£nos´, ºe Internet moºno pouºi´aj na on-line komunikáiu. Práve toto vyuºitie Internetu je ve©mi d�leºité pri e-learningu, nako©ko integruje ²tudentov rozmiestnenýh po elej republike do jednejvirtuálnej triedy. V súlade s na²imi o£akávaniami neboli zistené výsledky optimistiké.Aº 57% ²tudentov nikdy nepouºilo hat, zatia© £o iba pribliºne kaºdý piaty ²tudentpouºil túto sluºbu via ako 50-krát za elý ºivot. �o sa týka pohlavia, opä´ sú výsledkypriaznivej²ie u muºov. �o sa týka veku, tentokrát sú výsledky priaznivej²ie u mlad²íh²tudentov. Treba v²ak kon²tatova´, ºe vyuºívanie tejto sluºby u na²ih ²tudentov jenedostato£né a v prípade zavádzania e-learningu vo vä£²om objeme by bolo nutnévybudova´ v nih presved£enie, ºe hat nie je iba nie£o, £o robia na Internete mladí,ke¤ sa nudia.Prístup k PC a k InternetuV tretej £asti dotazníka sme zis´ovali, £i majú ²tudenti dostato£ný prístup k PC a kInternetu. Prístup k PC sa javí ako optimistiký, nako©ko aº 90% ²tudentov uviedlo,ºe majú prístup k PC doma alebo v prái. 48% ²tudentov dokona uviedlo, ºe prístupk PC má aj doma, aj v prái. Pouºitie elektronikýh materiálov pre samo²túdium(elektroniké skriptá, o�-line kurzy) sa teda nejaví ako problém.Situáia je hor²ia pri prístupe k Internetu. Iba dve tretiny ²tudentov má Inter-net bu¤ doma alebo v prái. Prístup na Internet u priate©ov £i prostrednítvomkaviarne nie je pre podmienky ²túdia akeptovate©ný. Pouºitie e-learningovýh kur-zov v prostredí LMS by teda sp�sobovalo problémy aº tretine ²tudentov, z £ohovyplýva, ºe tieto kurzy m�ºu by´ zatia© pouºité iba ako jedna z alternatív (nie v²akjediná). Situáia je najhor²ia vo vzorke mladýh, kde prístup k Internetu (doma alebov prái) má iba polovia ²tudentov.Materiály, z ktorýh by ²tudenti heli ²tudova´V ²tvrtej £asti dotazníka sme zis´ovali, z akého materiálu by sa ²tudenti u£ili na-jrad²ej. Skoro polovia ²tudentov by sa najrad²ej u£ila z vlastnýh poznámok z pred-ná²ok (to je pri obmedzenom po£te hodín na dia©kovom ²túdiu problematiké). Pri-bliºne ²tvrtina ²tudentov by najrad²ej pouºívala elektroniký kurz na CD a pribliºnepätina klasiké skriptá £i u£ebniu. Elektroniký kurz prístupný ez Internet prefer-uje iba kaºdý ²trnásty ²tudent. Situáia je výraznej²ie odli²ná iba vo vzorke muºov,kde elektroniké skriptá na CD sú najob©úbenej²ie aº u 30% respondentov, av²akaj v tejto skupine sú najob©úbenej²ím materiálom vlastné poznámky z predná²ok.



118 PAVEL HÍC, MILAN POKORNÝVo v²etkýh sledovanýh skupináh (muºi, ºeny, skupina M, skupina S) platí to istéporadie ob©úbenosti:1. vlastné poznámky z predná²ok,2. elektroniké skriptá na CD,3. klasiké skriptá £i u£ebnia,4. elektroniký kurz prístupný ez Internet,5. poznámky z predná²ok od spoluºiakov.�o sa týka uºito£nosti jednotlivýh materiálov, za najuºito£nej²ie sú povaºovanéklasiké skriptá £i u£ebnia spolu s elektronikými skriptami na CD. Tento názorvyjadrili pribliºne traja z piatih respondentov. Poznámky od spoluºiakov a kurzprístupný ez Internet povaºuje za uºito£ný pribliºne kaºdý ²tvrtý respondent. Mys-líme si, ºe rozdiel medzi elektronikým kurzom na CD a kurzom prístupným ezInternet je sp�sobený tým, ºe ²tudenti poznajú ove©a via nevýhod on-line kurzovako ih výhod. Uvedomujú si, ºe pri ²túdiu kurzu prístupného ez Internet by muselima´ bezproblémový a laný prístup na Internet. Nako©ko vä£²ina z nih sa s týmtosp�sobom ²túdia e²te nestretla, nepoznajú výhody vzájomnej komunikáie prostred-nítvom hatu, diskusného fóra £i videokonferenie.Via ako 90% respondentov by sa snaºilo obsah elektronikýh kurzov vytla£i´.Výsledky sú porovnate©né vo v²etkýh sledovanýh skupináh. Z odpovedí respon-dentov vyplýva, ºe by bolo vhodné pripravi´ ku kaºdému kurzu (£i uº on-line aleboo�-line) aj jeho tla£enú podobu, nako©ko vytla£enie obsahu kurzu umiestneného naInternete je pomerne komplikované. Na jednej strane tým (v prípade on-line kur-zov) stratíme moºnos´ sledova´ práu niektorýh ²tudentov, na druhej strane moºnopredpoklada´, ºe ²tudenti si to vytla£ia aj tak, av²ak v pre nih ove©a hor²ej a nek-valitnej²ej podobe.Moderné tehnológie ako zdroj informáiíV závere£nej £asti dotazníka sme zis´ovali, £i majú na²i externí ²tudenti skúsenostiso ²túdiom prostrednítvom výukového CD £i Internetového kurzu.Iba pribliºne pätina ²tudentov odpovedala, ºe ²tudovali prostrednítvom via-erýh elektronikýh kurzov a ¤al²ia pätina ²tudovala prostrednítvom jedného kurzu.To znamená, ºe aº traja z piatih ²tudentov nemajú ºiadne skúsenosti so ²túdiomprostrednítvom CD. Situáia je nepatrne priaznivej²ia v skupine muºov.�o sa týka ²túdia prostrednítvom on-line kurzu umiestneného na Internete, ibakaºdý dvadsiaty ²tudent má ur£itú skúsenos´ s týmto typom vzdelávania sa. Situáiaje nepatrne priaznivej²ia v skupine muºov a najmenej priaznivá v skupine ²tudentovdo 25 rokov.Via ako polovia ²tudentov v²ak £asto pouºíva Internet, ke¤ potrebuje zisti´ur£itú informáiu (vrátane po£asia, kurzov, najnov²íh správ z domova a zo sveta,...). Iba 11% ²tudentov zatia© Internet ako zdroj informáií nepouºilo.



Pripravenost’ študentov dištančných foriem štúdia PdF TU . . . 119ZáverZ odpovedí respondentov vyplýva, ºe ve©ká £as´ ²tudentov sa doteraz nestretlas moºnos´ou vyuºitia modernýh informa£nýh a komunika£nýh tehnológií akoprostriedku na dosiahnutie ur£itýh vzdelávaíh ie©ov. Nako©ko ²túdium formoue-learningu je podstatne odli²né od ²túdia prostrednítvom kontaktnýh predná²oka tla£enýh skrípt, mnohí na²i ²tudenti by mali s touto metódou zna£né problémy. Nadruhej strane treba pripomenú´, ºe existuje pomerne zna£ná £as´ ²tudentov, pre ktorúby vyuºitie modernýh tehnológií vo vzdelávaní predstavovalo efektívny doplnok kuklasikému sp�sobu vyu£ovania.Literatúra[1℄ GAVORA, P.: Úvod do pedagogikého výskumu. UK, Bratislava 1999.[2℄ GAVORA, P.: Výskumné metódy v pedagogike. UK, Bratislava 1997.[3℄ TUREK, I.: U£ite© a pedagogiký výskum. MC, Bratislava 1998.Adresa autorov:do. RNDr. Pavel Hí, CS.Pedagogiká fakultaTrnavská univerzitaPriemyselná 4P.O.BOX 9918 43 Trnavae-mail: phi�truni.skPaedDr. Milan PokornýPedagogiká fakultaTrnavská univerzitaPriemyselná 4P.O.BOX 9918 43 Trnavae-mail: mpokorny�truni.sk



Integrovaná výuka s matematikou na 1. stupnizákladní ²kolyJitka Hlavá£kováAbstrat. This paper deals with the integration of eduation with mathematis at the pri-mary shool. It is possible to use projet method or show the links between di�erent subjetsby the aid of fairy tales and games.Integrovaná výukaO pot°eb¥ integrované výuky na základní ²kole - speieln¥ pak na 1. stupni Z� -se hovo°í nejen mezi odborníky11 z Ministerstva ²kolství, mládeºe a t¥lovýhovy, alei mezi pedagogy a rodi£i. Pokud si rodi£e pro své d¥ti nevyberou jednu z moºnostíalternativního vzd¥lávání, jsou mnohdy nueni hledat základní ²kolu, která nabízí ale-spo¬ n¥o málo naví, neº � jen� základní vzd¥lání. Proto je pot°eba základní ²kolstvístále rozvíjet, obohaovat a ºák·m nabízet zajímavé ²kolní i mimo²kolní £innosti.Národní program rozvoje vzd¥lávání v �eské Republie (tzv. Bílá kniha) z roku2001 uvádí: ��kola musí usilovat o to, aby vzd¥lání m¥lo pro v²ehny ºáky smysl aosobní význam. To vyºaduje nejen zm¥ny obsahu vzd¥lávání, metod a forem výuky,ale i zm¥ny klimatu a prost°edí ²koly.�12 Dá se °íi, ºe v sou£asné dob¥ probíhá mezi²kolami �boj o ºáka�. Není výjimkou, kdyº základní ²kola nabízí roz²í°enou výukuvybraného p°edm¥tu, nap°. izího jazyka, t¥lesné £i hudební výhovy. Tento faktv²ak je²t¥ nemusí rodi£e p°esv¥d£it o vhodnosti umíst¥ní svého dít¥te do podobn¥zam¥°ené ²koly, protoºe v Rámovém vzd¥lávaím programu pro základní vzd¥láváníse uvádí, ºe ²kola by m¥la vytvá°et nabídku povinn¥ volitelnýh p°edm¥t· pro rozvojzájm· a individuálníh p°edpoklad· ºáka.K elkové zm¥n¥ vyu£ování na základní ²kole nep°isp¥je pouze tvorba a následnéuplat¬ování �kolního vzd¥lávaího programu (�VP) vytvo°eného na základ¥ Rámov-ého vzd¥lávaího programu pro základní vzd¥lávání (dále jen RVP ZV), ale aktivníspolupráe a invene samotnýh u£itel·, kte°í se p°ímo ú£astní vzd¥lávaího proesu.�asto je na n¥ kladen nesnadný úkol � motivovat ºáky tak, aby je práv¥ probíhajííaktivity p°itahovaly a zárove¬ obohaovaly.V dne²ní ²kole se o takto pojaté vyu£ování snaºí nejeden u£itel, stále je to v²akmálo. �ái na 1. stupni základní ²koly jsou her, sout¥ºí a pohádek htivé, touºístále n¥o objevovat, poznávat - tento poteniál je nutné vyuºít. Nejen projek-tové vyu£ování a pohádkové hodiny mohou být dostupným prost°edkem, ale takéjednodu²e a vhodn¥ propojená témata jednotlivýh p°edm¥t· mohou dostate£n¥pokrýt u£itelovu snahu o integrovanou výuku. V takovýh aktivitáh je pot°eba vyuºíttaké ºákovu tvo°ivost.Chybami se £lov¥k u£íJedna paní u£itelka za£lenila multikulturní výhovu do výuky osobitým zp·sobem� vybrala si 5 národností, o kterýh její ºái nem¥li p°íli² tu²ení. Ke kaºdé z nih11viz Melihar, J. Integrovaná výuka s matematikou, str. 23 �30.12viz Národní program rozvoje vzd¥lávání v �eské Republie, str. 11�12.



Integrovaná výuka s matematikou na 1. stupni základní školy 121v literatu°e vyhledala jednu pohádku, která alespo¬ £áste£n¥ vypovídá o mentalit¥lidí a konkrétní kultu°e. Aby navodila správnou atmosféru, p°i²la do hodiny jed-nou oble£ená jako Gej²a, podruhé jako indiánka, jindy p°ivedla £ernoha z jednéafriké zem¥. �ái vnímají takový p°ístup u£itele naprosto odli²n¥, neº klasikou fron-tální výuku. Celá hodina byla v¥nována jazykové výhov¥ s prvky multikulturality ana otázku, zda by se do takto konipované hodiny daly za°adit prvky matematiky,odpov¥d¥la jednozna£n¥ kladn¥. P°estoºe se inovaí výuky matematiky nezabývala,po následném rozboru sama p°iházela s návrhy, jak by se dala matematika bez prob-lém· za£lenit do této hodiny. Domnívám se, ºe podobné �nedostatky� pramení z toho,ºe kaºdý u£itel preferuje ur£itý p°edm¥t, kterému v¥nuje mnoho £asu a nápad·. Neu-v¥domuje si v²ak, ºe na stejné téma lze objevit vhodná vi£ení i v jinýh p°edm¥teh.Pro uvedenou u£itelku to znamená pou£ení k p°í²tím aktivitám, ostatní u£itele �p°edev²ím ty budouí � se to musíme pokusit nau£it b¥hem jejih studia.Didaktikou hrou i pohádkou lze nejen dosáhnou úsp¥hu u ºák·, ale je i moºnédosp¥t k poºadovanému íli výuky. Abyh navázala na p°ede²lé zku²enosti, ráda byhp°edstavila jeden z p°ístup· k integrované výue na 1. stupni základní ²koly.Jak propojit matematiku s jazykovou výhovouV hodin¥ �eského jazyka (literatury) se £te pohádka O £ervené Karkule. Po £teníp°ijde p°evypráv¥ní ºáky, dramatizae a práe s textem (vyhledávání rým· apod.).V matematie si vzpomeneme, se kterou pohádkou jsme praovali v hodin¥ �J a ºáivypraují matematiké slovní úlohy, které paní u£itelka p°ipravila. Poté se ºái rozd¥lído skupin, ve kterýh se pokusí transformovat pohádku do humorné formy. Tím námm·ºe vzniknout nap°. pohádka O zelené Karkule, O £ervené motore apod., nehmepraovat d¥tskou fantazii. �ái ve skupináh mají za úkol nejen vymyslet p°íb¥hs konem (nemusí psát, ale um¥t vypráv¥t), zárove¬ na balíí papír vytvo°it pat°i£nouilustrai p°íb¥hu a na samostatné papíry vymý²let slovní úlohy souvisejíí s p°íb¥hem.Není tedy jednoduhé vymyslet p°íb¥h tak, aby se v jeho d¥ji dal najít vhodný p°íkladk po£ítání. Kaºdá skupina tedy vytvo°í takové malé portfolio, které bude slouºitostatním skupinám jako soubor praovníh list·. Kaºdá skupina postupn¥ p°edstavísv·j p°íb¥h spole£n¥ s ilustraí a pak zadá úlohy ostatním ºák·m.Tyto aktivity nemusí probíhat v jedné vyu£ovaí jednote, ale mohou se zapojitdo krátkodobého projektu £i pouze zpest°it jedno ²kolní dopoledne, kde nehraje rolizvon¥ní ani tradi£ní p°estávky. V obou p°ípadeh lze vyuºít mnoho dal²íh moºností,jak propojit výuku jednotlivýh p°edm¥t· do jednoho tématikého elku.Záv¥rVhodná inovae ve výue ze strany u£itele, je krokem ke zp°íjem¬ování vyu£ovaíhoproesu a tím tedy i k dosahování íl· výuky. I ºái oení odli²nou formu vzd¥lávánía nau£í se hápat souvislosti mezi jednotlivými p°edm¥ty, oº m·ºe pozitivn¥ ovlivnitjejih pohled na vzd¥lávání.Literatura[1℄ Národní program rozvoje vzd¥lávání v �esklé Republie. Ministerstvo ²kolství,mládeºe a t¥lovýhovy, Praha 2001.
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O h©adaní inverznej reláie k funkii
y =
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x− 1 s pouºitímgra�kého programu graphmatiaKlement Hrkota, Klement Hrkota ml.
Abstrat. As the graphial program graphmatia has helped to �nd the inverse relation offuntion y =
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x− 1.Zru£ný po£tár nájde inverznú funkiu (zatia© nevie, ºe to bude reláia) velkurýhlo.
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4Teda inverznou funkiou je funkia y = 1+ x2

4
. Vtedy si ale uvedomí, ºe výsledok jepodozrivo jednoduhý, ve¤ funkia inverzná k funkii y = 1+ x2

4
je predsa funkia y =
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x2 − 4x + 4 = x2 − 4x + 4� = PPodozrenie v²ak pretrváva a tak to skúsi s gra�kým programom graphmatia.Funkia je zobrazená na Obr. 1 a v²etko sa objasní.
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Obr. 1Funkia y =
√

x− 2
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x− 1 +
√

x + 2
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x− 1 nie je prostá, no jej prostá £as´ pre
x ≥ 2 je skuto£né zhodná s £as´ou funkie y = 2

√
x− 1. Táto skuto£nos´ nebolapri výpo£te inverznej funkie odhalená preto, lebo tehnika výpo£tu nezoh©adnilad�sledky neekvivalentnýh úprav. Ak budeme pri výpo£te postupova´ nasledovne
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y2 = 2x + 2 |x− 2|Ak x ≥ 2 ak 1 ≤ x < 2

y2 = 4x + 4 y2 = 4Výpo£et nás upozorní, ºe ide o inverznú reláiu k funkii (Obr. 2) a podpornýtehniký prostriedok by nebol nutný.
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Obr. 2Adresa autorov:RNDr. Klement Hrkota, RNDR. Klement Hrkota ml.PGJB, Palakého 4 TNUAD, �tudentská 2911 01 Tren£ín 911 01 Tren£íne-mail: hrkota�piar.gtn.sk, hrkota�tnuni.sk



Bernard Bolzano � výnimo£ná osobnos´ inasledovaniahodný u£ite©Du²an Jedinák
Abstrat. This is an essay to pay tribute to and to remember Bernard Bolzano, a professorof Religion, Logi, Mathematis and a devoted preaher on morality, ethis, and soial issues,a rare personality and a teaher worthy to follow.Úvod

Zdá sa mi, ºe práve na p�de Katolíkej univerzity v Ruºomberku treba aj v na²ihpostmodernýh £asoh pripomenú´ ºivot a dielo významného myslite©a, �lozofai matematika, u£ite©a náboºenstva i nad²eného spolo£enského reformátora, ktorý bolvo svojej dobe starostlivým a itlivým vyhovávate©om, prísnym a spravodlivým ex-aminátorom, pozoruhodným a úspe²ným u£ite©om s neoby£ajnou popularitou i morál-nou autoritou. Jeho nede©né príhovory k ²tudentom boli zamerané nielen na otázkynáboºenské, ale aj etiké, výhovné a soiálne. Preberal problematiku pokroku a os-vety, mravný zákon, lásku k vlasti i rovnos´ ©udí. Ve©mi dobre spoznal, ºe viera násnezbavuje povinnosti pouºíva´ vlastný rozum a naopak. Uznával, ºe zodpovedný £lovekje povinný získava´ zd�vodnené presved£enie aj o svojej viere. Poslednú predná²kuk ²tudentom zakon£il známou výzvou Pavla z Tarzu (asi 8-68): Skúmajte v²etko a do-bré si podrºte (1Sol 5, 21).Svedomitý profesor
Uº úvodná predná²ka presved£ila posluhá£ov praºskej univerzity, ºe mladý, vy-hudnutý, hor©avý profesor je rozhodnutý odovzdáva´ �lozo�ké i matematiké poz-



Bernard Bolzano – výnimočná osobnost’ i nasledovaniahodný učitel’ 127natky s plným nasadením svojih síl a shopností, s láskou i pohopením pre ²tu-dentské starosti svojih ºiakov. Namiesto dohodnutej rebélie sa po jeho prvej pred-ná²ke ozval potlesk. Po£as elého u£ite©ského svojho p�sobenia (1806�1819) sa Ber-nard Bolzano nevyhýbal ºiadnym ²tudentským a spolo£enským otázkam (posluhá-£ov bolo postupne okolo pä´tisí). Zd�raz¬oval úlohu eloºivotného ²túdia, lebo vzde-lanie povaºoval za nástroj formovania ©udského rozumu: Bez toho, ºe by sme pree¬o-vali hodnotu, ktorú poznanie má, musíme v²eti uzna´, ºe nevedomos´ a omyl p�sobíelému ©udstvu nesmierne zlo... kaºdý £lovek, pokia© je ºivý, má pokra£ova´ vo svojomvzdelávaní. Bolzano neskrýval odhodlanie pre zmenu spolo£enskýh pomerov aniodvahu priekopníka nielen zd�vodnenýh náboºenskýh predstáv, ale aj príslu²nýhirkevnýh premien.�ivotný osudV �eháh preºil elý svoj ºivot. Narodil sa v Prahe 5. októbra 1781 ako ²tvrtédie´a z dvanástih. Matka bola praºská Nemka, starostlivá a zboºná. Ote pohádzalz Talianska, venoval sa obhodu so staroºitnos´ami a umelekými predmetmi. NadanýBernard nav²tevoval nemekú základnú ²kolu a piaristiké gymnázium, súkromne ²tu-doval talian£inu, franúz²tinu a gré£tinu. Pri ²túdiu �lozo�e (1796-1799) na praºskejuniverzite spoznal nový svet. Objavil netradi£né súvislosti medzi matematikou,logikou a �lozo�ou. V²etky ²kolské predmety ²tudoval ve©mi svedomito. Filozo�kúfakultu absolvoval s vyznamenaním a rozhodol sa e²te pre ²túdium teológie (1800�1804). Absolvoval prísne skú²ky z matematiky a fyziky, získal doktorát �lozo�e, stalsa k¬azom (1805). Roku 1806 bol menovaný za univerzitného u£ite©a náboºenstva,napriek tomu, ºe mal poves´ talentovaného matematika (F.J. Gerstner ho povaºovalza jedného z najlep²íh matematikov akýh poznal) a uhádzal sa o profesúru v tomtoodbore. Bolzano aj na poste univerzitného katehétu u£il ²tudentov kritiky a neza-ujato myslie´. Omnoho via ako o ²írenie uºito£nýh právd sa musíme usilova´ o to,aby sa vi£ením u ©udí rozvinula shopnos´ úsudku... musíme ih nau£i´ samostatnerozpoznáva´ nesprávne úsudky. Stal sa aj £lenom matematikej sekie Krá©ovskej£eskej spolo£nosti náuk (1815), nesk�r (1841-1848) aj sekretárom jej matematikeja �lozo�kej sekie. Bol aj dekanom �lozo�kej fakulty (1818). Odklon od úradnestanovenýh osnov ho priviedol k sporu s absolutistikou vrhnos´ou v Prahe i voViedni. Za bludárske vety (112) z jeho kázní (300), ktoré boli ozna£ené za neprisp�-sobené vierou£ným pojmom a potrebám vtedaj²ej irkevnej a vládnej moi, získal�p°ísnou d·tku� a �nesp·sobilost ke kaºdé státní sluºb¥�. Zosadili ho z miesta univerz-itného u£ite©a (1819), poslali ho do výsluºby (s ro£nou penziou 300 zlatýh), zakázalimu verejnú £innos´. Bol prinútený orientova´ sa via na vedné odbory, v ktorýhmoºno slobodne argumentova´

a dokazova´ � matematiku a logiku. V tihom prostredí T¥hobuzi na Paovsku (1823�



128 DUŠAN JEDINÁK1841) ºil skromne v rodine priate©a J. Ho�manna, £o mu umoºnilo venova´ sa ajúvahám o v²eobenom ©udskom poznaní, o spravodlivej²om spolo£enskom poriadku.Písal po nemeky, jeho práe vydali ºiai a prívrºeni. Chatrné zdravie a tuberkulóznehrlenie krvi mu s´aºovalo ºivot. Z jeho jedenástih súrodenov sa dospelého vekudoºil iba jeden. V rodine brata Jána, v praºskej Celetnej ulii, strávil BernardBolzano posledné roky ºivota. Trápený dlhodobou horobou, zomrel na ´aºký zá-pal p©ú 18. 12. 1848. Za ve©kej ú£asti praºského ©udu ho pohovali na Ol²anskomintoríne v Prahe.Odborné matematiké pojednania

Cenil som si na matematike len to, £o je sú£asne �lozo�ou. Prvá Bolzanovaodborná práa bola z matematiky � Úvahy o niektorýh predmetoh elemen-tárnej geometrie (1804). �al²ie matematiké práe Príspevky k zd�vodnene-j²iemu výkladu matematiky (1810), Binomiká pou£ka (1816), Rýdzo an-alytiký d�kaz (1817), Tri problémy rekti�káie, výpo£tov pl�h a objemov(1817) a posmrtne objavené práeNáuka o funkiáh a Teória £ísiel (dokon£enéasi v rokoh 1833-1841, vy²li po £esky tla£ou aº v roku1931) sú výrazom netradi£nýhúvah a prostriedkov, ktorými sa snaºil spresni´ matematiké postupy. Nimi zanehaltrvalú stopu pri výstavbe matematikej analýzy. V prái Rýdzo analytiký d�kazdokázal vetu: Ak funkia f(x) je v intervale 〈a, b〉 spojitá a f(a).f(b) < 0, tak v
〈a, b〉 existuje aspo¬ jedno c tak, ºe f(c) = 0. Svojimi práami bol predhodomCauhyho, Cantora, Weierstrassa. Bolzano vyslovil nevyhnutnú a posta£ujúu pod-mienku pre konvergeniu postupností, podal presnú de�níiu spojitej funkie a nafor-muloval o nej nieko©ko d�leºitýh viet. Popísal kon²trukiu spojitej funkie v uzavre-tom intervale, ktorá nie je monotónna v ºiadnom £iasto£nom intervale a ukázal, ºebody, v ktorýh táto funkia nemá deriváiu, leºia v²ade husto v danom intervale. Za-oberal sa a mal rozpraovanú teóriu reálnyh £ísiel, v mladosti sa pokú²al aj o d�kazaxiómy o rovnobeºkáh. Bolzano vysvetlil pojmy uzavretý, otvorený a polouzavretýinterval, presne vymedzil pojmy limity a deriváie. Matematiku moºno de�nova´ akovedu, ktorá pojednáva o v²eobenýh zákonoh, pod©a ktorýh sa vei musia riadi´ vosvojej existenii.Spoznal, ºe v matematike sa nem�ºeme zaobís´ bez d�kazu existenie. Pri kaº-dom d�kaze ºiadal uvies´ v²etky predpoklady, pouºíva´ dané a neuhy©ova´ sa k ud-zorodým pojmom. Nazna£il esty k formalizáii niektorýh d�kazovýh postupov. Malgeniálnu intuíiu, kritiky a originálne zameral svoju pozornos´ na preízne de�no-vanie základnýh pojmov aj v inýh vednýh odboroh. Pozoruhodným sp�sobompredvídal elý rad zásadnýh problémov modernej formálnej logiky a teórie vedy.



Bernard Bolzano – výnimočná osobnost’ i nasledovaniahodný učitel’ 129V Bolzanovom diele stále ostáva mnohé, £ím by sme mohli po dnes in²pirova´ (P.Zlato²).Hra predstáv samýh o sebe

Bernard Bolzano ponúkol d�kaz existenie aktuálneho nekone£ného mnoºstvaprávd samýh o sebe. Pravda sama o sebe je fakt (výpove¤, poznanie) o tom, akoto skuto£ne je, bez oh©adu na to, £i je to niekým myslené alebo vyslovené. Nie£o jepravda nie preto, ºe to tak poznáva Boh, ale naopak Boh to tak poznáva, pretoºe to takje. Bolzano vy²iel z tejto predstavy: Existuje aspo¬ jedna pravda sama o sebe. Ak byto nebola pravdivá výpove¤, tak by bola pravdivá výpove¤: Neexistuje ºiadna pravdasama o sebe. Ale to by bola tieº pravda sama o sebe. S tým bude kaºdý súhlasi´, leboopa£né tvrdenie odporuje samé sebe. Keby neboli pravdy samé o sebe, nemohli byexistova´ ani ºiadne poznané alebo myslené pravdy. Bolzano tým povaºoval existen-iu aspo¬ jednej pravdy samej o sebe za rozumovo prijate©nú pre kaºdého. Potom uº©ahko ukázal (indukiou, ez výpove¤, ºe predhádzajúe výpovede samé o sebe sú tieºnovou pravdou o sebe), ºe právd o sebe je moºnýh nekone£ne ve©a. Pretoºe kres´an-ský Boh je v²evediai, obsiahne ih v²etky, to znamená nekone£né mnoºstvo právdbude aktuálne (uskuto£nené). Boºia prozrete©nos´ sa tak stala obsiahnutím v²etkýhprávd � uskuto£nením (aktualizáiou) nekone£ného mnoºstva právd samýh o sebe.Nekone£né mnoºstvo právd samýh o sebe je vo vedomí Boºom (Sensorium Dei).Pre £loveka, ktorý sa nedíva Boºími o£ami, stráajú predstavy aktuálneho nekone£nasvoje opodstatnenie.Bolzano prijal názor, ºe aktuálne (uskuto£nené) nekone£né mnoºstvo právdsamýh o sebe je natrvalo prítomné v Boºej obrazotvornosti. Mnohí matematii uver-ili v bezospornos´ pojmu aktuálneho nekone£na, rozpraovali teórie, v ktorýh pri-jali �zrejmé� spory za �zdanlivé� (paradoxy). Nimi kon²truované matematiko-logikémodely tieto ´aºkosti vysvet©ujú tak, ºe ih m�ºeme intelektuálne prija´ ako javy,ktorými sú harakterizované na²e predstavy o nekone£nýh mnoºináh. Rukami tonemoºno uhopi´, ale rozum to pohopí.Prenikavá logika pojmovHlbokým odkazom v oblasti sémantiky zaloºenej konepie logiky sa stalo mon-umentálne Bolzanovo Vedoslovie(V¥dosloví s podtitulem Pokusy o zevrubné av¥t²ím dílem i nové vylí£ení logiky se stálým z°etelem k jejímu dosavadnímu zpraov-ání; ²tvorzväzkové; hlavné £asti: Fundamentálna náuka � problematika objektívnyhprávd, Elementárna náuka � po¬atie základnej logiky (pojmy, výroky, úsudky),Náuka o poznaní � analýza proesu myslenia, Heuristika � objavovanie vedekýh
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poznatkov, Samotné vedoslovie � metodológia vedekého postupu a oznamovanie jehovýsledkov; 718 paragrafov), dokon£ené asi v rokoh 1829-1830, ktoré vy²lo anonymneaº r. 1837. Bolzano, vyhádzajú zo svojih �lozo�kýh a etikýh prinípov, snaºilsa h©ada´ postupy pri usporiadaní právd pre jednotlivé vedy a sp�sob ih výkladuv u£ebniiah. Predov²etkým som si stanovil pravidlo, ºe ma ºiadna zrejmos´ predpok-ladu nedonúti k tomu, aby som sa ítil zbavený povinnosti h©ada´ pre¬ d�kazy tak dlho,pokia© jasne neuvidím, ºe nemoºno a pre£o nemoºno poºadova´ ºiadny d�kaz. Naprieknadmernému rozsahu, rozvlá£nej forme výkladu i úzkostlivej presnosti argumentá-ie toto dielo prispieva k pozoruhodnej úprave logiko-metodologikýh a �lozo�ko-matematikýh základov poznávania.

Vykro£enie za pohopením uskuto£neného nekone£na Paradoxy nekone£-na , napísané v rokoh 1847�1848, ktoré prvý raz vy²li r. 1851, obsahujú základné ideyo prái s nekone£nými mnoºinami. Na túto práu sa odvolával aj tvora teórie mnoºínGeorg Cantor. Bolzano rozlí²il kone£nú, spo£itate©nú a nespo£ítate©nú mnoºinu,uznával aktuálne nekone£no. Dokázal, ºe vlastná podmnoºina nekone£nej mnoºinym�ºe by´ s ¬ou samou ekvivalentná. Bernard Bolzano dospel aº k pojmom mohut-nosti mnoºiny a mohutnosti kontinua, ale nevyuºil ih. Medzi prvými pohopil výz-nam nekone£na v matematike a vytu²il d�leºitos´ presnýh de�níií. Napísal: Kone£néa nekone£né sa vz´ahuje na ur£ité vnútorné vlastnosti predmetov a v�be sa netýkalen ih vz´ahov k na²ej poznávaej shopnosti £i dokona k na²im zmyslom. S poz-naním Bolzanovýh �lozo�ko-matematikýh predstáv rastie aj na²e presved£enie,ºe sa dá vystihnú´ moºné ako skuto£né, ºe je prípustné obmedzenie neukon£eného,ºe aj nekone£nu patrí naprostá ur£itos´. V dne²nej psyhoanalýze matematiky (teóriemnoºín) majú Bolzanove názory o zmysle a význame aktuálneho nekone£na nezaned-bate©nú úlohu.
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Pozorne vnímal aj spolo£enské okolieOtvorene a netradi£ne sa vyjadroval nielen o problémoh náboºenskýh, mravnýh,ale aj o soiálnyh a národnýh. Vnímal právo poddanýh na odpor proti ne-spravodlivosti. Svoje utopiké predstavy o riadení spolo£nosti zverejnil Bolzanov prái O najlep²om ²táte (prvá verzia bola napísaná v 20. rokoh 19. storo£ia,v roku 1831 ju venoval svojej priate©ke A. Ho�mannovej, nesk�r práu dop¨¬al a up-ravoval, dokon£ená bola aº v prvej polovii 40. rokov, rukopis koloval medzi priate©mia bol opisovaný; tla£ou práa vy²la nemeky v roku 1932 a £esky roku 1934). Jeodrazom ideí o v²eobenom blahu ako najvy²²om mravnom zákone, uznaním toho,ºe podstatné je ti´ v kaºdom £loveku d�stojnos´ ©udskej prirodzenosti. Vºdy sa snaºilukazova´ ako zabráni´ neospravedlnite©nému zlu a ne©udskému trápeniu, ako spoji´tvorivý intelekt, nezi²tnú spolupráu a slúºiau zodpovednos´ spolo£enskej praxe. Ni£na svete nesmieme ma´ za istej²iu a nepohybnej²iu ako zásadu, ºe v²eti pozem²´aniasa vyzna£ujú v podstate rovnakou prirodzenos´ou a majú v podstate rovnaké práva...Kaºdý bohá£ namiesto toho, aby si robil nárok na zvlá²tne prejavy úty, by mal íti´kv�li svojmu bohatstvu potrebu ospravedlnenia a obhajoby.Premý²©avé náboºenstvoKatolíky osvietene Bolzano vedel, ºe výhova a vzdelávanie sú uºito£ným pros-triedkom pre zu²©ahtenie kaºdého £loveka i ©udstva ako elku. Chel ukáza´kres´anstvo v súlade s ©udským intelektom a presved£i´ o zmysluplnej spolupráináboºenskej viery a kritikého myslenia v ºivote kaºdej osobnosti. P°i výkladu kaºdépravdy, která se má státi p°esv¥d£ením ºák·, je nutn¥ t°eba dbáti této zásady: abyv²ehny námitky, které proti ní vzneseny, ....., byly aspo¬ kráte dot£eny, nebo´ setká-li se ºák pozd¥ji s n¥kterou z t¥hto námitek, které mu byly zaml£eny, jest jen z°ídka sto, aby ji bez návodu pat°i£n¥ roz°e²il, a jest pak ve své ví°e zmaten. Rozvoj kritikéhomyslenia je aj doménou logiky, metodológie vied i matematiky. V nih sú podnetnéimpulzy nielen pre vzdelanos´ (logiká stavba prejavu, znalos´ de�níií pojmov, ar-gumentmi podloºený výklad), ale aj pre mravnos´, múdros´ i nos´ kaºdého £lovekav nezi²tnej £inorodej spoluprái elého ©udstva.Z odkazu a pre spomienkuPripome¬me si e²te nieko©ko my²lienok, ktorými sa u£ite© náboºenstva a �lozo�e B.Bolzano zapísal do s¯d svojih kolegov i ºiakov:� By´ ²´astným a inýh ob²´ast¬ova´ � to je pravé poslanie £loveka... Priznajmesa pred elým svetom, ºe potrebujeme lásku, milova´ a by´ milovaní.
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� Musíme by´ rozhodní. Pri©nú´ k pravde, k dobrej vei ©udstva a nie sa hie´ za-pá£i´ nejakej skupine, nejakej súdnej stolii... Odvahu potrebuje aj u£ite©, pretoºepravá osveta vºdy naráºa na odpor: v kaºdej krajine sa nájdu ©udia, pre ktorýhje £istá pravda so©ou v o£iah...� Pravá veselos´ nielenºe neuberá z ©udskej d�stojnosti, ale je aj podstatnoupodmienkou jej dokonalosti... Zo v²etkýh moºnýh sp�sobov jednania vybervºdy ten, ktorý po uváºení v²etkýh d�sledkov najvia prispeje k blahu elejspolo£nosti.� Múdry £lovek nie je nikdy py²ný a spupný; sk�r o sebe zmý²©a skromnej²ie akoiní... nehe panova´ nad inými, ale nehe tieº by´ ih sluhom...Pedagogika ako súlad slov a skutkovZ odkazu významnýh u£ite©ov, ktorí dokázali zosúladi´ slová so skutkami a osobnýmºivotom zostane vºdy nie£o pozitívne vo vedomí ih ºiakov, aj ke¤ sa ih esty rozídu.Takou pedagogikou osobnos´ou bol bez pohýb aj profesorBernard Bolzano, ktorýsi e²te ako za£ínajúi vyhovávate© predsavzal:Mojou prvou povinnos´ou musí by´, abysom si získal lásku svojih ºiakov. Svojou výhovno-vzdelávaou £innos´ou povzbudilmnohýh v presved£ení, ºe pravdivé poznanie, nostná mravnos´ a nezi²tná osvetováspolupráa prispievajú k dokonalosti ©udského rodu. Pedagogiké umenie je aj v tom,systematiky zu²©ah´ova´ zárove¬ ©udský um aj it. K tomu patrí aj skromné, d�sto-jné a láskavé vystupovanie v ²kole aj na verejnosti. Od u£ite©ov na základnýh alebona strednýh ²koláh nemusíme vyºadova´ nadpriemerné vedomosti, ak u£ite© bude£lovek dobrý, so zdravým rozumom a veselou mys©ou, ak bude ma´ trohu lásky prepovolanie a ak bude náleºite pou£ený, ako si v u£ite©skej sluºbe po£ína´.Dnes je moºno zrejmé
Bolzano mal nesporne ²pekulatívne nadanie a shopnos´ kritiky posudzova´logikú argumentáiu. Ponúkal svoje názory, ku ktorým sa dopraoval svojím in-telektom sám, aj ke¤ £asto neboli podporované d�verou v²etkýh. Napriek tomu,



Bernard Bolzano – výnimočná osobnost’ i nasledovaniahodný učitel’ 133bol svojím okolím povaºovaný za zboºného, ve©mi vzdelaného a duhom osvietenéhok¬aza, ktorý v nezi²tnej spoluprái s blíºnymi napomáhal blahu elého ©udstva. Aniv hodináh naj´aº²ej bolesti som nezakolísal vo viere v Boha a jeho prozrete©nos´. Ka-tolíka kres´anskos´, ale aj duhaplné logiko-matematiké predstavy mu priná²alinepohybnú rados´ krehkého tela a povzná²ajúej sa du²e. Vnímal kaºdú hlbokúnáboºenskú vieru i rozsiahle logiko-matematiké vedomosti ako dve strany uni-verzálnej mine � ©udskej intelektuálnej shopnosti poznáva´ pravdu samú o sebe.Dnes je moºno zrejmé, ºe univerzitný u£ite© Bernard Bolzano zanehal zmyslu-plný odkaz láskavej múdrosti nielen v spolo£ensko-náboºenskej oblasti, ale aj napoli vedeko-matematikej metodológie. Moºno aj pre nás, u£ite©ov matematiky nav²etkýh druhoh a stup¬oh ²k�l, zostanú aspo¬ trohu in²pirujúe jeho slová: Slabýmatematik nebude nikdy moným �lozofom... aby to, £o moºno bolo povedané nejasne,bolo vysvetlené jasnej²ie, to, £o je úplne nesprávne, bolo odvolané, ale v²etko správnea pravdivé, aby £o najsk�r bolo v²eobene prijaté.�ije v na²ih predstaváh

Múdry a u²©ahtilý Bernard Bolzano zostane dejináh zapísaný ako významnýmatematik, logik, �lozof i soiálny myslite©. Ako £lovek pokrokový, ktorý svojepresved£enie, vedeké i humanistiké, nielen hlásal, ale aj ºil. Podarilo sa mu vytvori´obdivuhodné dielo zjednoujúe morálne ideály s prísnou vedekou metódou, prak-tiké postupy bádania s teoretikou logikou, odu²evnenie pre pojmovú usporiadanos´so skuto£nými formami pravdy a sveta. My²lienka Isokratova, ktorú pouºil ako mottosvojej prvej vedekej práe, je zaujímavým postrehom, výstiºnou harakteristikoui podnetným impulzom: Vo vedáh i vo v²etkýh ostatnýh oblastiah nepriná²ajúpokrok tí, ktorí k¯£ovite zotrvávajú na ustálenom stave veí, ale tí, ktorí sa usilujúo lep²ie, tí, ktorí sa odváºia stále meni´ v²etko, £o nie je v poriadku.Bernard Bolzano, profesor praºskej univerzity, mimoriadny zjav £eskej kultúrnejminulosti, si odºil svoj ne©ahký osud v silovom poli medzi etikou a matematikou,náboºenstvom a logikou. Stal sa príkladom zosúladenia korektného vedekého záujmus u²©ahtilou ©udskos´ou mravnej autority. Prispel k harmonizáii pojmovej uspori-adanosti so skuto£nými formami pravdy vo svete. Ako nezabudnute©ná u£ite©ská os-obnos´ viedol ²tudentov ku kritikému a nezaujatému mysleniu, k odvahe sa slobodnevyjadrova´ a správne argumentova´, aby pravda bola ©ah²ie nájdená, zrozumite©ne-j²ie vyloºená a ú£innej²ie pohopená. Zostane zapísaný nielen medzi najprenikavej²íhmyslite©ov 19. storo£ia v �eháh, ale aj do mnoºiny nezabudnute©nýh postáv eu-rópskej kultúrnej ivilizáie.
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Vyuºití interaktivníh metod ve výue matematikyMarika Kafková
Abstrat. The artile deals with the projet alled Global Shool aiming for inludingmodern methods into teahing of mathematis. The main harateristi feature of the GlobalShool is the ooperation of pupils of diferent shools where the pupils ommuniate with oneanother exlusively via internet.

Obr. 1 � �ái p°i prái v Globální ²koleÚvodInteraktivní výuka je moderní vyu£ovaí proes, p°i n¥mº sou£asn¥ spolupraují stu-denti a pedagogové. D·leºitou harakteristikou tohoto proesu je vztah mezi uve-denými ú£astníky, který je zaloºen na prinipu partnerství a spolupráe, kdy studentse stává aktivním subjektem, ovliv¬ujíí pr·b¥h a podobu proesu.Základní matematiké v¥domosti hrají d·leºitou roli v budouím ºivot¥ kaºdého£lov¥ka, a proto je nutné výuku matematiky na ²koláh ur£itým zp·sobem vylep²ovata zdokonalovat. Zeptáme-li se ºák·, jak je matematika baví, odpov¥¤ je v¥t²inoustejná: �Matyka je nudná a nezáºivná�. �ái také £asto nev¥dí a neumí si p°edstavit,k £emu jim matematiké znalosti budou v ºivot¥ dobré. Matematika je stále je²t¥ nav¥t²in¥ základníh, ale i st°edníh ²kol vyu£ována standardním zp·sobem. U£itel jeten, jenº rozdává p°íkazy, úkoly, na°izuje, napomíná a nutí ºáky k ur£ité £innosti. �áisedí v laviíh, stojí na opa£né stran¥ �barikády�, a proto se snaºí dané úkoly a p°íkazyplnit. Probírají-li se nap°. objemy t¥les v prostoru, ºái se v¥t²inou nau£í pot°ebnévzore£ky a pak °e²í jeden p°íklad za druhým. P°íklady jsou nej£ast¥ji typu: Je dánvále o rozm¥reh. . .Vypo£ti, jaký je objem vále. Málokdy je ºák·m p°edloºena úlohaz dané problematiky, která je zam¥°ena na p°íklad z praxe. �ái se tak nemusí p°íli²zamý²let nad zadaným úkolem, matematika jim p°ipadá nezáºivná, a tak ji obvykle°adí do skupiny neoblíbenýh p°edm¥t·. Seberealizae a p°edev²ím kreativita ºák· vevýue tak p°edstavuje jen malou roli. Lze °íi, ºe ur£itá transformae £eského ²kolstvíod stereotypu k tvo°ivé a zábavné £innosti ºák· probíhá velmi pomalu.



136 MARIKA KAFKOVÁGlobální ²kolaO interaktivní výuku matematiky, harakterizovanou úzkou spolupraí ºák· r·znýhzákladníh a st°edníh ²kol usiluje projekt zvaný Globální ²kola, který vznikl v min-ulém roe na Pedagogiké fakult¥ Jiho£eské univerzity. V rámi Globální ²koly jevytvá°ena °ada projekt· a p°íklad·, p°i jejihº °e²ení mohou ºái uplatnit nejen svédosavadní matematiké znalosti a dovednosti, ale jsou i nev¥domky seznámeni nap°.s pojmem �spoluzodpov¥dnost� za správné výsledky. U£í se komunikovat se svýmivrstevníky prost°ednitvím internetu a formou vhodnýh p°íklad· £i projekt· se u£ívnímat realitu okolního sv¥ta. Snaºí se samostatn¥ praovat s po£íta£ovými programy,mají moºnost vymý²let si svá vlastní °e²ení a tyto pak dále konzultovat se svým vir-tuálním spoluºákem. Zp·sob práe a pr·b¥h °e²ení danýh úkol· ºáky umoº¬uje nadruhé stran¥ u£itel·m blíºe nahlédnout do zp·sobu jejih my²lení a tak je i lépe poho-pit. U£itel má moºnost zjistit, jak se ºák umí vypo°ádat s nestandardním úkolem,kolik £asu pot°ebuje na správné °e²ení, zda je shopen p°íklad vy°e²it sám, jak dokáºekomunikovat se svým okolím apod.Na tomto projektu Pedagogiká fakulta Jiho£eské univerzity kooperujes P°írodov¥dekou fakultou Masarykovy univerzity v zastoupení Do. RNDr. EduardaFuhse, CS. a doktorandky Mgr. Mariky Kafkové (vede a vyhodnouje £innosti ºák·jedné z virtuálníh t°íd), kte°í jsou rovn¥º £leny °e²itelského kolektivu.Díky Globální ²kole jsou ºái do jisté míry seznámeni s metodou e-learningu.Matematiké p°íklady a projekty, které jsou ºák·m p°edkládány, vyházejí víemén¥z praxe, p°i£emº d·leºitou harakteristikou danýh projekt· je propojení matematikys ostatními p°edm¥ty. P°íklady jsou vybírány tak, aby byly zábavné a motivujíí prodal²í studium matematiky.Cílem projektu je, aby ºák byl shopen:� hápat sv¥t v souvislosteh,� nahlíºet na problémy z víe neº jednoho úhlu pohledu,� spolupraovat se svými kolegy,� p°edkládat svá °e²ení a obhájit si sv·j názor,� být vst°íný k jiným názor·m a odli²ným °e²ením,� vyhledat si pot°ebné informae,� vyuºít dosavadníh znalostí,� orientovat se v informa£níh tehnologiíh, které jsou nedílnou sou£ástí dne²nímoderní doby.RealizaeJak uº bylo zmín¥no vý²e, jedná se o spoluprái ºák· r·znýh ²kol, p°i£emº komu-nikae mezi nimi probíhá p°es internetové prost°edí - tzv. spolupráe �na dálku�.Základním prvkem v Globální ²kole je virtuální t°ída, která se skládá z virtuálníhlavi, v nihº ºái praují na p°id¥lenýh p°íkladeh. �ái i u£itelé ²kol, které projevízájem o tento projekt, získají zaregistrováním do Globální ²koly své uºivatelské jménoa heslo, pod kterým se p°ihla²ují do systému. Poté jsou tedy vytvo°eny t°ídy skládajíí



Využití interaktivních metod ve výuce matematiky 137se ze ºákovskýh skupin, resp. �lavi�. V kaºdé �lavii� sedí ºái z r·znýh ²kol. Komu-nikae mezi sousedy probíhá pouze prost°ednitvím webovýh stránek Globální ²koly.Jednotlivé �lavie� pak °e²í uloºené p°íklady, p°i£emº jedna z d·leºitýh podmínekpro spln¥ní p°íklad· je, ºe ºái musí spolupraovat a komunikovat mezi sebou, tzn. ºena °e²ení se musí podílet oba. Vzhledem k tomu, ºe ºái zatím nemají moºnost °e²itdané úkoly ve shodném £ase, je vytvo°en ke kaºdému z nih elektroniký �se²ítek�,do n¥hoº ºái zapisují své nápady a návrhy °e²ení. Elektroniký �se²ítek� umoº¬ujenejen vzájemnou komunikai mezi ºáky, ale zárove¬ slouºí i pro moºnou pozd¥j²ípedagogikou analýzu. Kaºdá �lavie� si m·ºe vybírat, v jakém po°adí he úkoly°e²it a ur£ovat si své tempo. �ái svá °e²ení mohou odeslat ke kontrole pouze tehdy,jestliºe na °e²ení spolupraovali oba a oba jsou p°esv¥d£eni o jejih správnosti. Potéjeden z ºák· ozna£í úkol jako zodpov¥zený a tímto zp·sobem dává aviso virtuálnímuu£iteli13, ºe jsou s p°íkladem hotovi. �ái vidí pouze uspo°ádání v²eh lavi, resp.jakýsi zasedaí po°ádek. Sledovat jednotlivá °e²ení p°íklad· jim je umoºn¥no pouzeve své �lavii�, kdeºto virtuální u£itel má moºnost nahlíºet do v²eh lavi. Virtuálníu£itel je v pozii ráde, který pomáhá, up°es¬uje, kontroluje a shvaluje °e²ení úkol·a tím zaji²´uje zp¥tnou vazbu.Díky webovému prost°edí Plone, jeº Globální ²kola vyuºívá, se ºák m·ºe kdyko-liv a kdekoliv (ve ²kole, pop°. doma) p°ihlásit pomoí svého uºivatelského jména ahesla, otev°ít si svoji virtuální t°ídu, lavii a vybrat si ze seznamu úloh p°íklad, kterýse rozhodl °e²it. Zobrazené úkoly jsou bu¤ nové, rozpraované a nebo jsou jiº zod-pov¥zené. Zda-li je konkrétní úkol správn¥ vy°e²en, tzn. zodpov¥zen a tedy shválen,vidí ºái na obrazove p°ímo u daného p°íkladu. Pokud ºái ode²lou p°íklad k ohod-noení a virtuální u£itel zjistí, ºe °e²ení p°íkladu správné není, vrátí p°íklad ºák·mk dopraování. V �se²ítku� pak kaºdý vidí nejen návrhy °e²ení svýh spoluºák·, nan¥º m·ºe okamºit¥ reagovat, ale také p°ípadný komentá° od virtuálního u£itele.Ve ²kolním roe 2005/2006 °e²ili ºái nap°. úlohy následujíího zn¥ní:� Sjíºd¥ní vodopád·Jak se sjíºd¥jí vodopády? �lov¥ka uzav°ou do pevné bedny vyrobené �p°esn¥na míru" a vhodí bednu do °eky nad vodopádem. Kdyº to dob°e dopadne, podvodopádem jej z bedny vytáhnou...Máte za úkol provést výpo£ty pro výrobu bednypro svého spoluºáka z lavie. Bedna musí p°esn¥odpovídat jeho postav¥, tak aby v ní mohl stát.Rozhodn¥te se, zda vytvo°íte bednu tvaru kvádrunebo vále. Rozm¥ry si u spoluºáka zjist¥te (a po²letemu rozm¥ry své). Vypo£ítejte objem a povrh takovébedny. Výsledky m¥°ení a výpo£et napi²te do °e²eníúlohy. Jako následný úkol spo£ítejte, kolik litr· vz-duhu z·stane v bedn¥, jestliºe se do ní spoluºákvsouká (po£ítejte s tím, ºe kolik kg £lov¥k váºí, toliklitr· má objem). Jak dlouho by £lov¥k v takové bedn¥p°eºil, pokud spot°ebuje 7 litr· vzduhu za minutu?Na tyto otázky m·ºete odpov¥d¥t spole£n¥. Obr. 2 Vodopád13Virtuální u£itel je osoba, která kontroluje a uznává °e²ení jednotlivýh úkol·.



138 MARIKA KAFKOVÁ� Záv¥sné drakyLétání na velkýh zav¥²enýh draíh je jist¥vzru²ujíí. Ov²em velie d·leºitá je p°esná výrobasou£ástí takového draka, tak aby se p°esn¥ p°ekrý-valy.Budete výstupní kontrolou výroby velkýh létaíhdrak· - budete kontrolovat, zda jsou díly shodnéa drak dob°e poletí. Na této stráne si spustíteaplety s pohyblivými obrázky (lze s nimi hýbatmy²í). Spl¬te úkoly popsané u obrázk· dole.Aº �ást 1 a �ást 2 vy°e²íte, vloºte dokument apopi²te v n¥m, jak jste museli umístit body S1, S2nebo vrholy, aby se obraze p°ekrývaly. Celá lav-ie zodpovídá za °e²ení, to znamená ºe m·ºete svéodpov¥di postupn¥ vylep²ovat a teprve nakone(kdy uº si myslíte, ºe je °e²ení úplné) za²krtnout vzelené nabíde stav: odpov¥zeno. Obr. 3 Výroba drak·

Obr. 4 Animae p°íkladuNa t¥hto a dal²íh úloháh praovali nap°. ºái 1. ro£níku Gymnázia v Brn¥ aºái kvarty Gymnázia v Nymbure. Z t¥hto ºák· byly utvo°eny bu¤ smí²ené �lavie�nebo �lavie� skládajíí se jen z dívek £i jen z hlap·. Práe na zadanýh p°íkladehnebyla za£len¥na do hodin matematiky, ºái °e²ili p°íklady ve svém volném £ase, oºm¥lo za následek men²í aktivitu, neº jsme o£ekávali. Z dev¥tadvaeti vzniklýh lavivelmi dob°e praovala ²estina, p°i£emº se jednalo o 4 dív£í a jednu smí²enou lavii.V dal²íh n¥kolika laviíh byl skute£n¥ aktivním pouze jeden ze dvou ºák·, a protojim vzhledem ke stanoveným pravidl·m nebyly p°íklady uznány. Ostatní lavie bylybu¤ pasivní, nebo se zapojovali jen z°ídka.



Využití interaktivních metod ve výuce matematiky 139Podle dosavadního pr·b¥hu je z°ejmé, ºe kdyº projekt Globální ²kola nebude£asem zapojen do vyu£ovaího proesu nap°. jako výb¥rový p°edm¥t s alespo¬ dv¥mahodinami m¥sí£n¥, bude vºdy velmi t¥ºké motivovat ºáky k n¥jaké £innosti.V druhé polovin¥ ²kolního roku byly ºák·m p°edloºeny dva rozsáhlej²í projekty, nakteré m¥li k dispozii n¥kolik m¥sí·. Na tomto projektu spolupraovali uº nejenomºái vý²e zmín¥nýh ²kol, ale také nap°. ºái z primy Gymnázia v Ostrav¥.�ái si nejprve vybrali projekt, na kterém ht¥li praovat a poté byli utvo°eny��rmy� skládajíí se minimáln¥ ze £ty° osob, které m¥ly za úkol daný projekt vy°e²it.Jeden z projekt· byl nazván �Sportovní areál�. Na webové stránky byl ºák·m vloºenpopis projektu s ílem jednotlivýh �rem. Protoºe se jednalo o dlouhodob¥j²í a rozsáh-lej²í úkol, bylo jeho °e²ení usnadn¥no tím, ºe byl rozd¥len do p¥ti fází, z nihº kaºdájasn¥ de�novala postup °e²ení.Cílem ºák· bylo vytvo°it plán moderního sportovního areálu, resp. plán rozvrºeníjednotlivýh objekt· v areálu, pro který jistá obe s p°íhodným názvem Spor´ákovvy£lenila p°ilehlou louku o ur£itýh rozm¥reh a zárove¬ de�novala své p°edstavy,ze kterýh by se m¥l areál sestávat. �ái si mohli nade�novat naví i dal²í objektya s nimi souvisejíí sluºby, které mají v areálu d·leºitou a nepostradatelnou funki.Jednotlivé �rmy si nejprve m¥ly vymyslet název �rmy, pop°ípad¥ vytvo°it si své logoa název sportovního areálu. Poté následovalo ur£ení objekt· a sluºeb nutnýh pro za-ji²t¥ní �b¥hu� areálu. K tomu slouºilo i stanovení d·leºitýh údaj· o sportovníh ob-jekteh, správnýh rozm¥reh h°i²´, pouºitýh materiáleh aº po komplexní vybavenísportovníh objekt·. V²ehny tyto údaje m¥ly být sepsány do komentá°e p°edloºenéhos návrhem areálu.S výsledky své práe ºái, resp. ��rmy� vystoupí na malé konfereni, která seuskute£ní v °íjnu 2006 na Pedagogiké fakult¥ v �eskýh Bud¥joviíh, kde budoujednotlivé projekty vyhodnoeny a poté vybrán jeden pro �realizai�. . .Literatura[1℄ Kafková, M., Vyuºití prost°edí Plone ve výue matematiky, Sbor. Plone konf., 1.vyd., J�U v �eskýh Bud¥joviíh: Milota, J., Ka²par, J., 2006, ISBN 80-7040-859-6[2℄ Binterová, H., Milota, J., Vaní£ek, J., Globalshool � virtuální prost°edí provýuku matematiky na Z� formou e-learningu, Univ. S. Boh. Dept. Math. Rep.13 (2005),ISSN 1214-4681[3℄ http://globalshool.ju.z/Adresa autora:Mgr. Marika KafkováKatedra matematiky, P°írodov¥deká fakultaMasarykova univerzitaJaná£kovo nám. 2a602 00 Brno�eská republikae-mail: maja.k�email.z



Platforma e-learningowa w pray z mªodzie»¡uzdolnion¡ do matematykiHenryk K¡kolAbstrat. The aim of this paper is to give possibility of using linear ombination of theequations for the plane urves to solve some problems of analyti geometry.W proesie nauzania matematyki mo»na wyró»ni¢ nast�puj¡e komponenty:� ksztaªtowanie poj�¢ matematyznyh,� rozwi¡zywanie zada«,� prowadzenie rozumowa« matematyznyh,� ksztaªtowanie j�zyka matematyznego.Jednym z najwa»niejszyh skªadowyh tego proesu jest rozwi¡zywanie zada«.Sªu»¡ one bowiem jako ±rodek do utrwalania zdobytyh wiadomo±i, wyrabiaj¡okre±lone sprawno±i i umiej�tno±i, wyrabiaj¡ umiej�tno±¢ stosowania de�niji itwierdze«, pomagaj¡ sprawdza¢ post�py w naue i wyniki nauzania (kolokwia,sprawdziany, egzaminy), z drugiej strony za ih pomo¡ ksztaªtuje si� i de�niuje po-j�ia matematyzne, uzy si� prowadzenia rozumowa« matematyznyh, dowodzenia,ksztaªi si� j�zyk matematyzny, pokazuje si� zastosowania matematyki, ksztaªi si�wyobra¹ni�. S¡ one wa»nym zynnikiem aktywizuj¡ym, stymuluj¡ niejednokrotnierozwój zainteresowa« uzniów. Pokazuj¡, zym naprawd� jest matematyka, bowiemjak pisze Z. Krygowska [2℄: Uze« tworzy sobie tak¡ konepj� matematyki, jaka musi� ukazuje przez pryzmat rozwi¡zywanyh przez niego zada«.W±ród wielu zada«, które rozwi¡zujemy w trakie uzenia si� matematyki, mo»nawyró»ni¢ ró»ne ih typy [2℄. Jednak najz�±iej wyst�puj¡ymi zadaniami w nauzaniuszkolnym s¡ zadania:� �wizenia - wymagaj¡e od uzniów sprawno±i rahunkowyh, opanowaniareguª wykonywania dziaªa«, rahunku pami�iowego. Sªu»¡ zatem do utrwalaniai zmehanizowania okre±lonyh operaji. Rozwi¡zuje si� je przy maªym zaan-ga»owaniu twórzym uzniai nikªym wykorzystaniu teorii.� Zwykªe zastosowanie teorii - do ih rozwi¡zywania potrzeba wi�ej zró»ni-owanyh zynno±i, samodzielno±i, wi�ej ró»norodnyh elementów teorii, aw szzególno±i stosowania de�niji i twierdze«. Rozwi¡zuj¡ takie zadaniapost�puje si� zgodniez pewnym znanym sposobem rozwi¡zywania podobnyh zada«, wedªug pewnegoznanego algorytmu.� Problemy - zadania, któryh rozwi¡zania nie uzyska si� na danym poziomienauzania bez pewnej pomysªowo±i, bez szzypty ho¢by matematyznejwyobra¹ni, bo do ih rozwi¡zywania nie wystarza ani wiedza, ani sprawno±¢tehnizna, ani nawet do±wiadzeniew rozwi¡zywaniu typowyh zada«.



Platforma e-learningowa w pracy z młodzieżą uzdolnioną do matematyki 141Jak¡ rol� w nauzaniu matematyki speªniaj¡ zadania � problemy? W jakimelu rozwi¡zujemy takie zadania? Po o nauzyiel ih u»ywa w praktye szkolnej?Odpowied¹ wydaje si� prosta. Pozwalaj¡ one odkrywa¢ uzniów o umysªah ehuj¡-yh si� niestandardowym sposobem podhodzenia do rozwi¡zywania zada«, ehu-j¡yh si� pewnym bªyskiem w znajdywaniu pomysªu na rozwi¡zanie zdania, jednymsªowem - pozwalaj¡ wyszukiwa¢ uzniów uzdolnionyh matematyznie. Niejednokrot-nie uzniowie rozwi¡zuj¡y takie zadania zazynaj¡ interesowa¢ si� matematyk¡, atym samym zmieniaj¡ swój stosunek uzuiowy do niej. Jednak najwi�ksz¡ ih zalet¡jest fakt, »e stanowi¡ one doskonaªy materiaª do rozwijaniai ksztaªtowania aktywno±i matematyznyh. Podzas ih rozwi¡zywania uzniowieuz¡ si� uogólniania, posªuguj¡ si� analogiami, prowadz¡ rozumowania matematyzneitp. [1℄.Jak pokazuje praktyka szkolna zadania � problemy nie z�sto goszz¡ na lekjahmatematyki. Dzieje si� tak z wielu powodów. Ju» ho¢by z najbardziej prozaiznego.Braku zasu, bowiem na rozwi¡zywanie takih zada« potrzeba jest mnóstwo zasu.Nie wszysy uzniowie my±l¡ i prauj¡ w tym samym tempie, nie wszysy z nihpotra�¡ bra¢ zynny udziaª w rozwi¡zywaniu takih zada«. Rozwi¡zywanie takihzada« na forum klasy powoduje u wielu uzniów zjawisko tzw. faytilaji spoªeznej[5℄. Z tyh te» powodów zadania te rozwi¡zuje si� na kóªkah matematyznyh. I tupojawia si� kolejny problem. Mo»liwo±¢ jednozesnego spotkania si� z uzniami, a wszzególno±i, gdy zdeydujemy si� na prowadzenie szkolnego koªa matematyznego,nie mówi¡ ju» o koªah mi�dzyszkolnyh.Wszystkih tyh niedogodno±i mo»emy unikn¡¢ gdy do tego proesu wª¡zymyplatform� e-learningow¡ [3℄, [4℄. Prób� tak¡ podj¡ªem prowadz¡ ogólnopolskie koªamatematyzne na platformie e-dlaszkoly.pl (rys.1 ).

Rys. 1Prowadzone tam s¡ ztery ró»ne koªa.� Koªo dla uzniów szkóª podstawowyh.� Koªo dla uzniów gimnazjum.



142 HENRYK KĄKOL� Koªo dla uzniów szkóª ponadgimnazjalnyh.� Koªo dla uzniów przygotowuj¡yh si� do Olimpiady Matematyznej.Do kóª tyh mo»e zapisa¢ si� ka»dy, nie trzeba wnosi¢ »adnej opªaty. Po zalo-gowaniu si� do odpowiedniego koªa uzestnik ma do przezytania informaje zarównonatury tehniznej, jak i merytoryznej (rys. 2).

Rys. 2W Forum aktualno±i (rys. 3) uzestnik mo»e przezyta¢ o ró»nyh problemahtehniznyh zwi¡zanyh z pra¡ na platformie: o sposobah komunikowania si� na fo-rum wszystkih uzestników koªa, o sposobie komunikowania si� tylko z prowadz¡ymkoªo lub z wybranym uzestnikiem, jak pisa¢ teksty, jak pisa¢ teksty matematyzne,jak zamieszza¢ rysunki, zaª¡zniki i o wa»ne; jak zamie±i¢ swoje zdj�ie.

Rys. 3W module Teoria (rys. 4) zawarte s¡ wiadomo±i i wskazówki, mi�dzy innymiheurystyzne z ksi¡zki G. Polya, które mog¡ pomó uzestnikom koªa w rozwi¡zywa-niu konkretnego problemu.



Platforma e-learningowa w pracy z młodzieżą uzdolnioną do matematyki 143

Rys. 4W module Sªownik (rys. 5)uzestnik koªa mo»e znale¹¢ te poj�ia i de�nije,które z jednej strony wyst�puj¡ w zadaniu, z drugiej za± strony w danym momenierozwi¡zuj¡y ih nie pami�ta lub nie spotkaª si� z nimi.

Rys. 5W kolejnym module Tre±¢ zadania (rys. 6) uzestnik koªa ma mo»liwo±¢ zapoz-nania si�z tre±i¡ aktualnie rozwi¡zywanego zadania.

Rys. 6



144 HENRYK KĄKOLW kolejnym module Uwagi, spostrze»enia i pytania (rys. 7) uzestniy za-mieszzaj¡ swoje rozwi¡zania, w¡tpliwo±i, spostrze»enia.

Rys. 7Jest to najwa»niejsze miejse na platformie, a jednoze±nie najbardziej interesu-j¡y dla nauzyiela zbiór wypowiedzi, uwag, pyta«, rozwi¡za«. Tutaj odbywa si�prawdziwa dyskusja o ró»nyh sposobah rozwi¡zywania zada«, dyskusja w dowol-nym zasie, na ogóª dyskusja rozpoz�ta przez uzestnika koªa i mi�dzy uzest-nikami. Nauzyiel wª¡za si� do dyskusji w tyh momentah, które uzna za stosowne(poprawianie bª�dów, udzielanie heurystyznyh wskazówek itp.).Zadania s¡ wy±wietlane kolejno, po rozwi¡zaniu poprzedniego, które w dalszymi¡gu jest dost�pne uzestnikom kursu.Prowadz¡y koªo w tym systemie ma bardzo du»o narz�dzi uªatwiaj¡yh jegoprowadzenie: przygotowywanie materiaªów w ró»nyh postaiah, w tym animaji,�lmów, interaktywnyh tekstów, sprawdzianów elektroniznyh. Mo»e te» ±ledzi¢pra� wszystkih uzestników koªa (rys. 8).

Rys. 8



Platforma e-learningowa w pracy z młodzieżą uzdolnioną do matematyki 145W±ród wielu zalet, jakie posiada ta nowa forma pray z mªodzie»¡ uzdolnion¡ domatematyki, nale»¡ takie jak:� zmuszanie uzestników do zytania,� umo»liwianie indywidualnego tempo pray,� uzestniy mog¡ praowa¢ o dowolnej porze dnia i noy,� zapobieganie zjawisku faylitaji spoªeznej,� natyhmiastowa pomo w przypadku napotkania trudno±i i to mo»liwa z trzeh¹ródeª,� uzestniy znaj¡ si� nawzajem (nazwisko i zdj�ie),� forum dyskusyjne uzy porozumiewania si�, dyskusji, jednym sªowem: komu-nikowania si�.Do wad takiego systemu pray niektórzy autorzy zalizaj¡:� brak kontaktu z grup¡, z nauzyielem,� samotno±¢,� posiadanie umiej�tno±i posªugiwania si� komputerem,� posiadanie dost�pu do Internetu.My±l�, »e zas na peªniejsz¡ analiz� jeszze nie nadszedª. Dopiero sprawdzanie tejnowej formy w praktye szkolnej uka»e jej wszystkie zalety, jak i te» ogranizenia , atak»e wady. Jedno wydaje si� pewne. Jest to inna, nowa form¡ pray, którzy burzytradyyjne sposoby uzenia si� � nauzania, a nauzyiel prowadz¡y takie koªo musio najmniej raz dziennie praowa¢ na platformie.Literatura[1℄ K¡kol, H., Ratusi«ski T., , Rola komputera w rozwi¡zywaniu matematyznyhzada«, Dydaktyka Matematyki, nr 26, 2004.[2℄ Krygowska, A. Z., Zarys dydaktyki matematyki, z�±¢ 3, Wydawnitwa Szkolnei Pedagogizne, Warszawa 1977.[3℄ Le»a«ski J., Platforma e-learningowa jako narz�dzie wspomagaj¡e proesuzenia si� � nauzania matematyki (z�±¢ I), Matematyka i Komputery nr 22,2005.[4℄ Le»a«ski J., Platforma e-learningowa jako narz�dzie wspomagaj¡e proesuzenia si� � nauzania matematyki (z�±¢ II), Matematyka i Komputery nr23, 2005.[5℄ Zajon R. B., Soial failitation, Siens 149, 1965.
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The omputer model of temperature �utuationsAdam Kiersztyn, Justyna PróhniakAbstrat. In this note we propose a method of analysis of hanges of temperatures basedupon Markov hains theory. We also desribe some problems arising during the reation ofthe omputer programme designed for simulation of the behaviour of air temperature whihwas written on the basis of our approah. The disussed problems are presented in a manneromprehensive for high shool students.IntrodutionThe aim of this artile is to present without a ompliated mathematial bakgroundthe possible way of teahing high shool students how to use ertain more advanedtools of probability, e.g. Markov hains, as an analytial instrument, helpful in a om-mon pratie. Therefore we do not onentrate here on theoretial onstrution ofMarkov hains, but instead we try to illustrate the use of Markov hains for the mod-eling of hanges of the air temperature. Firstly, we assume that the pupils are alreadyfamiliar with the notion of probability and random variable, at least on an intuitivelevel. This assumption is ompatible with eduational program of higher shools inPoland. Seondly, we assume basi knowledge of some language of programming. Theseond assumption is neessary, beause in order to simulate the hanges of tempera-ture we use a omputer programme. Although we presuppose basi skills in omputersiene, we are not going to teah the omputer programming, but to explain somerules aording to whih the mahine works. The rules of operation of the mentionedomputer appliation are desribed below.Desription of the basi modelThe �rst fat that we have to mention is observation of some regularity in temperaturehanges. Indeed, it happens rather rarely that the onsiderable growth and next anunexpeted fall of air temperature during suessive days is observed. When we notiethe above-mentioned dependene, we propose the pupils to �nd the distribution oftemperature hanges. To speify the simplest method of approah to the problem,let us take into onsideration the following three states: E whih means the lak ofhanges, G the growth of temperature, and F orresponding to fall of temperature.On the basis of the former experiene we try to �ll up Table .Table 1: The proposed probabilities of transitionsStates G E F

G 1/6 1/2 1/3
E 1/4 1/2 1/4
F 1/3 1/2 1/6The above mentioned table presents the probabilities of transitions from various statesto another states. For example, the number in the ell of intersetion of the seondolumn and the seond row spei�es how often two onseutive days haraterizedby the growth of temperature our. In turn the number whih is plaed in theintersetion of the fourth row and third olumn desribes how often after the day



148 ADAM KIERSZTYN, JUSTYNA PRÓCHNIAKwith the derease of temperature the lak of temperature hange is observed. Notealso that whatever is the last state, the system have to pass in the next step to eitherstate G, E, or F , therefore the sum of probabilities in eah row of our matrix shouldbe equal to 1.It is lear that transition probabilities are hosen here in an arbitrary way sug-gested by intuition, thus they need not re�et the real situation. At this stage ofonsiderations it should be pointed out the role played by historial observations.Namely, instead of �nding probabilities the statistial data an be used. The depen-dene between the obtained in this way positive integers and transition probabilitiesis quite obvious: to evaluate probabilities we only have to divide every value from thetable by the sum of numbers in the orresponding row.Thus, for our purposes we do not use a typial matrix ontaining transition proba-bilities of the onsidered Markov hain, but we apply the matrix onsisted of frequen-ies, expressed in terms of positive integers. It is motivated by the next part of ourresearh, namely the use of table of frequenies is muh more e�ient and easier inomputer implementation. Besides, by using integer numbers instead of real numbersone an redue remarkably the volume of omputer memory needed.Moreover, it turns out that replaing the values of temperature registered in par-tiular days by means of its di�erenes notied between onseutive observations leadsto more e�etive method of programming. In addition, the storage of this kind of in-formation is more onvenient, and next it is easier to retrieve and to assign partiulardata to the orresponding states.Table 2: The substitution of di�erenes for the growth and fall of temperatureTemperature 10,5 12,2 11,3 13,6 14 13,8 11,7 12,1Di�ereneof temperature 1,7 -0,9 2,3 0,4 -0,2 -2,1 0,4The problem of quantizationIt is easy to see that the above desribed set of states is not detailed enough, so thereeived results do not give us too muh information and are not satisfatory. There-fore instead of three states some more preise statements about the temperature arerequired. On the other hand, we annot store to lengthy information, and in onse-quene we annot distinguish too many various states, say the values of temperaturewhih di�ers only by a small fration of degree, beause then the transition frequen-ies matrix would be to large. Having this in mind, we introdue the following states:
Gk - the growth of temperature with the strength k, Fk - the fall of temperature withthe strength k, and E = E0 - the equilibrium of temperature, where 1 ≤ k ≤ n, and
n is a �xed positive integer.Now we want to speify the number of states and their ranges in the omputerprogram. It is desirable to have symmetry of ranges of partiular states. For example,the range of state G2 should di�er from state F2 only by sign. As a result we de�nethe default state ranges as well as the total number of states and present them inTable .



The computer model of temperature fluctuations 149Table 3: Default numbers of states and the orresponding data intervals.State Number of states3 5 7 9 11
G5 [7 ; ∞)
G4 [6 ; ∞) [5 ; 7)
G3 [5 ; ∞) [4 ; 6) [3 ; 5)
G2 [4 ;∞) [2,5 ; 5) [2 ; 4) [0,5 ; 3)
G1 [2 ;∞) [1 ; 4) [0,7 ; 2,5) [0,5 ; 2) [0,2 ; 0,5)
E0 (-2 ; 2) (-1 ; 1) (-0,7 ; 0,7) (-0,5 ; 0,5) (-0,2 ; 0,2)
F1 (-∞ ; -2℄ ( -4 ; -1℄ (-2,5 ; -0,7℄ (-2 ; -0,5℄ (-0,5 ; -0,2℄
F2 (-∞ ; -4℄ (-5 ; -2,5℄ (-4 ; -2℄ (-3 ; -0,5℄
F3 (-∞ ; -5℄ (-6 ; -4℄ (-5 ; -3℄
F4 (-∞ ; -6℄ (-7 ; -5℄
F5 (-∞ ; -7℄With this de�nition of the set of states we are able to determine the diretion oftemperature hanges and their strength.Implementation of the desribed methodTaking into onsideration the above desribed theoretial sketh of an appliation ofMarkov hains used in order to modeling the temperature �utuations we start toreate a suitable omputer program. First we have to hoose the data struture tostore the transition matrix of our Markov hain. Likewise mentioned before, we donot use the traditional matrix ontaining transition probabilities, but we replae itwith the matrix of frequenies. On the basis of the uniform distribution we hoosethe state to whih the system passes in the next step. The hoie of it is based onrandomizing by means of omputer a number whih is not greater than the sum of allvalues within a given row. Then we qualify this number to appropriate state takinginto aount total numbers of various transitions. For instane, suppose that a �xedrow of the transition matrix is given in Table .Table 4: Exemplary row in the transition matrixStates F2 F1 E0 G1 G2

E0 21 43 87 46 13The numbers appearing in the above table an be interpreted as follows: during thewhole examined history the system passed 21 times from the state E0 to state F2,43 times to state F1, and so on. During modeling of the temperature �utuationsour program hoose in random way some number from the range [1, 210]. Let usassume that this number is equal to 97. It is easy to hek that the next state isagain E0, beause we have 21 + 43 < 97 < 21 + 43 + 87. Obviously, for a largenumber of observations made eah element of the transition matrix is a non-zeroone. However, if we inlude suessive hanges of the transition matrix aordingto observed temperature �utuations, then we onlude that the onsidered Markovhain is not stationary.Further improvement of the model and statistial infereneLet us onsider in short the possible improvement of our model. It appears thatwe an do this by speifying states on the basis of a larger number of notations oftemperature made during few onseutive days.



150 ADAM KIERSZTYN, JUSTYNA PRÓCHNIAKExample giving, for n = 4 the state an be desribed by a sequene G1F1E0G2,whih provides the following information: 4 days earlier the growth of temperaturewith strength 1 was noted, 3 days ago there was fall of temperature with strength1, 2 days ago the lak of temperature hange was notied, while during the lastobservation the growth of temperature with strength 2 was registered. Clearly, if thesequene G1F1E0G2 is treated as a single state, then in the next step the proess anpass merely to the state of the form F1E0G2A, where A belongs to the set {Gk, E0, Fkfor k = 1, 2, ..., n}.In suh a ase it is neessary to de�ne new struture of data, beause the use ofthe traditional square transition matrix is inonvenient in view of its large size. Ourtransition matrix is now rare in the sense that it ontains a lot of elements whih areequal to zero. Intuitively we onlude that for suh data struture instead of a tablerather a vetor of numbers whih inludes the name of a state and frequenies oftransitions to the other states is more suitable. Owing to this modi�ation of data weget onsiderable redution of the minimal omputer memory needed for the treatmentof it.One of the main aspets of programming is to provide suitable input data givenin an appropriate struture. The best soure of information onerning temperatureare the meteorologial institutions. After preparation of the omputer appliationand initiation of a suitable input data we an start the simulation of temperature�utuations.Then we usually ask the following question: is our model indeed lose to the realstate? We give the answer to that question when we draw a omparison of the modeland the real state. The easiest method relies on onsideration of the last severalobservations and the prognosis. For the omparison of the model and empirial datawe may use various statistial methods.The simplest measure of distane between the empirial data and theoretial prog-nosis is the average of absolute di�erenes and variane of di�erenes. The nextmeasure that an be used for investigations of e�ieny of the proposed model isLinnemann's leaning oe�ient. The strength of �tness of a model to empirial datamay be expressed also by Wold's oe�ient.Analyzing the simulated behaviour of the temperature from the point of view ofthe desribed above goodness of �t oe�ients we see that in the most ases thepredited and observed values are well�ompatible. However, likewise in the mostprobabilisti onsiderations or statistial inferene, the onstruted model does notfurnish a method valid in 100%, and it annot be applied for the long period of timeprognosis.Referenes[1℄ Kiersztyn A., An Appliation of Markov Chains in the Analysis and ComputerModelling of a Finanial Market, Sienti� Bulletin of Cheªm, in print.[2℄ Walpole R.E., Introdution to Statistis, 3rd ed. Mamillan Publishing Co., NewYork, 1982.[3℄ Kotowska I., Problemy estymaji parametrów ªa«uha Markowa na podstawiemakrodanyh, Przegl¡d Statystyzny 1977, nr 1.[4℄ Fisz M., Rahunek prawdopodobie«stwa i statystyka matematyzna, PWN,Warszawa 1967.
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Strategie p°eformulování problémuJan Kopka
Abstrat. Matematikové p°i °e²ení problém· pouºívají elou °adu strategii. �lánek sezabývá strategií p°eformulování problému a jejím speiálním p°ípadem strategií p°efor-mulování problému do jiného jazyka. Uvedené problémy a jejih °e²ení jsou pouºitelné ve²kolské matematie.Klí£ová slova: problém, strategie °e²ení problému, strategie p°eformulování prob-lému, strategie vyjád°ení problému v jiném jazye, pravidelný p¥tiúhelník, zlatý °ez,elá £ást raionálního £ísla, neorientovaný graf.�íká se, ºe matematika není �diváký sport�. Je t°eba ji p¥stovat aktivn¥, p°i£emº°e²ení problém· a zkoumání je ryhlý a ú£inný zp·sob, jak ºák·m a student·m ukázat,o je matematika. Problémy se ve ²kolské matematie vyskytují od po£átku, jsouv ní i dnes a budou v ní jist¥ i v budounu. D·vod· pro jejih za°azování je mnoho,nap°. motivování, objas¬ování ideí, provi£ování, ospravedl¬ování výuky matematiky,p°ezku²ování znalostí, rekreae (aktivní odpo£inek) atd. My se v²ak v dal²í £ástiheme pouze zlehka dotknout vkládání problém· s ílem rozvíjet shopnost ºák· astudent· problémy °e²it. To je také jeden z hlavníh íl· výuky matematiky.Pokud matematikové °e²í problémy, pouºívají p°i tom ur£ité strategie. Tyto strate-gie jsou vlastn¥ nástroje, které jim pomáhají p°i hledání esty k íli. T¥hto strategiíje elá °ada. Vyjmenujme zde n¥kolik t¥h nejzákladn¥j²íh. Mezi výzkumné strate-gie m·ºeme za°adit: pokus � omyl, pokus � ov¥°ení � koreke, systematiké experi-mentování. Z dal²íh strategií uve¤me alespo¬ tyto: analogie, zoben¥ní, speializae,konkretizae, esta zp¥t, vypu²t¥ní podmínky, ur£ení bliº²ího íle, vyuºití ná£rtku (ge-ometriká esta), sestavení rovnie £i soustavy rovni (algebraiká esta), opakováníur£itého postupu. Víe se £tená° o t¥hto strategiíh m·ºe do£íst nap°. v [2℄ nebo [3℄.My se zde budeme zabývat je²t¥ jinou uºite£nou strategií, která se nazývá p°efor-mulování problému.

Obr. 1V tomto £lánku nebudeme p°íli² teoretizovat. Z praktikýh d·vod· budeme v²eukazovat na p°íkladeh pouºitelnýh ve ²kolské matematie. Strategie p°eformulováníproblému není nikterak nová. Abyhom o tom £tená°e p°esv¥d£ili, za£neme p°íklademaº z antikého �eka a to dokone ze samotnýh po£átk· tohoto období, tj. z dobypythagorej·. Matematii pythagorejské ²koly byly mistry ve vyuºívání této strategie.



Strategie přeformulování problému 153Moºná víte, ºe jejih znakem byl pravidelný p¥tiúhelník (viz obr.1). Byl to znak tajnémoudrosti (viz kníºka [4℄ od prof. Vop¥nky). Dokone i ve st°edov¥ku, tedy mnohempozd¥ji, byl p¥tiúhelník znakem r·znýh £arod¥j·, i kdyº pravd¥podobn¥ netu²ili,jakou moudrost a jakou tajnost tento znak p°edstavuje.Ale vra´me se do starov¥ku. Je samoz°ejmé, ºe pythagoreji ht¥li sv·j znak, tedypravidelný p¥tiúhelník, zkonstruovat. Neda°ilo se jim to aº do hvíle, dokud neobjevilijeho skryté tajemství. V pravidelném p¥tiúhelníku je d·mysln¥ ukryt pom¥r zlatého°ezu a to takto: Je to pom¥r délky úhlop°í£ky a strany.Tak byl p·vodní problém zkonstruování pravidelného p¥tiúhelníka p°eformulovánna problém nový (viz shéma).Problém 1: Sestrojte pravidelný p¥tiúhelník.
P°eformulováníProblém 2: Sestrojte zlatý °ez.Pokud umíme sestrojit zlatý °ez, pak konstruke pravidelného p¥tiúhelníka je jiºtriviální záleºitostí..�e²ení problému 1 tak velmi názorn¥ demonstruje pouºití strategie p°eformulováníproblému. Toto °e²ení v²ak demonstruje i strategii ur£ení bliº²ího íle. Konstrukezlatého °ezu je bliº²ím ílem pro p·vodní íl, kterým je konstruke pravidelnéhop¥tiúhelníka. P°i °e²ení problému se v²ak vyuºívá i strategie gra�kého znázorn¥ní(viz níºe).Protoºe problematika kolem pravidelného p¥tiúhelníka je velmi zajímavá,odbo£íme a v¥nujeme ji trohu del²í poznámku. Vloºíme do ní i n¥o o zlatém °ezupro p°ípad, ºe s ním £tená° není p°íli² obeznámen.Poznámka o pravidelném p¥tiúhelníkuCo je zlatý °ez?Neh´ je dána úse£ka délky u. Bod Z d¥lí tuto úse£ku na dv¥ krat²í úse£ky majíídélky x a y, pro n¥º platí:

u/x = x/y.Bod Z se nazývá zlatý °ez a £íslo u/x se nazývá pom¥r zlatého °ezu.
Obr. 2Jak �ekové konstruovali zlatý °ez?Odpov¥d¥t na tuto otázku znamená ukázat, jak pro danou úse£ku délky u kon-struovali bod Z. Vyuºili k tomu pravoúhlý trojúhelník s odv¥snami u a u/2 (viz obr.3) Pokud od p°epony ode£etli úse£ku délky u/2, dostali úse£ku délky x(viz obr. 3 a2). Je vid¥t, ºe �ekové pouºívali p°i konstruki £ist¥ geometrikou estu.
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Obr. 3Pokud spo£ítáme délku úse£ky x, dostaneme:
x =

u(
√

5 - 1)2 a p°ibliºn¥ x = 1,618 uJak se zlatý °ez v pravidelném p¥tiúhelníku vyskytuje?Na obr. 4 a) je pravidelný p¥tiúhelník majíí stranu délky v a pln¥ jsou v n¥mvyzna£eny jeho dv¥ úhlop°í£ky. Je z°ejmé, ºe £ty°úhelník ABCF je koso£tverese stranou v. Na obr. 4 b) je stejný pravidelný p¥tiúhelník a dále je zde vyz-na£en men²í pravidelný p¥tiúhelník EFDGH se stranou délky w. Protoºe v²ehnypravidelné p¥tiúhelníky jsou navzájem podobné, je podobný i p¥tiúhelník se stranou
v a men²í p¥tiúhelník se stranou w. Pokud v obou p¥tiúhelnííh vytvo°íme pom¥rdélek úhlop°í£ky a strany, dostaneme:

u/v = v/w,

a)

b)Obr. 4Skute£n¥ tedy platí to, o jsme jiº vý²e uvedli: délka úhlop°í£ky ku déle stranyjsou v pom¥ru zlatého °ezu. Naví pr·se£ík libovolnýh dvou úhlop°í£ek nevyháze-jííh ze stejného vrholu je zlatým °ezem kaºdé z nih.Citujme z kníºky [4℄ prof. Vop¥nky: V pravidelném p¥tiúhelníku je tedy uve-deným zp·sobem ukryt pom¥r, povaºovaný za nejkrásn¥j²í ze v²eh pom¥r·. . . . Znak



Strategie přeformulování problému 155pravidelného p¥tiúhelníka je znakem moudrosti, nebo´ v sob¥ krásu skrývá, ale nevys-tavuje ji na odiv.Pravidelný p¥tiúhelník je v²ak také znakem tajemství. Jaké to bylo tajemství?�ekové si pravd¥podobn¥ poloºili následujíí otázku:Která dv¥ p°irozená £ísla jsou v pom¥ru zlatého °ezu?Odpov¥¤: Taková dv¥ p°irozená £ísla neexistují.D·kaz (sporem): Neh´ m je nejmen²í p°irozené £íslo pro n¥jº existuje p°irozené£íslo n takové, ºe m/n je pom¥r zlatého °ezu. Pak ale platí, ºe m/n = n/(m − n).�íslo n je v²ak men²í neº £íslo m, a tak dostáváme spor.D·sledek: Úhlop°í£ka a strana pravidelného p¥tiúhelníka jsou nesoum¥°itelné14.Toto bylo podle prof. Vop¥nky nejhlub²í tajemství pythagorejské ²koly ukrytév jejih znaku.Ale: I úhlop°í£ka a strana £tvere jsou nesoum¥°itelné. D·kaz je v²ak trohusloºit¥j²í neº u pravidelného p¥tiúhelníka.Ten, kdo objevil nesoum¥°itelnost úhlop°í£ky a strany ve £tveri byl pythagorejiproklet, protoºe znesv¥til jejih znak. Nejhlub²ím tajemstvím pravidelného p¥tiúhel-níka byla pro pythagorejskou ²kolu práv¥ nesoum¥°itelnost jeho úhlop°í£ky a strany.Te¤ musela toto tajemství utajovat.15Tím na²e poznámka kon£í.Nyní uvedeme druhý p°íklad. Je p°evzat z kníºky [1℄. Neº v²ak vyslovíme problém3, p°ipomeneme £tená°i pojem, který se v n¥m bude vyskytovat. Je to elá £ástraionálního £ísla x, kterou zna£íme [x℄. De�nujeme ji jako nejv¥t²í elé £íslo y takové,ºe je men²í nebo rovné £íslu x. Nap°. [2/5℄ = 0, [16/3℄ = 5, [4℄ = 4.Problém 3: Neh´ p a q jsou nesoud¥lná p°irozená £ísla. Dokaºte, ºe platí:
[

p

q

]

+

[2p
q

]

+

[3p
q

]

+ ... +

[

(q - 1)p
q

]

=
(p− 1)(q − 1)

2
(1)Aby bylo trohu jasn¥j²í, o o v tomto problému jde, zvolíme nejprve zela náhodn¥n¥jaký konkrétní p°íklad (strategie konkretizae): Zvolíme-li £ísla p = 5 a q = 7, jsoutato £ísla nesoud¥lná a podle zadaného vzore prý platí, ºe pokud se£teme termy nalevé stran¥ formule (1), dá se tento výsledek rozloºit zp·sobem popsaným na pravéstran¥ této formule. Pro na²í volbu dostaneme:
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+

[5.57 ]

+

[6.57 ]

=

= 0 + 1 + 2 + 2 + 3 + 4 = 12 =
4.6

2
=

=
(5− 1)(7− 1)

2�tená° si m·ºe podobný výpo£et ud¥lat je²t¥ nap°. pro p = 11 a q = 9 (zvolená£ísla jsou op¥t nesoud¥lná) £i pro dal²í náhodnou konkretizai, aby lépe pronikl dodané problematiky. Vhodné by bylo, kdybyste za £ísla p a q zvolili i £ísla soud¥lná,nap°. 6 a 8, abyste vid¥li, ºe v tomto p°ípad¥ formule (1) neplatí. V tom p°ípad¥14Neexistuje délková jednotka taková, aby délka úhlop°í£ky a strany pravidelného p¥tiúhelníkabyly jejími p°irozenými násobky.15Víe se £tená° m·ºe do£íst o problematie vloºené do této poznámky práv¥ v kníºe [4℄.



156 JAN KOPKAby bylo pot°eba nahradit rovnost ostrou nerovností. (Jakou?) Zd·vodn¥ní i této va²ísprávné odpov¥di najdete v následujíím textu.Zdá se, ºe d·kaz uvedené £íseln¥ � teoretiké v¥ty nebude snadný. Pokud si v²akuv¥domíme, ºe termy [

ip
q

] m·ºeme interpretovat v sou°adniové soustav¥ dimenze 2,situae se podstatn¥ zm¥ní. Interpretai m·ºeme provést takto:Jestliºe p, q jsou nesoud¥lná £ísla, pak [

ip
q

] p°edstavuje po£et bod· s elo£íselnýmisou°adniemi (i, y), kde 0 < y < ip/qpro v²ehna i = 1, 2, 3, . . . , q-1.Aby bylo to, o jsme práv¥ napsali z°ejm¥j²í, vra´me se op¥t k první vý²e uvedenékonkretizai. Poloºili jsme p = 5 a q = 7. Pokud budeme nap°. term [

4.5
7

] interpretovatpomoí bod·, dostaneme mnoºinu bod· (i, y), kde i= 4 a y jsou elá £ísla, pro n¥ºplatí: 0 < y < 4.5/7, tzn. y = 1, 2. Hledanou mnoºinou bod· je tak mnoºina {[4, 1℄,[4, 2℄}. Pokud takovouto interpretai ud¥láme pro i = 1, 2, 3, 4, 5, 6 a získané bodyznázorníme v kartézském grafu, dostaneme �trojúhelník� na obr. 5:

Obr. 5Nás nyní zajímá, kolik bod· získaný �trojúhelník� má. Tento výpo£et v²ak jiºpopí²eme oben¥.Problém 4: Ur£ete po£et bod·, které dostanete vý²e popsanou interpretaí levéstrany formule (1).�e²ení: Pokud budeme interpretovat levou stranu vztahu (1) v sou°adniové sous-tav¥, dostaneme vnit°ní body s elo£íselnými sou°adniemi trojúhelníka O[0, 0℄, A [q,0℄, B[q, p℄ (viz obr. 6). Tento trojúhelník doplníme na obdélník OABC tak, ºe úse£kaOB je jeho úhlop°í£kou. Na této úhlop°í£e neleºí ºádný z p·vodn¥ vyzna£enýhbod·, protoºe £ísla p, q jsou nesoud¥lná. Nyní nás bude zajímat, kolik vnit°níh bod·s elo£íselnými sou°adniemi tento obdélník má. Je jih z°ejm¥ (p � 1)(q � 1). P·vodnítrojúhelník OAB má proto (p - 1)(q−1)
2

vnit°níh bod· s elo£íselnými sou°adniemi.To je v²ak pravá strana formule (1). Tím d·kaz kon£í.Poznamenejme je²t¥, ºe pokud jsou p°irozená £ísla p a q soud¥lná, pak na úse£eOB leºí alespo¬ jeden ná² bod s elo£íselnými sou°adniemi. V obdélníku OABC paktento bod po£ítáme dvakrát. Dostáváme tak na levé stran¥ rovnosti (1) ost°e v¥t²í £ísloneº na stran¥ pravé. Pomoí interpretae jsme tak zjistili, ºe pokud byhom vypustilipodmínku o nesoud¥lnosti £ísel p a q, museli byhom ve formuli (1) nahradit symbol�=� symbolem �≥�.Ale vra´me se ke strategiím. Problém 3 jsme tak p°evedli pomoí kartézské sous-tavy sou°adni na problém 4, tj. do geometrie a tam jsme ho vy°e²ili. Pouºili jsmenejen strategii p°eformulování problému, ale i strategii gra�kého znázorn¥ní.
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Obr. 6�tená°i je jist¥ známo, ºe klasiké problémy geometrie (triseke úhlu, rekti�kaekruºnie, atd.) byly pomoí analytiké metody p°eformulovány do algebry a tamvy°e²eny. Autor se také p°izná k tomu, ºe p°ed lety p°eformuloval n¥které netriviálnív¥ty z teorie grup do teorie orientovanýh graf· a tam se mu je poda°ilo dokázat. Tov²ak jiº siln¥ p°ekra£uje ráme tohoto £lánku.Záv¥r: Snad si £tená° p°i °e²ení vý²e uvedenýh problém· uv¥domil, jak plodnám·ºe být strategie p°eformulování problému. P°ee v²ak na koni na²eho pojednáníupozorníme na jednu skute£nost. Mezi p°eformulováním prvního a t°etího problémuje pom¥rn¥ velký rozdíl. První problém jsme p°eformulovali na problém zela jiný,nebo´ jsme si uv¥domili, o v sob¥ pravidelný p¥tiúhelník skrývá, a proto ná² plánzn¥l následovn¥: Jestliºe se nám poda°í sestrojit zlatý °ez úse£ky, pak dokáºeme ses-trojit pravidelný p¥tiúhelník. Konstruke zlatého °ezu byla vlastn¥ bliº²ím ílem prosestrojení pravidelného p¥tiúhelníka. V p°ípad¥ t°etího problému se nám poda°ilop°eformulovat p·vodní problém na nový problém, který byl s p·vodním problémemekvivalentní. Daný problém jsme vlastn¥ vyjád°ili v jazye jiné matematiké teorie.Tuto strategii m·ºeme nazvat Strategie vyjád°ení problému v jiném jazye.Tuto strategii m·ºeme povaºovat za speiální p°ípad oben¥j²í strategie zvané p°efor-mulování problému. �tená° si jist¥ uv¥domil, ºe i p°i °e²ení problému 3 jsme vyuºilistrategii gra�kého znázorn¥ní. Uvedená °e²ení naví demonstrují, ºe matematikovép°i °e²ení problém· v¥t²inou pouºívají víe strategií, z nihº v²ak n¥která m·ºe být�hlavní�. V na²ih °e²eníh byla tou hlavní strategií práv¥ strategie p°eformulováníproblému.O r·znýh strategiíh není pot°eba ve ²kole p°íli² hovo°it, je v²ak t°eba je nakonkrétníh problémeh £i lépe °e£eno na °e²ení t¥hto problém· soustavn¥ trénovat.To v²ak dokáºe p°edev²ím takový u£itel, který o t¥hto strategiíh n¥o ví a hlavn¥,který je má dostate£n¥ provi£ené a dokáºe je proto pouºívat v praxi. Stru£n¥ °e£eno:U£itel by m¥l mít tyto strategie v krvi a od n¥j by tyto strategie m¥ly p°eházet p°ipraktikém pouºíváním do krve jeho student·.Literatura[1℄ Cofmann, J.: What to solve? Oxford, Oxford University Press, 1991.[2℄ Kopka, J.: Hrozny problém· ve ²kolské matematie. Ústí nad Labem, UJEP,1999.
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Analýza ºiakyh interpretáií a rie²ení difúznejúlohy o kokáhIvana Kovárová
Abstrat. Fuzzy problems may be lassi�ed to non-standard problems. Fuzzy problemsdevelop pupils' reativity and ritial reading of text. In this paper we present the results ofan analysis of pupils' solutions of one fuzzy word problem.Difúzne slovné úlohy moºno zaradi´ medzi ne²tandardné úlohy v matematike.Slovnými úlohami sa zaoberajú publikáie [1℄, [2℄ a [3℄. Proes rie²enia difúznej úlohyje zhodný s proesom rie²enia ²tandardnej slovnej úlohy. V úrovni uhopenia situá-ie v²ak ºiai interpretujú úlohu r�zne. Preto difúzne úlohy by sa dali de�nova´ akoslovné úlohy, ktorýh zadanie je interpretovate©né r�znymi sp�sobmi. Problematikadifúznyh úloh nie je doteraz podrobne rozpraovaná. V poslednýh rokoh sa jejvenujú Prof. RNDr. Milan Hejný, CS. so spolupraovníkmi na PedF UK v Prahe.V [4℄ sa zaoberajú rozmanitos´ou ºiakyh rie²ení ale skúmajú ih z h©adiska u£ite©aa jeho eduka£ného ²týlu. Vo výskume ako nástroj pouºili �vágne formulovanú� slovnúúlohu. Zaujímavé úlohy podobného ²týlu sú dostupné i na osobnej stránke prof.Hejného [5℄.V spoluprái s �smimi u£ite©kami sme zadali ºiakom sériu troh difúznyh úloh.Spolu sa zú£astnilo 322 rie²ite©ov v pätnástih triedah (od piateho ro£níka Z� poprvý ro£ník SP�). Cheli sme zisti´ postoje ºiakov i u£ite©ov k rie²eniu týhto úloh.V tomto £lánku sa zaoberáme ºiakymi interpretáiami jednej zo zadanýh úloh.Úloha mala dve r�zne zadania, výber konkrétneho zadania sme ponehali na u£ite©ky.A. Ko©ko kvádrov vie² posklada´ z dvanástih rovnakýh koiek?B. Ko©ko kvádrov vie² posklada´ z dvanástih koiek s rovnako ve©kou hranou?Vo vä£²ine tried zostala vo©ba na ºiakoh. Rozdiel videli len v d¨ºke a zrozu-mite©nosti vety, nie v r�znyh výkladoh zadaní. Jedna z u£iteliek, ktorá predloºilalen zadanie B, svoju vo©bu komentovala slovami: �Túto úlohu som si vybrala, pretoºema zaujímalo, £i sa nájdu ºiai, ktorí budú h©ada´ kváder s rovnako ve©kou hranou.�Jej predpoklad sa splnil. Medzi rie²ite©mi sa na²li aj ºiai, ktorí sa nad kvádroms rovnako ve©kými hranami zamysleli. Rozdielnos´ zadaní sme predpokladali v tom,ºe zadanie B pripú²´a r�znos´ koiek. Ani jeden ºiak nerozlí²il koky z h©adiska ihzafarbenia alebo materiálu. Zadanie úlohy vyvolalo ºiake otázky, na ktoré u£ite©kynemohli odpoveda´. Napríklad:1. Koky sú rovnaké alebo len rovnako ve©ké?2. Musím pouºi´ v²etky koky na jeden kváder alebo na via kvádrov?3. M�ºu mi aj zvý²i´ koky?4. Vzniknuté kvádre majú by´ r�zne alebo rovnaké?



160 IVANA KOVÁROVÁ5. Je koka kváder?6. Oto£ením jedného kvádra dostanem iný kváder alebo ten istý?Ke¤ majú ºiai rie²i´ úlohu, ktorej zadanie je nejednozna£né, zvä£²a sa uspokojas rie²ením jedného pohopenia, nad iným sa ve©mi nezamý²©ajú. Zo ²koly sú zvyknutí,ºe kaºdá informáia v zadaní je potrebná k rie²eniu. Tieº je zvykom jednozna£nézadanie úlohy, ktoré sa dá pohopi´ len jedným sp�sobom. Ke¤ difúznu úlohu vyrie²iav jednej interpretáii, povaºujú ju za vyrie²enú. Rie²enia sme rozdelili do skupínpod©a sp�sobu pohopenia. Na základe rie²ení sme sa pokúsili interpretova´ p�vodnézadanie. Interpretáia je v na²om ponímaní preformulované p�vodné zadanie tak,aby uº úloha nebola difúzna. Získali sme pä´ obhájite©nýh interpretáii (obmenyp�vodného zadania).1. Ko©ko existuje r�znyh kvádrov z práve dvanástih rovnakýh koiek?Takúto úlohu rie²ilo 16,8% ºiakov, pri£om jej úspe²nos´ bola skoro 80%. V tomtopohopení sa vyskytli dve metódy rie²enia:� metóda pomoou rozkladu £ísla 12 na sú£in prvo£ísiel� metóda pomoou ná£rtu moºností tvarov kvádrova na²li sa ºiai, ktorí dané metódy skombinovali.Metóda rozkladu £ísla na sú£in prvo£ísiel bola spo©ahlivej²ia, pretoºe týmto pos-tupom £astej²ie objavili i moºnos´ 2x2x3 (pri gra�kom rie²ení bola táto moºnos´zriedkavo objavená).



Analýza žiackych interpretácií a riešení difúznej úlohy o kockách 161�iak rie²il úlohu pomoou rozkladu £ísla 12 na sú£in prvo£ísiel. Táto metódabola £asto pouºitá v rie²eniah ºiakov vy²²íh ro£níkov. Rie²ite© deviateho ro£níka sazaoberá i otázkou rotáie kvádrov. Udal dve odpovede a ih r�znos´ aj slovne vysvetlil.Písomná argumentáia je vo v²eobenosti v rie²eniah zriedkavá.

Rie²enie ºiaka �smeho ro£nía je kombináiou viaerýh metód. Zvlá²tnos´ou jevyuºitie objemu na od�vodnenie rozkladu na prvo£ísla.2. Najvia ko©ko rovnakýh kvádrov sa dá posklada´ z práve dvanástih rovnakýhkoiek?Túto úlohu rie²ilo 28% ºiakov s úspe²nos´ou vy²²ou ako 95%.

Postup spájania koiek pouºila ºia£ka siedmeho ro£níka, podobne ako vä£²inarie²ite©ov pri tejto interpretáii. Rie²enie bolo zvä£²a gra�ké, £asto doplnené ovýpo£et 12:2=6.



162 IVANA KOVÁROVÁ

Uvedené rie²enie siedma£ky je jedným z troh rie²ení, v ktorýh sa rie²itelia za-oberali my²lienkou rezania koiek. V snahe vytvori´ via kvádrov ako len ²es´, kokyrezali a spájali, £ím sa im podarilo vytvori´ osem kvádrov. Nad moºnos´ou rozrezaniakoiek na via £astí, £ím by mohli vytvori´ ©ubovo©ne ve©a rovnakýh kvádrov, sa uºnezamý²©ali.3. Pouºitím dvanástih rovnakýh koiek boli postavené rovnaké kvádre. Aké m�ºuby´ tieto kvádre?Takúto úlohu rie²ilo 15,5% ºiakov s úspe²nos´ou 36%. Toto pohopenie je úzkospäté s predhádzajúim, je len doplnené o výpo£ty 12:3=4, 12:4=3, 12:6=2, 12:12=1.�iai si uvedomili, ºe 2 nie je jediný delite© £ísla 12.



Analýza žiackych interpretácií a riešení difúznej úlohy o kockách 163

Tento rie²ite© �smeho ro£níka má ako jediný v rie²ení spomenuté mie²anie r�znyhkvádrov. Ak by sa tejto my²lienke hlb²ie venoval, rie²il by úlohu: Ko©ko existujer�znyh skupín kvádrov, ktoré sú vytvorené pouºitím práve dvanástih koiek?4. Ko©ko existuje r�znyh kvádrov obsahujúih maximálne dvanás´ rovnakýhkoiek?Takto modi�kovanú úlohu rie²ilo 3,1% ºiakov. Úspe²nos´ dorie²enia bola nulová, pre-toºe samotné rie²enie je ve©mi zd¨havé.5. P�vodná formuláia zadania: �Ko©ko kvádrov vie² posklada´ ...� umoº¬ujei napríklad obhájite©nú odpove¤: �1�.Zadanie sa pýta rie²ite©a na subjektívny stav. Ak vie rie²ite© posklada´ len napr.kváder 1x2x6, odpovedá správne. Zadanie by malo znie´: �Ko©ko kvádrov sa dáposklada´. . . �166. Len neelé 2% ºiakov sa pokú²alo úlohu rie²i´ viaerými sp�sobmi.Nad moºnos´ou viaerýh interpretáii úlohy sa zamyslelo málo ºiakov, zvä£²az vy²²íh ro£níkov. Predhádzajúe ²tyri interpretáie sa dajú rozdeli´ do dvohskupín. Prvú tvoria interpretáie £íslo 1 a 4. Rozdiel medzi nimi je len v tom, £ipouºi´ alebo nepouºi´ v²etky koky. V druhej skupine sú interpretáie £íslo 2 a 3.Uvaºuje sa v nih nad skupinami rovnakýh kvádrov. Ke¤ sa rie²ite© zamý²©al nadviaerými interpretáiami, tak len v rámi jednej skupiny.16Táto interpretáia bola pridaná aº po reenzii p�vodného príspevku do. RNDr. Tren-klerom, CS.



164 IVANA KOVÁROVÁ7. Úlohu nerie²ilo 7,8% ºiakov, pri£om via ako poloviu tvoria piatai. Pravde-podobne to je sp�sobené tým, ºe pojem kvádra e²te nemajú osvojený.8. 27% rie²ite©ov úlohu rie²ili zle.
Z tohto rie²enia (i z mnohýh inýh) je zrejmé, ºe niektorí ºiai nerozli²ujú medziútvarmi v rovine a telesami v priestore. Mýlia si tieº objem s obsahom.
Rovnaký problém vidíme aj v tomto rie²ení, je tu zamenený pojem stena a hrana.Je samozrejmé, ºe aj smer, ktorým sa ºiak uberá je nevhodný.

Z tohto rie²enia je zrejmé, ºe ºiak netu²í ako by sa dopraoval ku správnemuvýsledku. Pokú²a sa neuváºene kombinova´ vstupné £íselné údaje pomoou moºnýhpo£tovýh operáii.Z analýzy rie²ení vyplynulo, ºe naj£astej²ia a aj najúspe²nej²ia interpretáia uve-denej úlohy bola: �Najvia ko©ko rovnakýh kvádrov sa dá posklada´ z práve dvanás-tih rovnakýh koiek?�Difúzne úlohy a �uvedomelá� práa s nimi na hodináh matematiky sú jednouz metód, ktorými sa m�ºu rozvíja´ niektoré matematiké kompetenie ºiakov (naprík-lad argumentáia, kritiké £ítanie textu, zvý²enie odborného sebavedomia). Dom-nievame sa, ºe pri tomto type úloh je najd�leºitej²ia diskusia. Vºdy po vyrie²eníúlohy ºiakmi je nutné zadanie rozobra´ a rozdiskutova´ ktoré interpretáie sú ob-hájite©né oproti p�vodnému zadaniu a ktoré uº nie. Povaºujeme za vhodné sa tejtoproblematike i na¤alej venova´. Tieº odporú£ame i u£ite©om v praxi, aby sa ihpokúsili zaradi´ do zoznamu pouºívanýh úloh na hodináh matematiky.
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Nekone£né rady v stredo²kolskej matematikeJana Kraj£iováAbstrat. This artile desribes one experiment made in time of explaining the lessonIn�nete geometri series. It says on suitability of gradualized learnig with orespondene tohistorial development of given onept.V období, ke¤ sa deti pred²kolského a mlad²ieho ²kolského veku u£ia po£íta´,s ve©kou ob©ubou sa pretekajú, ktoré z nih vie po£íta´ �do via�. Je fasinujúepozorova´ prvá£ika, ktorý sa nau£il po£íta´ v ²kole do sto, ako nástoj£ivo kladieotázku: �Do ko©ko budem vedie´ po£íta´ v 2. triede?�. A neuspokojí sa s odpove¤ou,ºe �do ve©a�, he po£u´ konkrétne £íslo. V tom £ase u die´a´a e²te nie je rozvinutápredstava ani len poteniálneho nekone£na.O nie£o nesk�r uº pri pretekoh �Kto povie vä£²ie £íslo?� vie poveda´ £íslo sto, tisí,milión, milión milónov, at¤. a sú´aº prestane by´ zaujímavou, lebo nikdy neskon£í.Objaví poteniálne nekone£no: ku kaºdému £íslu vie zostroji´ e²te vä£²ie.Aplikujú biologiký priníp, pod©a ktorého ontogenéza (individuálny vývoj)kopíruje fylogenézu (historiký vývoj), na rozvoj myslenia, m�ºeme poveda´, ºe rozu-mová abstrakia ²es´ro£ného die´a´a je na úrovni grékeho matematikého myslenia,v ktorého ponímaní je nekone£no hápané iba poteniálne, ako moºnos´ ís´ ¤alej.Ak je potrebné primä´ ²tudentov k pozornosti, sta£í za£a´ rozpráva´ o nekone£ne(napr. o Zenónovýh apóriáh alebo o r�znyh typoh nekone£na). Jednou z témstredo²kolskej matematiky, ktorá umoº¬uje rozvíja´ pojem nekone£na, sú nekone£nérady (preberané spravidla v 3. ro£níku gymnázia v rámi tematikého elku Postup-nosti a rady). Tu ºiai praujú uº s nekone£nom aktuálnym. V rámi tohto u£iva smeuskuto£nili v septime Gymnázia v Ko²iiah, Alejová 1 v ²kolskom roku 2003/2004nasledovný experiment.Cie© experimentu:1. Vhodným zaradením odhadovýh úloh do vyu£ovaieho proesu kopírova´ fylo-genézu rozvoja pojmu aktuálne nekone£no.2. Presved£i´ sa o tom, ºe pojmy, s osvojením ktorýh majú ²tudenti vä£²ie prob-lémy (v na²om prípade je to pojem nekone£ný rad), aj v histórii £akali dlhý £asna matematiké spraovanie.3. Vhodným zaradením odhadovýh úloh do vyu£ovaieho proesu motivova´ ²tu-dentov.Experiment prebiehal v nieko©kýh fázah £asovo rozvrhnutýh tak, aby onto-genéza rozvoja pojmu nekone£ný rad kopírovala jeho fylogenézu:1. fáza: Oboznámenie ²tudentov so Zenónovými apóriami.2. fáza: Matematizáia Zenónovej apórie s názvom Dihotómia.3. fáza: Vyp¨¬anie zadaní s odhadovými úlohami ²tudentmi.1.fáza: Oboznámenie ²tudentov so Zenónovými apóriami.



Nekonečné rady v stredoškolskej matematike 167Priebeh:Na jednej z hodín matematiky (asi dva týºdne pred za£iatkom tematikého elkuPostupnosti a rady) sme spolu so ²tudentmi hovorili o Zenónovýh apóriáh(bola to jedna z hodín, na ktorej ²tudenti heli vedie´ nie£o o nekone£ne, helivedie´ dokona jeho de�níiu).Dihotómia (letiai ²íp) (tento text je zmesou dvoh p�vodnýh verzií): �íp jevzdialený od ter£a 1m, teda po vystrelení má prejs´ dráhu dlhú 1m. Najprv musíprejs´ poloviu dráhy, potom poloviu zo zvy²nej polovie, potom opä´ poloviuz úseku, ktorý e²te ostal, potom. . . Toto rozprávanie sa nikdy neskon£í, preto²íp do ter£a nikdy nedoletí.Historiké pozadie:Pri prvom stretnutí so Zenónovými apóriami si £lovek povie, ºe sú to vtipnénezmysly. Vyvráti´ ih nie je v�be problém. Sta£í, tak ako to urobil Diogenes,tra�´ ²ípom do ter£a, a tak experimentálne dokáza´, ºe apória Dihotómia jenepravdivá. Polarita rozumového a zmyslového, nastolená eleatmi, je prítomnáv histórii matematiky dodnes. V dejináh pre²lo elé tisíro£ie od formulovaniaZenónovýh apórií (5. storo£ie p.n.l.) po ih vyrie²enie (Niole Oresme, 14.storo£ie). My sme na hodináh matematiky túto dobu skrátili na 2+4 týºdne.Postoj ²tudentov:Uve¤me aspo¬ jednu (Mi²ovu) reakiu:�To je blbos´.�.�tudenti sa k týmto apóriam postavili podobne ako Diogenes. Vnímali rozpormedzi rozumovým a zmyslovým hápaním problému (sved£í o tom aj Mi²ovareakia), no nevedeli ho vyrie²i´. Ná² zámer bol splnený � nasadili sme imhrobáka do hlavy a nehali sme ho tam ²arapati´ dva týºdne, kým sme sa ktomu problému vrátili opä´. Je potrebné podotknú´, ºe elý rozhovor netrvaldlh²ie ako 8 minút, takºe naozaj i²lo len o �nasadenie hrobáka do hlavy� bezhlb²ej diskusie.2.fáza: Matematizáia Zenónovej apórie s názvom Dihotómia.Priebeh:Táto fáza prebiehala na úvodnej motiva£nej hodine k tematikému elku Pos-tupnosti a rady (asi dva týºdne po 1. fáze a ²tyri týºdne pred 3. fázou � za£i-atkom u£iva o nekone£nýh radoh).1. Najprv sme ºiakom poloºili takúto otázku: �Ak s£ítame nekone£ne ve©a£ísel, m�ºe by´ sú£et kone£ný (konkrétne reálne £íslo)?�. Nehali sme ²tu-dentov, aby kaºdý sám pod©a svojho úsudku zodpovedal na otázku, u£ite©ih názory nekomentoval.2. Nato sme sa opä´ vrátili k Zenónovým apóriam, a to k apórii prvej �dihotómii a spolo£ne sme ju zmatematizovali.3. V závere sme sa vrátili k 1. otázke a spolo£ne sme sa zhodli na odpovedi.Historiké pozadie:Otázka, ktorú sme poloºili ²tudentom, by za £ias Zenóna v�be nebola moºná.Je totiº postavená tak, ºe jej formuláia prauje s aktuálnym nekone£nom. Vjej predpoklade (Ak s£ítame nekone£ne ve©a £ísel,. . . ) praujeme s nekone£ným



168 JANA KRAJČIOVÁmnoºstvom £ísel, na ktoré sa pozeráme ako na elok. A, ako sme uº sk�r spomí-nali, starí Gréi praovali iba s nekone£nom poteniálnym.Postoj ²tudentov:Ad 1. Iba dvaja z 18 prítomnýh ²tudentov odpovedali na poloºenú otázku (£im�ºe by´ sú£et nekone£ne ve©a £ísel kone£ný) kladne a ako d�vod svojejodpovede jeden z týh dvoh (Luká²) uviedol:�Na sústredení som nie£o o tom po£ul.�.(Bol to vianásobný ú£astník matematikýh sústredení.) Vä£²ina bolapresved£ená o tom, ºe sú£et nekone£ného po£tu £ísel nem�ºe by´ kone£ný.Ad 2. V triede bolo v²etko pripravené na to, aby nastala etapa nabúravaniavºitýh predstáv. Najprv sme si spolo£ne (pomoou vhodne kladenýhotázok) zmatematizovali Zenónovú apóriu. � dihotómiu, a to nasledovne:1m sa rovná polovii z jedného metra (1
2
m) plus polovia zo zvy²ku (1

4
m)plus polovia zo zvy²ného úseku (1

8
m) plus. . .Teda dostávame rovnos´

1 = 1
2

+ 1
4

+ 1
8

+ 1
16

+ 1
32

+ · · · .Názorná predstava (ako aj uº spomínaný Diogenov experimentálny d�kaz)ih presved£ovala o tom, ºe vy²²ie uvedená rovnos´ ja pravdivá.Ad 3. Uº tu²ili, ºe odpove¤ na úvodnú otázku je kladná. Nastala fáza o£akávania,ako sa to bude vyvíja´ ¤alej, ako si s tým matematika poradí. Na kone£nérozuzlenie si budú musie´ ²tudenti (v súlade s historikým vývojom) e²te²tyri týºdne po£ka´.3. fáza: Vyp¨¬anie zadaní s odhadovými úlohami ²tudentmi.Priebeh:Sme na hodine matematiky, ktorej ie©om je:1. previ£ovanie po£ítania limít vyuºijú vzore pre výpo£et sú£tu prvýh n£lenov geometrikej postupnosti,2. motiváia pojmu nekone£ný rad � odhadnutie sú£tu nekone£ne ve©a s£í-tanov (v náväznosti na prvé dve fázy experimentu).Spomínané iele sme heli dosiahnu´ týmto sp�sobom:Ad 1. �tudenti rie²ili (do zo²itov aj na tabu©u) nasledujúe úlohy.1. Vypo£ítajte:
lim

n→∞
(1 + 1

3
+ 1

9
+ 1

27
+ · · ·+ 1

3(n−1) ) =2. Vypo£ítajte:
lim

n→∞
(1− 1

2
+ 1

4
− 1

8
+ · · ·+ (−1)(n−1) 1

2(n−1) ) =Ad 2. Po vyrie²ení predhádzajúih dvoh limít ºiai dostali zadanie, v ktorommali odhadova´ nekone£né sú£ty.�as na vypraovanie bol 20 minút.Kaºdý ºiak praoval samostatne.Zadanie vyzeralo nasledovne (v zátvorkáh uvádzame správne odpovede):



Nekonečné rady v stredoškolskej matematike 169V 1. aº 7. úlohe odhadnite, £i sú£ty nekone£ne ve©a £ísel sú kone£né alebonekone£né. Ak sú kone£né, odhadnite tento sú£et. Na£rtnite my²lienku,ktorá vás viedla k výsledku.1. 1
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2
℄Postoj ²tudentov (analýza rie²ení s odhadovými úlohami):Fakt, ºe nie v²eti ²tudenti triedy boli ú£astní na v²etkýh fázah experimentu(z d�vodu hrípkovej epidémie v £ase experimentu) sa nesk�r javil ako výhoda.Úspe²nos´ ºiakov prítomnýh na predhádzajúih hodináh bola vy²²ia ako uhýbajúih ²tudentov.Záver: Autor £lánku sa domnieva na základe popísaného experimentu, ale aj inýhskúseností z vyu£ovaíh hodín, ºe má ve©ký význam, ke¤ sa ºiai s u£ivom oboz-namujú postupne. Problematika má postupne nahlodáva´ ih predstavy, £ím získajúviaej skúsenosti a to im nesk�r pom�ºe k hlb²iemu pohopeniu u£iva.Literatúra[1℄ �. Znám, L. Bukovský, M. Hejný, J. Hvoreký, B. Rie£an: Poh©ad do dejín matem-atiky, ALFA, Bratislava, 1986.[2℄ M. Hejný a kol.:Teória vyu£ovania matematiky 2, SPN, Bratislava, 1990.[3℄ M. Zelina: Tvorivos´ v matematike, metodiký materiál, Bratislava, 1990.[4℄ K. Devlin: Jazyk matematiky, Argo a Doko°án, Praha, 2002.[5℄ G. W. Leibniz: Theodiea, OIKOYMENH, Praha, 2004.[6℄ R. Péterová: Hra s nekone£nem, Mladá fronta, Praha, 1973.[7℄ J. �edivý a kol.: Matematika pre 3. ro£ník gymnázia, SPN, Bratislava, 1991.[8℄ Rozhledy matematiko-fyzikální, Praha.Adresa autora:Gymnázium Ko²ieAlejová 1e-mail: jana.krajiova�pobox.sk



Integráia matematikého softvéru Derive dovyu£ovaieho proesu na strednýh ²koláhIngrida KraslanováAbstrat. This artile desribes teahing of goniometry at upper seondary shool by usingmathematial software Derive. We present some example of lesson in omputer room dealingwith graphs of goniometri funtions y = a. sin(b.x+c)+d, y = a. cos(b.x+c)+d, a, b, c, d ∈
R, a 6= 0, b 6= 0.V predloºenom £lánku sa pokúsime stru£ne opísa´ na²u skúsenos´ s experimentomrealizovaným na strednej ²kole v Bratislave v ²kolskom roku 2005/2006, v rámiktorého sme v experimentálnej triede zaviedli po£íta£om podporované vyu£ovanie.Po£as trvania experimentu prebiehalo vyu£ovanie matematiky na delenýh hodináhv po£íta£ovej u£ebni vybavenej 15 po£íta£mi. So ºiakmi experimentálnej skupinysme prebrali u£ivo: Grafy zloºenýh goniometrikýh funkií y = a. sin(b.x + c) +
d, y = a. cos(b.x + c) + d. Predtým, ako uvedieme stru£ný opis prvýh dvoh po sebenasledujúih vyu£ovaíh hodín, vysvetlíme význam dvoh pojmov vyskytujúih sav £lánku, pohádzajúih z Brousseauovej teórie didaktikýh situáií.� Analýza a priori � v rámi nej sa snaºíme odpoveda´ na otázky:1. Aké miesto v matematikom poznaní ºiaka na danej úrovni zastáva zadanieúlohy? Jedná sa o popis matematikého poznatku, upresnenie, £i je novýalebo starý.2. Aké miesto v ponúkanom didaktikom senári zaujme rie²enie úlohy?U£ite© rozhodne, kedy je vhodný moment na zadanie úlohy, zopako-vanie známyh a de�novanie novýh pojmov, aké pom�ky a materiálysa na hodine pouºijú, predvída £as potrebný na rie²enie, formu o£akávanejodpovede, problémy a námietky ºiakov,...3. Popis aktivít ºiakov na dvoh úrovniah:- lokálna úrove¬ � analýza moºnýh ºiakyh aktivít na expliitnej úrovni(vstup ºiakov do danej úlohy, vyuºitie kalkula£ky, po£íta£a, popis úlohya jej poºadované rie²enia � výpo£ty, d�kazy, grafy,...) i na úrovni impli-itnej (berie sa oh©ad na prostriedky, aké má ºiak k dispozíii na prípadnúkontrolu rie²ení úloh � kalkula£ka, graf,...)- globálna úrove¬ � ur£í sa náro£nos´, úrove¬ prínosu, moºnos´ zov²eobe-nenia úlohy, analyzuje sa iniiatíva zo strany ºiaka4. Analýza o£akávaní u£ite©a � zaujímajú nás o£akávané postupy v danej£innosti� Analýza a posteriori � je roz£lenená na dve £asti:1. Popis efektívneho riadenia v triede a posteriori - snaºíme sa pozorova´,ako u£ite© riadi rozli£né fázy upresnené v analýze a priori, sp�sob, akýmsa na ºiakov obraia, akým ºiai praujú, aké úvahy u£ite© vyuºíva, aké súprehody medzi výkladom a práou ºiakov,...



Integrácia matematického softvéru Derive do vyučovacieho . . . 1712. Analýza a posteriori efektívnyh aktivít ºiakov - sú£as´ou tejto analýzy bymala by´ i kvalitatívna analýza, porovnanie ºiakyh rie²ení s ie©mi arie²eniami o£akávanými u£ite©om, analyzujeme, akýh hýb sa ºiai pririe²ení dopustili (faktogra�ké hyby, numeriké, logiké, formálne, ...)(Bereková - Földesiová - Regeová et al., 2003)1. experimentálna vyu£ovaia hodinaAnalýza a priori vyu£ovaej hodinyPred prvou experimentálnou vyu£ovaou hodinou ²tudenti nepoznajú pojemzloºená goniometriká funkia a pod©a ih slovnýh výpovedí sa doposia© nestretlis programom Derive, teda nepoznajú ani jeho prostredie. Z uvedenýh d�vodov budeie©om vyu£ovaej hodiny nau£i´ ºiakov praova´ so spomenutým programom. Ke¤ºehovoríme o pomerne bohatom programe, ktorý moºno vyuºíva´ v r�znyh oblastiahmatematiky, my sa spolo£ne so ²tudentmi zameriame iba na funkie a nastaveniasúvisiae s na²ou problematikou. Aktivita, záujem i ²ikovnos´ ²tudentov na hodináhmatematiky sa v po£íta£ovej u£ebni m�ºe prejavi´ úplne odli²ne, preto je náro£népredvída´, ko©ko sa na hodine stihne prebra´. Ak sa ºiai nau£ia praova´ s pro-gramom pomerne rýhlo (tzn. ak zvládnu nastavi´ diely na súradniovýh osiah,zada´ predpis funkie a následne na£rtnú´ jej graf, rovnakou farbou zobrazi´ popisgrafu danej funkie, graf priblíºi´, vzdiali´, trasova´, £i vymaza´,...), druhú £as´ hodinym�ºeme venova´ novému u£ivu. Zavedieme pojem zloºená funkia a preberieme s nimivplyv parametra a. Po£íta£ová u£eb¬a je vybavená aj tabu©ou, ktorá nám umoºní za-znamena´ nadpis u£iva, predpisy funkií v²eobené i konkrétne,... �tudenti budú ma´k dispozíii praovné listy, do ktorýh si budú písa´ poznámky a prekres©ova´ grafyfunkií z obrazovky po£íta£a. Tieto listy budú m�´ ²tudenti vyuºi´ aj ako u£ebnýtext pri príprave na hodiny matematiky.Priebeh hodinyV prvej £asti hodiny sme ²tudentov oboznámili s prostredím matematikého soft-véru Derive, predviedli sme im, ako funguje, nau£ili sa pouºíva´ pre nás podstatné apotrebné funkie a v prípade potreby meni´ nastavenia (farbu grafu, textu, polohustredu súradniovej sústavy,...).V druhej £asti hodiny sme ²tudentom vysvetlili pojem zloºená goniometriká funk-ia y = a. sin(b.x + c) + d, y = a. cos(b.x + c) + d, a, b, c, d ∈ R, a 6= 0, b 6= 0 a stihlisme sa venova´ i vplyvu parametra a na goniometriké funkie. �iakom sme rozdalipraovné listy a ih úlohou bolo vypraova´ ih, t.j. pomoou po£íta£a nakresli´ grafydanýh funkií (viaero grafov do jedného obrázka, pri£om kaºdý graf mal by´ na£rt-nutý inou farbou, súhlasnou s farbou predpisu funkie) a prekresli´ ih do praovnéholistu, vyplni´ v ¬om tabu©ku.Úlohy:1. f1 : y = sin x, f2 : y = − sin x, f3 : y = 2. sin x, f4 : y = −3. sin x (Obr. 1)2. g1 : y = cos x, g2 : y = − cos x, g3 : y = −0.5. cos x, g4 : y = 4. cos x (Obr. 2)Ke¤ mali ²tudenti na obrazovke znázornené v²etky ²tyri grafy z prvej £i druhejúlohy, vyzvali sme ih, aby ih porovnali, aby ur£ili ih obory hodn�t a zárove¬ sapokúsili zisti´, £o presne sp�sobuje spomínaný parameter a. Na koni hodiny smespolo£ne so ºiakmi vyslovili záver � ako vplýva parameter a na tvar grafu funkie
y = a. sin x, resp.: y = a. cos x.
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Obr. 1

Obr. 2Analýza a posteriori vyu£ovaej hodinyNako©ko boli ²tudenti na hodine ve©mi ²ikovní, stihli sme ih oboznámi´ sozákladnými funkiami softvéru Derive, následne im vysvetli´ pojem zloºená gonio-metriká funkia a prebra´ vplyv parametra a. Hodina prebehla pod©a plánu, len²tudenti boli zo za£iatku menej disiplinovaní, £o m�ºe súvisie´ so zmenou u£ebne.Po vyzvaní si program otvorili a sú£asne s na²ím výkladom sa u£ili s programompraova´. V tejto fáze hodiny javili ²tudenti ve©ký záujem o dianie. Niektorí bolipomal²í, nestíhali a ve©a sa pýtali. Mali sme v²ak aj ²tudentov, ktorí si s kaºdouúlohou ©ahko poradili, v programe sa zorientovali ve©mi rýhlo, zis´ovali ¤al²iefunkie programu, poprípade pomáhali susedom, ktorí boli �stratení�. V skupine²tudentov, ktorí sa s programom rýhlo �skamarátili�, sa nahádzali predov²etkým²tudenti, ktorí na hodináh matematiky obzvlá²´ nevynikali. Základné funkiei nastavenia programu zvládli bez vä£²íh komplikáií. Kým ²tudenti preskúmavaliprostredie softvéru Derive, my sme sledovali, £o sa deje na monitoroh. Ak to bolopotrebné, ²tudentom sme pomohli, usmernili sme ih, prípadne sme im poukazovali,na £o slúºia jednotlivé ikony na li²te. Potom dostali ²tudenti pár minút na to,aby sa s programom �pohrali�, aby si zopakovali, £o sa nau£ili. Nako©ko sa námjavilo, ºe ²tudenti zvládli v²etko, £o sme od nih o£akávali, v ¤al²ej £asti hodinysme preberali nové u£ivo. �tudenti kreslili pomoou po£íta£a grafy funkií, ktorýhpredpisy boli uvedené v praovnýh listoh, pri£om mali tendeniu sa predbieha´, ktobude hotový ako prvý. Na na²e otázky oh©adom oboru hodn�t £i periódy zadanýh



Integrácia matematického softvéru Derive do vyučovacieho . . . 173funkií vedel odpoveda´ takmer kaºdý vyvolaný ²tudent. Hor²ie to bolo s formuláioutvrdenia týkajúeho sa vplyvu parametra a na graf funkie. Tu sme museli ²tuden-tom troha pom�´, usmerni´ ih, i ke¤ niektoré ih odpovede vystihli podstatunastoleného problému. �tudenti sa v grafoh zobrazenýh na obrazovke po£íta£aorientovali ve©mi dobre, v¤aka farebnému rozlí²eniu bol obrázok názorný a preh©adný.2. experimentálna vyu£ovaia hodinaAnalýza a priori vyu£ovaej hodinyNa predo²lej hodine sa ²tudenti oboznámili s programom Derive a prebrali smes nimi i vplyv parametra a. V úvode druhej experimentálnej hodiny plánujeme zada´²tudentom zopár príkladov, v¤aka ktorým si zopakujú vplyv parametra a na grafyfunkií a zárove¬ si pripomenú aj práu s programom Derive. V ¤al²ej £asti hodiny sapokúsime prebra´ vplyv parametrov b, c, d na grafy funkií y = a. sin(b.x+ c)+d, y =
a. cos(b.x + c) + d.Predpisy danýh funkií pre jednotlivé parametre budú uvedenév praovnýh listoh, ktoré bude ma´ k dispozíii kaºdý ²tudent. �tudentov vyzveme,aby pomoou po£íta£a na£rtli grafy funkií, ur£ili ih periódu a obor hodn�t, abyzískaný graf zloºenej funkie porovnali s grafom funkie y = sin x, resp. y = cos xa následne sa na základe tejto komparáie pokúsili vyslovi´ záver týkajúi sa vplyvukonkrétneho parametra na grafy príslu²nýh zloºenýh funkií. Pod©a skúsenostíz predhádzajúej hodiny predpokladáme, ºe ²tudenti budú praova´ s nasadením,ºe budú snaºiví a aktívni, v¤aka £omu by sme mali stihnú´ prebra´ vplyv v²etkýhtroh parametrov. �tudenti budú praova´ pri po£íta£oh samostatne.Priebeh hodinyÚlohy na preopakovanie u£iva:1. k1 : y = sin x, k2 : y = −4. sin x2. l1 : y = cos x, l2 : y = 5. cos x�al²ia £as´ vyu£ovaej hodiny bola rozdelená na tri £asti, v ktorýh sme sa pos-tupne venovali parametrom d, c, b (v nezmenenom poradí) vystupujúim v predpisezloºenýh goniometrikýh funkií: y = a. sin(b.x + c) + d, y = a. cos(b.x + c) + d.a/ Vplyv parametra d

Obr. 3
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Obr. 41. f1 : y = sin x, f2 : y = 1 + sin x, f3 : y = −1 + sin x (Obr. 3)2. g1 : y = cos x, g2 : y = −2 + cos x, g3 : y = 3 + cosx (Obr. 4)b/ Vplyv parametra 3. h1 : y = sin x, h2 : y = sin(x + π), h3 : y = sin(x− π/2) (Obr. 5)
Obr. 5
Obr. 64. k1 : y = cos x, k2 : y = cos(x + π/2), k3 : y = cos(x− π/3) (Obr. 6)/ Vplyv parametra b5. m1 : y = sin x, m2 : y = sin(2x), m3 : y = sin(x/4) (Obr. 7)6. l1 : y = cos x, l2 : y = cos(x/2), l3 : y = cos(4x) (Obr. 8)
Obr. 7
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Obr. 8Analýza a posteriori vyu£ovaej hodiny:Prvýh pár minút vyu£ovaej hodiny, po£as ktorýh sme sa venovali opakovaniu,sme zistili, ºe ²tudenti od poslednej hodiny nezabudli praova´ s programom Derive,a ºe je vä£²ej £asti skupiny jasné, ako ovplyv¬uje parameter a graf funkie. Ostatní²tudenti si u£ivo pripomenuli a ozrejmili vyrie²ením prvýh dvoh úloh ur£enýhpráve na opakovanie. Pri preberaní nového u£iva sa ²tudenti najsk�r troha baviliso susedmi, ale po upozornení sa za£ali sústredi´, zvedavo a so záujmom rie²ili nas-tolený problém. Vplyv parametrov c, d si uvedomili ve©mi rýhlo, dokona aj závere£nétvrdenie sa im podarilo spolo£nými silami sformulova´. Chví©ku sme sa museli poza-stavi´ nad smerom vodorovného posunu sp�sobeného parametrom c, pretoºe ve©ká£as´ skupiny automatiky predpokladala, ºe zápornému znamienku zodpovedá posunv©avo, ke¤ºe na £íselnej osi sú záporné £ísla v©avo od nuly. Ke¤ sme ²tudentov vyz-vali, aby si pozornej²ie v²imli grafy na obrazovke a vysvetlili si, pre£o ide o opa£nýposun, zdalo sa nám, ºe si vzniknutý problém ujasnili. Presunuli sme sa na parameter

b. Po£as kreslenia grafov a ur£ovania periódy funkií sa nevyskytli ºiadne ´aºkosti.Tie nastali v momente, ke¤ mali ²tudenti vyslovi´ záver a pokúsi´ sa nájs´ v²eobenývz´ah vyjadrujúi d¨ºku periódy zloºenej funkie v závislosti od hodnoty parametra
b. Ku vz´ahu T = 2π/b sa dopraovali iba naj²ikovnej²í ²tudenti a po d�kladnej²ompreskúmaní grafov s nimi súhlasili aj ostatní. Po£as hodiny bola v triede dobrá pra-ovná atmosféra. Pri sebe sediai ²tudenti si navzájom pomáhali, £i uº v prípade kom-plikáií s programom alebo nejasností týkajúih sa matematiky. Medzi niektorými²tudentmi sme spozorovali sú´aºivos´ a dokona aj zvý²enie sebavedomia.Experiment, ktorého dve konkrétne vyu£ovaie hodiny sme v £lánku predstavili,prebiehal v dvoh fázah (v ²kolskom roku 2004/2005 a 2005/2006). V rámi neho sme²tudentov experimentálnej aj kontrolnej skupiny na záver otestovali. D�sledná kvali-tatívna a podrobná kvantitatívna analýza ako i ²tatistiké vyhodnotenie sú momen-tálne vo fáze spraovania. Aº na základe konkrétnyh �nálnyh výsledkov a ¤al²íhexperimentov budeme kompetentní posúdi´ pozitívny i negatívny vplyv integráiepo£íta£a do vyu£ovaieho proesu.Literatúra[1℄ BEREKOVÁ, H. � FÖLDESIOVÁ, L. � REGECOVÁ, M.: Slovník teórie didak-tikýh situáií, 2. £as´. In: Zborník bratislavského seminára z teórie vyu£ovaniamatematiky, No 5, Bratislava: Vydavate©stvo UK, 2003, s. 113-121.[2℄ BROUSSEAU, G.: Theory of Didatial Situations in Mathematis. Kluwer Aa-demi Publishers, AH Dordreht, The Netherlands, 1997.[3℄ BRISUDOVÁ, Z. � SLAVÍ�KOVÁ, M.: Problems with using alulators on math-ematial lessons. Ata Didatia Universitatis Comenianae - Mathematis, Isue6, Comenius University, Bratislava 2006, p. 19-31.
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Výsledky maturantov z matematiky v rámi externej£asti maturitnej skú²ky z matematiky vy²²ia úrove¬A v roku 2006Janka Kurajová StopkováAbstrat. The present artile provides information about the Mathematis test, Level A,in Slovak �nal exam at seondary shools. We present the overall results in Mathematisand we mention the index of di�ulty and items lassi�ation by the Target Demands onKnowledge and Abilities in Mathematis.ÚvodV d¬oh 4. � 7. apríla 2006 sa konala externá £as´ maturitnej skú²ky (¤alej E� MS)v predmetoh matematika, angliký jazyk, franúzsky jazyk, nemeký jazyk, ruskýjazyk, ²panielsky jazyk a taliansky jazyk. Cie©om externej £asti maturitnej skú²ky jeprinies´ porovnate©né výsledky pre ºiakov z elého Slovenska.Pre E� MS v predmete matematika boli pripravené testy dvoh úrovní.�iai si mohli vybra´, £i budú písa´ test vy²²ej úrovne A (maturitná skú²ka jeodporú£aná maturantom v²etkýh typov strednýh ²k�l so ²tudijnými odbormi, ktorísa pripravujú na maturitnú skú²ku z matematiky na vy²²ej úrovni, alebo základnejúrovne B (maturitná skú²ka je odporú£aná maturantom v²etkýh typov strednýh²k�l so ²tudijnými odbormi, ktorí sa pripravujú na maturitnú skú²ku z matematikyna základnej úrovni).Charakteristika meraieho nástrojaTest z matematiky vy²²ia úrove¬ A obsahoval 30 testovýh poloºiek: 10 poloºieks výberom odpovede, 20 poloºiek s tvorbou krátkej odpovede.Dizajn testu bol taký, ºe ako prvé nasledovali testové poloºky s tvorbou krátkejodpovede a následne testové poloºky s výberom odpovede zo 4 - 5 alternatív odpovede.Za správnu odpove¤ získal ºiak 1 bod, za nesprávnu (alebo ak neodpovedal) 0bodov. Vytvorené boli dva varianty testu (£. 2014, £. 2030), ktoré sa lí²ili poradímpoloºiek, resp. pri poloºkáh s výberom odpovede poradím jednotlivýh alternatívodpovede.Na vypraovanie testu externej £asti mali ºiai 120 minút. V tabu©ke 1 sme uviedliobsahovú ²truktúru testu.Odpovede testov externej £asti maturitnej skú²ky zapisovali ºiai doodpove¤ovýh hárkov, ktoré boli následne skenované (testové poloºky s výberomodpovede aj s tvorbou krátkej odpovede). Test z matematiky vy²²ia úrove¬ A malelkovo výbornú reliabilitu (KR-20 = 0,847) ako aj oba jeho varianty.



178 JANKA KURAJOVÁ STOPKOVÁTabu©ka 1: Obsahová ²truktúra testov z matematiky E� MSTematiký elok Po£et poloºiek v testeÚrove¬ A Úrove¬ BZáklady matematiky 7 8Funkie 7 7Planimetria 7 7Stereometria 5 4Kombinatorika, pravdepodobnos´, ²tatistika 4 4Metódy spraovania dát a ²tatistiké metódyRie²enia úloh testu E� ºiai zapisovali do samoprepisovaíh odpove¤ovýh hárkov.Originál bol zaslaný na entrálne spraovanie, kópia zostala v ²kole. Odpove¤ovéhárky boli zoskenované a takto získané dáta boli ¤alej elektroniky spraované. Pospraovaní odpove¤ovýh hárkov sme v rámi kontroly kvality dát vykonali pro-edúry súvisiae s jednotlivými premennými: kontrola úplnosti naskenovania dát,kontrola kódu ²koly, kontrola ozna£enia variantov testu (kódov testov), kontrola kóduºiaka17 a jeho dupliitnosti v databáze, kontrola hýbajúeho ozna£enia pohlavia ºiaka,kontrola prepojenia kódu a pohlavia ºiaka, kontrola hýbajúeho uvedenia známky ºi-aka18,kontrola bodovania,kontrola správnosti k©ú£ov odpovedí. Cie©om uvedenýh kon-trolnýh proedúr bolo vy£isti´ dáta, zvý²i´ ih validizáiu a prispie´ k zvý²enejhodnovernosti a reliabilite spraovanýh výsledkov. Výsledky prvej fázy spraova-nia dát sme sumarizovali vo forme kontrolnýh protokolov pre jednotlivé testy, ktoréumoº¬ujú kedyko©vek veri�kova´ proes spraovania dát. Výsledky boli vyhodnotenév ²tatistikom systéme SPSS 13.00. Na spraovanie výsledkov maturitnej skú²kya poloºkovej analýzy testov boli pouºité metódy ²tatistikej deskripie, infereniea venej signi�kanie rozdielov. V deskriptívnyh £astiah boli pouºité absolútne arelatívne po£etnosti, priemer, ²tandardná odhýlka, ²tandardná hyba priemeru, in-tervaly spo©ahlivosti, ²tandardná hyba merania. Pre výpo£et reliability testov bolpouºitý vzore KR-20, pretoºe v²etky úlohy boli hodnotené binárne.Testovaná populáiaV rámi externej £asti maturitnej skú²ky v roku 2006, test z matematiky vy²²ia úrove¬A písalo na 230 ²koláh v SR 3 648 ºiakov19. Medzi testovanými ºiakmi prevládaliºiai z bratislavského kraja (16,8 %). I²lo predov²etkým o ºiakov gymnázií (92,5%) a ºiakov zo ²tátnyh ²k�l (89,6 %). Tento test si zvolilo via hlapov (59,3 %)ako diev£at. Medzi testovanými ºiakmi bolo 50,5 % ºiakov, ktorí mali na polro£nomvysved£ení z matematiky v 4. ro£níku známku 1. V tabu©ke 2 sme uviedli údajeo po£te ²k�l a testovanýh ºiakov rozdelenýh pod©a krajov, v tabu©ke 3 pod©a typu²koly.
17Kód ºiaka obsahuje rodné £íslo ºiaka. Databáza v²ak neobsahovala meno a priezvisko ºiaka.18Klasi�ka£ný stupe¬ ºiaka v 1. polroku 4. ro£níka z predmetu, v rámi ktorého písal test externej£asti maturitnej skú²ky 2006.19Tento po£et predstavuje 29,4 % ºiakov z elkového po£tu ºiakov, ktorí písali test z matematikybez oh©adu na úrove¬ v roku 2006. Test z matematiky základná úrove¬ B písalo 8 783 ºiakovs elkovou úspe²nos´ou 56,9 %.



Výsledky maturantov z matematiky v rámci externej časti maturitnej skúšky . . . 179Tabu©ka 2: Po£et ²k�l a ºiakov pod©a kraja�koly �iaipo£et % po£et %Kraj BA 38 16.9% 613 16.8%TT 19 8.3% 454 12.4%TN 19 8.3% 363 10.0%NR 28 12.2% 376 10.3%ZA 30 13.0% 504 13.8%BB 32 13.9% 493 13.5%PO 32 13.9% 379 10.4%KE 32 13.9% 466 12.8%Spolu 230 100.0% 3648 100.0%Medzi rokmi 2004 � 2005 klesal po£et testovanýh ºiakov z matematiky vy²²iaúrove¬ A: v roku 2004 po£as generálnej skú²ky Novej konepie maturitnej skú²kytest písalo 6 786 ºiakov z 228 ²k�l zatia© £o v roku 2005 to bolo 2 637 ºiakov z 179²k�l.Naopak medzi rokmi 2005 � 2006 po£et maturantov z matematikyvy²²ia úrove¬ A mal rastúu tendeniu.Tabu©ka 3: Po£et ²k�l a ºiakov pod©a typu ²koly�koly �iaipo£et % po£et %Typ GYM 190 82.6% 3376 92.5%²koly SO� 29 12.6% 223 6.1%ZS� 8 3.5% 42 1.2%SOU 3 1.3% 7 0.2%Spolu 230 100.0% 3648 100.0%Celkové výsledky ºiakov z matematiky vy²²ia úrove¬ APriemerná úspe²nos´ v teste elkovo bola 60,4 %.20 Hraniu 33 % priemernejúspe²nosti nedosiahlo 298 ºiakov. �iai, ktorí písali variant testu £. 2 014 dosiahlipriemernú úspe²nos´ 60,4 % a ºiai, ktorí písali variant £. 2 030 dosiahli priemernúúspe²nos´ 60,5 %. Oba varianty testu z matematiky vy²²ia úrove¬ A boli z h©adiskaob´aºnosti testovýh poloºiek porovnate©né.Graf 1: Histogram rozdelenia úspe²nosti ºiakov�iai dosiahli pri rie²ení testovýh poloºiek s tvorbou krátkej odpovede priemernúúspe²nos´ 60,2 % a pri rie²ení testovýh poloºiek k výberom odpovede priemernúúspe²nos´ 60,8 %. Ve©mi pozitívnym javom je to, ºe test z matematiky vy²²ia úrove¬A bol z h©adiska ob´aºnosti jednotlivýh £astí pod©a typu poloºiek homogénny.
20Na porovnanie uvádzame, ºe ºiai v teste z matematiky vy²²ia úrove¬ A dosiahli po£as generálnejskú²ky Novej konepie maturitnej skú²ky (GS NKMS) v roku 2004 priemernú úspe²nos´ 42,4 %a po£as maturitnej skú²ky v roku 2005 priemernú úspe²nos´ 83,6 %.
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Tabu©ka 4: Psyhometriké harakteristiky testu z matematiky vy²²ia úrove¬ ATestM06APo£et testovanýh ºiakov 3648Maximum 100.0Minimum 0.0Priemer 60.4�tandardná odhylka 19.6Intervalový odhad úspe²nosti populáie - dolná hrania 22.2Intervalový odhad úspe²nosti populáie - horná hrania 98.9�tandardná hyba priemernej úspe²nosti 0.3Interval spo©ahlivosti pre priemernú úspe²nos´ - dolná hrania 59.8Interval spo©ahlivosti pre priemernú úspe²nos´ - horná hrania 61.1�tandardná hyba merania pre úspe²nos´ 7.7Intervalový odhad úspe²nosti individuálneho ºiaka 15.0Cronbahovo alfa 0.847�iai gymnázií dosiahli pri rie²ení testovýh poloºiek s tvorbou krátkej odpovedepriemernú úspe²nos´ 61,9 % a pri rie²ení testovýh poloºiek k výberom odpovedepriemernú úspe²nos´ 62,3 %. �iai ostatnýh strednýh ²k�l (SO�, SOU, ZS�) dosiahlipri rie²ení testovýh poloºiek s tvorbou krátkej odpovede priemernú úspe²nos´ 40,2% a pri rie²ení testovýh poloºiek k výberom odpovede priemernú úspe²nos´ 42,0 %.�iai gymnázií dosiahli v teste z matematiky vy²²ia úrove¬ A priemernú úspe²nos´62,0 % a ih výsledky boli lep²ie ako ºiakov ostatnýh strednýh ²k�l (priemernáúspe²nos´ 40,8 %).�iai pre²ovského kraja dosiahli v teste z matematiky vy²²ia úrove¬ A priemernúúspe²nos´ 67,1 % a ih výsledky boli lep²ie ako národný priemer (60,4 %).Medzi výsledkami hlapov (priemerná úspe²nos´ 62,0 %) a diev£at (priemerná



Výsledky maturantov z matematiky v rámci externej časti maturitnej skúšky . . . 181úspe²nos´ 58,2 %) sme nezistili vene významné rozdiely.Vybrané výsledky poloºkovej analýzyOb´aºnos´ testovýh poloºiek sme hodnotili na základe porovnate©nosti variantovtestov, zo zástupného variantu £. 2014. Medzi ve©mi ©ahké poloºky v teste z matem-atiky vy²²ia úrove¬ A patrila poloºka uvedená v príklade £. 1, ktorá dosiahlapriemernú úspe²nos´ 80,1 %. Poloºka patrila do tematikého okruhu stereometria� téma 4.5 telesá.Príklad £. 1:Ko©ko farby potrebujeme na natretie reklamného púta£a v tvare vala s polom-erom podstavy 0,45 m a vý²kou 2,5 m (podstavy nenatierame), ak spotreba farby na1 m2 je 0,2 kg? Výsledok uve¤te v kilogramoh s presnos´ou na dve desatinné miesta.Medzi stredne ob´aºné poloºky v teste z matematiky vy²²ia úrove¬ A patrilapoloºka uvedená v príklade £. 2 (priemerná úspe²nos´ 46,8 %, poloºka patrila dotematikého okruhu základy matematiky � téma 1.4 rovnie, nerovnie a ih sústavy)a v príklade £. 3 (priemerná úspe²nos´ 50,0 %, poloºka patrila do tematikého okruhufunkie � téma 2.3 mnoho£leny a moninové funkie, lineárna lomená funkia).Príklad £. 2:Nájdite také reálne £íslo k, pre ktoré sústava x
x

2x

+ y
− y
−2y

+ z
+ kz
−2z

= 1
= 2
= 1

troh rovnís neznámymi x, y, z nemá rie²enie.Príklad £. 3:Ktoré z nasledujúih tvrdení o extrémoh funkie f : y = 2x−6
x−1

de�novanej naintervale 〈2 ; 3〉 je pravdivé? Pom�ka: Na£rtnite si graf funkie f.A. Funkia f na 〈2 ; 3〉 nadobúda minimum pre x = 2 a maximum pre x = 3.B. Funkia f na 〈2 ; 3〉 nadobúda maximum pre x = 2 a minimum pre x = 3.C. Funkia f na 〈2 ; 3〉 nadobúda maximum, ale nenadobúda minimum.D. Funkia f na 〈2 ; 3〉 nadobúda minimum, ale nenadobúda maximum.E. Funkia f na 〈2 ; 3〉 nenadobúda ani maximum ani minimum.Medzi stredne ob´aºné poloºky v teste z matematiky vy²²ia úrove¬ A patrilapoloºka uvedená v príklade £. 4, ktorá dosiahla priemernú úspe²nos´ 46,8 % (poloºkapatrila do tematikého okruhu planimetria � téma 3.2 analytiká geometria v rovine).Príklad £. 4:Na priamkah ur£enýh rovniami 3x− 5y +15 = 0 a 3x− 5y +6 = 0 leºí dvojiarovnobeºnýh strán ²tvora. Ur£te s presnos´ou na dve desatinné miesta obsah tohto²tvora.ZáverPo zhodnotení v²etkýh skúmanýh vlastností testovýh poloºiek, sme ºiadnu ne-navrhli na zmenu bodovania. Test z matematiky vy²²ia úrove¬ A bol pre maturantovv roku 2006 stredne ob´aºný. Celkovo m�ºeme zhodnoti´, ºe kvalita testu z matem-atiky vy²²ia úrove¬ A sa oproti 2 predhádzajúim meraniam maturantov v rámiexternej £asti maturitnej skú²ky výrazne zvý²ila. Na základe poloºkovej analýzym�ºeme poveda´, ºe v teste bolo(i) 10 testovýh poloºiek s ob´aºnos´ou via ako



182 JANKA KURAJOVÁ STOPKOVÁ50 %, 3 testové poloºky boli pre ºiakov ve©mi ©ahké, 18 testovýh poloºiek, v ktorýhsme zistili rozdiely v ob´aºnosti pre ºiakov rozdelenýh pod©a typu ²koly, 4 testovépoloºky, v ktorýh sme zistili rozdiely v ob´aºnosti pre hlapov oproti diev£atám, 11testovýh poloºiek s nerie²enos´ou via ako 10 %. Test neobsahoval poloºky s vysokounerie²enos´ou. Nízka nerie²enos´ poloºiek vypovedá o tom, ºe ºiai mali dostatok navypraovanie jednotlivýh £astí testu.Literatúra[1℄ Cie©ové poºiadavky na vedomosti a zru£nosti maturantov z matematiky úrove¬A. Bratislava : �PÚ, 2004.URL:http://www.statpedu.sk/buxus/dos/Maturita/Cielove_poziadav-ky/CP_MATEMATIKA_A.pdf (27.6.2006)[2℄ KURAJOVÁ STOPKOVÁ, J.: Externá £as´ maturitnej skú²ky 2006. Závere£náspráva zo ²tatistikého spraovania testu matematiky úrove¬ A. Bratislava : �PÚ,2006[3℄ RINGLEROVÁ, V. � ZELMANOVÁ, O.: Analýza úspe²nosti, poloºiek avariantov testu z matematiky MAA 2005. Externá £as´ maturitnej skú²ky.Bratislava : �PÚ, 2005[4℄ ZELMANOVÁ, O. � SKLENÁROVÁ, I.: Analýza úspe²nosti, poloºiek a variantovtestu z matematiky MAA 2004 GS NKMS. Bratislava : �PÚ, 2004Adresa autora:PaedDr. Janka Kurajová Stopková�tátny pedagogiký ústavPluhová 8830 00 Bratislavae-mail: janka.stopkova�statpedu.skwww.statpedu.sk



Zastosowanie materiaªów elektroniznyh dowspierania kursu rahunku prawdopodobie«stwa(The appliation of eletroni materials to bak upprobability theory ourse)Jarosªaw Le»a«skiAbstrat. In Teaher Training College in Bielsko-Biaªa we teah among others futuremathemati teahers. There is an experiment going on in our College. In this experimentthe probability theory ourse for future mathemati teahers is being baked up by eletronimaterials provided via the Internet. E-learning platform extends the ommuniation oppor-tunities and o�ers a wide aess to eduational materials available there. This paper presentsthe way of using e-learning platform to bak up probability theory ourse. The ontent avail-able on the platform show the presented material in a new way, whih limits its passivereeption and make the user an ative partiipant of the ourse. The materials present adi�erent approah to the proofs in a mathematial text. Instead of a stati (ready) proofthere is an interative proof. The eah part of material ontains an interative module ChekYourself whih allows self-ontrol of user.ReferatW Kolegium Nauzyielskim w Bielsku-Biaªej ksztaªimy mi�dzy innymi przyszªyhnauzyieli matematyki. W naszym Kolegium prowadzony jest eksperyment polega-j¡y na wspieraniu kursu rahunku prawdopodobie«stwa przy pomoy materiaªówelektroniznyh dostarzanyh za po±rednitwem Internetu.Eksperyment zostaª przygotowany w opariu o wykorzystanie darmowego opro-gramowania gªównie Open Soure. W naszyh dziaªaniah wykorzystujemy platform�e-learning'ow¡ Moodle. Narz�dzie to umo»liwia nam zarówno dostarzanie opraow-anyh materiaªów studentom bior¡ym udziaª w eksperymenie jak równie» moni-torowanie sposobu ih wykorzystania, dokumentowanie pray oraz dost�p do narz�dzikomunikayjnyh umo»liwiaj¡yh porozumiewanie si� zarówno w trybie synhron-iznym jak i asynhroniznym.Materiaªy edukayjne w formie elektroniznej dostarzane za po±rednitwem In-ternetu to niew¡tpliwie najbardziej atrakyjna i maj¡a najwi�ksze mo»liwo±i formazwi¡zana z wykorzystaniem tehnologii w edukaji oraz z nauzaniem na odlegªo±¢.Jednak»e od samego poz¡tku lizni autorzy wskazywali na sªabo±i i zagro»enia jakieniesie ten typ edukaji. Przypomn� tu najz�±iej wskazywane.([1℄, [3℄)Sªabo±i:� Opór wobe pray z komputerem;� Koniezno±¢ przygotowania materiaªów w formie multimedialnej (kosztowne bozasohªonne i praohªonne).Z kolei najpowa»niejsze zagro»enia to:� Reakja emojonalna w sytuaji zmiany;� Przywi¡zanie do tradyyjnej formy zaj�¢;



184 JAROSŁAW LEŻAŃSKI� Utrudnienia w budowaniu relaji spoªeznyh.Mówi¡ o sªabo±iah i zagro»eniah nie wolno pomin¡¢ silnyh stron i korzy±i,które wynikaj¡ ze stosowania takiej formy.Silne strony to:� Dost�p do zasobów bez wzgl�du na miejse i zas;� Peªna funkjonalno±¢.Mo»liwo±i:� Odi¡»enie od sprawdzania testów;� Indywidualizaja nauzania;� Zapobieganie faylitaji spoªeznej.Faylitaja spoªezna ([2℄, [4℄) to zjawisko badane przez psyhologów spoªeznyhpolegaj¡e na tym, »e rzezy trudnyh i nowyh ªatwiej uzy¢ si� w samotno±i, azagadnienia opanowane lepiej doskonali¢ w grupie.Obeno±¢ obserwatorów wpªywa na nasze emoje. Je»eli przed audytoriumwykonujemy zadanie, które dla nas jest proste szansa na sukes ro±nie. Zadania skom-plikowane, lub takie, które s¡ dla nas nowo±i¡ wykonywa¢ b�dziemy gorzej ni» wsamotno±i.Zjawiska tego rodzaju nale»y bra¢ pod uwag� planuj¡ wspieranie nauzania przypomoy platformy e-learning'owej. Psyhologia spoªezna wyja±nia to zjawisko napi�-iem wynikaj¡ym z obeno±i innyh osób, które mog¡ oenia¢ nasze dziaªania.�¡z¡ ze sob¡ materiaªy elektronizne i tradyyjne formy zaj�¢ mo»emy wykorzysta¢to zjawisko jednoze±nie eliminuj¡ jego negatywne strony.Nale»y tak planowa¢ przebieg nauzania aby pierwsze zetkni�ie z nowymmateriaªem nast�powaªo za pomo¡ materiaªów udost�pnionyh na platformie e-learning'owej a wi� w samotno±i natomiast doskonalenie umiej�tno±i powinnoodbywa¢ si� podzas zaj�¢ prowadzonyh w grupie.�¡z¡ ze sob¡ tradyyjne narz�dzia ze wspieraj¡ymi je materiaªami i mo»liwo±i-ami komunikayjnymi platformy e-learning'owej mo»na osi¡gn¡¢ wielorakie korzy±i.W prowadzonym eksperymenie staramy si� unikn¡¢ sªabo±i i zagro»e« jed-noze±nie wykorzystuj¡ mo»liwo±i i silne strony. Z tego powodu nie stosujemy wzystej formie nauzania zdalnego ale blended learning zyli ª¡zymy formy harak-terystyzne dla tradyyjnego nauzania jak wykªady i ¢wizenia z materiaªami dostar-zanymi za po±rednitwem Internetu. Nie hodzi tu o mieszanie i komponowanieró»nyh sposobów nauzania, ale konentrujemy si� na efektah dydaktyznyh.Dostarzane studentom materiaªy maj¡ struktur� moduªow¡. Ka»dy moduª zaw-iera:� Materiaªy do samodzielnej pray;� Interaktywne narz�dzie umo»liwiaj¡e samokontrol� - "Sprawd¹ si�";� Standardow¡ list� zada«;� Forum dyskusyjne umo»liwiaj¡e wymian� pogl¡dów dotyz¡yh prezen-towanego materiaªu.



Zastosowanie materiałów elektronicznych do wspierania kursu rachunku . . . 185Opróz tego kurs wzbogaony zostaª o sªownik poj�¢ oraz elektronizn¡ ksi¡»k� ohistorii rahunku prawdopodobie«stwa.

(Rysunek 1 � Struktura moduªu)Listy zada« s¡ udost�pniane w postai plików PDF. Fora dyskusyjne, sªownik orazelektronizna ksi¡»ka o historii rahunku prawdopodobie«stwa stanowi¡ wykorzys-tanie odpowiednih skªadników dostarzanyh przez platform� Moodle. Materiaªy dosamodzielnej pray oraz narz�dzie umo»liwiaj¡e samokontrol� zostaªy skonstruowaneprzy u»yiu DHTMLa.Staramy si� aby materiaªy dostarzane studentom miaªy kilka istotnyh eh:

(Rysunek 2 � Materiaªy do samodzielnej pray)



186 JAROSŁAW LEŻAŃSKI� Materiaªy umieszzone na platformie nie stanowi¡ dªu»szyh fragmentów trady-yjnyh ksi¡»ek przetransponowanyh na format elektronizny. Na wy±wietlonejprzez u»ytkownika stronie nie wida¢ od razu aªego dost�pnego tekstu. Ob-ja±nienia i dodatkowe uwagi staj¡ si� widozne po umieszzeniu kursora myszyna odpowiednih symbolah zy te» poj�iah wyró»nionyh przy pomoy tªa.Pozwala to ogarn¡¢ jednym spojrzeniem najwa»niejsze tre±i wyst�puj¡e wdanym fragmenie. Taka struktura stwarza nowe mo»liwo±i mog¡e z jednejstrony wspiera¢ proes lektury tekstu matematyznego, a z drugiej uªatwiazrozumienie tre±i w nim zawartyh;� Wprowadzane poj�ia s¡ ilustrowane mo»liwie du»¡ ilo±i¡ ró»norodnyh aªo±-iowyh przykªadów Nie tylko statyznyh jak w tradyyjnyh podr�znikahale tak»e dynamiznyh;� Materiaªy zawieraj¡ interaktywne wskazówki, wspieraj¡e ih u»ytkownika wrozumieniu danego zagadnienia i rozwi¡zywaniu zada«;� W materiaªah w inny sposób prezentowane s¡ zawarte w tek±ie matematy-znym dowody. W miejse statyznego (gotowego) dowodu umieszzane s¡dowody interaktywne. Tekst dowodu pokazuje si� stopniowo i zawiera luki,które uz¡y si� powinien uzupeªni¢ aby zapozna¢ si� z dalszymi fragmentami.Je»eli nie potra� tego zrobi¢ mo»e skorzysta¢ z odpowiedniej pomoy. Kolejnykrok dowodu zostanie wy±wietlony dopiero po poprawnym uzupeªnieniu luki.Uzupeªnianie poszzególnyh kroków nie jest zbyt trudne, powinno natomiastspowodowa¢ zatrzymanie u»ytkownika na prezentowanym kroku, wspomaga-j¡ zrozumienie tego o w danym kroku dowodowym jest zawarte. Poprawneuzupeªnienie tekstu uprawdopodabnia, »e zostaª on przez uz¡ego si� zrozu-miany. Wydaje si�, »e taki sposób lektury dowodu zmusza do aktywno±i, atym samym zapobiega mehaniznemu przehodzeniu do kolejnyh kroków, jed-noze±nie pozwalaj¡ na szybsz¡ lokalizaj� ¹ródeª ewentualnyh trudno±i iwskazanie sposobów ih eliminaji;� Materiaªy zawieraj¡ elementy dynamizne takie jak animaje zy symulaje,które lepiej ni» statyzne ilustraje pomagaj¡ zrozumie¢ omawiane tre±i.

(Rysunek 3 � Sprawd¹ si�)



Zastosowanie materiałów elektronicznych do wspierania kursu rachunku . . . 187Do ka»dej z�±i materiaªów doª¡zony jest interaktywny moduª "Sprawd¹ si�"umo»liwiaj¡y samokontrol� u»ytkownikowi. S¡ to zestawy zada« o harakterzetestowym. Zadania w z�±i "Sprawd¹ si�" nie s¡ zbyt trudne i sprawdzaj¡ znajomo±¢podstawowyh faktów, oraz umiej�tno±¢ posªugiwania si� algorytmami omawianymiw danym module. Po rozwi¡zaniu ka»dego z zada« w tej z�±i uz¡y si� otrzy-muje natyhmiastow¡ informaj� zwrotn¡ zawieraj¡¡ ewentualne wskazówki, któreumo»liwiaj¡ usuni�ie ewentualnyh braków, je»eli takie zostaªy ujawnione. W peªnipoprawne rozwi¡zanie wszystkih zada« w tej z�±i podnosi samooen� uz¡egosi� o do kompetenji w radzeniu sobie z materiaªem omawianym w danym module.Tym samym podnosz¡ efektywno±¢ pray na zaj�iah w grupie. Praa z zadaniamiw z�±i "Sprawd¹ si�" jest indywidualn¡ pra¡ ka»dego korzystaj¡ego z naszyhmateriaªów i nikt inny nie ma wgl¡du w jej rezultaty. Element "Sprawd¹ si�" mo»eby¢ przez uz¡ego si� wykorzystywany wielokrotnie w dowolnym zasie. Z tym, »eprzy ka»dym wej±iu poszzególne zadania w zestawie s¡ losowo wybierane z pewnejgrupy.Na zako«zenie hiaªbym zaprezentowa¢ odpowiedzi jakih udzielili studenibior¡y udziaª w eksperymenie na kila pyta«, które im postawili±my po zako«zeniukursu.Na pytanie: Czy zaj�ia z innyh przedmiotów matematyznyh powinny by¢wspierane podobnymi kursami na platformie e'learningowej?

(Rysunek 4 � Czy zaj�ia z innyh przedmiotów matematyznyh powinny by¢ wspieranepodobnymi kursami?)Odpowiedziaªo 68 osób z tego 50 udzieliªo odpowiedzi tak lub razej tak.Na pytanie: Czy wiadomo±i i przykªady zawarte w materiaªah pozwalaj¡ naopanowanie materiaªu?



188 JAROSŁAW LEŻAŃSKIOdpowiedziaªo 69 osób z tego 60 osób udzieliªo odpowiedzi tak lub razej tak.

(Rysunek 5 � Czy zaj�ia z innyh przedmiotów matematyznyh powinny by¢ wspieranepodobnymi kursami?)Na pytanie: Co my±lisz o formie prezentowania dowodów w materiaªah do kursurahunku prawdopodobie«stwa?

(Rysunek 6 � o my±lisz o formie prezentowania dowodów?)Odpowiedziaªo 63 osoby z tego 55 osób udzieliªo odpowiedzi pozytywnyh, 3 osobyudzieliªy odpowiedzi negatywnyh a 5 ambiwalentnyh.Te wyniki zah�aj¡ nas do rozwijania naszego kursu i dalszego doskonaleniaudost�pnianyh materiaªów.
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Zis´ovanie ú£innosti vyu£ovania matematiky a normreferened a riterion referened úlohyAnna Maurová, Du²an Maura, Stanislav Bal£ákAbstrat. V príspevku je návrh na vyuºitie súborov úloh rozli²ujúih (NR) a overujúih(CR) a na vyjadrenie vedomostnej úrovne ºiakov strednýh ²k�l v matematike a na zistenieú£innosti vyu£ovania vo vybranýh tematikýh elkoh.matematiky.ÚvodVýber úloh na overovanie ú£innosti vyu£ovania matematiky a vedomostnej úrovneºiakov v matematike na strednýh ²koláh je mimoriadne zloºitá pedagogiká £innos´.Okrem pedagogikýh skúseností je nevyhnutné pri úloháh ur£enýh na hodnotenieú£innosti vyu£ovania matematiky a vedomostnej úrovne ºiakov v matematike dodrºi-ava´ zásady, ktoré súvisia s rozsahom pozorovaného u£iva. Súbory úloh, prostred-nítvom ktorýh navrhujeme zis´ova´ ú£innos´ vyu£ovania a vedomostnú úrove¬ ºi-akov, sú vyberané na základe pravidiel pre zostavovanie ne²tardandizovanýh testov.Existujú u£itelia matematiky, ktorí sa rozhodujú pri zara¤ovaní úloh overujúih ve-domostnú úrove¬ ºiakov v matematike na základe skúseností, po£tu odu£enýh hodína intuitívne a menej je hodnotená pomoou úloh osvojenýh ºiakmi ú£innos´ vyu£o-vania matematiky.Charakteristika úlohPod©a interpretáie výkonov ºiakov sú toNR (norm � referened) rozli²ujúe zostavya CR (riterion � referened) overujúe zostavy úloh.Rozli²ujúe NR súbory úloh vyjadrujú výkon ºiaka v porovnaní so spoluºiakmi.Overujúe CR súbory úloh vyjadrujú výkon ºiaka v mnoºstve osvojeného u£iva.Ú£el navrhnutýh súborov úlohUvaºujeme o súboroh úloh pre ºiakov strednýh ²k�l.Do vyu£ovaieho proesu je vhodné ih ako elky zaradi´ aº po prebratí, resp. pozopakovaní príslu²ného tematikého elku.Rozsah u£iva, ktorý pokrývajú jednotlivé súbory úloh, zodpovedá vzh©adom navybrané tematiké elky základným vedomostným poºiadavkám, ktoré sú kladené naºiakov v rámi prípravy na maturitnú skú²ku z matematiky.Úlohy rie²ia ºiai na osobitnýh listoh alebo pod©a harakteru úlohy zapisujúodpovede, rozhodnutia do u£ite©om pripravenýh listov.Forma úloh v súborohV pripravenýh NR a CR súboroh sa vyskytujú poºiadavky presahujúe ráme zák-ladného u£iva, pri£om sa poneháva na u£ite©oh, ktorými úlohami bude



Zist’ovanie účinnosti vyučovania matematiky a norm referenced . . . 191overova´ ú£innos´ svojho vyu£ovania a ktoré vyuºije ako kritérium ro-zlí²enia ú£innosti vyu£ovania.Úlohy sú vyberané tak, aby overili vedomosti po stránke zapamätania, porozu-menia a rie²enia úloh. Ak by boli súbory úloh zamerané na základné u£ivo, ktoréby mal ovláda´ kaºdý ºiak, rozli²ujeme formu úloh, ktorá je dihotomiká, t.j.vyskytujú sa úlohy s výberom odpovede, alebo ²trukturalizované úlohy so ²irokouodpove¤ou, prípadne produk£né a dopl«ovaie úlohy. V súboroh sa m�ºu vysky-tova´ úlohy otvorené aj zatvorené, t.j. úlohy, ke¤ odpove¤ tvorí ºiak alebo prizatvorenýh úloháh vyberá správnu odpove¤ z nieko©kýh ponúkanýh moºností.Pri otvorenýh ²trukturalizovanýh úloháh sú ºiai upozornení, aké matemat-iké úkony, prípadne algoritmy musia pri rie²ení úloh dodrºiava´. Úlohy otvorené sostru£nou odpove¤ou produk£né sú tie, kde sa vyºaduje stru£ná, ve©mi krátkaodpove¤, t. j. slovo, veta, de�níia, £íslo, symbol. Úlohy otvorené so stru£nouodpove¤ou dopl¬ovaie majú tvar neúplnej vety, kde sa má odpove¤ doplni´.Úlohy zatvorené s výberom odpovede (polytomiké úlohy) ponúkajú ºiakomviaej odpovedí, z ktorýh má ºiak vybra´ správnu odpove¤. (Optimálny po£etodpovedí je 5). Pri zatvorenýh prira¤ovaíh úloháh ºiai prira¤ujú kore²pon-dujúe pojmy. Pri zatvorenýh usporiadaíh úloháh sa vyºaduje usporiada´skupinu prvkov pod©a ur£itého h©adiska.Nevyskytujú sa zatvorené dihotomiké úlohy, ktoré sú vo forme tvrdení, priktorýh má ºiak posúdi´: áno � nie, správne � nesprávne.Nevyskytujú sa otvorené ne²trukturalizované úlohy so ²irokou odpove¤ou,pri ktorýh je ´aºké posúdi´ objektívne odpovede (mali by sa vyskytova´ zriedkavo).Pre u£ite©ov je najzd¨havej²ia fáza v súvislosti s prípravou súborov úloh vyja-drenie validity (obsahovej validity, kritériovej, pojmovej) a reliability. Reliabilita jeukazovate©om presnosti a spo©ahlivosti merania dosiahnutýh vyu£ovaíh výsledkovzvoleným súborom úloh. Meranie je reliabilné vtedy, ak pri vianásobnommeraní tohoistého objektu získame zhodné výsledky. (Aby súbor úloh, test, bol validný, musí by´vysoko reliabilný. Ale vysoká reliabilita nezaru£uje, ºe súbor úloh je validný.)Úlohy v súboroh nie sú vºdy rovnoenné. Niektorým úlohám sa prikladá vä£²ívýznam. Aby boli zahrnuté tieto odli²nosti vo význame, pride©ujú sa úlohám váhyvýznamu. Ak súbor obsahuje via ako 10 úloh, pride©ovanie váh významu zbyto£nekomplikuje vyhodnoovanie.Skórovanie úloh súborovJednotlivé úlohy súborov sa neznámkujú, ale bodujú. Pride©ovanie bodov jednotlivýmúlohám sa nazýva skórovanie. Pri objektívnyh úloháh sa pouºíva binárne skórovanie,pri ktorom sú len dve moºnosti� 1 bod za správnu odpove¤� 0 bodov za nesprávnu, neúplnú alebo vynehanú odpove¤.V otvorenýh úloháh so ²irokou odpove¤ou sa pouºíva zloºené skórovanie. Úlo-hám sa pride©uje viaej bodov ako jeden a to za kaºdý samostatne asprávne uvedený pojem, de�níiu, vzore a za kaºdý samostatný krokv rie²ení úlohy po jednom bode.Po£as klasi�káia súborov úloh m�ºeme pouºi´



192 ANNA MACUROVÁ, DUŠAN MACURA, STANISLAV BALČÁK1. Arbitrárny postup � vopred sa stanoví k©ú£ prevodu skóre súboru úloh naznámky. Ur£í sa najniº²ie skóre, ktoré sa e²te povaºuje za úspe²ný výsledok,je to minimálne, prijate©né skóre, hrani£né.2. �tatistiký postup � skóre dosiahnuté v súbore úloh sa neporovnáva s vopredstanoveným kritériom, ale s ostatnými výkonmi ( strednou hodnotou skóre)dosiahnutou v tomto súbore úloh.�asová d¨ºka rie²enia úloh obsiahnutýh v súboroh úloh m�ºe by´ 40 aº 80 minút.Ak predkladané súbory úloh majú harakter výstupnej kontroly k istému tematikémuelku, £as, ktorý bude ºiakom poskytnutý na rie²enie úloh vyplýva z organizáievyu£ovaieho proesu.Ukáºky súborov úloh FUNKCIE F11. Prira¤te k predpisu funkie v st¨pi (a) názov odpovedajúej funkie zo st¨pa(b):(a) y = −6x2

y = 3x

y = 6
x

y = x + 4(b) kvadratiká funkiaraionálna funkialineárna funkiamoninová funkia2. Napí²te v²eobený predpis funkie(a) kvadratikej(b) logaritmikej() sínus3. Ktorý graf nie je grafom ºiadnej reálnej funkie

4. Uve¤te tri r�zne funkie, ih predpis a graf.



Zist’ovanie účinnosti vyučovania matematiky a norm referenced . . . 1935. Na£rtnite grafy funkií(a) y =
(

π
2

)x,(b) y = (0, 2)x.6. Uve¤te, pre ktoré xplatí:(a) x3 > x4,(b) x0,4 < x0,5.7. Vypo£ítajte f (0), ak f : y = x + b, a, b ∈ R.8. Ur£te, pre ktoré x ∈ R je f (x) = 0, ak f : y = x2 − 2x + 3.9. De�ni£ný obor funkie f : y = log3 (log3 x2) je(a) (0,∞),(b) (1,∞),() (2,∞),(d) (3,∞),(e) ºiadna z moºností nie je správna.10. Rozhodnite, ktorá odpove¤ z moºností a) aº ) je správna pre hodnotu funkie
f : y = 1

sinx+cos x
, ke¤ x = −π

4
.(a) Pre x = −π

4
nie je funkia de�novaná.(b) Funk£ná hodnota je kladná.() Funk£ná hodnota je záporná.FUNKCIEF21. Prira¤te k predpisu funkie v st¨pi (a) názov odpovedajúej funkie zo st¨pa(b):(a) y = −6x2

y = log (3x)

y = cos (2x)

y = x + 4(b) logaritmiká funkiagoniometriká funkialineárna funkiakvadratiká funkia2. Napí²te v²eobený predpis funkie(a) lineárnej funkie(b) raionálnej funkie
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() kosínus3. Ktorý graf nie je grafom ºiadnej reálnej funkie
4. Uve¤te príklad rastúej funkie, predpis a graf.5. Na£rtnite grafy funkií(a)(b) y = −

(

π
2

)x,() y = 2x.6. Uve¤te, pre ktoré x platí(a) x
1
2 > x2,(b) x0,1 < x0,2.7. Vypo£ítajte f (0), ak f : y = ax + b, a, b ∈ R.8. Ur£te, pre ktoré x ∈ R je f (x) = 0, ak f : y = x−1

x+3
.9. De�ni£ný obor funkie f : y = log3 (log3 x2 − 1) je(a) (0,∞),(b) (1,∞),() (2,∞),(d) (3,∞),(e) ºiadna z moºností nie je správna10. Rozhodnite, ktorá odpove¤ z moºností a) aº ) je správna pre hodnotu funkie

f : y = 1
cos x

, ke¤ x = −π
4
.(a) Pre x = −π

4
nie je funkia de�novaná.(b) Funk£ná hodnota je kladná.() Funk£ná hodnota je záporná.



Zist’ovanie účinnosti vyučovania matematiky a norm referenced . . . 195ZáverVo vä£²ine prípadov sa úlohy zadávajú v písomnej forme. Najlep²ie je, ak kaºdý ºiakmá k dispozíii kópiu úloh a odpovede zapisuje priamo na pridelený list. Ak to nie jemoºné, rie²enia úloh a odpovede pí²e ºiak na samostatný hárok. Niekedy m�ºu by´úlohy zapísané na tabuli alebo premietnuté spätným projektorom.Ak ºiak nem�ºe sedie´ samostatne, je potrebné vypraova´ viaej variantov rov-nakého súboru úloh, aby sa zabránilo vzájomnému ovplyv¬ovaniu spraovania úlohbezprostredne susediaimi ºiakmi. Varianty musia by´ rovnoenné, a to nielen postránke obsahovej, ale i po stránke obtiaºnosti jednotlivýh úloh.Úlohy ur£ené do súborov a r�znyh zostáv je vhodné da´ posúdi´ odborníkom au£ite©om, ktorí dobre poznajú obsah u£iva, moºnosti i shopnosti ºiakov, ako aj teóriutestovania a majú aj praktiké skúsenosti s takýmto hodnotením ºiakov.Literatúra[1℄ MACURA, D.: Prijímaie skú²ky, príklady a ih rie²enia. FHPV PU Pre²ov,1999, s. 85.[2℄ BAL�ÁK, S.: Návrh didaktikého testu z predmetu strojárska tehnológia., FVTTU, Ko²ie, 2001, 40 s.[3℄ MACURA, D.-MACUROVÁ, A.: NR a CR súbory matematikýh úloh prestredné ²koly. Metodiko-pedagogiké entrum v Pre²ove, 2003, s. 44.Adresa autorov:PaedDr. Anna MACUROVÁ, PhD.Katedra matematiky, informatiky a kybernetikyFakulta výrobnýh tehnológiíTehnikej univerzity v Ko²iiah so sídlom v Pre²ovee-mail: maurova.anna�fvt.skMgr. Du²an MACURA, PhD.Katedra matematiky, Fakulta humanitnýh a prírodnýh viedPre²ovskej univerzity v Pre²ovee-mail:maura�unipo.skIng. Stanislav BAL�ÁKKatedra matematiky, informatiky a kybernetikyFakulta výrobnýh tehnológiíTehnikej univerzity v Ko²iiah so sídlom v Pre²ovee-mail:balak�ondornet.sk



O intuiyjnym rozumieniu poj�ia odlegªo±iJoanna MajorAbstrat. This paper presents some remarks on understanding of distane by the pupilsand the students.Prowadz¡ badania dotyz¡e rozumienia przez uzniów i studentów poj�iawarto±i bezwzgl�dnej lizby rzezywistej zwróiªam uwag�, »e badani wi¡»¡ poj�-ie warto±i bezwzgl�dnej z poj�iem odlegªo±i [4℄. Interesuj¡ym wydawaªo si� za-tem sprawdzenie jak uzniowie rozumiej¡ odlegªo±¢, która na poz¡tkowyh etapahedukaji matematyznej jest ksztaªtowana intuiyjnie (etap przedde�niyjny).Z ozywistyh powodów w szkole podstawowej i gimnazjum nie podaje si� de�nijiodlegªo±i, któr¡ poznaj¡ dopiero uzniowie klas matematyznyh szkoªy ±redniej zyosoby studiuj¡e na kierunku matematyka21.Z poj�iem odlegªo±i ka»dy z nas spotyka si� od dziei«stwa. Posªugujemy si�tym poj�iem do opisywania zale»no±i zahodz¡yh pomi�dzy obiektami otaza-j¡ej nas rzezywisto±i. Warto tu wspomnie¢, »e ka»de: Poj�ie w sensie logiki jestzym innym ni» poj�ie w znazeniu psyhologiznym. W ostatnim przypadku po-j�ie jest prze»yiem, aktem zyjej± ±wiadomo±i, a wi� ma harakter indywidu-alny i osobisty... Natomiast w przypadku pierwszym stoimy wobe sytuaji zobiek-tywizowanej; no±nikiem poj�ia jest � w uproszzeniu � zapis (tekst, nazwa, znak),a wi� ±rodki zmaterializowane w j�zyku i dost�pne obiektywnie [2℄. Jak zauwa»aJ. Konior: Bli»sze i dalsze otozenie, z którym jednostka whodzi w kontakt od wzes-nego dziei«stwa, stanowi punkt wyj±ia jej rozwoju i ¹ródªo wszelkiego poznania. Nadrodze najpierw zmysªowyh dozna« poznawzyh, a pó¹niej rozumowyh prze»y¢ poz-nawzyh powstaj¡ zaz¡tki tzw. poj�¢ potoznyh, b�d¡yh zasadnizym skªadnikiemwiedzy okre±lanej równie» jako wiedza potozna [3℄.Czynnikami które pobudzaj¡ i podtrzymuj¡ proes ksztaªtowania si� w umy±le po-j�¢ potoznyh s¡ utrwalane i wzbogaane do±wiadzenia oraz stopniowo opanowywa-ny j�zyk potozny. Nagromadzone w okresie przedszkolnym do±wiadzania wyko-rzystywane s¡ w toku ksztaªenia poj�¢ matematyznyh. Zdobyte do±wiadzenia s¡gªównym skªadnikiem �matematyznej prawiedzy� któr¡ dysponuje dzieko rozpozy-naj¡ sw¡ szkoln¡ edukaj�.Jak ju» wspomniano wze±niej poj�ie odlegªo±i nie jest przedmiotem rozwa»a« wszkole podstawowej zy gimnazjum. Pojawia si� ono na lekjah matematyki niejako�przy okazji�. Uzniowie posªuguj¡ si� tym poj�iem bazuj¡ na intuiyjnym znazeniuterminu.W dalszej z�±i artykuªu opisz� fragment wyników bada« prowadzonyh w±ród10 uzniów zainteresowanyh matematyk¡. Uzniowie i uz�szzali do ró»nyh gim-nazjów w Krakowie i jego okoliah, byli te» uzestnikami zaj�¢ koªa matematyznego,21Metryk¡ w niepustym zbiorze X nazywamy odwzorowanie ̺ : X × X −→ [0, +∞), speªniaj¡ewarunki:1. ̺(x, y) = 0⇔ x = y dla dowolnyh x, y ∈ X;2. ̺(x, y) = ̺(y, x) dla dowolnyh x, y ∈ X;3. ̺(x, z) ≤ ̺(x, y) + ̺(y, z) dla dowolnyh x, y, z ∈ X (warunek trójk¡ta).Lizb� ̺(x, y) nazywamy odlegªo±i¡ punktów x i y. Par� (X, ̺) nazywamy przestrzeni¡ metryzn¡(zob. [1℄).



O intuicyjnym rozumieniu pojęcia odległości 197które prowadziªam22. W badanej grupie uzniów znalazªy si� 2 osoby uz�szzaj¡edo drugiej klasy gimnazjum, pozostaªe osoby to uzniowie trzeiej klasy. Uzniowiew hwili prowadzenia bada« mieli 14-15 lat.Prowadz¡ badania prosiªam uzniów m. in. o zapisanie odpowiedzi na nast�puj¡epoleenie: Wyobra¹ sobie sytuaj�, w której musisz opowiedzie¢ kole»anelub koledze o to jest odlegªo±¢. Zapisz jak obja±niªby± znazenie tegoterminu.Poni»ej zaprezentuj� fragmenty pra uzniów gimnazjum, w któryh harakteryzu-j¡ oni odlegªo±¢.� Odlegªo±¢ to jest odinek, droga zawarta mi�dzy dwoma punktami, odlegªo±¢zawsze wyra»ona jest w lizbah naturalnyh;� Odlegªo±¢ to przestrze« mi�dzy ró»nymi obiektami, na osi okre±lona lub nieokre-±lona ilo±¢ jednostkowyh odinków;� Mo»na powiedzie¢, »e odlegªo±¢ jest to odinek na prostej ogranizony punktamipoªo»onymi w dwóh miejsah;� Odlegªo±¢ jest to dªugo±¢ mi�dzy punktami;� Odlegªo±¢ to jest miara daleko±i z tego do tamtego.Z wypowiedzi uzniów wynika, »e kojarz¡ oni odlegªo±¢ z drog¡ jak¡ nale»y przeby¢od punktu do punktu, b¡d¹ z przestrzeni¡ mi�dzy punktami lub te» z odinkiem,ewentualnie z jego dªugo±i¡. Jeden badany kojarzy odlegªo±¢ z lizb¡.Interesuj¡ym, a zarazem zaskakuj¡ym dla mnie faktem byªo spostrze»enie, »epoj�ie odlegªo±i jest podobnie harakteryzowane, �de�niowane� przez studentówstudiów matematyznyh, a wi� osoby o do±¢ du»ym do±wiadzeniu matematyznym.Prowadz¡ zaj�ia w grupah studentów I i III roku matematyki Akademii Pedagog-iznej w Krakowie poprosiªam ka»d¡ z osób o pisemn¡ odpowied¹ na podane wy»ejpoleenie. Warto nadmieni¢ tu, »e zarówno studeni I jak i III roku poznali w zasiezaj�¢ na studiah, a wi� przed prowadzonymi badaniami, de�nij� przestrzeni me-tryznej. Zagadnienia zwi¡zane z poj�iem odlegªo±i byªy przedmiotem rozwa»a« nazaj�iah z analizy matematyznej, w któryh uzestnizyªy badane osoby. Analizuj¡odpowiedzi stwierdziªam, »e studeni nauzyielskiego kierunku studiów matematy-znyh okre±laj¡ odlegªo±¢ jako:� najkrótszy odinek mi�dzy punktami � 1 osoba;� dªugo±¢ odinka mi�dzy punktami � 2 osoby;� lizb� wyra»aj¡¡ dªugo±¢ odinka � 1 osoba;� najkrótsz¡ drog� mi�dzy punktami � 4 osoby;� lizb� rzezywist¡ � 2 osoby;� liz� dodatni¡ � 3 osoby;� lizb� nieujemn¡ � 1 osoba;� lizb� kilometrów mi�dzy miastami � 2 osoby;� funkj� speªniaj¡¡ warunki 1-3 z de�niji metryki (por. przypis 21 ze strony196) � 10 osób;22Koªo organizowane jest przez Krakowskie Mªodzie»owe Towarzystwo Nauk, przy wspóªpray zCentrum Mªodzie»y im. dr H. Jordana w Krakowie.



198 JOANNA MAJOR� funkj� przypisuj¡¡ dwóm elementom lizb� rzezywist¡ � 1 osoba;� drog� przebyt¡ z jednego punkt do innego � 4 osoby.Studeni kojarz¡ wi� poj�ie odlegªo±i z sytuajami »yiowymi, w któryh np. dlakierowy samohodu odlegªo±¢ to lizba kilometrów do przebyia. Niektórzy badanikojarz¡ odlegªo±¢ z najkrótsz¡ drog¡ np. mi�dzy miastami, za± najkrótsza drogakojarzy im si� z odinkiem. Niewielu studentom odlegªo±¢ kojarzy si� z poj�iemmatematyznym, gdzie odlegªo±¢ dwóh punktów jest pewn¡ lizb¡ nieujemn¡. Mo»napowiedzie¢, »e podawane przez studentów okre±lenia wskazuj¡, »e wi�kszo±¢ z nihmy±l¡ o poj�iu odlegªo±i nie odwoªuje si� do poznanej w zasie studiów de�niji,ale podobnie jak mªodsi uzniowie do �pierwotnego� intuiyjnego (z�sto niezgodnegoz matematyznym) znazenia poj�ia odlegªo±¢. Wart zaznazenia jest te» fakt, »e niezauwa»yªam znaz¡ej zmiany my±lenia o poj�iu odlegªo±i u studentów starszyhw porównaniu z my±leniem o tym poj�iu studentów I roku matematyki.Wyniki prowadzonyh przeze mnie bada« ukazaªy równie», »e uzniowie gim-nazjum potra�¡ w pewnyh sytuajah poprawnie posªugiwa¢ si� poj�iem odlegªo±i.W dalszej z�±i omówi� odpowiedzi uzniów rozwi¡zuj¡yh nast�puj¡e zada-nie 1.a) Zaznaz na osi lizbowej wszystkie punkty odlegªe od punktu 0 dokªadnie o 3 jednos-tki.b) Zaznaz w ukªadzie wspóªrz�dnyh wszystkie punkty odlegªe od punktu (0, 0) dokªad-nie o 3 jednostki.) Zaznaz na osi lizbowej wszystkie punkty odlegªe od punktu 0 o mniej ni» 3 jednostki.d) Zaznaz w ukªadzie wspóªrz�dnyh wszystkie punkty odlegªe od punktu (0, 0) o mniejni» 3 jednostki.e) Zaznaz na osi lizbowej wszystkie punkty odlegªe od punktu 2 dokªadnie o 1 jednos-tk�.f) Zaznaz w ukªadzie wspóªrz�dnyh wszystkie punkty odlegªe od punktu (2, 2) dokªad-nie o 1 jednostk�.g) Zaznaz na osi lizbowej wszystkie punkty odlegªe od punktu 1 o dokªadnie lub mniejni» 3 jednostki.h) Zaznaz w ukªadzie wspóªrz�dnyh wszystkie punkty odlegªe od punktu (1, 1) odokªadnie lub mniej ni» 3 jednostki.i) Zaznaz na osi lizbowej wszystkie punkty odlegªe od punktu 1 o wi�ej ni» 2 jednostki.j) Zaznaz w ukªadzie wspóªrz�dnyh wszystkie punkty odlegªe od punktu (1, 1) o wi�ejni» 2 jednostki.k) Zaznaz na osi lizbowej wszystkie punkty odlegªe od punktu −1 dokªadnie o 3 jed-nostki.l) Zaznaz w ukªadzie wspóªrz�dnyh wszystkie punkty odlegªe od punktu (−1,−1)dokªadnie o 3 jednostki.m) Zaznaz na osi lizbowej wszystkie punkty odlegªe od punktu 2 dokªadnie o 0 jednos-tek.n) Zaznaz w ukªadzie wspóªrz�dnyh wszystkie punkty odlegªe od punktu (2, 2) dokªad-nie o 0 jednostek.Na podstawie analizy odpowiedzi do zadania 1 stwierdziªam, »e badani s¡ w staniepoprawnie wskaza¢ na osi lizbowej wszystkie punkty odlegªe od danego o pewn¡(o mniej, nie wi�ej, niemniej, wi�ej) lizb� jednostek.�wiadzy o tym fakt, »e ka»dy badany poprawnie rozwi¡zaª zadania 1a, 1, 1e, 1g,1i, 1k i 1m. Wskazywanie punktów odlegªyh od danego punktu o ustalon¡ (o mniej,nie wi�ej, niemniej, wi�ej) lizb� jednostek w ukªadzie wspóªrz�dnyh wi�kszo±iuzniów sprawiaªo ju» trudno±i. Tylko jeden uze« poprawnie rozwi¡zaª zadania 1b,1d, 1f, 1h, 1j, 1l i 1n. Pozostali uzniowie nie poradzili sobie z rozwi¡zaniem tyh



O intuicyjnym rozumieniu pojęcia odległości 199zada«. Na przykªad trzej badani odpowiadaj¡ na pytanie 1b wskazywali punkty onast�puj¡yh wspóªrz�dnyh: (−3, 0); (3, 0); (0, 3) i (0,−3). Jeden z tyh uzniówpo poprawnym rozwi¡zaniu zadania 1a przyst�puj¡ do rozwi¡zywania zadania 1dpowiedziaª: to hodzi o punkty na osiah, o wspóªrz�dnyh mniejszyh od trzeh, tj.odlegªyh od osi o trzy jednostki, tak jak w poprzednim zadaniu 1. Badany zaznazyªprzy tym ztery punkty.

Inni badani prauj¡y nad zadaniem, którzy podali nieprawidªowe rozwi¡zanie,zaznazali w ukªadzie wspóªrz�dnyh punkty (x, y), któryh wspóªrz�dne speªniaj¡warunek x ∈ [−3, 3] i y ∈ [−3, 3].Oto rozwi¡zanie jednego z uzniów.

Podobne bª�dy, do podanyh wy»ej, popeªniali uzniowie rozwi¡zuj¡ ka»de zpozostaªyh zada« (tj. zadania 1d, 1f, 1h, 1j, 1l oraz 1n). Mo»na przypuszza¢, »e os-oby, które przedstawiaªy bª�dne rozwi¡zania, dokonaªy niewªa±iwego uogólnienia.Uzniowie po poprawnym rozwi¡zaniu zadania w przypadku jednowymiarowym,bez »adnej re�eksji nad poprawno±i¡ wyniku, podali rozwi¡zanie dla przypadkudwuwymiarowego. Nie dostrzegli oni popeªnionego przez siebie bª�du, pomimo i»podzas bada«, podzas rozmów prowadzonyh tydzie« po rozwi¡zywaniu przez nihzada« z kwestionariusza bada« wykazali si� oni znajomo±i¡ de�niji koªa i okr�gu.Mo»na przypuszza¢, i» przyzyn¡ bª�dów jest niepeªna i niedostateznie ugrun-towana wiedza dotyz¡a poj�¢ geometryznyh a w tym np. poj�¢ okr�gu i koªa.Mamy tu bowiem sytuaje, w której ró»ne pytania i zadania wyzwalaj¡ odmienneskojarzenia i reakje uzniów, które niekiedy pozostaj¡ ze sob¡ w sprzezno±i.Prowadzone przeze mnie badania ujawniªy tak»e du»e trudno±i uzniów zwi¡zanez niemo»no±i¡ zaakeptowania przez nih, »e odlegªo±¢ mi�dzy dwoma punktamimo»e wynosi¢ 0 oraz z trudno±i¡ zaakeptowania, i» mo»na mówi¢ o odlegªo±i dwóhpunktów pokrywaj¡yh si�. Badani uzniowie gimnazjum twierdz¡ bowiem, »e: niemo»na mówi¢ o odlegªo±i dwóh punktów, które si� pokrywaj¡; nie ma zego± takiegojak odlegªo±¢ mi�dzy punktami pokrywaj¡ymi si�; nie ma bo nie ma odinka mi�dzy



200 JOANNA MAJORtymi punktami; nie ma »adnej dªugo±i mi�dzy tym punktami. Zaytowane wypowiedzibadanyh zdaj¡ si� stanowi¢ potwierdzenia sformuªowanej wy»ej hipotezy.Ujawnione trudno±i uzniów zwi¡zane z rozumieniem poj�ia odlegªo±i mog¡stanowi¢ punkt wyj±ia do rozwa»a« zwi¡zanyh z planowaniem proesu edukaji wszkole podstawowej, gimnazjum i szkole ±redniej. Bazowanie na poj�iah niepraw-idªowo rozumianyh w sposób intuiyjny mo»e by¢ przyzyn¡ niezrozumienia innyhpoj�¢. Mo»e mie¢ to miejse nawet w przypadku poj�¢ naukowyh, tj. rozwijaj¡yhsi� w planowej wspóªpray uznia z nauzyielem. Z tak¡ sytuaj¡ mamy do zynienianp. w przypadku warto±i bezwzgl�dnej lizby rzezywistej, której jedna (a zarazemnajbardziej popularna) de�nija odwoªuje si� do poj�ia odlegªo±i.Literatura[1℄ J. Chmieli«ski, Analiza funkjonalna. Notatki do wykªadu, WydawnitwoNaukowe Akademii Pedagogiznej, Kraków, 1999.[2℄ J. Konior, Poj�ia matematyzne i ih ksztaªtowanie w nauzaniu szkolnym,Materiaªy do studiowania dydaktyki matematyki tom IV, Pªok, 2002, 11-30.[3℄ J. Konior, O roli wiedzy potoznej w szkolnym nauzaniu matematyki,Materiaªydo studiowania dydaktyki matematyki tom IV, Pªok, 2002, 47-60.[4℄ J. Major, Uwagi na temat elementów obrazu poj�ia warto±i bezwzgl�dnej lizbyrzezywistej u studentów III roku matematyki, w: Matematika v ²kole dnes azajtra, Zborník 6. ro£nika konferenie s medzianárodnou ú£ast'ou, Ruºomberok2006, 171-175.Adresa autora:Joanna Major, drAkademia Pedagogizna w KrakowieInstytut Matematykiul. Podhor¡»yh 230-084 KrakówE-mail: jmajor�ap.krakow.pl



Vedomosti ²tudentov 3. ro£níka matematiky voblasti elementárnyh ²kolskýh úloh z po£tupravdepodobnostiMaiej MajorAbstrat. The paper deals with elementary understanding of probability by III year studentsbefore their starting learn theory of probability.Výsledky, uvedené v tomto £lánku, sú pokra£ovaním výsledkov výskumu usku-to£neného autorom na 37 ²tudentoh 3. ro£níka Akademie Pedagogiznej v Krakowepred za£iatkom ih kurzu pravdepodobnosti. �as´ výsledkov tohto výskumu uº bolapublikovaná v [2℄.Cie©om výskumu bolo zisti´ ako ²tudenti hodnotia úrove¬ svojih poznatkov zpravdepodobnosti zo strednej ²koly a zárove¬ ukáza´, aká je skuto£ná úrove¬ ihvedomostí z tejto oblasti matematiky (ko©ko si pamätajú zo strednej ²koly). Na druhejstrane, výsledky výskumu m�ºu slúºi´ ako kritérium na analýzu výsledkov, ktorémáme v úmysle získa´ v ¤al²om výskume po skon£ní kurzu pravdepodobnosti. Práaje akýmsi pokra£ovaním výskumu uskuto£neného v Po©sku v rokoh 1986 - 1990kolektívom praujúim v rámi Rezortového programu základnýh výskumov23 natému stav vedomostí a matematikej prípravy ²tudentov u£ite©ského odboru (pozri[1℄).�tudenti vyp¨¬ali dotazník, ktorý obsahoval 8 otázok a úloh.DOTAZNÍK VÝSKUMU1. Ohodno´ nasledujúe tvrdenia v rozmedzí od 1 do 10.Poznámka: 1 znamená, ºe s tvrdením v�be nesúhlasí², 10 znamená, ºe s tvrdenímúplne súhlasí².a) Po£et pravdepodobnosti dobre ovládam zo strednej ²koly. . . . . . .b) Po£et pravdepodobnosti mi na strednej ²kole robil problémy. . . . . . .) Pojem pravdepodobnosi poznám zo strednej ²koly. . . . . . .d) Pojem pravdepodobnosti mi na strednej ²kole robil problémy. . . . . . .e) Vlastnosti pravdepodobnosti dobre ovládam zo strednej ²koly. . . . . . .2. S £ím sa ti spája pojem pravdepodobnosti? Napí² svoju odpove¤.3. Napí² de�níiu pravdepodobnosti.4. Predstav si nasledujúu situáiu: musí² spoluºikovi vysvetli´, £o to je pravdepodob-nos´. Napí², ako by si objasnil(a) význam tohto pojmu.5. Opí² súvislosti pravdepodobnosti s inými, tebe známymi, pojmami.6. Napí², aké pouºitie pravdepodobnosti v praxi pozná².7. Uve¤ matematiké vety týkajúe sa pravdepodobnosti, ktoré pozná².8. Uve¤ príklady 3 úloh (problémov), v ktorýh vystupuje pojem pravdepodobnosti anazna£ shematiký plán ih rie²enia.23Resortowego Programu Bada« Podstawowyh RP. III. 30.



202 MACIEJ MAJORV £lánku [2℄ sme prediskutovali výsledky získané analýzou odpovedí na otázky1, 2, 5 a 6. Uskuto£nená analýza odpovedí ²tudentov ukázala, ºe ²tudenti 3. ro£níkamatematiky, napriek dos´ vysokej mienke o svojih vedomostiah z po£tu pravde-podobnosti, majú ve©mi slabé asoiáie týkajúe sa pojmu pravdepodobnosti, nev-idia spojenie pravdepodobnosti s inými matematikými pojmami, a tieº nepoznajújej pouºitie v praxi. V tomto £lánku uvedieme závery získané analýzou odpovedí naotázky 3 a 7.Ako sme uº uviedli, analýza odpovedí ²tudentov na otázku 1 (pozri [2℄) ukázala, ºerespondenti dos´ vysoko hodnotili svoje vedomosti (zo strednej ²koly) z oblasti pravde-podobnosti a uvádzali, ºe hápu pojem pravdepodobnosti a jeho vlastnosti. Cie©omotázky 3 bolo zisti´, £i ²tudenti ovládajú (pamätajú si) ²kolskú de�níiu pravdepodob-nosti, prípadne, £i ju ovládajú sk�r intuitívne. Mala teda umoºni´ kontrolu pravdivostiodpovedí na otázku 1. Otázka 7 sa týka matematikýh viet z oblasti pravdepodob-nosti. Vo výskume sa jednalo o zistenie, £i si ²tudenti pamätajú základné vlastnostipravdepodobnosti. Porovnávaia analýza odpovedí na jednotlivé otázky dotazníkaumoºnila pozorovanie eventuálnyh rozdielov medzi tým, £o ²tudenti skuto£ne vediaa ih predstavami o svojih vedomostiah.Po analýze odpovedí ²tudentov na otázku 3 m�ºeme poveda´, ºe ani jeden z re-spondentov neuviedol bezhybnú de�níiu pravdepodobnosti. Vä£²ina ²tudentov (24z 37) na túto otázku neodpovedala v�be. Naj£astej²ie uviedli, ºe si nepamätajú, os-tatní napísali iba znak ��� (poml£ka) alebo nehali miesto na odpove¤ prázdne. Iba13 ²tudentov sa aspo¬ pokúsilo odpoveda´ na túto otázku. Moºno kon²tatova´, ºe vniektorýh prípadoh sa jednalo o pokusy o tzv. �klasikú de�níiu pravdepodobnosti�(Laplaeovu de�níiu). Respondenti napísali, ºe pravdepodobnos´ je:� pomer po£tu moºností danej udalosti ku elkovému po£tu moºností (2 ²tudenti);� pomer výskytu tejto udalosti ku mnoºine v²etkýh udalostí (1 ²tudent);� pomer #A
#Ω

, kde A ⊂ X, pri£om X je ©ubovo©ná neprázdna mnoºina udalostí(1 ²tudent);� P (A)
Ω

, A ⊂ Ω, Ω � mnoºina v²etkýh elementárnyh kombináii, P (A) �mnoºina v²etkýh elementárnyh kombiáií mnoºiny A (1 ²tudent).V odpovediah nieko©kýh ²tudentov moºno vidie´ spojitos´ s axiomatikou de�ní-iou pravdepodobnosti:� £íslo ur£ujúe hodnotu výskytu danej náhodnej udalosti (1 ²tudent);� súhrn elementárnyh udalostí, ktorým je priradená £íselná hodnota z mnoºiny
(0, 1) (1 ²tudent);� ²ana výskytu nejakej udalosti spomedzi v²etkýh moºnýh udalostí (1 ²tudent);� moºnos´ nastania udalosti pri losovaní (istá udalos´ - pravdepodobnos´ sa rovná1, nemoºná udalos´ - pravdepodobnos´ sa rovná 0) (2 ²tudenti).Dvaja ²tudenti sa pokú²ali opísa´ pojem pravdepodobnosti tvrdením:� predvídanie ur£itýh udalostí v danýh podmienkah;� moºnos´ výskytu danej udalosti.Medzi odpove¤ami sa na²lo i tvrdenie: pravdepodobnos´ je £as´ matematiky.Citované odpovede ukazujú, ºe ²tudenti nevedia (nepamätajú si a sami nedokáºuvytvori´) de�níiu pravdepodobnosti. Znalos´ tohto pojmu je povrhná a v zásade



Vedomosti študentov 3. ročníka matematiky v oblasti elementárnych . . . 203intuitívna. Pouºitie intuíie pri pojme pravdepodobnosti je ve©mi v²eobené a £astomá ¤aleko k skuto£nému matematikému významu tohto pojmu. Ve©mi málo respon-dentov sa pokúsilo uvies´ formálnu de�níiu pravdepodobnosti.Analýzou odpovedí ²tudentov na otázku 7 sa ukázalo, ºe aº 20 respondentov ne-dokázalo uvies´ ºiadnu matematikú vetu týkajúe sa pravdepodobnosti. Ostatní ²tu-denti uvádzali jednu aº tri vety. Naj£astej²ie uvádzanou bola veta o pravdepodobnostizjednotenia dvoh udalostí. Buhuºia©, v mnohýh odpovediah hýbali predpokladya samotné vety boli formulované nesprávne. �tudenti písali:� P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩ B) (2 ²tudenti);� P (A ∪B) = P (A) + P (B) (1 ²tudent);� P (A ∪B) = P (A) ∪ P (B) (1 ²tudent);� A ∩ B 6= ∅ =⇒ P (A ∪ B) = P (A) ∪ P (B) (1 ²tudent);� A ∩ B = ∅ =⇒ P (A ∪ B) = P (A) ∪ P (B)− P (A ∩B) (1 ²tudent);� A ∩ B = ∅ =⇒ P (A) ∪ P (B) = P (A ∪B)− P (A ∩B) (1 ²tudent);V dvoh dotazníkoh bolo formulované tvrdenie o pravdepodobnosti opa£nej (do-plnkovej) udalosti:� A ∪ B = Ω, A ∩B = ∅ =⇒ P (A) = 1− P (B);� P (A) = P (Ω)− 1.�al²ie formulované vety:� P (Ω) = 1 (2 ²tudenti);� P (A) < 1 (2 ²tudenti);� 0 ≤ P (A) ≤ 1 (1 ²tudent);� Pravdepodobnos´ výskytu istej udalosti je 1 (1 ²tudent);� Pravdepodobnos´ výskytu istej udalosti je 1 a nemoºnej udalosti je 0 (1 ²tudent).V troh prípadoh ²tudenti uviedli ako vetu vzore na podmienenú pravdpodob-nos´:� P (A|B) = P (A) ∪ P (B);� P (A|B) = P (A) ∩ P (B);� P (A|B) = P (A∩B)
P (B)

, za predpokladu, ºe A ∩B = ∅.Dvaja ²tudenti uviedli nasledovné tvrdenie:� P (A) = A

Ω
,ktoré nie je pravdivé, ke¤ hýba predpoklad, ºe pravdepodobnostný priestor je kla-siký.Okrem toho ²tudenti ako vety pravdepodobnosti uvádzali:� vzore na výpo£et kombináií (3 ²tudenti);� vzore na výpo£et variáií bez opakovania (2 ²tudenti);� vzore na výpo£et variáií s opakovaním (2 ²tudenti);



204 MACIEJ MAJOR� vzore na výpo£et permutáií (2 ²tudenti).�tudenti ako príklad vety písali tieº nasledujúe vety, ktoré v²ak neitovali, ibavymenovali ih názvy:� Laplaeova veta (2 ²tudenti);� Bernoulliho veta (1 ²tudent);� Bernoulliho zákon ve©kýh £ísel (1 ²tudent).Medzi odpove¤ami sa na²la aj takáto:� P (A) = ∅ ∩ P (B) = ∅ =⇒ P (A ∩B) = ∅.Podrobná analýza itovanýh odpovedí nás viedla k formulovaniu nasledujúihzáverov:1. �tudenti neovládajú podstatné vety ²kolskej pravdepodobnosti.2. Vety kombinatoriky povaºujú za vety pravdepodobnosti.3. Vyslovujú vetu nemajú potrebu formulova´ predpoklady, pri ktorýh je vetapravdivá. Uspokoja sa s formulovaním samotnej tézy vety.4. Dokona si neuvedomujú, ºe udalos´ je mnoºinou a pravdepodobnos´ udalostije £íslo. Sved£í o tom nevhodné pouºívanie symbolov �+� a �∪� ako aj �·� a �∩�.Prevedená analýza potvrdila, ºe ²tudenti 3. ro£níka matematiky napriek tomu,ºe dos´ vysoko hodnotia svoje vedomosti z pravdepodobnosti, majú dos´ úbohe poz-natky z tejto oblasti. Chápanie pojmu pravdepodobnosti u nih jenozna£ne vedie dooby£ajného hápania tohto slova. Pravdepodobnos´ je vä£²inou ²tudentov vnímanáez prizmu úloh, ktoré rie²ili na strednej ²kole. Tie sa v prevaºnej vä£²ine týkajúklasikej pravdepodobnosti. Mnoho ²tudentov za£ínajúih kurz pravdepodobnostimá rie²enie úloh nerozlu£ne spojené s výpo£tom monosti mnoºiny Ω. Pod©a na²ejmienky, na odpovede ²tudentov na otázku 7 mal ve©ký vplyv d�raz, kladený na stred-nej ²kole na pouºitie kombinatorikýh vzorov (na výpo£et po£tu permutáií, variáiía kombináií).Neúplné vnímanie pojmu pravdepodobnosti jednozna£ne m�ºe by´ zdrojom hýba problémov v ¤al²ej etape vzdelávania v oblasti pravdepodobnosti. Sme toho názoru,ºe mnoho respondentov má nejasný obraz pravdepodobnosti - jednotlivým pojmomnerozumejú a nie sú shopní pom�´ si elemntárnymi matematikými pojmami.Literatúra[1℄ D. Brydak (red.), Resortowy Program Bada« Podstawowyh RP. III.30. V1: Di-agnoza skutezno±i ksztaªenia nauzyieli matematyki (synteza bada« za lata1986-1990 oraz przykªadowe opraowania pod redakj¡ Dobiesªawa Brydaka),Wy»sza Szkoªa Pedagogizna im. Komisji Edukaji Narodowej, Kraków, 1990.[2℄ M. Major, Uwagi na temat wiedzy studentów III roku matematyki w zakresieszkolnyh tre±i rahunku prawdopodobie«stwa, w: Matematika v ²kole dnes azajtra, Zborník 6. ro£nika konferenie s medzianárodnou ú£ast'ou, Ruºomberok2006, 176-180.[3℄ A. Pªoki, Prawdopodobie«stwo wokóª nas. Rahunek prawdopodobie«stwa wzadaniah i problemah, Wydawnitwo �Dla szkoªy", Bielsko-Biaªa, 1997.
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Elektroniky podporované vzdelávanieelementaristovMarek Mokri²
Abstrat. In the following subsription we are desribing the experiene with implementingof the eletronially supported eduation for the primary shool teahers studying externally.Introdutory mathematial disipline in their preparation is being desribed.Dynamiký a neustále sa rozvíjajúi sp�sob elektronikého spraovávania, prenosua arhiváie informáií prenikol do v²etkýh oblastí ©udskej £inností. Do vzdelávania£oraz £astej²ie vstupujú nové tehnológie a výrazným sp�sobom za£ínajú ovplyv¬o-va´ komunikáiu a interakiu medzi u£ite©om a ºiakom. V ostatnom období sa dopopredia v príprave u£ite©ov pre primárny stupe¬ vzdelávania dostáva elektronikypodporované vzdelávanie. Pod©a P. Klenov£ana (2004, s. 139) m�ºeme v sú£asnej dobepozorova´ pomerne ve©ký rozmah vyu£ovaíh metód, ktoré sú podporované po£í-ta£mi a r�znymi sie´ovými systémami. Súhrne sú nazývané ako e-learningové metódy.Sú jednou z alternatív, ktorá by mala zabráni´ neºiaduemu zniºovaniu úrovne vyu£o-vania.Pod©a P. Hanzela (2004, s. 107-108) e-learning (elektroniké vzdelávanie) mnohíautori pouºívajú len na ozna£enie dvoh aktivít:S � elektroniké spraovanie informáií vhodnýh pre daný vzdelávaí proes,P � prenos informáií pomoou elektronikýh komunika£nýh sietí k uºívate©ovi.E-learning má ove©a ²ir²í význam. Predstavuje kvalitatívne nový prístup k re-alizáii vzdelávania, ktorý je zaloºený na aplikáii softvérovýh produktov. Okremaktivít S a P musí e-learning zvý²i´ efektivitu pri:C � poskytovaní sluºieb ²tudentom (zákazníkovi),D � distribúie produktov a sluºieb (v smere u£ite© � ²tudent),A � riadenia vzdelávaieho proesu.V ²kolskom roku 2005/2006 do²lo na PF PU v Pre²ove k zmene matematikejprípravy u£ite©ov pre mlad²í ²kolský vek. Zmena nastala vo �lozo�í, obsahu, ale ajv metóde ²túdia. �tudentom prvého ro£níka externého ²túdia boli sprístupnené onlinekurzy v prostredí MOODLE a poskytnutá moºnos´ nav²tevova´ tzv. podporné kurzy,ktorýh úlohou bolo eliminova´ problémy spojené s e-vzdelávaním zo strany ²tudentov(nedostupnos´ Internetu, nedostato£né zru£nosti s práou na Internete a obsluhouPC, at¤.). Do podpornýh kurzov sa zapojilo aº 97 % ²tudentov. V MOODLE sazaregistrovalo 72 ²tudentov zo 119, ale reálne ho vyuºívali len 7.V tomto príspevku uvedieme bliº²iu harakteristiku kurzu Úvod do ²túdia matem-atiky umiestneného v MOODLE, ktorý je prvou matematikou disiplínou v profesi-jnej príprave u£ite©ov elementaristov v podmienkah PF PU. Cie©om tohto predmetuje pozitívne ovplyv¬ova´ postoje ²tudentov k matematike, nadväzova´ na znalostiz matematiky, ktoré získali na základnej a strednej ²kole, preizova´ matematikévyjadrovanie a vytvára´ jednotiai pojmový systém. Ciele tohto kurzu sme museliprisp�sobi´ aktuálnej eduka£nej realite, ktorá hovorí o klesajúej úrovni matemat-ikýh vedomostí. Tá sa prejavuje, pod©a V. Jodasa (2004, s.11, pod©a Brinková.J �Sob�tková, �; 2005), v poslednýh pätnástih rokoh pri prehode ºiakov medzi



Elektronicky podporované vzdelávanie elementaristov 207jednotlivými stup¬ami ²k�l a pod©a J. Brinkovej a �. Sob�tkovej (2005, s. 81) evidu-jeme aj pokles ob©úbenosti matematiky, ktorý je evidentný uº vo vy²²íh ro£níkohZ�. Výskum na PF UMB v Banskej Bystrii ukázal, ºe shopnosti ²tudentov-elementaristov získa´, spraova´, vyhodnoti´ reálne informáie v texte, v tabu©ke,v grafe a v mape nie sú na poºadovanej úrovni (�. Gerová � P. Klenov£an, 2006,s. 82). K analogikým záverom dospel aj výskum na PF PU (M. Mokri², 2006). I.Sholtzová � V. Ze©ová (2006, s. 233) uvádzajú, ºe matematiký diktát by mohol by´medzistup¬om medzi písomne zadávanou úlohou v ²kole a situáiami, s ktorými saºiai stretávajú v reálnom ºivote a je pri nih potrebné pouºi´ matematiký aparát.E. �im£íková (2006, s. 263) zd�raz¬uje, ºe okrem odbornýh poznatkov z matem-atiky potrebnýh pre edukáiu na prvom stupni Z� potrebuje absolvent aj poznatkyz matematiky �pre ºivot�. Na ¤al²í neºiadúi jav upozor¬uje B. Tomková (2005, s.87): Vyzerá to tak, akoby ²tudentom via ako objavovanie, h©adanie súvislostí a pre-mý²©anie vyhovovalo memorovanie poznatkov.�. Pod©a A. Prídavkovej (2004, s. 210)u budúih u£ite©ov matematiky na 1. stupni Z� je tieº potrebné rozvíja´ shopnos´uvaºova´ nad matematikou úlohou systematiky. Je to d�leºité predov²etkým z tohopoh©adu, ºe takéto shopnosti a zru£nosti budú rozvíja´ ako u£itelia.Z uvedenýh d�vodov má obsah predmetu Úvod do ²túdia matematiky tieto te-matiké okruhy:1. Svet £ísel z poh©adu histórie (Zápis £ísli a £ísel v Egypte, v Gréku a u Slovanov;Rímske £íslie a £ísla. Pozi£ný a nepozi£ný £íselný systém. P�vod arabskýh£ísli),2. Komunika£ný jazyk aritmetiky (�ítanie a zápis £ísel. �íselné mnoºiny a inter-valy. �ítanie a interpretáia údajov z grafov a tabuliek),3. Prirodzené £íslo, elé £íslo, delite©nos´ (Kritéria delite©nosti. Prvo£íslo, zloºené£íslo. Eratostenovo sito. Slovné úlohy.),4. Po£tové operáie v mnoºine N, Z a ih vlastnosti (Písomné algoritmy � sú£asnéaj historiké),5. Výroky, rovnie, nerovnie a determinanty rie²enia slovnej úlohy (Výroky s úda-jom o po£te. Lineárna rovnia a nerovnia s jednou premennou, rovnia -rovnos´, nerovnia � nerovnos´. Slovné úlohy),6. Raionálne £íslo, po£tové operáie v mnoºine Q a ih vlastnosti (Raionálne£íslo, zlomok, zloºený zlomok, zmie²ané £íslo),7. Desatinné £íslo, desatinný zlomok, perento, iraionálne a reálne £íslo,8. Komunika£ný jazyk a elementárne vz´ahy v geometrii (Primitívne a odvodenépojmy v geometrii. Gréka abeeda),9. Planimetria � rovinné útvary a ih harakteristiky (Rovinné útvary a ih harak-teristiky. Obvod a obsah. Jednotky d¨ºky a plohy),10. Stereometria � priestorové útvary a ih harakteristiky (Povrh a objem prie-storového útvaru. Jednotky objemu),11. Matematika pre ºivot - jednotky £asu, hmotnosti, základy ²tatistiky,



208 MAREK MOKRIŠ12. Matematiké a nematematiké paradoxy (Optiké klamy. Nekorektné aplikáiematematikýh tvrdení. Humor v matematike.).Úvod do ²túdia matematiky sa vyu£oval v rozsahu 1 h \ týºde¬ predná²ka a 2h
\ týºde¬ seminár v dennej forme ²túdia a pre externýh ²tudentov bol v ponukepodporný kurz s dotáiou 12 kontaktnýh hodín. Predmet bol hodnotený zápo£toma jednou z poºiadaviek na udelenie zápo£tu bolo úspe²né absolvovanie závere£néhotestu.V ¤al²ej £asti uvedieme analýzu úloh z testu zameranýh na shopnosti ²tuden-tov vyhodnoti´ reálne informáie v texte a prostrednítvom matematikého aparátuzauja´ k ním stanovisko.ÚLOHA:24V novináh uverejnili správu: �Plynárenská spolo£nos´ zvý²ila enu plynu k 1.1.2005o 5%. Po zmenáh na trhu s ropou ju k 1. februáru zníºila o 5%.� Hovora spolo£nostina základe toho tvrdí: �Cena plynu vo februári bude rovnaká ako pred zdraºením,ktoré bolo 1. januára.�. Posú¤te pravdivos´ tvrdenia hovoru plynárenskej spolo£nostia uve¤te aspo¬ jeden matematiký argument, ktorý vyhádza z uverejnenej správyv novináh, ktorým by ste svoje stanovisko zd�vodnili.Analýza:Úloha bola zameraná na problematiku perentuálneho po£tu. Zo 104 ²tudentovdanú úlohu v�be nerie²ilo 29,81 % (31 ²tudentov), 49,04 % (51 ²tudentov) vyprao-valo nekorektné rie²enie a 21,15 % (22 ²tudentov) úlohu vyrie²ilo správne s pouºitímvhodného matematikého argumentu.Naj£astej²ie nekorektné rie²enia:

Z analýzy úlohy a na základe záverov z inýh výskumov (odvolávame sa na nev úvodnýh £astiah príspevku) sme dospeli k záveru, ºe shopnosti ²tudentov korek-tne aplikova´ matematiké poznatky v reálnyh ºivotnýh situáiáh sú na nedosta-to£nej úrovni. Neustále klesajúi záujem o u£ite©ské profesie sp�sobuje, ºe na ped-agogiké fakulty sa hlásia záujemovia so sk�r negatívnym postojom k matematike.Z týhto d�vodov si myslíme, ºe prvá matematiká disiplína v profesijnej prípraveu£ite©ov pre mlad²í ²kolský vek by mala by´ venovaná vytváraniu pozitívneho vz´ahuk matematike a systematizovaniu matematikého kurikula nielen strednej, ale aj zák-ladnej ²koly a nezabudnute©ným faktorom by mal by´ aplika£ný harakter zadávanýhúlohy z reálneho ºivota.24Charakteristika ¤al²íh úloh bude uvedená v plnej verzii £lánku M. Mokri² (2006).
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R�zne sp�soby rie²enia netypikej slovnej úlohydevä´ aº desa´ro£nými ºiakmiBarbara Nawolska, Joanna �¡dªo
Abstrat. Text exerises onstitute a speial kind of problem solving ase. The ability tosolve suh problems an have a pratial e�et on pupils' general problem solving skills. Thisability an be a useful pattern in many di�ult situations. This artile presents the resultsof researh onerning the ability of pupils aged 9-10 to solve non-standard text exerises.Hlavným ie©om rie²enia slovnýh úloh na prvom stupni základnýh ²k�l je pod-nieti´ rozvoj tvorivého £loveka. Ide najmä o utváranie takýh mentálnyh dispozíiíºiaka, ktoré by prehlbovali nápaditos´, �exibilnos´ a originálnos´ jeho myslenia, akoaj osobitné, pre matematiku harakteristiké zru£nosti: analýzu, syntézu, generalizá-iu, porovnávanie, klasi�káiu, správne usudzovanie, abstrakiu, utváranie de�níií,algoritmizáiu, at¤. Sp�sob myslenia die´a´a by mal by´ pruºný a otvorený. V tomtokontexte je d�leºité, �aby rie²enie slovnej úlohy bolo úplne samostatné, aby sa ºiakpopri samotnom myslení a prái u£il ako rozpozna´ a vyrie²i´ problém, autonómneskontrolova´ postup a ako eliminova´ hyby� (Sokoªowski 1996, s. 168).Významnou prednos´ou slovnýh úloh je, ºe sú jednotlivými prípadmi elej prob-lémovej situáie. Tým, ºe ih ºiak rie²i, u£í sa, ako si poradi´ nielen vo zvlá²tnomprípade, ale v kaºdej problémovej situáii (beºného ºivota), £ím sa buduje ur£itáparadigma uvaºovania.V najv²eobenej²om po¬atí je problémovou úlohou taká forma úlohy, ktorú pod-met nedokáºe vyrie²i´ s pomoou vlastnýh vedomostí, shopností a návykov (Kozie-leki 1992: s. 119). Aby to dokázal, musí podmet prekro£i´ hranie svojih aktuálnyhdispozíií a experimentovaním nájs´ £i vygenerova´ rie²enie a napokon zváºi´ jehoopodstatnenie.Je nutné zd�razni´:� problémové úlohy majú vºdy podmetový harakter. To, £o predstavuje rie²i-te©nú úlohu pre jedného £loveka, nemusí by´ otáznym pre inýh, ktorí uº auto-matiky poznajú rie²enie. Pre ¤al²íh m�ºe rovnaká situáia radikálne prerasta´ih moºnosti vysporiadania sa ¬ou. V tomto kontexte nie je problémovou úlo-hou pre tretiaka úloha z prvej triedy (je totiº triviálna), ale ani úloha ur£enáºiakom na druhom stupni (pretoºe sa vymyká tretiakym moºnostiam).� problémové úlohy vyºadujú vedie´ vyuºi´ a skoordinova´ ve©a my²lienkovýhpostupov ako napríklad produktívne i reproduktívne myslenie, pamä´ové a mo-toriké proesy. Prezentova´ rie²enie problémovýh úloh iba ako prejav tvorivéhomyslenia je neopodstatnené. Ide sk�r o reorganizáiu aktuálnyh vedomostí,shopností a skúseností. Aby sme si poradili v skuto£ne problémovej situáii,potrebujeme nielen mnoho vedie´, ale aj dokáza´ s príslu²nými veami manipu-lova´. �ím vä£²ím po£tom �aktív� podmet disponuje, tým je va£²í predpoklad,ºe sa úspe²ne dokáºe vysporiada´ s náro£nej²ími problémami.Z metodikého h©adiska moºno slovné úlohy rozdeli´ na:



Rôzne spôsoby riešenia netypickej slovnej úlohy devät’ až desat’ročnými žiakmi 2111. Otvorené, bez prísne vymedzeného harakteru, v ktorýh je súbor výhodis-kovýh informáií neúplny, a preto exituje viaero moºnýh správnyh rie²ení,podobne ako v umelekej prái £i tvorbe r�znyh teórií vyu£ovania. Medzi takétoúlohy patria v matematike napr. hra na obhod alebo úlohy spojené s h©adanímmoºnýh otázok v kontexte ur£itej situáie.2. Uzavreté, dostato£ne vymedzené tak, aby existovalo iba jediné správne rie²e-nie úlohy. Vä£²ina slovnýh úloh je práve uzavretými (por. Kozieleki 1992:s. 121,122).Pod©a J. P. Guilforda sa problémové úlohy delia na:1. konvergentné, majúe jedno správne rie²enie;2. divergentné, pripú²´ajúe nieko©ko správnyh rie²ení.Vä£²ina slovnýh úloh v u£ebniiah má konvergentný harakter, £o m�ºe vyvolá-va´ hybnú ºiaku predstavu, ºe vºdy existuje iba jedno správne rie²enie problémovejsituáie i úlohy.Nie v²etky slovné úlohy sú problémovými úlohami, v pravom zmysle vyºadujúimitvorivú £innos´. Mnohé z nih (azda vä£²ina) predpokladajú uplatnenie ur£itej, de´omznámej shémy, a tak sú aj pertraktované. Vzh©adom na to, ºe problémová úloha sapodstatne viaºe na podmet, tá istá úloha nemusí od jednej skupiny ºiakov vyºadova´kreatívnu £innos´, u inej si v²ak nárokuje konep£né uvaºovanie.Okrem predhádzajúih delení moºno úlohy roz£leni´ na typiké a netypikéz h©adiska ih uplatnenia vo vyu£ovaom proese. Typiká úloha má uzavretý a kon-vergentný harakter. Naopak netypiká úloha je zvy£ajne otvoreným problémom s vi-aerými moºnými rie²eniami. Alebo nemusí ma´ ºiadne rie²enie, ak napríklad sú vspore predpoklady zadania úlohy alebo jej ie© s predpokladmi nesúvisí. Okrem tohomedzi netypiké úlohy patria aj také, ktorýh rie²enie nepredpokladá pouºitie ºiakomuº známej shémy, ale die´a musí rie²enie samé nájs´ � �vytvori´�.Pretoºe textové úlohy plnia váºnu úlohu v matematikom vzdelávaní � matema-tiku sa totiº u£íme prostrednítvom rie²ení úloh �, na²ím zámerom bolo zisti´ práveto, ako si s ih rie²ením poradia 9- a 10-ro£ní ºiai (v sú£asnom systéme vzdeláva-nia v Po©sku to znamená na koni druhého a tretieho ro£níka základnej ²koly poabsolvovaní povinného nultého ro£níka, resp. materskej ²k�lky). V rámi výskumusme vybrali 3 netypiké úlohy, ktoré sme dali rie²i´ 51 ºiakom v druhom a 65 vtre´om ro£níku krakowskýh základnýh ²k�l. Vzh©adom na ráme príspevku sa vnasledujúom texte budeme zaobera´ analýzou iba jednej z úloh, ktorú povaºujemeza najvhodnej²iu.Úloha:Agátka má v pokladni£ke 6 miní, spolu za 42 gro²ov. O aké mine m�ºe ís´?Ide o netypikú úlohu, pretoºe jej rie²enie nie je jednozna£né. Existujú ²tyrimoºnosti ako m�ºe ma´ 6 miní spolu hodnotu 42 gro²ov. Netypikos´ tejto úlohysúvisí aj s abseniou známej shémy rie²enia (pouºitie predpisu £i rovnie). Práve tom�ºe by´ prí£inou, pre ktorú si niektorí ºiai nemusia vedie´ poradi´ s rie²ením, odinýh zasa vyºaduje raionálnu stratégiu usporiadania známyh (6 miní, hodnota42 gro²ov) i skrytýh faktov (nominálne hodnoty po©skýh miní � 1 gr, 2 gr, 5 gr,10 gr, 20 gr, 50 gr, 1 zª, 2 zª, 5 zª), ako aj shopnos´ nájs´ vhodný sp�sob kódovaniav²etkýh moºností. Podmienku úlohy moºno matematiky najjednoduh²ie formulo-va´ ako rozklad £ísla 42 na sú£et s£ítanov s hodnotami z mnoºiny {1, 2, 5, 10, 20}.Mine s hodnotami vä£²ími ako 20 gr nemoºno pouºi´, pretoºe by bola prekro£enápoºadovaná hodnota 42 gr.



212 BARBARA NAWOLSKA, JOANNA ŻĄDŁO�es´ miní m�ºe ma´ spolu hodnotu 42 gr nasledovne:42 = 10 + 10 + 10 + 10 + 1 + 142 = 10 + 10 + 10 + 5 + 5 + 242 = 20 + 10 + 5 + 5 + 1 + 142 = 20 + 5 + 5 + 5 + 5 + 2Z analýzy materiálu zozbieraného od 116 ºiakov v druhom a tre´om ro£níku vy-plýva, ºe:� 3 ºiai správne vyrie²ili úlohu s uvedením v²etkýh moºností reprezentáie hod-noty 42 gr prostrednítvom 6 miní;� 75 vyrie²ilo úlohu £iasto£ne, pri£om na²li 1, 2 alebo 3 moºnosti;� 36 ºiakov sa pokúsilo nájs´ rie²enie úlohy, ale ani jeden nana²iel ºiadnu zosprávnyh moºností (iba uvaºovali o obsahu úlohy);� 2 ºiai sa v�be nepokúsili vyrie²i´ úlohu; jeden z nih odovzdal nepopísaný listpapiera, druhý bez uvedenia d�vodu napísal, ºe �Úlohu nie je moºné vyrie²i´ �.Podrobný súhrn výsledkov uskuto£neného výskumu sa nahádza v nasledujúejtabu©ke:Sp�soby rie²enia Po£etºiakovv 2. ro£. Po£etºiakovv 3. ro£. Po£etºiakovv oboh ro£. Spolu %
Správne 4 moºnosti − 3 3 3 2,583 moºnosti 2 11 13 75 11,202 moºnosti 2 11 13 11,201 moºnos´ 27 22 49 42,20Chybné Σ −po£et miní +nominály +

7 8 15 36 12,93
Σ −po£et miní +nominály +

2 − 2 1,72
Σ −po£et miní +nominály +

− 2 2 1,72
42 : 6 7 5 12 10,34
6 + 42 2 − 2 1,72�divné� 1 2 3 2,58Iné nepopísaný pa-pier aleboveta �nemoºnovyrie²i´� 1 1 2 2 1,72Spolu 51 65 116 116 100%Popis:

Σ ozna£uje sú£et hodn�t miní, + ozna£uje porozumenie predpokladom úlohy, − oz-na£uje nedostato£né porozumenie predpokladom; napr. �Σ +, po£et miní +, nomi-nály −� znamená, ºe ºiak porozumel sú£tu 42 gro²ov, po£tu pouºitýh miní, alenezváºil moºné nominálne hodnoty miní.



Rôzne spôsoby riešenia netypickej slovnej úlohy devät’ až desat’ročnými žiakmi 213Z predhádzajúej tabu©ky je zrejmé, ºe medzi po£tom druhákov a po£tom tre-tiakov, ktorí správne vyrie²ili úlohu, je zna£ný rozdiel. Star²ie deti £astej²ie na²li viaako jedno moºné rie²enie a napokon aj v²etky, mlad²ie boli najúspe²nej²ie v h©adanípráve jedného správneho výsledku (27 os�b), len nemnohí z nih (4 osoby) objavili¤al²ie moºnosti, pri£om ºiadnemu druhákovi sa nepodarilo nájs´ úplne rie²enie.Úplne rie²enie objavili traja ºiai z tretieho ro£níka, ktorí uviedli v²etky ²tyriprípady, v ktorýh má ²es´ miní hodnotu 42 gr.Takmer 43% ú£astníkov výskumu (27 druhákov a 22 tretiakov) uviedlo jednusprávnu odpove¤. Zna£ná £as´ aktérov (49 zo 116 os�b) bu¤ h©adala, ale nezis-tila iné moºnosti, alebo (£o je pravdepodobnej²ie) si rie²enie automatiky spájalas jedinou správnou moºnos´ou. Z toho vidie´, ºe mnohí ºiai sa uº zºili s rie²enímtypikýh úloh, ktoré majú vºdy len jedno rie²enie. V situáii, ktorou sa zaoberáme(úloh s vä£²ím po£tom správnyh odpovedí), £innos´ ºiakov teda mnohokrát kon£ínájdením jedného správneho rie²enia, pri£im deti uº nepoi´ujú potrebu h©ada´ iné,¤al²ie moºnosti. Pod©a nih proes rie²enia úlohy kon£í uvedením jednej odpovede.Via ako jedno, no nie v²etky moºné rie²enia na²lo 26 ºiakov (13 detí dve a 13 trisprávne odpovede). Tieto deti si uvedomovali, ºe existuje viaero správnyh rie²ení,no napriek tomu sa im nepodarilo nájs´ v²etky. Pozoruhodné je, ºe spomedzi nihboli iba 4 druhái a aº 22 tretiai. To m�ºe sved£i´ o vä£²ej shopnosti star²íh ºiakovrie²i´ netypiké úlohy.Analýza nesprávnyh rie²emí nepoukazuje na zjavné rozdiely v hybáh ºiakovdruhého a tretieho ro£níka. Obe skupiny pri h©adaní rie²enia robili podobné hyby:� aº 15 os�b síe dodrºalo vý²ku poºadovaného elkového �nan£ného obnosu(42 gr) miní platnej nominálnej hodnoty, ale zárove¬ zabudlo na ih ur£enýpo£et. V týhto prípadoh rozloºili £íslo 42 na sú£et 3, 5 alebo 7 s£ítanov:Darek: 2 gr + 20 gr + 20 gr = 42 gr. To sú mine 2 gr, 20 gr, 20 gr [3 mine℄;Jakub: 5 gr, 10 gr, 5 gr, 10 gr, 5 gr, 5 gr, 2 gr [7 miní℄;Dawid: 1 gr + 1 gr + 20 gr + 5 gr + 5 gr + 5 gr + 5 gr = 42 gr. Odp. Tom�ºu by´ 4 pä´gro²ovky, 2 mine po 1 gr a 20 gr [7 miní℄;Rafaª: 10 +10 + 10 + 10 + 2 = 42 [5 miní℄;Ela: 20 gr + 10 gr + 5 gr + 2 gr + 5 gr = 42 gr [5 miní℄.� 2 ºiai mali na zreteli poºadovaný po£et miní a ih nominálne hodnoty, nozabudli na ih ur£enú elkovú hodnotu 42 gr, napríklad:Adrian: M�ºe ís´ o mine 20 gr, 10 gr, 5 gr, 5 gr, 2 gr, 2 gr [spolu 44 gr℄;Wiola: 10, 10, 10, 10, 10, 2 [spolu 52 gr℄.� 2 ºiai nere²pektovali nominálne hodnoty po©skýh miní a na²li rozklad £ísla42 na sú£et 6 ©ubovo©nýh s£ítanov, napríklad:Mateusz: 10 + 8 + 2 + 8 + 2 + 12 = 42 Odp. M�ºe ís´ o mine 10, 8, 2, 8, 2,12 [8- a 12-gro²ové mine℄;Kasia: 10 gr + 10 gr + 10 gr + 6 gr + 5 gr + 1 gr = 42 gr [6-gro²ová mina℄.� aº 12 ºiai rie²ili úlohu tak, ºe vyuºili typovú shému z aritmetiky a vydelili
42 : 6 alebo:� odpovedali: Sú to 7-gro²ové mine;� uskuto£nili výpo£et bez akéhoko©vek komentára;



214 BARBARA NAWOLSKA, JOANNA ŻĄDŁO� jeden ºiak napísal: Nemám 7-gro²ové mine a ni£ via;� zistili, ºe nájdené £íslo sa nezhoduje so skuto£nos´ou a vzdali sa h©adania inéhorie²enia.Do skupiny týhto ºiakov je potrebné za£leni´ e²te jedného (trinásteho), ktorýtvrdil, ºe úlohu nie je moºné vyrie²i´, av²ak na odovzdanom papieri boli len vygu-mované výpo£ty. Ukázalo sa, ºe ²lo o delenie. �iak asi vyuºil typovú shému arit-metiky, vydelil £ísla, a ke¤ si uvedomil, ºe nemá k dispozíii sedemgro²ovú minu,vygumoval v²etky predhádzajúe výpo£ty a napísal, ºe úlohu nemoºno vyrie²i´.� 2 ºiai s£ítali 6 + 42. Aj oni pouºili shému rie²enia typovej úlohy. No na-priek tomu nemoºno tvrdi´, ºe sa pokúsili analyzova´ obsah úlohy, sk�r z textu�vylovili� dané £ísla a uskuto£nili s nimi jednu zo ²tyroh moºnýh a im známyharitmetikýh operáií. Náhodou sa stalo, ºe ²lo práve o s£ítanie, alebo si s£ito-vanie vybrali ako najmenej náro£ný a najvia ovládaný výpo£et.Damian napísal: 6 min + 42 gr = 48 Miní bolo 48;Monika: 6 + 42 = 46 Agáta má 46 pe¬azí.� 3 ºiai uviedli �divné� rie²enia:Kamil napísal: 500 gr + 100 gr + 20 gr + 20 gr + 2 gr = 642 gr. �iºe 642 gr;Natalia odpovedala:M�ºu to by´ 7-gro²ové mine. Potom uviedla názorný d�kaz:
©©©©©© · ©©©©©©© = 42. Moºno sa domnieva´, ºe ide o osobitnýsp�sob zápisu sú£inu 6 · 7 = 42.Sara zasa nakreslila 6 ve©kýh kruhov, do kaºdého napísala £íslo 1 a ved©akaºdého z nih skratku zª. Niº²ie nakreslila 42 krúºkov, do kaºdého napísala£íslo 1 a ved©a skratku gr.V rie²eniah pertraktovanej úlohy sa ukázali zna£né rozdiely v shopnostiah detízú£ast¬ujúih sa výskumu jednak medzi ro£níkmi (druhý v porovnaní s tretím),jednak medzi jednotlivými ºiakmi z jednej triedy. Iba máloktorí (2,58%) na²li úplnesprávne rie²enie netypikej slovnej úlohy � museli totiº sú£asne zváºi´ zrejmé i nieo£ividné fakty, vybra´ vhodný aritmetiký model pre slovnú úlohu a v neposlednomrade tieº raionálne kódova´ v²etky moºnosti. Aº 64,60% z elkového po£tu detísi poradilo s úlohou len £iasto£ne. Im sa nepodarilo nájs´ v²etky správne rie²enia,vä£²ina pri²la iba na jednu dobrú odpove¤. Pribliºne 33% úlohu nevyrie²ilo, pri£ompolovia z nih síe porozumela zmyslu úlohy, ale urobila také hyby ako: nesprávnahodnota, hybný po£et miní, zlé nominálne hodnoty miní. Ostatok ºiakov obsahúlohy nezviazal so známou situáiou praktikého ºivota. Tí rie²enie spojili s pouºitímakejsi matematikej formuly, v ktorej �gurovali dané £ísla zo zadania úlohy, tak, abydostali £íselnú odpove¤. Nezaujímal ih vz´ah získanýh výsledkov vo£i skuto£nosti,svoje odpovede nedokázali overi´.Ako bolo uvedené na za£iatku, jedným z ie©ov rie²ení úloh má by´ rast tvorivého£loveka. Získané výsledky výskumu sa nezdajú by´ povzbudivé. Sotva nieko©kí ºiaisa prejavili ako plne kreatívni. Av²ak, zdá sa, ºe ¤al²í sa takými m�ºu onedlho sta´,pokia© ih tvorivos´ u£ite© vhodným sp�sobom podnieti. Totiº, na prvom mieste sámu£ite© predstavuje postavu tvorivého £loveka, a teda je povinný pomáha´ ºiakomkreatívne rie²i´ otvorené problémy i netypiké úlohy. Znepokojuje, ºe ve©ká skupinadetí (via ako 16%) postupovala automatiky, shematiky a bezmy²lienkovito, za £o



Rôzne spôsoby riešenia netypickej slovnej úlohy devät’ až desat’ročnými žiakmi 215nepohybne niesie zna£ný diel zodpovednosti sám u£ite©. Vyvstáva otázka, £i v�bee²te existuje ²ana zmeni´ tento stav, £i je moºné, aby sa ºiai stali kreatívnymia shopnými re�exie? Bez radikálnyh zmien v sp�sobe práe s de´mi v²ak odpove¤nem�ºe by´ kladná.Literatúra[1℄ Czerneka-Holender R., Nawolska B., Urba«ska A. (1995) O arytmetyznyhzadaniah tekstowyh w nauzaniu poz¡tkowym matematyki. In: M. Kawka(red.) Roznik Naukowo-Dydaktyzny, Zeszyt 172, Prae Pedagogizne XVII,Wzesna edukaja dzieka. Wydawnitwo Naukowe WSP, Kraków, s. 61 � 71.[2℄ Kozieleki J. (1992) My±lenie i rozwi¡zywanie problemów. In: T. Tomaszewski(red.) Psyhologia ogólna. PWN, Warszawa, t. I, s. 91 � 154.[3℄ Sokoªowski S. (1996) Jeszze o zadaniah tekstowyh. In: �yie Szkoªy, nr 3,s. 168 � 171.Adresa autora:Barbara Nawolska, dr; Joanna �¡dªo drAkademia PedagogiznaInstytut PPiSul. Ingardena 430-060 Krakówe-mail: bnawol�ap.krakow.ple-mail: joannazadlo�pozta.onet.pl



Statistiká analýza £íselné hry SportkaPavel Novák
Abstrat. This paper presents some notes of statistial analysis of numeri game Sportka.ÚvodHistorie sázkové hry Sportka má v �eské republie dlouholetou tradii. První losováníprob¥hlo uº v roe 1956 a od této doby do²lo jen k n¥kolika malým organiza£nímzm¥nám. První losování probíhala vºdy jednou týdn¥, ze £ty°ieti devíti £ísel jihbylo vylosováno ²est. Od roku 1965 se losují dva tahy, v roe 1977 p°ibylo naví tzv.dodatkové £íslo a od roku 1995 probíhá losování dvakrát týdn¥. Na webu akiovéspole£nosti Sazka jsou dostupné výsledky v²eh losování.Zvlá²tnosti v jednotlivýh tazíhZa zvlá²tnosti budu povaºovat tahy, ve kterýh byly vylosovány skupiny po sob¥jdouíh £ísel. Nap°íklad v 43. týdnu roku 2001 byla v 1. tahu vylosována £ísla: 9,25, 26, 27, 44 a 49, byl to tedy tah, ve kterém se objevily t°i po sob¥ jdouí £ísla.Nebo nap°íklad ve 38. týdnu roku 1962 byla taºena £ísla 6, 29, 43, 44, 45 a 46, tedydokone £tve°ie po sob¥ jdouíh £ísel. Nezajímavý není ani tah 41. týdne roku 1963,tehdy byla losována £ísla 1, 2, 4, 44, 45 a 46, jde tedy o tah s jednou dvojií a jednoutrojií po sob¥ jdouíh £ísel. Jen málokterý sázka° by asi £ekal, ºe v jednom tahup·jde za sebou dokone p¥t po sob¥ jdouíh £ísel. To se ale skute£n¥ stalo, nap°íkladv tahu ze 42. týdne roku 1989 byla vylosována p¥tie 17, 18, 19, 20, 21 a £íslo 26.Uvedené p°íklady nás motivují k tomu, abyhom se ptali po pravd¥podobnosteht¥hto kuriozníh tah·.Práv¥ dv¥ dvojie po sob¥ jdouíh £ísel v jednom tahuZkoumejme tedy nap°íklad pravd¥podobnost, ºe v daném tahu budou vylosoványpráv¥ dv¥ dvojie po sob¥ jdouíh £ísel. Zajímají nás tedy tahy, jako byl nap°íkladten z 32. týdne roku 2001, kdy byla vylosována £ísla 2, 20, 29, 30, 45 a 46.Abyhom zjistili pravd¥podobnost takovýhto tah·, musíme se nejprve ptát, kolikje v²eh moºnýh tah·, tedy kolik je zp·sob·, jak ze £ty°ieti devíti £ísel vybrat ²est.To je ale z°ejm¥ 6ti £lenná kombinae ze 49 prvk·, tedy:

(

49

6

)

= 13 983 816Nyní se zam¥°íme pouze na tahy se dv¥ma dvojiemi po sob¥ jdouíh £ísel.Pokusme se sestavovat takovéto tahy. Za£neme tak, ºe pevn¥ zvolíme ony dv¥ dvojiea jedno samostatné £íslo. První taková volba je 1�2, 4�5 a 7, zbylé £íslo musí být 9nebo vy²²í. Ozna£íme-li toto poslední £íslo jako c6 platí pro n¥j tedy c6 ∈ {9, . . . , 49}.Tato mnoºina má 41 prvk·, k na²im pevn¥ zvoleným dvojiím a jednomu £íslu na-jdeme tedy 41 tah·.



Statistická analýza číselné hry Sportka 217V dal²ím kroku jen posuneme ono pevné samostané £íslo a budeme se tedy ptátkolik tah· najdeme k pevn¥ zvoleným £ísl·m 1�2, 4�5 a 8. To jsou takové, pro které
c6 ∈ {10, . . . , 49}, je jih tedy stejn¥ jako prvk· této mnoºiny, to je 40. Dál byhompostupovali analogiky, pevn¥ zvolené samostatné £íslo by bylo 9, pak 10, atd. aº47. P¥kn¥ je to vid¥t z první bu¬ky následujíí tabulky. Takto jsme tedy spo£ítaliv²ehny tahy s dvojiemi 1�2 a 4�5. Je jih tedy ∑41

i=1 i. Následovalo by posunutídruhé dvojie. Zjistili byhom tak, kolik je tah· s dvojiemi 1�2 a 5�6. z druhého°ádku na²í tabulky je dob°e patrné, ºe takovýhto tah· je ∑40
i=1 i. A analogikouúvahou byhom do²li k tomu, ºe tah· s dvojiemi 1�2 a 6�7 je ∑39

i=1 i, atd, poslednímoºná volba pro druhou dvojii je 44�45, a dv¥ samostatná £ísla musí být 47 a 49,máme tedy jen jednu moºnost, neboli ∑1
i=1 i. V²eh tah·, se dv¥ma dvojiemi, z nihºjedna je 1�2, je tedy sou£et v²eh t¥hto díl£íh moºností, tedy 41

∑

j=1

j
∑

i=1

i.Uº je asi z°ejmé, ºe v dal²ím kroku zjistíme, kolik je takovýhto tah· s dvojií2�3. Z tabulky je vid¥t, ºe je jih 40
∑

j=1

j
∑

i=1

i. Pokud uváºíme v²ehny moºné volby prvnídvojie, zjistíme, ºe v²eh moºnýh tah·, které najdeme vý²e popsaným postupem je
41

∑

k=1

k
∑

j=1

j
∑

i=1

i



218 PAVEL NOVÁK1�2 4�5 7 {9, . . . , 49} 41 moºn.8 {10, . . . , 49} 40 moºn. 41
∑

i=1

i... ... ...47 49 1 moºn.5�6 8 {10, . . . , 49} 40 moºn.9 {11, . . . , 49} 39 moºn. 40
∑

i=1

i

41
∑

j=1

j
∑

i=1

i... ... ...47 49 1 moºn.... ...44�45 47 49 1 moºn. 1
∑

i=1

i

41
∑

k=1

k
∑

j=1

j
∑

i=1

i2�3 5�6 8 {10, . . . , 49} 40 moºn.9 {11, . . . , 49} 39 moºn. 40
∑

i=1

i... ... ... 40
∑

j=1

j
∑

i=1

i47 49 1 moºn.... ...44�45 47 49 1 moºn. 1
∑

i=1

i... ...41-42 44�45 47 49 1 moºn. 1
∑

i=1

i
1

∑

j=1

j
∑

i=1

iNyní si je²t¥ musíme uv¥domit, ºe jsme zatím uvaºovali tahy typu dvojie�dvojie�£íslo�£íslo (pokud dodrºíme se°azení podle velikostí, tak jako doposud), ale uº ne tahytypu nap°. £íslo�dvojie�dvojie�£íslo. Máme tedy srovnat do °ady prvky takovétomnoºiny: {£íslo, £íslo, dvojie, dvojie}. To je £ty°prvková mnoºina, která má dvar·zné prvky, z nihº kaºdý se dvakrát opakuje. To jsou ale permutae s opakováním.Pro jejih po£et platí v na²em p°ípad¥ vztah: 4!

2! · 2!
= 6. Víme-li naví, ºe platínásledujíí vztah: 41

∑

k=1

k
∑

j=1

j
∑

i=1

i =

(

n + 2

4

), m·ºeme po£et tah· s dv¥ma dvojiemispo£ítat takto:
6

41
∑

k=1

k
∑

j=1

j
∑

i=1

i = 6 ·
(

44

4

)

= 814 506.Existuje tedy 814 506 tah·, které obsahují práv¥ dv¥ dvojie po sob¥ jdouíh £ísel.Tento po£et m·ºeme samoz°ejm¥ odvodit i jinak, velmi p¥kné odvození je nap°. v [1℄.Pom·ºe nám p°itom následujíí p°edstava. Ve sb¥rnáh sportky v Polsku se ve vitrín¥s 49 £ísly oznamuje výsledek losování rozsvíením vylosovanýh £ísel. P°edstavme sitedy o£íslované koule v °ad¥ v po°adí od 1 do 49, a ºe výsledek je zaznamenáván



Statistická analýza číselné hry Sportka 219rozsvíením ²esti koulí s vylosovanými £ísly Je to, jako by v²ehny koule byly bílé apo vylosování se zbarvily £erven¥. v na²em p°ípad¥ to znamená, ºe máme mezi 43bílýh koulí umístit dv¥ £ervené dvojie a dv¥ £ervené koule, tak aby spolu nesousedily.Umíst¥me tedy 43 koulí do °ady a pokusme se spo£ítat kolik je takovýh míst, kdebudou dv¥ £ervené dvojie a zbylé dv¥ £ervené koule odd¥leny alespo¬ jednou bíloukoulí. Jedno takové místo je na za£átku, jedno na koni a pak zbývá je²t¥ 42 míst mezibílými koulemi. Celkem je tedy 44 takovýh míst, z nihº máme vybrat £ty°i. Mámetedy vybraná £ty°i místa, a je²t¥ nám zbývá rozhodnout, kam umístíme samotné koulea kam dvojie. To jsou op¥t kombinae s opakováním, víme uº, ºe takovýh moºnostíje ²est. V²eh tah· se dv¥ma dvojiemi po sob¥ jdouíh £ísel je tedy:
6

(

44

4

)

= 814 506.Pravd¥podobnost, ºe se v daném tahu objeví práv¥ dv¥ dvojie po sob¥ jdouíh£ísel je tedy:
6·

(

44
4

)

(

49
6

) =
13 983 816

814 506
= 0,0582Porovnejme je²t¥ tento výsledek se skute£nou hodnotou. Máme k dispozii 2511 ned¥l-níh tah· Sportky, z nih bylo práv¥ 157 tah· se dv¥ma dvojiemi. Empiriká hodnotatéto pravd¥podobnosti je tedy 157

2511
= 0,0600. Je vid¥t, ºe tyto dv¥ hodnoty se li²í aºv °ádeh desetin proent.Losovaí za°ízeníJak uº bylo °e£eno v úvodu, £íselná hra Sportka má dlouhou historii a b¥hem let sevyst°ídalo i mnoho losovaíh za°ízení. Je tedy p°irozené ptát se, pro£ se jih vys-t°ídalo tolik, a zda opravdu v²ehna za°ízení byla spravedlivá, tzn. zda nepreferovalanebo naopak neznevýhod¬ovala n¥která £ísla. Zam¥°me se tedy nap°. na losovaíza°ízení, které se pouºívalo v leteh 1976�1979. Máme k dispozii historii 208 tah·.Nyní nás budou zajímat £etnosti jednotlivýh £ísel (po£ty tah·, kdy byla vylosována).Ptejme se, které £etnosti mají pravd¥podobnost men²í neº 0,05.Z°ejm¥ se jedná o Bernoulliho posloupnost nezávislýh pokus·. �etnosti, kteréhledáme musí spl¬ovat podmínku:

n
∑

k=0

(

n

k

)

pkqn−k ≤ 0,05 (2)kde n je po£et tah·, které máme k dispozii, tedy n = 208, p je pravd¥podobnostvylosování kaºdého £ísla v jednom tahu. Ve Sporte se losuje ²est £ísel ze £ty°ietidevíti, tedy p = 6
49
, q je pravd¥podobnost opa£ného jevu, tedy nevytaºení daného£ísla v jednom tahu. Pro nás je q = 1 − 6

49
. Mezní £etnost k1 pro nás bude nejv¥t²ímoºné k, pro které je je²t¥ spln¥na rovnost (2). v na²em p°ípad¥ je k1 = 17.Pro horní odhad (zase na hladin¥ pravd¥podobnosti 0,05) musí podobn¥ jako v (2)platit:
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n

k

)

pkqn−k +

(

n

k + 1

)

pk+1qn−k−1 + . . . +

(

n

n

)

pnq0 ≤ 0,05 (3)A mezní £etnost k2 pro nás bude nejmen²í moºné k, které je²t¥ vyhovuje rovnosti (3).v na²em p°ípad¥ je k2 = 34. V²ehny £etnosti jsou vyneseny v grafu na Obrázku 1.Je vid¥t, ºe ne v²ehna £ísla vyhovují. Nap°íklad £íslo 17 bylo ve 208 tazíh taºeno
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 1  3  5  7  9  11  13  15  17  19  21  23  25  27  29  31  33  35  37  39  41  43  45  47  49Obrázek 1: Graf £etností jednotlivýh losovanýh £ísel pro losovaí za°ízení, které sepouºívalo v leteh 1976�1979. silnými linkami jsou vyzna£eny maximální a minimální£etnost p°i hladin¥ pravd¥podobnosti 0,05. Je vid¥t, ºe nevyhovují £ísla 4, 14 a 17; 6a 8.pouze 15krát, my jsme ale odvodili dolní odhad p°i pravd¥podobnosti 0,05. Je vid¥t,ºe tedy toto losovaí za°ízení úpln¥ spravedliv¥ nepraovalo. Moºná, ºe práv¥ to bylod·vodem, ºe se pouºívalo jen £ty°i roky.Literatura[1℄ Ploki, A.; Tlustý P.; Pravd¥podobnost a statistika pro za£áte£níky a mírn¥pokro£ilé. Praha: Prometheus, 2006[2℄ Ploki, A.; Stohastyka 1. Rahunek prawdopodobie«stwa i statystyka matem-atyzna jako matematyka in statu nasendi. Krakow: Wydawnitvo NaukoweWSP, 1997, p. 376�78[3℄ Wihmann, B. A.; Hill I. D.; An e�ient and portable number generator.Aplied Statistiks 31(2), 1982, p. 188�90[4℄ Pavelka, L.; Doleºalová J.; Pravd¥podobnost a statistika. Ostrava: V�B,1999Adresa autora:Pavel NovákKM PF J�UJeronýmova 7370 01 �eské Bud¥joviee-mail: pavel.novak�gmail.om



Bariera ozywisto±i w poz¡tkowym nauzaniumatematykiZbigniew Nowak
Abstrat. In eduation proess there is always a great di�erene in level of knowlage andskills between the teaher and the student. In some irumstanes it may lead to the kindof didati trap, beause everyone who already "knows and is able to do" silently aepts athreshold of evidene of these knowlage and skills, beyond whom questions related to teahingare that simple (evident) that there is no need to explain them any more. This threshold isalled by the author "a barrier of evidene". The artile is about a ore of this phenomenon,its symptoms and didati onsequenes in primary teahing of MathematisGdy byªem dziekiem, mówiªem jak dzieko,Czuªem jak dzieko, my±laªem jak dzieko.Kiedy za± staªem si� m�»em, wyzbyªem si�tego, o dziei�e.�w. Paweª, 1. Kor. 13. 11.Istota bariery ozywisto±iDla ka»dego zªowieka, a w szzególno±i dla spejalisty w jakiej± dziedzinie, pewienzakres wiedzy lub umiej�tno±i jest ju» tak elementarny i banalny, i» w horyzoniejego ±wiadomo±i nie pojawia si� nawet idea niezrozumiaªo±i i nieumiej�tno±i, a oza tym idzie tak»e koniezno±i, a nawet mo»liwo±i dalszego tªumazenia. Milz¡oprzyjmujemy wi� istnienie swego rodzaju atomów wiedzy i umiej�tno±i, któryhprawdziwo±¢ i ozywisto±¢ narzua si� w sensie kartezja«skim25 per se. Porównanieto jest o tyle iekawe, i» jak pouza teoria i praktyka �zyki XX wieku, atom jako kresprostoty i w budowie i tªumazeniu ±wiata okazaª si� barier¡ pozorn¡, a droga w gª¡bmaterii i ku prostoie zda si� nie mie¢ graniy.Omawiane zjawisko, w ró»nym zapewne nasileniu, mo»na zaobserwowa¢ w za-kresie ka»dej dysypliny wiedzy i umiej�tno±i i na ka»dym etapie ih poznawania.Szzególnie jednak widozne i istotne jest ono w szkole, edukaja bowiem, niejakoz samej istoty rzezy, jest zawsze spotkaniem �mistrza� i �profana�, tego który wie iumie oraz tego, który dopiero musi pozna¢ i si� nauzy¢, o w pewnyh okolizno±-iah mo»e prowadzi¢ nauzyiela do popadni�ia w swoist¡ puªapk� dydaktyzn¡,któr¡ nazwano tu �barier¡ ozywisto±i�. B�dzie ona rozumiana jako:Zindywidualizowana (subiektywna) i nie±wiadomie przyjmowana przez uz¡ego,dolna grania w trudno±i w rozumieniu jakiego± zagadnienia lub w wykonywaniupewnyh zynno±i, poza któr¡ � w jego mniemaniu - rzez nie wymaga, a nawet niedopuszza dalszego obja±niania26.25Por. Ozywisto±¢ (1.) W: A. Podsiad (2001) Sªownik Terminów i Poj�¢ Filozo�znyh, Kraków,wyd. PAX, s. 578,57926Patrz. Z. Nowak (1998) Przygotowanie nauzyieli klas poz¡tkowyh do dostrzegania i pokony-wania bariery ozywisto±i w nauzaniu. W: I. Adamek (red.) Idee i strategie edukaji nauzyieliklas I � III i przedszkoli, Kraków, wyd. WSP, s. 142.



222 ZBIGNIEW NOWAKW sposób szzególny na wyst¡pienie bariery ozywisto±i i jej negatywne skutkinara»ona jest edukaja wzesnoszkolna. Wynika to z wyj¡tkowo wielkiego rozziewumerytoryznego wyst�puj¡ego w zakresie wiedzy i umiej�tno±i mi�dzy maªymdziekiem, a dorosªym spejalist¡ (ró»nia ilo±iowa) oraz przede wszystkim, jak naspouza psyhologia rozwojowa, z konstytutywnie odmiennego sposobu odzwieriedla-nia ±wiata i jego koneptualizaji przez maªe dziei (ró»nia jako±iowa). O ile bowiemmaªe dziei funkjonuj¡ na poziome my±lenia przedoperayjnego, lub o najwy»ej kon-kretnego-operayjnego, to nauzyiel � na poziomie operaji formalnyh27.Innym, nie mniej wpªywowym zynnikiem, jest swoiste �spoªezne obni»enie proguwra»liwo±i�, wynikaj¡e z tego, i» hi et nun omawiany zasób wiedzy ma harakterniejako ozywisto±i spoªeznej. Nie wszysy znaj¡ si� na �zye j¡drowej, ale prakty-znie wszysy umiej¡ zyta¢, pisa¢ i rahowa¢. Umiej�tno±i te s¡ banalne zapewneju» dla nieo starszyh dziei.Szzególnie nara»eni na puªapk� zaistnienia bariery ozywisto±i s¡ studeni ped-agogiki i nauzyiele poz¡tkuj¡y w zawodzie. Warunkiem naszego rozumienia siebienawzajem i porozumiewania jest milz¡o przyjmowane zaªo»enie o pewnej psy-hologiznej wspólnoie, wzajemnym podobie«stwie spostrze»e«, wyobra»e« my±li,emoji itd. Powoduje to, i» w sposób ozywisty i koniezny projektujemy na in-nyh swoje wªasne do±wiadzenia, przypisujemy im wªasne sposoby koneptualizaji±wiata, wyra»ania go i prze»ywania. Zatraiwszy sw¡ dziei�o±¢, a nie maj¡ jeszze»yiowyh lub zawodowyh do±wiadze« z maªymi dzie¢mi, studeni s¡ wi� skªonnitraktowa¢ je w sensie mentalnym i sprawno±iowym jak rówie±ników, przypisuj¡im wªasne proesy my±lowe, emoje, przekonania, j�zyk i biegªo±¢ manipulayjn¡.Potwierdza to w jakim± stopniu ka»da obserwaja praktyk szkolnyh.Dydaktyzne konsekwenje wyst�powania bariery ozywisto±i s¡ zawsze negaty-wne, niemniej szzególnie gro¹ne skutki mog¡ przynie±¢ w edukaji elementarnej,gdzie niewiedza i niejasno±i dotyz¡ niejako fundamentów przyszªego gmahu wiedzy,powoduj¡ i» wszystko, o b�dzie na nih fundowane b�dzie niejasne i niepewne.Zwa»ywszy ogólnorozwojowe walory nauzania matematyki, jak i to, i» b�dzie onapodstaw¡ nauzania kilku innyh przedmiotów, mamy tu do zynienia z sytuaj¡podobn¡ do uszkodze« genetyznyh, które im wze±niej nast¡pi¡, tym rozleglejsze ifatalniejsze przynosz¡ ze sob¡ skutki.Poni»ej zostan¡ omówione typowe przykªady wyst�powania bariery ozywisto±iw edukaji matematyznej maªyh dziei i wskazane sposoby radzenia sobie z ni¡, ao zawsze istotniejsze � jej zapobieganiu.Przykªady wyst�powania bariery ozywisto±i w nauzaniu ma-tematykiLizba i lizebnikiLizby naturalne, które jak zwykª mawia¢ Leopold Kroneker, darowaª nam do-bry Bóg, s¡ niezªym przykªadem ozywisto±i. Poniewa» dziei artykuªuj¡ sprawniei z�sto nawet bez pomyªek lizebniki, skªonni jeste±my s¡dzi¢, i» maj¡ uksztaª-towane poj�ie lizby, a nieprawidªow¡ sekwenj� lizb, zy opuszzenia i powtórzeniaskªadamy na karb pomyªek, do któryh przeie» dzieko ma prawo. �atwo wykaza¢, i»dzieko nie tyle ma uksztaªtowane poj�ie, o zna tylko jego nazw�. Jak wi� sªuszniestwierdziª Terenjusz: gdy dwóh mówi (lub robi) to samo, to nie jest to samo (Si duo27Por. J. Piaget, B. Inhelder (1993) Psyhologia dzieka, Wroªaw, wyd. Siedmioróg.



Bariera oczywistości w początkowym nauczaniu matematyki 223faiunt idem, non est idem), a nauzyiel powinien to przyj¡¢ nie tylko do wiadomo±iale i do stosowania.Dziaªania i formuªy matematyznePodobnie podhodzimy do pierwszyh dziaªa« wykonywanyh przez dziei. Dziekopodaje wªa±iwe wyniki dodawania i odejmowania, s¡dzimy wi�, i» s¡ one owoemwykonanej operaji, podzas gdy dzieko reprodukuje zapami�tane obrazy i sekwenjesªowne. Dla dorosªego ozywiste i ªatwiejsze jest wykonanie dziaªania, dla dziekazapami�tanie i odtworzenie. Je»eli nawet efekt jest identyzny, to przeie» z punktuwidzenia dalszego uzenia si� matematyki, nie s¡ to sytuaje porównywalne.Zªudna jest te» sama ozywisto±¢ matematyzaji ±wiata, kiedy u±wiadomimy so-bie, i» aªe jego niepowtarzalne bogatwo i setki tysi�y sªów sªu»¡e do jego opisudzieko musi sprowadzi¢ do dwóh, a potem ztereh dziaªa«. Dodajmy, i» bogatwoto nie zawsze musi by¢ zgodne z intuij¡. Pewna konkretna zynno±¢ np. �zjadª� razmo»e mie¢ zgodn¡ z intuij¡ interpretaj� jako odejmowanie, ale w setkah innyhmo»na j¡ zapisa¢ jako dodawanie, mno»enie i dzielenie. Jednorodno±¢ przykªadówmo»e doprowadzi¢ do nieuzasadnionego i bª�dnego uto»samienia pewnej zynno±i zjednym tylko dziaªaniem.Proste zadania z tre±i¡Szzególnie fatalne skutki przynosi bariera ozywisto±i w rozwi¡zywaniu zada« ztre±i¡. Zadania z klasy pierwszej i drugiej s¡ zasadnizo zadaniami jednodziaªan-iowymi, o w tradyyjnej nomenklaturze okre±la si� jako �zadania proste�, o w tymwypadku jest synonimem sªowa �ªatwe�. Je»eli wi� zadanie, z samej nazwy jest ªatwe,a dziei, nim nawet nauzyiel zdoªa przezyta¢ do ko«a tre±¢, znaj¡ wynik, to ozy-wist¡ konkluzj¡ jest, i» rozumiej¡ zadania i umiej¡ je rozwi¡zywa¢, o nauzyielh�tnie przyjmuje do wiadomo±i. Je»eli jednak przyjrze¢ si� sprawie bli»ej, oka»esi�, i» z�sto dzieko nie zna nawet tre±i zadania i pytania, a dziaªa wedle uksztaª-towanego z walna pomo¡ nauzyiela shematu, wedle którego tre±¢ nie jest istotna,nie trzeba jej nawet sªuha¢, trzeba natomiast wyªowi¢ z niej lizby i doda¢, zazwyzajnie udzielaj¡ nawet odpowiedzi. Poniewa» w klasie I albo si� dodaje, albo odejmuje,dzieko stosuj¡ opisany proeder ma z tego tylko powodu 50% szans na tra�enie.Praktyznie znaznie wi�ksze, poniewa» jak dowodz¡ obserwaje praktyki szkolnej,przykªady na dodawanie s¡ zawsze z�stsze i lizniejsze ni» na odejmowanie.Nawet, je»eli metoda ta zawiedzie, bo zadanie byªo tym razem na odejmowanie,to ªatwo jest skorygowa¢ (pozornie) bª¡d podaj¡ wªa±iw¡ formuª�, o nauzyielodbierze jako owo krytyznej re�eksji, ignoruj¡ fakt, i» przy dwóh dziaªaniahtertium non datur.Dzieko, któremu udaªo si� kilkakrotnie w ten sposób zgadn¡¢ wynik, i które za-pewne zostaªo dodatkowo pohwalone za szybko±¢ dziaªania, nab�dzie przekonania,i» jest to dobry, najlepszy nawet sposób rozwi¡zywania zada«. Kiedy jednak na dal-szyh etapah ksztaªenia wobe komplikaji tre±i i formuª zgadywanie przestajeby¢ skutezn¡ metod¡ rozwi¡zywania zada«, uzniowie nagle okazuj¡ si� wobe nihaªkowiie bezradni, tote» obserwuje si� masow¡ nieumiej�tno±¢ rozwi¡zywania zada«przez dziei w klasah starszyh, które staj¡ si� ih prawdziw¡ pi�t¡ Ahillesa.



224 ZBIGNIEW NOWAKShematy dziaªania i konwenjeMatematyka, jak ka»da inna dysyplina wiedzy posªuguje si� pewnymi powszehnieznanymi konwenjami. Tak np. formuªy piszemy zazwyzaj horyzontalnie zgodnie zkierunkiem pisma � od lewej do prawej, podobnie kre±limy ró»ne �gury geometryzne,tak by ih podstawy, byªy usytuowane poziomo. Tak jest ªatwiej i zapewne ªadniej.Na oznazanie niewiadomej u»ywamy ostatnih liter alfabetu, zwªaszza litery �x�,która wkróte staje si� dla uzniów synonimem niewiadomej. Okazuje si� jednak, i»to, o dla nauzyiela jest ozywist¡ umow¡, dla dzieka mo»e sta¢ si� konstytuty-wnym elementem wiedzy. Jak»e z�sto dziei staj¡ bezradne wobe dziaªa« zapisanyhwertykalnie lub w tabelah, nie mog¡ rozpozna¢ �gur geometryznyh tylko z tegopowodu, i» s¡ nietypowo umieszzone na karte w stosunku do jej dolnej, poziomejkraw�dzi, albo nie potra�¡ rozwi¡za¢ równania, gdzie zamiast �x� jest wstawiona innalitera.Zapobieganie pojawianiu si� bariery ozywisto±iW kwestii zapobiegania i przezwyi�»ania wyst�powania bariery ozywisto±i, bezw¡tpienia najwa»niejsze i zapewne najtrudniejsze jest u±wiadomienie sobie jej ist-nienia, które ma harakter pewnej nieuhronno±i. Uwra»liwieni, mo»emy w przy-szªo±i eliminowa¢ sytuaje, w któryh wyst¡piªa i uprzedza¢ tym samym jej mo»liwepojawienie si�. Jak powiedziaª kiedy± C. Freinet: dobry nauzyiel nie tym ró»ni si�od zªego, »e nie popeªnia bª�dów, tylko tym, »e stara si� je popeªni¢ tylko raz.Zapewne najskutezniejsz¡ nauzyielk¡ jest tu wªasna, re�eksyjna praktyka. Jestto jednak nauka kosztowna, tym bardziej, i» nasze rahunki pªa¡ uzniowie. Do-bre skutki w przypadkah rozpoznanyh przynosi ih omawianie i analiza. Wielk¡warto±¢ perswazyjn¡ ma stawianie studentów w sytuaji dzieka lub w sytuajahanalogiznyh, ale odpowiednio trudniejszyh. Tak zbawienne skutki przynosz¡ próbykaligra�znego pisania w zeszyie i na tabliy zy zapis lizb i wykonywanie dziaªa«w systemah niedziesi¡tkowyh.Najwa»niejsz¡ jednak rzez¡ prawdziwym i jedynym kluzem do unikania i prze-ªamywania bariery ozywisto±i jest uparte d¡»enie do wyrabiania u dziei nawykunieskr�powanego pytania zawsze i o wszystko. Jak pisaª ju» bowiem Piotr Abelard:Pierwszym kluzem m¡dro±i jest wytrwaªe i z�ste stawianie pyta«. Dziei musz¡ksztaªi¢ si� w prze±wiadzeniu, i» nie ma zªyh i gªupih pyta«, a brak jest, onajwy»ej wiedzy by na niektóre z nih odpowiedzie¢. Ubolewa¢ nale»y, i» jedn¡ zpierwszyh rzezy, jakih si� dziei dowiaduj¡ o naue i szkole, jest spostrze»enie,»e nie nale»y mie¢ w¡tpliwo±i, zadawa¢ pyta«, zemukolwiek si� dziwi¢. Truizmemjest twierdzi¢, i» potakiwanie przez uzniów nauzyielowi, mo»e by¢ ¹ródªem jegosatysfakji zawodowej tyle ªatwej, o zªudnej i krótkotrwaªej.Konkluduj¡ powy»szy wywód wypada wi� stwierdzi¢, i» gªównym problememw wyst�powaniu bariery ozywisto±i i jej przezwyi�»aniu jeste±my my sami, naszepozuie wiedzy i wy»szo±i intelektualnej, niepami�¢ problemów wªasnego dziei«-stwa. Nauzyiel powinien wi� w sobie piel�gnowa¢ postaw� zdziwienia, nie przyj-mowania nizego za ozywiste. W swoih �Zapiskah autobiogra�znyh� Albert Ein-stein pisze, »e tym, o by¢ mo»e przes¡dziªo o jego sukesie byªo przehowaniedziei�ego dziwienia si� rzezom, które wi�kszo±¢ z nas staj¡ si� dorosªymi zazynauwa»a za ozywiste28. Gdyby tak byªo w istoie, to dziei�e zdziwienie, stawiaj¡e nasw oblizu koniezno±i u±wiadomienia sobie rzezy na pozór ozywistej i przemy±lenia28Einstein A. (1996) Zapiski autobiogra�zne, Kraków, Wydawnitwo Literakie, s. 14.



Bariera oczywistości w początkowym nauczaniu matematyki 225jej tak, by mó j¡ upro±i¢ i wytªumazy¢, mo»e by¢ tyle owone dydaktyznie dlauzniów, o ubogaaj¡e nauzyiela i ±wiat dorosªyh w ogóle.Adresa autora:Dr Zbigniew NowakAkademia PedagogiznaInstytut Pedagogiki Przedszkolnej i Szkolnejul. Ingardena 430-060 Krakówe-mail: amadeusz56�o2.pl



Moºnosti vyuºitia manipulatívnyh £inností privýklade geometrikýh vz´ahovHana OmahelováAbstrat. Playing is a typial ativity of hildren. Suitable implemented manipulatingativities in explanation an also have an e�et as a play. The artile treats of possibility touse di�erent manipulating ativities in explanation of geometri terms and relations. It alsodesribes the method of modeling the geometri relations using paper folding. The artileontains desription of a lesson that was based on the "paper folding method" and appliedin the 6th lass of primary shool.K©ú£ové slová: výklad, manipulatívne £innosti, prekladanie papiera, ²tvore, obd¨ºnik,uhly, uhloprie£ky, medzipredmetové vz´ahyÚvodDá sa poveda´, ºe vo vyu£ovaom proese sa striedajú tri fázy:� výklad� upev¬ovanie vedomostí� previ£ovanie u£ivaZaujímavé úlohy vä£²inou u£itelia volia na úvodné motivovanie ºiakov e²te predvýkladom novýh pojmov. Takisto aj pri upev¬ovaní vedomostí a pri previ£o-vaní u£iva sa £astej²ie nájde priestor na r�zne zaujímavé matematiké hádankya hlavolamy. Ale ako je to s výkladom? Ako m�ºeme túto d�leºitú fázu realizova´ preºiakov £o najzaujímavej²ou formou? Akým sp�sobom sa dajú zavies´ nové matemat-iké pojmy a vz´ahy medzi nimi tak, aby si ih ºiai osvojili £o najrýhlej²ie a s £o�najmen²ou námahou�?�kola a hraMy²lienka �²kola hrou� je nám dobre známa a mali by sme sa ¬ou £o naj£astej²ieriadi´. Hra je jednou z najtypikej²íh £inností die´a´a � ºiaka. �al²ou typikou£innos´ou ºiaka je u£enie sa. J. Brinková [1,s. 9℄ hovorí, ºe �u£enie je výsledkom£innosti a prostrednítvom £innosti sa vyvíja�. Ako jednu z moºnýh £inností, po-moou ktorýh sa dajú rozvíja´ geometriké predstavy ºiakov menuje �materiálovú£innos´ (manipuláia s objektmi, so stavebniou, karti£kami, plastelínou, vystriho-va£kami,...)�. Práve takéto r�zne manipulatívne £innosti majú ve©mi blízko ku hrea je vhodné ih do vyu£ovaieho proesu £o naj£astej²ie zara¤ova´.Práa s predmetnými modelmi zohráva aj pod©a V. Sýkoru [4,s. 68℄ d�leºitú úlohuv pojmotvornom proese geometrikýh poznatkov. Spomínaný autor poukazujena moºnos´ modelova´ priamku, bod, úse£ku, uhol, trojuholník, mnohouholníka mnoºstvo ¤al²íh pojmov pomoou prekladania papiera. Nás táto metóda zau-jala, pretoºe skladanie papiera a vytváranie origami je ob©úbenou £innos´ou ºiakov.Tu sa nám naskytla moºnos´ vnies´ podobnú práu aj do vyu£ovania matematiky.



Možnosti využitia manipulatívnych činností pri výklade. . . 227Metódu �prekladania papiera� sme odskú²ali v ²iestom ro£níku Z� pri výkladeu£iva o obd¨ºniku, ²tvori a ih vlastnostiah. V nasledujúom texte sa pokúsimepopísa´ priebeh vyu£ovaej hodiny a reakie ºiakov na túto pre nih doposia© novúmetódu.�tvore, obd¨ºnik a prekladanie papieraV u£ive o rovnobeºníkoh sme vyhradili jednu vyu£ovaiu hodinu obd¨ºniku, ²tvorua ih vlastnostiam. Na²ím ie©om bolo vysvetli´ ºiakom nasledujúe vlastnosti ²tvoraa obd¨ºnika a dokáza´ ih pomoou prekladania papiera:1. ²tvore je pravouhlý rovnobeºník, ktorého v²etky strany sú zhodné2. v²etky vnútorné uhly kaºdého ²tvora sú pravé3. kaºdý ²tvore má dve navzájom zhodné uhloprie£ky4. uhloprie£ky kaºdého ²tvora sú navzájom kolmé, zhodné a rozpo©ujú sa5. obd¨ºnik je rovnobeºník, ktorého kaºdý vnútorný uhol je pravý a ktorého kaºdédve susedné strany sú r�zne dlhé.6. uhloprie£ky kaºdého obd¨ºnika sú navzájom zhodné, rozpo©ujú sa, ale nie súnavzájom kolmé�iakom sme rozdali vopred pripravené ²tvore, ktoré sme vystrihli zo²tvor£ekového papiera. �tvor£ekový papier sa nám zdal vhodný aj preto, lebo smemohli vyuºi´ jeho pravouhlú sie´ a jeho jednotlivé dieliky m�ºu poslúºi´ aj ako jed-notky d¨ºky.Ako vidíme, vo vetáh ide o d�kazy zhodnosti d¨ºok (strán, uhloprie£ok,...), zhod-nosti uhlov a o ve©kos´ uhlov a kolmos´ (pravý uhol). Ako príklad uvedieme d�kazvlastnosti 1 a d�kaz vlastnosti 4. Ostatné vlastnosti sa dajú dokáza´ analogiky.V.1: ²tvore je pravouhlý rovnobeºník, ktorého v²etky strany sú zhodnéD�kaz: Prvú £as´ vety � ²tvore je pravouhlý (pojem rovnobeºník uº ºiai poz-nali vopred) m�ºeme dokáza´ bu¤ odmeraním ve©kosti vnútornýh uhlov uhlomerom,alebo ²tvore priloºíme k predmetu, o ktorom vieme, ºe má pravý uhol (list papiera),alebo m�ºeme vyuºi´ pravouhlú ²tvorovú sie´, z ktorej je ²tvore vystrihnutý. Zhod-nos´ strán sa dá overi´ bu¤ odmeraním pomoou pravítka, alebo spo£ítaním ²tvorov²tvorovej siete popri stranáh ²tvora, alebo prekladaním � ²tvore preloºíme tak, ºev²etky strany sa nám prekryjú, alebo sa prekryjú najsk�r proti©ahlé strany a potomsusedné strany (obr.1). �iakom pritom nazna£íme priníp tranzitívnosti zhodnostidvoh navzájom susednýh a dvoh proti©ahlýh strán.
Obr.1: D�kaz zhodnosti strán ²tvora



228 HANA OMACHELOVÁV. 4: uhloprie£ky kaºdého ²tvora sú navzájom kolmé, zhodné a rozpo©ujú saD�kaz: To, ºe sú uhloprie£ky navzájom kolmé znamená, ºe zvierajú pravý uhol.Pojem kolmosti uº ºiai poznajú. To ºe kolmos´ platí pre uhloprie£ky ²tvora jednodu-ho dokáºu pomoou skladania - ²tvore prekladáme pozd¨º uhloprie£ok aº kým sav²etky uhly zvierané uhloprie£kami neprekryjú (Obr. 2). Tým dokáºeme, ºe uhly uhlo-prie£ok sú zhodné. A ke¤ºe ide o ²tyri zhodné uhly, ktoré rozde©ujú rovinu, musiama´ ve©kos´ 90�.

Obr. 2: Uhloprie£ky ²tvora sú navzájom kolméPri rozpo©ovaní sa uhloprie£ok pouºijeme podobný postup. �tvore preloºíme ezpriese£ník uhloprie£ok a vidíme, ºe sa prekryjú obe polovie uhloprie£ky. To zopaku-jeme aj pre druhú uhloprie£ku (Obr.3).

Obr. 3: Uhloprie£ky sa navzájom rozpo©ujúPri d�kaze zhodnosti uhloprie£ok musíme preloºi´ ²tvore ez stred tak, aby sauhloprie£ky navzájom prekryli tak ako na obr. 4 ( poznámka: je dobré, ak si ºiaipredtým jednotlivé uhloprie£ky farebne vyzna£ia � kaºdú inou farbou).
Obr. 4: D�kaz zhodnosti uhloprie£okD�kazy vlastností obd¨ºnika sú podobné. Jediným rozdielom bude d�kaz £astivlastnosti 6 � uhloprie£ky obd¨ºnika nezvierajú pravý uhol. Pokia© ozna£ímepriese£ník uhloprie£ok ako bod S, potom vrholové uhly pri vrhole S nevieme naseba preloºi´ tak, aby sa v²etky navzájom prekryli � ako to bolo u ²tvora.



Možnosti využitia manipulatívnych činností pri výklade. . . 229Skladanie papierovýh ²tvorov a obd¨ºnikov ºiai videli sk�r ako hru. Pri takejto£innosti má u£ite© okrem toho moºnos´ £asto opakova´ pojmy, ktoré si ºiai majúosvoji´. Na spomínanej vyu£ovaej hodine sme sa pokúsili overi´, do akej miery siºiai preberané u£ivo osvojili. Dali sme im krátky test, nieko©ko otázok, na ktorémali odpoveda´ len ÁNO � NIE. Otázky zneli:1. Uhloprie£ky ²tvora zvierajú uhol 90�.2. Obd¨ºnik je pravouhlý r�znobeºník.3. Uhloprie£ky obd¨ºnika zvierajú pravý uhol.4. V²etky vnútorné uhly ²tvora sú pravé.5. Uhloprie£ky ²tvora nie sú zhodné.Vä£²ina ºiakov odpovedala na v²etky otázky dobre. Len asi dvaja � traja ºiaiodpovedali správne na 2 a menej otázok. Dokona ºiak, ktorý bol pod©a u£ite©ovtzv. �problémové die´a� a nieko©kokrát prepadol, odpovedal správne aº na 4 otázkyz piatih, £o povaºujeme za ve©ký úspeh.Metóda skladania papiera sa nám teda pri výklade vlastností ²tvora a obd¨ºnikaosved£ila. Odporú£ame ju vyuºíva´ aj pri zavádzaní inýh geometrikýh predstáv.�iakov práa bavila, pokladali ju sk�r za hru ako za u£enie.Trohu medzipredmetovýh vz´ahov na záverNa záver vyu£ovaej hodiny, ktorú sme tu opísali zostalo pár minút £asu. V rámimedzipredmetovýh vz´ahov sme mali pripravené ukáºky z dejín umenia ([3℄, str.227-233), pri ktorýh sme si ukázali, ºe ²tvorami a obd¨ºnikmi sa nezaoberá len matem-atika, ale aj umenie (geometriká abstrakia). Na otázku, £i sa z geometrikýh út-varov dá robi´ umenie, ºiai jednohlasne odpovedali: �Nieee�. O to vä£²ie bolo ihprekvapenie. Zastavili sme sa pri obraze �Krava�(Obr.5) od Thea van Doesburga. Naotázku, ko©ko zelenýh ²tvorov je na ¬om nama©ovanýh, ºiai hne¤ odpovedali,²tyri. A to bol opä´ hyták, aº do kona hodiny treba aktívne po£úva´! �tvore jelen jeden, ostatné sú obd¨ºniky. Samotný názov obrazu bol pre ºiakov prekvapením,a takýmto veselým zistením sa hodina skon£ila.Nemenej významný bol aj výhovný moment vyu£ovaej hodiny, kedy boli ºiaiprinútení do ur£itej miery spolupraova´. Hoi kaºdý ºiak mal svoj kus papiera, ktorýskladal, na²li sa aj hvíle, kedy sa musel poradi´ so spolusediaim, ako treba £oposklada´ a dokáza´. O to vä£²ia bola ih rados´, ke¤ aj bez pomoi u£ite©a dokázaliobjavi´ geometriké zákonitosti.Práve takéto hodiny, pri ktorýh ºiakom podáme u£ivo zaujímavou formou, £astove©mi blízkou hre, sú silným motiva£ným a aktivizujúim prvkom nielen pre ºiakov,ale aj pre u£ite©a.
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Obr. 5: Obraz �Krava� (Museum of Modern Art, New York) od Thea van Doesburga(1883-1931).Literatúra[1℄ Brinková, J.: Tvorivé dielne 2 zamerané na didaktiké hry v geometrii Z�. Ban-ská Bystria, Pedagogiká fakulta UMB, 2001.[2℄ Omahelová, H.: Zámerné pestovanie priestorovej predstavivosti u ºiakov 5. a 6.ro£níka Z�. Diplomová práa. Banská Bystria, Pedagogiká fakulta UMB, 2005.[3℄ Pijoan, J.: Dejiny umenia 9. Bratislava, Ikar, 2000.[4℄ Sýkora, V.: Geometrie p°ekládaného papíru. In: Dva dny s didaktikou matematiky� Sborník p°ísp¥vk· ze seminá°e katedry matematiky a didaktiky matematiky.Praha, Univerzita Karlova, Pedagogiká fakulta, 2000, s. 68-70.[5℄ �edivý, O. a kol.: Matematika pre 6. ro£ník základnýh ²k�l (2. £as´). Bratislava,SPN, 1999.Adresa autora:Mgr. Hana OmahelováKatedra matematiky PF UMBRuºová 13974 11 Banská Bystriae-mail: homahelova�pdf.umb.sk



R�zne poh©ady na algoritmy základnýh operáií.Edita Partová
Abstrat. Paper deals with di�erent approahes of teahing algorithms of arithmetialoperations, with speial emphasis to use di�erent types of ounters.ÚvodJednou z k©ú£ovýh tém, v u£ebnýh osnováh matematiky, na 1. stupni Z� sú algo-ritmy základnýh operáií. Ciele vyu£ovania tohto elku sa v²ak menia s meniaim satehnikým rozvojom. E²te v sedemdesiatyh rokoh 20. storo£ia by nikto nepohybo-val o nutnosti pohotového pouºívania písomného po£ítania, hoi uº existovali kalku-la£ky. Ne£akane rýhly rozvoj tehniky umoºnil roz²írenie kalkula£iek, ale aj osobnýhpo£íta£ov v kaºdej oblasti ©udskej £innosti. Po£ítanie na papieri vystriedalo po£ítanieelektroniké. Tejto zmene sa musí prisp�sobi´ aj vyu£ovanie matematiky. Odbornáliteratúra v sú£asnosti uvádza trojaké algoritmy základnýh operáií: pamä´ové, elek-troniké a písomné. R�zne algoritmy vyºadujú r�zne výhodiskové poznatky a ºiaksi m�ºe zvoli´ algoritmus operáie pod©a toho, ktoré poznatky ovláda bezpe£ne.Pamä´ové algoritmy vyºadujú znalos´ základnýh spojov, rozklad jednoiferného £íslana sú£et, desatinný rozklad, vlastnosti operáie. Písomné algoritmy vyºadujú pre-dov²etkým zápis pod©a stanoveného pravidla (zápis uplat¬uje desatinný rozvoj), zák-ladné spoje, zriedkavej²ie sa uplat¬ujú vlastnosti operáie. Elektroniké algoritmypredpokladajú stlá£anie tla£idiel na elektronikýh po£ítadláh v presne ur£enom po-radí. Výhodné je pozna´ základné spoje a pravidlá zaokrúh©ovania, £o umoº¬uje rá-dovo odhadnú´ výsledok. Ke¤ºe na kalkula£ke nem�ºeme sledova´ priebeh po£ítaniaje nutná kontrola výsledkov, k £omu je potrebné pozna´ vz´ahy medzi jednotlivýmioperáiami V tomto príspevku sa budeme venova´ len algoritmom s£ítania a od£íta-nia.Kon²trukia základnýh spojov s£ítaniaDá sa predpoklada´, ºe sú£ty jednoifernýh £ísel vnikli na základe modelovania po-moou drobnýh podmetov nesk�r na po£ítadláh. Historiké zdroje ukazujú, ºe vr�znyh krajináh, sa pouºívali r�zne po£ítadlá a tie ovplyvnili aj sp�sob po£ítania,ktorý pretrval aj pri po£ítaní bez po£ítadla. Na Slovensku, ale dá sa poveda´, ºev elej strednej Európe je najroz²írenej²ie stovkové gu©�£kové po£ítadlo, na základ-nýh ²koláh sa pouºíva aj dvadsiatkové. S£ítanie a od£ítanie na tomto po£ítadlevyuºíva usporiadanie gu©�£ok po 10 v jednom rade a predpokladá znalos´ v²etkýhrozkladov desiatky na dva s£ítane a rozklady jednoifernýh £ísel. Na obrázku 1 jeukáºka základného spoja s£ítania s prehodom ez desiatku: 7 + 8 =15. Po£ítadloznázor¬uje ²tandardný postup pre s£ítanie: 7+8=7+(3+5) = (7+3)+5 =10+5=15,pri£om je zvýraznený sp�sob rozkladu £ísla 8 tak, aby sa u©ah£ilo po£ítanie. Tentopostup vyºaduje aj znalos´ asoiatívneho zákona pre s£ítanie.
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obrázok 1Niektoré po£ítadlá sú vyrobené tak, ºe v kaºdom rade je 5 a 5 gu©�£ok zafar-benýh inou farbou. Táto farebnos´ nie je samoú£elná, umoº¬uje znázorni´ ¤al²ímoºný postup po£ítania. Ak ide o s£ítanie dvoh jednoifernýh £ísel vä£²íh ako 5,m�ºeme postupova´ takto: 7+8 = (2+5) +( 5+3) = 2+ ( 5 + 5) + 3 = 2 + 10 + 3 == 10 + 2 +3=10+5=15. Rozloºili sme £íslo 7 na 5+2 a £íslo 8 na 5+3. S£ítali sme5+5, (£o je jeden z naj©ah²íh základnýh spojov) a potom 2+3, £o je uº spoj bezprehodu ez desiatku. Obrázok 2 znázor¬uj tento rozklad, ktorý praovne nazývamepä´kový rozklad.
obrázok 2V ázijskýh krajináh sa pouºíva iný druh gu©�£kového po£ítadla: rádové po£í-tadlo. Skladá sa z bambusovýh ty£í s gu©�£kami, ktoré sú upevnené v ráme. Strednávodorovná ty£ delí po£ítadlo na dve £asti a slúºi na vyzna£enie £ísel na po£ítadle.Gul�£ky v hornej £asti majú hodnotu 5, v dolnej £asti majú hodnotu 1. V r�znyhst¨poh sa vyzna£ujú £íslie r�znyh rádov.(pozri obr. 4) Na £ínskom suan pan po£í-tadle sú v kaºdom rade 2 pä´hodnotové a 5 jednohodnotovýh guliek, z £oho vyplýva,ºe tzv. spoje s prehodom tu majú r�zne úrovne. Napríklad úlohu 3 + 4 = 7, ktorúmy rie²ime prisunutím ²tyroh guliek k trom, na suan pan rie²ime takto: najprvprisunieme 3 jednohodnotové gu©�£ky k strednej prie£ke, ale uº nem�ºeme prida´¤al²ie 4, preto úlohu rie²ime pridávaním jednej pä´hodnotovej gu©�£ky a odoberaním1 jednohodnotovej. Matematiky by sme mohli vyjadri´ : 3 + 4 = 3 + 5 - 1. Spoj7 + 8 = 15 sa rie²i rozkladom na 5+x s tým, ºe na tomto po£ítadle m�ºeme za-meni´ 2 pä´ky za 1 desiatku a 5 jednotiek za 1 pä´ku. �ínsky abakus sa dostal doJaponska, a £asom sa zmenil na Soroban, ktorý obsahuje v hornej £asti rámika jednupä´hodnotovú a v dolnej ²tyri jednohodnotové gu©�£ky na kaºdej ty£i. Základný spoj7 +8 =15 rie²ime metódou nahradenie jedného s£ítana desiatkou: 7 + 8 =7 + 10 -2=17 - 2=15, teda £íslo 8 nahradíme £íslom 10, lebo 7+10 ©ahko s£ítame. Mali smepripo£íta´ len 8, £o je menej ako sme pridali, teda rozdiel musíme e²te od£íta´. Ktomu, aby sme zistili ko©ko musíme e²te od£íta´ od výsledku 17 musíme zisti´ rozdiel10 - 8 (obr. 3). Znázornenie tohto postupu je na na²ih po£ítadláh komplikovaný, aºnelogiký Na sorobane v²ak je jediným moºným sp�sobom rie²enia úlohy: 7+8=15.Ilustráia je na obrázku 4, kde pohybujúe sa gu©�£ky sú znázornené bielou farbou.
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obrázok 4Algoritmy s£ítaniaModerná pedagogika preferuje význam porozumenia pred memorovaním, preto ajmoderné metódy vyu£ovania matematiky sa sústre¤ujú na porozumenie javov a pos-tupov.Tradi£né vyu£ovanie algoritmov £íselnýh operáií bolo zamerané na previ£o-vanie algoritmov vianásobným opakovaním, a porozumenie bolo povaºované sk�r zasprievodný jav ako za ie©. Porozumenie v elementárnej matematike sa £asto dosi-ahne pomoou modelovania a znázornenia. Uº od historikýh d�b sa pouºívali po£í-tadlá na modelovanie matematikýh výpo£tov. Na obrázku 5 je ilustráia s£ítaniav starovekom Egypte (24+38), kde vidíme zoskupovanie jednotiek po 10 a nahrade-nie znakom desiatky. Napriek tomu, ºe egyptská £íselná sústava nebola pozi£ná (týmsa lí²i od na²ej desiatkovej sústavy), priníp zoskupovania pouºívame aj dnes prikon²trukii postupu s£ítania.

obrázok 5
obrázok 6�al²ia ukáºka je z japonskej u£ebnie a znázor¬uje postup s£ítania 28 + 15 = 43(obr.6). Na modelovanie sa tu pouºíva súprava koiek, ty£iniek a dosiek, zostavenátak, ºe 1 ty£inka sa skladá z 10 malýh koiek a jedna doska z desiatih ty£iniek. Ajv tomto prípade pouºívame zamie¬anie 10 jednotiek niº²ieho rádu za jednu jednotku



234 EDITA PARTOVÁvy²²ieho rádu. Rozdiel medzi dvoma modelmi je v tom, ºe na obrázku 6 je ty£inkaskuto£ne desa´krát vä£²ia ako jedna koka. Obrázok ukazuje zárove¬ aj problém zná-zornenia dynamikého modelu na papieri. Postup je znázornený v troh fázah. Tentomodel je vhodný na práu so skuto£nými predmetmi. U£ite© by nemal povaºova´ mod-elovanie za stratený £as, naopak skuto£né po£ítanie prebieha práve po£as kon²trukiemodelu s£ítania.Algoritmy od£ítaniaPohopenie algoritmov od£ítania £asto vystupuje ako prvý problém po£as matemat-ikého vzdelávania. �iai pohopia pojem od£ítania spravidla v situáiáh, kde ide oodoberanie, ale ¤al²ie aspekty operáie sú vä£²inou osvojené povrhne napr. od£ítaniev situáiáh dopo£ítania alebo porovnávania rozdielom. Ani vlastnostiam od£ítania sanevenuje patri£ná pozornos´. Príli²ná snaha dosiahnu´, aby ºiai £o najsk�r po£ítalipod©a algoritmu vedie k opakovaniu predvedeného algoritmu bez hlb²ieho porozume-nia. Ak ºiakom dáme moºnos´ narába´ s vhodnými pom�kami, napr. po£ítadlami,sami by mohli objavi´ algoritmus od£ítania. Je moºné, ºe ten sa bude lí²i´ od al-goritmu, ktorý pouºíva u£ite©, ale pre ºiaka bude významnej²í, pretoºe ho ovládabezpe£ne. Pri modelovaní by sa u£ite©ova £innos´ mala obmedzi´ na riadenie a kon-trolu aktivity ºiakov. Samozrejme ºiak len vtedy m�ºe objavi´ nový postup, ak mádostato£né predhádzajúe poznatky o operáií. Spomenieme aspo¬ vlastnos´ za-hovania rozdielu : a - b = (a + ) - (b + ). V sú£asnýh u£ebniiah matematiky saprezentujú r�zne algoritmy od£ítania, £o malo podpori´ vo©bu najvhodnej²ieho algo-ritmu pre ºiaka. Skuto£nos´ je taká, ºe ºiai sa u£ia v²etky postupy, navia musia siih pamäta´ pod©a rozprávkovýh postáv (nie pod©a podstaty algoritmu). Jednotlivépostupy potom pouºívajú pod©a zadania v praovnom zo²ite, alebo pod©a in²trukieu£ite©a. Uvedieme nieko©ko postupov od£ítania s prehodom ez desiatku, ktoré byºiai mohli sami objavi´.

obrázok 8a) Od£ítania rozmie¬anímPodobne ako pri s£ítaní aj pri od£ítaní je £asto uºito£né rozmeni´ 1 desiatku na 10



Rôzne pohl’ady na algoritmy základných operácií. 235jednotiek. Nasledujúi postup vhodne vyuºíva tento rozklad.
2−8 nedá sa, preto si rozmeníme 1 jednotku vy²²ieho rádu na 10 jednotiek niº²iehorádu: 2 + 10 = 12. Na mieste desiatok zostalo 5 jednotiek. Od£ítame 5 − 2 = 3.Modelovanie postupu vidíme na obrázku 8.b) Od£ítanie pripo£ítaním nulyTento postup sa £asto povaºuje za totoºný s vyuºívaním zahovania rozdielu pri rov-nakom zvä£²ení dvoh £ísel. Teraz ide o pripo£ítanie a následne o od£ítanie desiatky,teda o pripo£ítanie nuly. 2 - 8= nedá sa rie²i´, preto pouºijeme pravidlo: k £íslu 62pripo£ítame £íslo 10 (jednotiek) a od £ísla 28 od£ítame to isté £íslo, 1 (desiatku).Teraz od£ítame:12- 8=4

) Zvä£²i´ obidve £ísla o 10 jednotiekIný prístup k od£ítaniu s prehodom ez desiatku je zaloºený na vy²²ie uvedenejvlastnosti od£ítania. Na obrázku 10 je ukáºka písomného od£ítania 62-28. Pod©a ²tan-dardného postupu máme od£íta´ 2 - 8, £o sa nedá rie²i´, preto pouºijeme pravidlo:pripo£ítame k £íslu 62 £íslo 10 jednotiek a k £íslu 28 to isté £íslo, 1 desiatku. Teraz uºrie²ime: 12- 8= 4. V £ísle 28 pripo£ítame k desiatkam 1 desiatku, a od£ítame 6-3=3.Tento postup sa naj£astej²ie pouºíva vo vyu£ovaní, ale pri vysvet©ovaní prinípu sa£asto vyskytujú hyby aj v u£ebniiah.
obrázok 10Na tom istom prinípe je zaloºený postup znázornený na obrázku 11. Namiestodesiatky sme pripo£ítali k obom £íslam 4, tak aby sme druhé £íslo (16) doplnili naelú desiatku. Tento postup sa dá ve©mi názorne modelova´ pom�kou znázornenouna obrázkoh 6 a 8.Elektroniké algoritmyElektroniké po£ítanie v 21. storo£í je realita, ktorú moderné vyu£ovanie musí ak-eptova´, a vyuºíva´ pre didaktiké iele. Na jednej strane s£ítanie a od£ítanie na



236 EDITA PARTOVÁkalkula£ke vyºaduje len zapamätanie postupu, ktorý je rovnaký pre v²etky operáiena rozdiel od pamä´ovýh a písomnýh algoritmov. Na druhej strane po£ítajúi musíurobi´ skú²ku správnosti ak he ma´ istotu, ºe výsledok je správny. Pri ostatnýhalgoritmoh potreba skú²ky správnosti nie je tak evidentná, lebo ºiak má moºnos´kontrolova´ kaºdý krok algoritmu. Ak po£ítame na kalkula£ke m�ºeme kontrolova´len výsledok, najjednoduh²ie pomoou inverznej operáie. Narastá význam vz´ahovmedzi operáiami, ale aj vlastnosti operáií a rádový odhad výsledku. Napríklad privýpo£te rozdielu 50000-18000, úlohu nahradíme úlohou 50-18. Výsledok je pribliºne30 a pod©a analógie výsledok p�vodnej úlohy je pribliºne 30 000. Treba upozorni´na presnos´ odhadu. Pri odhade na stovky vznikne hyba 50, ale pri odhade na de-sa´tisíe odhýlka m�ºe by´ aº 5000. Príkladom na pozorovanie závislosti m�ºe by´nasledujúa úloha: vypo£ítaj a pozoruj výsledky: 6-2, 7-3, 8-4, 9-5, 10-6, 11-5.ZáverNové tehniké pom�ky priná²ajú nové postupy po£ítania, umoº¬ujú aj nový poh©adna známe algoritmy alebo podporujú ih zefektívnenie. U£itelia musia neustále h©ada´postupy po£ítania, a poºíva´ pom�ky, ktoré sú pre nové generáie ºiakov prí´aºlivé.Literatúra[1℄ HEJNÝ, M. a kol. .: Teória vyu£ovania matematiky 2., SPN, Bratislava, 1988.ISBN80-80-01344-3[2℄ IFRAH,G.: The universal history of numbers,John Wiley and Sons,NewYork,2000.ISBN0-471-39340-1[3℄ MOLDAVAN, C.: Culture in the Curriulum:Erihing Numeration and Number Oper-ations, Teahing Children Mathematis,8/4 2001, PP.238-242.[4℄ KAMII,C., LEWIS,B.A, LIVINGSTON,S.J.: Children Inventing their own Proedures,Arithmetis Teaher, 41/4 1993, 200-203.Adresa autora:Univerzita Komenského v BratislavePedagogiká fakulta, Katedra matematiky a informatikyRa£ianska 598133 Bratislavaemail: partova�fedu.uniba.sk



Konstruktivizmus ve vyu£ovaní matematieJaroslav Perný
Abstrat. V souvislosti s transformaí na²eho ²kolství, kde za základní jsou povaºoványkompetene ºák·, vyvstává pot°eba zm¥n ve výue. Jednou z moºností je konstruktivismusve vyu£ování matematie, kdy ºák nep°ejímá hotové poznatky, ale sám si je vytvá°í. V p°ílozejsou ukázky takového p°ístupu.Klí£ová slova: konstruktivismus, kompetene, aktivita, poznatky, °e²ení problém·, aplikaeÚvodV sou£asné dob¥ dohází v �R i SR k transformai ²kolství, která reaguje na sou£asnépot°eby spole£nosti, zejména v souvislosti se vstupem do Evropské unie a s výzkumyprovád¥nými OECD. Základními dokumenty pro tyto zm¥ny jsou Národní programrozvoje vzd¥lávání v �R, tzv. Bílá kniha a Národný program výhovy a vzdelávaniaSR spolu s konepií �Milénium.V tomto dokumentu jsou za základní povaºovány klí£ové kompetene ºák·, oºznamená odklon od enyklopedikého reprodukování poznatk· k vytvá°ení shopnostítyto poznatky získávat a pouºívat v praxi. To klade zvý²ené nároky na stávajííu£itele, zejména na jejih kompetene a m¥ly by tomu odpovídat i zm¥ny v p°íprav¥budouíh u£itel·.Kompetene ºáka � souhrn v¥domostí, dovedností, shopností, postoj· a hodnotd·leºitýh pro osobní rozvoj a uplatn¥ní, zejména pro vytvá°ení zp·sobilostí p°esahu-jííh do mimo²kolního prost°edí.Kompetene u£itele � soubor profesníh dovedností a dispozi, kterými by m¥lbýt vybaven u£itel, aby mohl efektivn¥ vykonávat své povolání a to jak v oblasti odbornép°edm¥tové, tak i didaktiko-metodiké a pedagogiko-psyhologiké.V sou£asné dob¥ humanizae vzd¥lávání zaznívá i ve sv¥t¥ obava, ºe matem-atika jako u£ební p°edm¥t m·ºe být na ²koláh zru²ena. Otázkou je, jak by pakºái získali kompetene harakteristiké a spei�ké pro vzd¥lávání v matematie.Materiály OECD uvád¥jí následujíí:1. Matematiké my²lení (pohopení matematikýh pojm·)2. Matematiká argumentae (zd·vod¬ování a dokazování)3. Matematiké modelování (�matematizae� reality a vytvá°ení struktur)4. Vymezení problému a jeho °e²ení (strategie a metody)5. Znakové reprezentae a jejih transformae (znázorn¥ní objekt·)6. Symbolika a tehniké dovednosti (tzv. �matematiká kultura�)7. Komunikae (vyjád°ení a p°edávání informaí)



238 JAROSLAV PERNÝVelký význam zde mají i informa£ní a komunika£ní tehnologie vyuºívané vevyu£ování matematiky, jako nap°. správné pouºití výukovýh program· pro mate-matiku, ve kterém jsou mezi ²kolami i u£iteli zna£né rozdíly.Jednou z moºností jak tyto ºádouí zm¥ny realizovat v matematie a tím posílitjejí pozii je konstruktivní p°ístup v jejím vyu£ování, kterému je v posledníh 10leteh ve sv¥t¥ v¥nována zna£ná pozornost. Ten vyhází z my²lenek konstruktivismujako sm¥ru v psyhologii a soiálníh v¥dáh druhé poloviny 20. století.Co je konstruktivistiký p°ístup?Konstruktivismus pedagogiký vyhází ze spojení konstruktivismu kognitivní-hoa soiálního a prosazuje, aby se ve výue vyuºívalo °e²ení konkrétníh ºivotníhproblém·, tvo°ivého my²lení, práe ve skupináh, manipulae s p°edm¥ty, názornýhpom·ek, £i interaktivníh po£íta£ovýh program·.Aktivními propagátory my²lenek konstruktivismu v na²í didaktie matematikyjsou zejména M. Hejný a F. Ku°ina, kte°í uvád¥jí, ºe �matematiké poznatky nelzeºák·m p°enést, lze p°enést pouze p°íslu²né informae, ale poznatek si musí kaºdý ºákvnit°n¥ vytvo°it�.Pokud je vyu£ování matematiky provád¥no transmisivn¥, tj. p°edáváním hotovýhpoznatk· a instrukí, je to esta sie pom¥rn¥ ryhlá, m·ºe snad rozvíjet pam¥´, aleneorientuje se na porozum¥ní, nedává podn¥ty k tvo°ivosti a m·ºe snadno vést k for-malismu. M·ºe nastat paradoxní situae, ºe �ºák umí °e²it úlohu, aniº by jí rozum¥l.��e²í ji nápodobou, analogií, £asto formáln¥, ale pokud dostane jiný neznámý problém,neumí ho °e²it.P°i konstruktivistikém p°ístupu je ºák motivován k aktivit¥, k poznávání tím, ºejsou mu p°edkládány problémy a problémové situae jejihº °e²ením si sám poznatkya poznatkovou strukturu vytvá°í. Podstatnou sloºkou aktivita ºáka je hledání souvis-lostí, tvorba pojm·, zobe¬ování tvrzení a jejih dokazování. P°itom vyuºívá svýhzku²eností získanýh v b¥ºném ºivot¥ i ve ²kole, oº zejména tam vyºaduje prost°edía u£itele podn¥ujíí tvo°ivost. Zna£ný význam má také komunikae ve t°íd¥ s ºákya u£itelem i vyuºití dal²íh medií.Toto formulovali M. Hejný a F. Ku°ina v tzv. �Desateru konstruktivismu�:1. Aktivita � matematiku hápeme p°edev²ím jako spei�kou lidskou aktivi-tu, nikoli jen jako její výsledek, který se obvykle formuluje do souboru de�ni, v¥ta d·kaz·.2. �e²ení úloh � podstatnou sloºkou matematiké aktivity je hledání souvislo-stí, °e²ení úloh a problém·, tvorba pojm·, zobe¬ování tvrzení a jejih dokazování.Popsaný proes m·ºe probíhat v matematie samé nebo v jiné oblasti lidského poznání.3. Konstruke poznatk· � poznatky, nejen matematiké, jsou nep°enosné.P°enosné jsou pouze informae. Poznatky vznikají individuáln¥ v mysli poznávajíího£lov¥ka.4. Zku²enosti � vytvá°ení poznatk· se opírá o informae, je v²ak podmín¥nozku²enostmi poznávajíího. U ºák· zku²enostmi z reálného ºivota i z p°íleºitostínabízenýh ve ²kole.5. Podn¥tné prost°edí � základem matematikého vzd¥lávání konstruktivisti-kého typu je vytvá°ení prost°edí podn¥ujíího tvo°ivost. Nutným p°edpo-kladem jetvo°ivý u£itel, dostatek podn¥t· a p°íznivé soiální klima t°ídy.6. Interake � a£koli je konstruke proes individuální, p°ispívá k jeho rozvo-jisoiální interake ve t°íd¥ (diskuse, formulae, argumentae . . . ).



Konstruktivizmus ve vyučovaní matematice 2397. Reprezentae a strukturování � pro konstruktivistiký p°ístup k vyu£ováníje harakteristiké p¥stování nejr·zn¥j²íh druh· reprezentae a strukturae matem-atikého sv¥ta.8. Komunikae � pro konstruktivistiké vyu£ování v matematie má zna£ný výz-nam komunikae ve t°íd¥ a p¥stování r·znýh jazyk· matematiky.9. Vzd¥lávaí proes � vzd¥lávaí proes v matematie je nutno hodnotit min-imáln¥ ze t°í hledisek. První je porozum¥ní matematie, druhé je zvládnutí matemat-ikého °emesla, t°etí jsou aplikae. Matematiku u£íme jejím provozováním.10. Formální poznání � vyu£ování transmisivní (p°edávání informaí), neboinstruktivní (p°edávání návod·) umoº¬uje reproduki poznatk·, n¥kdy bez porozum¥ní,které se ryhle zapomínají a takové poznání je pseudopoznáním, vede k formalismu.Jaké je místo konstruktivistikého p°ístupu ve výue na zák-ladní ²kole?V. Spilková v p°ísp¥vku Kdo je to u£itel a jak má být vzd¥láván? uvádí:�Výhodiskem sou£asnýh prom¥n eloevropského u£itelského vzd¥lávání jsouprom¥ny v pojetí u£itelské profese. U£itel je hápán jako failitátor ºákova vývoje au£ení, který se snaºí dotáhnout kaºdého ºáka k jeho osobnímu maximu, uvádí do v¥í,pomáhá mu se orientovat, podn¥uje ho, vybavuje poitem kompetene, sebed·v¥ry, ºeje ten, kdo umí, kdo dokáºe. . . ��V tomto pojetí se výrazn¥ zvy²uje u£itelova odpov¥dnost za dít¥ a výsledky jehou£ení v nej²ir²ím slova smyslu, rostou nároky na shopnosti u£itele analyzovat vlastní£innost, argumentovat své pojetí práe, diskutovat a spolupraovat s kolegy, rodi£i i²ir²ím soiálním okolím.�B. Kosová v publikai Rozvoj osobnosti ºiaka doporu£uje:�Pro rozvoj personálníh a soiálníh kompetení ºák· by u£itel m¥l tolerovat(zájmy, pot°eby, odli²nosti), podporovat (samostatnost v my²lení a jednání, vztahk poznání, spoluprái), vyºadovat (disiplinu a odpov¥dnost, hodnoení a sebehodno-ení), o£ekávat a tvo°it podmínky (pro otev°enou komunikai) a odmítat (atmosférustrahu, slepou poslu²nost a pr·m¥rnost)�.Moºnou odpov¥dí na tyto výzvy je práv¥ konstruktivistiká konepe p°ípravyu£itel·, která p°edstavuje klí£ové teoretiké výhodisko sou£asnýh prom¥n u£itel-ského vzd¥lávání. Je zde kladen d·raz na osobnostní r·st, na proes aktivního kon-struování a tvo°ivého osvojování u£itelské profese na základ¥ vlastní £innosti, vlast-níh zku²eností a proºitk·, sebepoznávání a objevování student· ve spoluprái s u£itelia ostatními studenty.Podle V. Spilkové�Konstruktivistiký p°ístup ke vzd¥lávání znamená radikální obrat v nahlíºenína proesy u£ení, na smysl ²koly, íle ²kolního vzd¥lávání, na role u£itele a ºáka, napojetí vhodnýh vyu£ovaíh a u£ebníh strategií.��U£ení je hápáno jako proes objevování, konstruování a rekonstruování poz-natk·, postoj·, dovedností, hodnot na základ¥ vlastní £innosti a dosavadní zku²enostiºák· s pomoí u£itele a v kooperai se spoluºáky. Klade se d·raz na porozum¥ní ashopnost pouºití poznatk· k °e²ení problém· v situaíh reálného ºivota, na posilováníodpov¥dnosti ºák· za vlastní u£ení se ap.�Rozvíjení tvo°ivosti a poznávání pomoí konstruktivistikýh p°ístup· je zaloºenona dvou základeh. Prvním je rozd¥lení poznávaíh proes· na konvergentní a diver-gentní, druhým je rozd¥lení postup· °e²ení problém· na algoritmiké a heuristiké. I



240 JAROSLAV PERNÝkdyº je matematika svým harakterem disiplinou, která p°i poznávání a °e²ení prob-lém· vyuºívá spí²e konvergentní proesy a algoritmiké postupy, p°esto se zejména p°iseznamování s ní a jejím �objevování�, které probíhá práv¥ na základní ²kole, výrazn¥vyuºívají divergentní p°ístupy a jsou uplat¬ovány heuristiké postupy a tvo°ivé £in-nosti. Je to nejen proto, aby ºái lépe hápali matematiku, m¥li ji rádi a byli siln¥jimotivováni, ale i proto, aby se formovaly matematiké shopnosti, které mohou býtzákladem pro tvo°ivé °e²ení ºivotníh a praovníh problém·. V tomto smyslu nej-sou konvergene a divergene, resp. algoritmus a heuristika opozita, ale spí²e proesyaditivní a simultánní.�e²ení problém· je komplexní £innost vyuºívajíí postupy algoritmiké, heuri-stiké a £innostní. Z toho vyplývá, ºe ve výue matematiky by m¥l u£itel uplat¬ovatproblémy blízké reálnému ºivotu, kde se tyto proesy st°ídají.Pro£ se my²lenky konstruktivismu v na²í ²kole (zatím) neda°ínapl¬ovat?Jiº v sedmdesátýh a osmdesátýh leteh 20. století o�iální ²kolské materiály odu£itele poºadovaly, aby u£il tvo°iv¥, rozvíjel logiké my²lení ºák·, odboural memo-rování, zvy²oval pot°ebu ºák· po porozum¥ní apod.Dnes jsou na²e znalosti o moºnosteh zm¥nit kvalitu vyu£ování daleko rozsáhlej²í,ale jejih pronikání do ²kol je velie pomalé. Domnívám se, ºe n¥kte°í u£itelé nejsouna tyto konstruktivistiké p°ístupy k vyu£ování p°ipraveni. Souvisí to i s dosavad-ním zp·sobem prov¥°ování ºákovskýh kompetení, nap°. p°i p°ijímaíh zkou²káhna st°ední ²koly. U£itelé dají p°ednost p°ímé p°íprav¥ ºák· na tyto zkou²ky p°ednáro£n¥j²ím �kultivováním� jejih matematikého my²lení.Ukazují se dv¥ hlavní p°í£iny tohoto jevu. První tkví v setrva£nosti ²kolskéhosystému, druhá v ur£ité apatii spole£nosti sm¥rem k významu ²koly pro vlastní vývoj.Zkvalit¬ování vyu£ování je totiº bytostn¥ závislé na kvalit¥ u£itele a spole£nost zatímnedokáºe pro jejih náro£nou profesi a p°ípravu vytvo°it pat°i£né podmínky.To do ur£ité míry potvrzuje jiº zmín¥ný p°ísp¥vek V. Spilkové:�Strategie p°ípravného a dal²ího vzd¥lávání u£itel· pat°í k bílým míst·m ve vzd¥lá-vaí politie a nejmén¥ °e²eným otázkám v elkovém kontextu transfor-mae £eského²kolství. Neexistuje základní konep£ní materiál, který by v jako standard formulo-val poºadavky na kvalitu absolvent· u£itelství a rámov¥ vymezil jejih p°ípravu.Není to konkretizováno ani ve zmín¥né Bílé knize, oº spolu s autonomií vysokýh²kol zp·sobilo ºivelný aº haotiký vývoj. Naví, pravd¥podobn¥ v souvislostí s poºa-davky akreditae a snahy konkurovat �oborovým� fakultám, dohází na pedagogikýhfakultáh k dal²ímu posilování oborové sloºky studia na úkor profesní, oº situai spí²ezhor²uje.�Jak sm¥rovat studenty-budouí u£itele ke konstruktivismu vevýue?Je známo, ºe eduka£ní styl, který si u£itel vytvo°í v prvníh leteh svého pedagog-ikého p·sobení, je víe ovlivn¥n vzory pedagog·, kte°í budouího u£itele u£ili, neºteorií, kterou mu nabídne vysoká ²kola.Je proto t°eba, aby se studenti i p°i svém studiu na fakult¥ setkávali s konstruk-tivistikým p°ístupem, aby jim byl umoºn¥n proºitek z vlastního vytvá°ení novýhpoznatk· metodami a formami, které budou sami vyuºívat p°i výue svýh ºák·. P°i



Konstruktivizmus ve vyučovaní matematice 241výkladu byhom m¥li vysoko²kolskou matematiku propojovat s tou, kterou budoubudouí u£itelé u£it. P°i seminá°íh student·m nep°edkládat hotové poznatky, alevést je k tomu, aby je sami odhalovali.Jsou to nap°. heuristiké a badatelské metody problémového vyu£ování, metodazkoumání p°i °e²ení problém· (propagovaná prof. J. Kopkou), projektové vyu£ování,apod.V kurzeh vysoko²kolské p°ípravy p°edm¥t· matematika a didaktika matematikysnaºím, aby studenti u£itelství mohli uplatnit a dále rozvíjet svou tvo°ivost jakovýznamnou profesní kompeteni u£itele, aby si mohli osvojit prinipy konstruktivi-stikého p°ístupu k výue matematiky.Jsou to nap°. semestrální práe student·, kde jako téma mohou volit bu¤ matem-atikou pohádku nebo projekt. Projekt m·ºe být matematiký, ale v¥t²inou integrujematematiku s dal²ími p°edm¥ty. Matematiká pohádka slouºí k motivai, kdy matem-atiké úlohy nebo matematiké poznatky jsou ºák·m p°edkládány v netradi£ním�hávu�. N¥které texty bývají i ver²ované.�asto se stává, ºe tento projekt £i pohádka studenta natolik zaujme, ºe p°erostev diplomovou prái, v£etn¥ praktiké realizae s ºáky. N¥které zvlá²t¥ zda°ilé a teh-niky kvalitní práe byly p°ímo p°ijaty do tisku pro u£itelskou ve°ejnost. (�Po stopáhRobinsona Crusoe�, �Lesní hrátky s matematikou�). Jiné byly velmi úsp¥²né v repub-likovém kole SVO� (�Matematiká sout¥º s K°emílkem a Vohom·rkou�, �Projekt �prostorová p°edstavivost�, �Geometriké hry pro utvá°ení p°edstavivosti ºák· na 1.stupni Z��).Ukázky projekt· a pohádek student· a problémové úlohy pro studenty jsou vp°íloze.Záv¥rZpráva �eské inspeke v prosini 2004 konstatuje pom¥rn¥ dobrou kvalitu výukymatematiky na 1. stupni Z� a znepokojujíí situai na 2. stupni a vý²e. To potvrzujíi na²e výzkumy, které ukazují, ºe matematika na 1. stupni Z� je v¥t²inou druhýnejoblíben¥j²í p°edm¥t po t¥lesné výhov¥, ale její oblíbenost v páté a zejména vevy²²íh t°ídáh klesá. Jist¥ to souvisí i s rostouí obtíºností matematiky, ale také sezde pouºívanými metodami a formami práe, které n¥kdy p°estávají být ve vy²²íht°ídáh aktivizujíí a konstruktivistiké.Literatúra[1℄ Bure²ová, J., Pila°ová, R.,: Semestrální práe. TU Libere, 2000, 2002.[2℄ Hejný, M, Ku°ina, F.: Dít¥, ²kola a matematika. Portál, Praha 2001.[3℄ Kosová, B.: Rozvoj osobnosti ºiaka. Rokus, Pre²ov 2000.[4℄ Perný, J.: Tvo°ivostí k rozvoji prostorové p°edstavivosti. TU Libere 2004.[5℄ Spilková, V.: Kdo je to u£itel a jak má být vzd¥láván? Konferene PedF UKPraha 2005.P°íloha:MPP1 Bure²ová Jana (2.st. Z�): O nenasytné osoºravé p°íme



242 JAROSLAV PERNÝBylo jednou jedno Osov¥ soum¥rné království v rovin¥, kde ºily jen osov¥ soum¥rnégeometriké útvary. Vládl zde král �tvere se ... osami soum¥rnosti, spolu s královnouRovnostranný trojúhelník, která m¥la ... osy soum¥rnosti. V²ihni dvo°ané, obdélníkyse ... osami soum¥rnosti, i poddaní, rovnoramenné trojúhelníky s ... osou soum¥rnosti,se m¥li spolu rádi a ºili ²´astn¥.Náhle se v království objevila nenasytná a zlá osoºravá p°ímka. A£koliv p°ímkavede od ... do ..., rozhodla se být je²t¥ del²í, a tak za£ala krást geometrikým útvar·mkrálovství jejih osy soum¥rnosti. V království nastal zmatek, z osov¥ soum¥rnýhútvar·, nap°.: ... nebo ..., se stávaly nesoum¥rné obené geometriké útvary.Zlá novina o nenasytné osoºravé p°íme se dostala i na královský zámek. Král�tvere vyhlásil, ºe kdo zlou p°ímku p°em·ºe, dostane tu£nou odm¥nu. První sep°ihlásil statný rovnoramenný lihob¥ºník, s ... osou soum¥rnosti, ale neº se sta£ilrozhlédnout, sebrala mu p°ímka jeho osu soum¥rnosti a byl z n¥ho obený nesoum¥rnýlihob¥ºník. Dal²í odváºlive byl koso£tvere se ... osami soum¥rnosti, ale i ten bylbrzy p°ímkou obelst¥n a okraden o osy soum¥rnosti, takºe se z n¥j stal nesoum¥rný... .Aº nakone se objevil izí udatný prin, který se dal do boje s p°ímkou. Vºdykdyº mu nenasytná p°ímka sebrala osu soum¥rnosti, nabídl ji dal²í. M¥l jih tolik, ºeto p°ímka vzdala a ode²la pry£ z tohoto království.Jakým rovinným geometrikým útvarem byl udatný prin?MPR1 Pila°ová Radka (2.st.Z�): Soum¥rnostiProjekt: Didaktiká hra a sout¥ºAktivita: �ái jsou vyzváni, aby napsali na tabuli h·lkovým písmem abeeduvelkýh písmen bez £árek a há£k·. U£itel navrhne její rozd¥lení na dv¥ skupiny,hranatá (A,E,F,H,. . . ) a oblá (B,C,D,. . . ). Pak vybere jedno písmeno z hranatýh(nap°. F) a dva z ºák· provedou zobrazení tohoto písmene v osové, resp. st°edovésoum¥rnosti na tabuli, ostatní ºái do se²itu. (viz obr.)

Pak si ºái rozd¥lení do skupin po 4 vylosují lístek se dv¥ma 4 písmennými jmény,rozd¥lí si mezi sebou písmenka a zobrazí je u prvního jména v osové soum¥rnosti au druhého jména ve st°edové soum¥rnosti. Skupina, která zobrazí písmena správn¥ anejryhleji vít¥zí.Nabízené dvojie jmen: NELA - EMIL, HANA - IVAN, ZITA - ALAN, NINA -ALEX, ZINA - ILEK, ANNA - KLEM, LENA � MIKA.PÚ1 Problémová úloha pro studenty: D¥lení £tver· na £tverePokuste se postupn¥ rozd¥lit £tvere na 1, 2, 3, . . . . aº 16 £tver· (nemusí býtstejn¥ velké). Lze získat v²eh 16 moºností?



Konstruktivizmus ve vyučovaní matematice 243Lze £tvere rozd¥lit na jakýkoliv po£et £tver· vy²²íh neº 16?Je moºno tuto hypotézu dokázat?

PÚ2 Problémová úloha pro studenty: Odvalování hraí kostkyZkoumejte �Odvalování hraí kostky� jako algebraikou strukturu, kde mnoºinoujsou pohyby p°i odvalení hraí kostky a operaí je skládání odvalení. Pro popis pohyb·lze vyuºít permutae. Pokud st¥ny hraí kostky ozna£íme hodnotami, které majía stanovíme po°adí st¥n horní (H), p°ední (�), pravá (P), levá (L), zadní (Z) a dolní(D), pak nap°. odvalení ze základní polohy ZP dop°edu p°es dolní p°ední hranudo polohy P1 se dá popsat pomoí permutae
(

1 2 3 4 5 6
5 1 3 4 6 2

)

Ozna£te pohyby dop°edu na jih (J), dozadu sever (S), doprava výhod (V), dolevazápad (Z), bez pohybu identita (I) a skládání (?).Zkoumejte vlastnosti této algebraiké struktury, nap°. úplnost, komutativnost,neutrální prvek apod.Zkoumejte, jakému zákrytovému pohybu kryhle odpovídají jednotlivá odvalení ajejih skládání, nap°.Odvalení JV odpovídá permutai
(

1 2 3 4 5 6
5 1 3 4 6 2

)která je rotaí kostky kolem t¥lesové úhlop°í£ky ur£ené vrholy CE o úhel +120 0.Ozna£íme R+120
CE .Adresa autora:Pedagogiká fakultaTehniká univerzita v LiberiHálkova 6461 17 Liberee-mail: jaroslav.perny�tul.z



Geometriká prezentáia pravdepodobnostnéhopriestoru a pravdepodobnos´ udalosti ako obsahútvaruAdam PªokiAbstrat.We propose a proess of visualization of a disrete probability spae and a proessof its onstrution. Probability an be viewed as a measure of extent.In our ase probability is presented as a volume.Diskrétny pravdepodobnostný priestor a na útvar nanesená sie´ako jeho geometriká prezentáiaDe�níia 0-1.. Neh s ∈ N2 a Ω = {ω1, ω2, ω3, . . . , ωs}. Rozde-lením pravdepodobnosti na mnoºine Ω nazývame kaºdú nezápornú funkiu
p : Ω −→ R takú, ºe p(ω1) + p(ω2) + p(ω3) + · · ·+ p(ωs) = 1.Ak p(ω1) = p(ω2) = p(ω3) = · · · = p(ωs) = 1

s
, tak funkiu p nazývame klasikýmrozdelením pravdepodobnosti na mnoºine Ω.De�níia 0-2.. Predpokladajme, ºe Ω je ©ubovo©nou s-prvkovou mnoºinou (s > 1)a ºe p je rozdelením pravdepodobnosti na tejto mnoºine. Neh Z = 2Ω. Uvaºujme ofunkii P : Z −→ R, pri£om pre A ∈ Z

P (A) =















0, ak A = ∅,
p(ω), ak A = {ω},
∑

ω∈A

p(ω), ak A je aspo¬ dvojprvkovou mnoºinou.Trojia (Ω,Z, P ), ktorá týmto sp�sobom vznikla z dvojie (Ω, p), je pravdepodob-nostným priestorom v zmysle axiomatikej de�níie pravdepodobnostného priestoru(pozri [9℄, s. 124). Takú trojiu alebo dvojiu (Ω, p) � £o je ekvivalentné � nazý-vame diskrétnym pravdepodobnostným priestorom. Ak sú v²etky hodnoty funkie pkladné, tak dvojiu (Ω, p) nazývame netriviálnym pravdepodobnostným priestorom.Ak p je klasikým rozdelením pravdepodobnosti na mnoºine Ω, potom dvojiu (Ω, p)nazývame klasikým pravdepodobnostným priestorom.V tomto £lánku sa zaoberáme iba dvojiami (Ω, p), v ktorýh je mnoºina Ωkone£ná. Takéto dvojie nazývame kone£né pravdepodobnostné priestory.De�níia 0-3.. Neh F ozna£uje súbor útvarov v rovine, ktoré majú obsah. Ak
A ∈ F , potomm2(A) ozna£uje obsah útvaru A a int(A) jeho vnútro. Predpokladajme,ºe S = {1, 2, 3, . . . , s}, pri£om s ∈ N2 a platí, ºe(i) F ∈ F a 0 < m2(F ) < +∞,(ii) ∀j ∈ S : [Fj ⊂ F ∧ Fj ∈ F ∧m2(Fj) > 0℄,(iii) ∀j, k ∈ S : [j 6= k =⇒ int(Fj) ∩ int(Fk) = ∅℄,(iv) F1 ∪ F2 ∪ . . . ∪ Fs = F.Mnoºinu Ω = {Fj : j ∈ S} nazývame sie´ou nanesenou na útvar F a jej prvky (útvary
Fj) okami tejto siete.



Geometrická prezentácia pravdepodobnostného priestoru . . . 245De�níia 0-4.. Neh mnoºina {Fj : j ∈ S} je sie´ nanesená na útvar F s kladnýmobsahom. Funkia p : {Fj : j ∈ S} −→ (0, +∞), pri£om
p(Fj) =

m2(Fj)

m2(F )
pre j ∈ S, (4)je rozdelením pravdepodobnosti na mnoºine Ω = {Fj : j ∈ S}. Dvojiu (Ω, p) nazý-vame diskrétnym pravdepodobnostným priestorom generovaným sie´ou nanesenou naútvar F .

� Na obrázku 1 sú tri pravdepodobnostné priestory generované sie´ami nanesenýmina tri útvary s kladným obsahom. Pravdepodobnostný priestor generovaný sie´ounanesenou na ²tvore na obrázku 1c) je dvojiou (Ωc, pc), pri£om
Ωc = {K1, K2, K3} a pc(K1) = 1

2
, pc(K2) = 1

8
, pc(K3) = 3

8
.

F1

F2

F3

F4

T1

T2

T3 T4

a) b)

K1

K3

K2

c)Obr. 1. Útvary s nanesenými sie´ami ako prezentáia kone£nýh pravdepodobnostnýh priestorovIn²piráiou takejto geometrikej idey tvorenia (kon²truovania) netriviálnyhdiskrétnyh pravdepodobnostnýh priestorov boli detské sklada£ky, z ktorýh na-jznámej²ou je tangram (por. [1℄ a pozri obrázok 2).
R

T2

T1

K

T4

T5

T3

Obr. 2. Tangram so siedmymi tanami Obr. 3. Obsahy tanov
� Tangram z obrázku 2 vznikol nanesením siete na ²tvore. Okami tejto sietesú: trojuholníky T1, T2, T3, T4, T5, ²tvore K a rovnobeºník R. Tieto oká sanazývajú tany. Ak výhodiskový ²tvore má obsah 1, potom funkia pT , ktorákaºdému tanu prira¤uje jeho obsah, je rozdelením pravdepodobnosti na mnoºine
ΩT = {T1, T2, T3, T4, T5, K, R}. Dvojia (ΩT , pT ) je teda netriviálnym diskrétnym pre-vdepodobnostným priestorom. Ur£enie funkie pT je geometrikou úlohou. Obrázok 3poskytuje nápovedu jednej z idey jej rie²enia.
� Na obrázku 4 sú dve sklada£ky, ktoré vznikli rozrezaním ²tvora na 32 £astí.Pozrime sa na kaºdú z týhto sklada£iek ako na sie´ nanesenú na jednotkový ²tvore.Ur£i´ pravdepodobnostné priestory generované týmito sie´ami v podstate znamenávypo£íta´ obsahy niektorýh útvarov, a teda ide o geometrikú úlohu.
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Obr. 4. Dve sklada£ky ako niektoré verzie tangramuV uvedenom kontexte to znamená, ºe na ur£enie netriviálneho diskrétneho prav-depodobnostného priestoru sta£í na jednotkový ²tvore nanies´ sie´, ktorej okami súútvary s kladným obsahom.Ekvivalenia útvarov vzh©adom na rozklad a ekvivaleniapravdepodobnostnýh priestorovDe�níia 0-5.. Pravdepodobnostné priestory (Ω1, p1) a (Ω2, p2) sa nazývajú ekviva-lentnými, ak existuje bijekia g z mnoºiny Ω1 na mnoºinu Ω2 taká, ºe
∀ω ∈ Ω1 ∀ω ∈ Ω2 : [ω = g(ω) =⇒ p2(ω) = p1(ω)] .O bijekii g budeme hovori´, ºe ur£uje ekvivaleniu a ºe zahováva pravdepodobnos´.

� Je moºné dokáza´, ºe dva pravdepodobnostné priestory generované dvoma sie´aminanesenými na ²tvore na obrázku 4 sú ekvivalentné.
1
2

1
2

1
2

F0

F1 G0

G1

a) b)

1
4

Obr. 5. Dva ekvivalentné pravdepodobnostné priestory ako geometriké objekty
� Dva pravdepodobnostné priestory generované sie´ami na obrázku 5 sú ekvivalentné.Bijekia, ktorá ur£uje túto ekvivaleniu, je funkia g z mnoºiny {F0, F1} na mnoºinu
{G0, G1}, pri£om

g(Fj) = G1−j pre j = 0, 1.Dva klasiké pravdepodobnostné priestory (Ω1, p1) a (Ω2, p2) sú ekvivalentné vtedya len vtedy, ak mnoºiny Ω1 a Ω2 majú rovnakú mohutnos´.De�níia 0-6.. Neh S = {1, 2, . . . , s} a s ∈ N2. Hovoríme, ºe útvar F so sie´ou
SF = {Fj : j ∈ S} a útvar G so sie´ou SG = {Gk : k ∈ S} sú ekvivalentné vzh©adomna rozklad, ak existuje bijekia g z mnoºiny SF na mnoºinu SG taká, ºe pre kaºdé
j ∈ S, ak Gj = g(Fj), tak oko Gj je obrazom oka Fj v zhodnom zobrazení (izometrii),ktoré je oto£ením, posunutím, alebo ih zloºením.
� Útvarmi ekvivalentnými vzh©adom na rozklad sú trojuholník T so sie´ou
{T1, T2, T3, T4} a ²tvore K so sie´ou {K1, K2, K3, K4} na obrázku 6. Bijekiou jev tomto prípade funkia g z mnoºiny {T1, T2, T3, T4} na mnoºinu {K1, K2, K3, K4},ur£ená predpisom



Geometrická prezentácia pravdepodobnostného priestoru . . . 247
g(Tj) = Kj pre j = 1, 2, 3, 4.D�kaz tohto faktu je geometrikou úlohou. Ideu matematikej argumentáie m�ºuºiakovi napoveda´ konkrétne manipuláie s modelmi týhto útvarov. Ide o rozrezaniemodelu trojuholníka pod©a £iar siete a skladanie ²tvora z takto získanýh �k.

� Dva ²tvore so sie´ami na obrázku 4 sú útvarmi ekvivalentnými vzh©adom narozklad.
b)

K1

K4

K3

K2

a)

T3

T2

T1

T4

Obr. 6. Trojuholník T so sie´ou a ²tvore K so sie´ou ako útvary ekvivalentné vzh©adom narozkladAk dva útvary so sie´ami sú ekvivalentné vzh©adom na rozklad, potom pravde-podobnostné priestory generované sie´ami nanesenými na útvary sú ekvivalentné.

a)

K1

K4
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K2

b)

R1

R4

R2

R3

c)

O1

O4

O2

O3Obr. 7. �tvore K so sie´ou, rovnobeºník R so sie´ou a obd¨ºnik O so sie´ou ako útvaryekvivalentné vzh©adom na rozklad
� Na obrázku 7 sú tri útvary so sie´ami, kaºdé dva z nih sú ekvivalentné vzh©adomna rozklad. Kaºdý zo spomínanýh útvarov so sie´ou generuje diskrétny netriviálnypravdepodobnostný priestor. Kaºdé dva z týhto priestorov sú ekvivalentné. Ur£eniekaºdého z týhto priestorov ako dvojiu (Ω, p) je geometrikou úlohou na výpo£etobsahu niektorýh útvarov.Diskrétny náhodný pokus a jeho stohastiký model
� [diskrétny náhodný pokus℄ Diskrétnym náhodným pokusom nazývame experi-ment (reálny alebo pomyselný), o ktorého priebehu i výsledku rozhoduje iba náhoda,pri£om mnoºina moºnýh výsledkov tohto experimentu je kone£ná alebo spo£ítate©náa pre kaºdý výsledok je moºné ur£i´ a priori pravdepodobnos´ s akou sa experimentskon£í týmto výsledkom. (pozri [3℄, s. 16 � 17 a tieº [6℄, s. 13).Na vyu£ovaíh hodináh sa zaoberáme reálnymi náhodnými pokusmi, pretoºeºiak také pozná z r�znyh hier, s takými sa stretáva v kontexte r�znyh £inností spo-jenýh s losovaním prvku z niektorej mnoºiny (vy£ítanka pred nahá¬a£kou, losovanie



248 ADAM PŁOCKIjednej osoby zo súboru s os�b pomoou zápaliek, at¤.) Na hodináh geometrie vzákladnej ²kole sa hovorí o liste papiera alebo doske stola ako o obd¨ºniku, futbaloválopta sa nazýva gu©ou a zápalková krabi£ka je príkladom kvádra. Tieto konkrétne ob-jekty umoº¬ujú správne porozumie´ podstatným vlastnostiam (uº) matematikýhobjektov ako obd¨ºnik, gu©a alebo kváder.
� Pomyselným diskrétnym náhodným pokusom je hod symetrikou minou. Hodkonkrétnou minou (a takou hádºe ºiak vo svojih hráh) je reálnym náhodnýmpokusom. Diskrétnymi náhodnými pokusmi sú:� n-násobný hod minou,� opakovanie hodu minou tak dlho aº padne rub,� opakovanie hodu minou tak dlho aº rub padne trikrát za sebou,� n-násobný hod kokou,� opakovanie hodu kokou tak dlho aº prvý krát padne ²estka (takýmto náhodnýmpokusom sa za£ína hra ��love£e, nehnevaj sa�).
� [stohastiký model diskrétneho náhodného pokusu℄ Diskrétny pravde-podobnostný priestor (Ω, p) nazývame stohastikým modelom diskrétneho náhodnéhopokusu δ (alebo krat²ie stohastikým modelom pokusu δ), ak Ω je mnoºinou v²etkýhmoºnýh výsledkov pokusu δ, pri£om funkia p kaºdému výsledku prira¤uje pravde-podobnos´ s akou sa pokus δ m�ºe skon£i´ týmto výsledkom (por. [7℄, s. 26 a 37).Stohastikým modelom diskrétneho náhodného pokusu je klasiký pravdepodob-nostný priestor vtedy a len vtedy, ak v²etky výsledky tohto náhodného pokusu súrovnako pravdepodobné.
� [stohastiký model losovania gule z urny U ℄ V urne U sú ²tyri bielegule, tri £ervené a jedna zelená. Losovanie gule z tejto urny U je náhodným pokusom
δU s troma moºnými výsledkami:

ωb: vylosovaná gu©a bude biela,
ωc: vylosovaná gu©a bude £ervená,
ωz: vylosovaná gu©a bude zelená.Stohastikým modelom tohto losovania δU je dvojia (ΩU , pU), pri£om

ΩU = {ωb, ωc, ωz} a pU(ωb) = 4
8

= 1
2
, pU(ωc) = 3

8
, pU(ωz) = 1

8
.Pravdepodobnostné priestory (ΩU , pU) a (Ωc, pc), t. j. pravdepodobnostný priestorgenerovaný sie´ou na obrázku 1c), sú ekvivalentné. Bijekia, ktorá ur£uje túto ekvi-valeniu, je funkia g : ΩU −→ Ωc, pri£om

g(ωb) = K1, g(ωc) = K3 a g(ωz) = K2.Pravdepodobnostné priestory pripomínajú hotové �obleky�. Po£et pravdepodob-nosti ako £as´ matematiky sa zaoberá ih tvorbou, t. j. ih �²itím�, nezávisle od toho£i sú, alebo nie sú modelmi nejakýh náhodnýh pokusov. Pre daný náhodný pokussa z tejto �kolekie oblekov� vyberá �oblek, ktorý sedí�. Takto postupujú tehnii,ekonómovia, soiológovia, ktorí v svojih výskumoh pouºívajú stohastiké metódy(ide o fázu matematizáie v proese pouºívania matematiky.) Ale naj£astej²ie predaný náhodný pokus sa �oblek, ktorý sedí� (a teda jeho stohastiký model) �²ije namieru�. Toto �²itie na mieru� (ako je ukázané v [6℄ a [9℄) m�ºe by´ ²iroko hápanoumatematikou aktivitou.



Geometrická prezentácia pravdepodobnostného priestoru . . . 249Tangram pravdepodobnostného priestoru ako jeho geometrikáprezentáiaPravdepodobnos´ priradená výsledku diskrétneho náhodného pokusu je niektoroumierou tohto výsledku, ktorú m�ºeme interpretova´ (a sú£asne vizualizova´) ako ob-sah.
� [tangram pravdepodobnostného priestoru℄ Neh (Ω, p) je netriviálnypravdepodobnostný priestor. Prvky mnoºiny Ω intrepretujme ako oká siete nane-senej na ²tvore s obsahom 1 (alebo krat²ie jednotkový ²tvore) takým sp�sobom, ºepre kaºdé ω ∈ Ω, £íslo p(ω) je obsahom oka ω. Jednotkový ²tvore s takto nanesenousie´ou nazývame tangram pravdepodobnostného priestoru (Ω, p).Ak dvojia (Ω, p) je pravdepodobnostný priestor generovaný sie´ou nanesenouna jednotkový ²tvore, potom je tento ²tvore so sie´ou sú£asne tangramom tohtopravdepodobnostného priestoru.
� �tvore so sie´ou na obrázku 1c) je tangramom pravdepodobnostného priestoru
(Ωc, pc) generovaného touto sie´ou. Na obrázku 8 je tangram pravdepodobnostnéhopriestoru (ΩU , pU), £iºe stohastikého modelu losovanie gule z urny U .
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a) b) c)Obr. 8. Tri tangramy pravdepodobnostného priestoru (ΩU , pU )Kaºdý netriviálny pravdepodobnostný priestor (Ω, p) m�ºeme predstavi´ pomo-ou jeho tangramu. Tento tangram je geometrikou prezentáiou tohto priestoru(pozri [10℄) a sú£asne didaktikým prostriedkom, ktorý umoº¬uje vizualizáiu takýhabstraktnýh pojmov po£tu pravdepodobnosti ako udalos´ a jej pravdepodobnos´.
� [tangram stohastikého modelu hodu kokou K1→8℄ Uvaºujme o koke
K1→8, na ktorej stenáh sú rozmiestnené £ísla od 1 do 8 (jej telesová sie´ je v©avo naobrázku 9). Výsledkom hodu takouto kokou je £íslo na hornej stene po hode kokou(padnuté £íslo). 1 234 5 6. 78 1 3 1 1 3 231Obr. 9. Siete dvoh osemstennýh koiek: K1→8 a K11112333Stohastikým modelom hodu kokou K1→8 je pravdepodobnostný priestor (ΩK , pK),pri£om

ΩK = {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} a pK(j) = 1
8

pre j ∈ ΩK .Tri tangramy tohto klasikého pravdepodobnostného priestoru (ΩK , pK) sú naobrázku 10.
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c)b)a)Obr. 10. Tri tangramy stohastikého modelu hodu kokou K1→8

� Na obrázku 9 vpravo je sie´ koky K11112333. Stohastikým modelom hodu toutokokou K11112333 je pravdepodobnostný priestor (Ω8, p8), pri£om
Ω8 = {1, 2, 3} a p8(1) = 4

8
, p8(2) = 1

8
, p8(3) = 3

8
.Pravdepodobnostné priestory (Ω8, p8) a (Ωc, pc) (t. j. priestor generovaný sie´ou naobrázku 1c) sú ekvivalentné. Bijekiou, ktorá ur£uje túto ekvivaleniu, je funkia

g : Ωc −→ Ω8, pri£om
g(Kj) = j pre j = 1, 2, 3.So spomínaným kon²truovaním tangramu pravdepodobnostného priestoru gen-erovaného sie´ou nanesenou na útvar s kladným obsahom sa m�ºu spája´ konkrétneoperáie na modeloh útvarov a sietí. Takéto konrétne £innosti, pripomínajúeskladanie puzzle, m�ºu in²pirova´ my²lienkové operáie, podie©ajúe sa na kon²trukiitangramu ako matematikého objektu.Stohastiké modely náhodnýh pokusov uskuto£¬ovanýh po-moou mine a ih tangramy

� [stohastiký model hodu minou℄ Výsledky hodu minou kódujme £ísliami:
0: padne líe,
1: padne rub.Stohastikým modelom hodu minou je pravdepodobnostný priestor (ΩM , pM),pri£om

ΩM = {0, 1} a pM(0) = pM(1) = 1
2
.Tangram stohastikého modelu hodu minou, t. j. pravdepodobnostného priestoru

(ΩM , pM), je na obrázku 11a).
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a) b)Obr. 11. Tangramy stohastikého modelu hodu minou a modelu dvojnásobného hodu minou
� [stohastiký model n-násobného hodu minou℄ Výsledkom n-násobnéhohodu minou je n-£lenná variáia mnoºiny {0, 1}. Jej j-ty £len je výsledkom j-tehohodu. V²etkýh výsledkov tohto náhodného pokusu je 2n a v²etky sú rovnako pravde-podobné (vyplýva to z faktu, ºe v kaºdom hode sú líe a rub rovnako pravdepodobné).Stohastikým modelom n-násobného hodu minou je teda klasiký pravdepodobnos-tný priestor (ΩnM , pnM), pri£om
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ΩnM = {0, 1}n a pnM(ω) = 1

2n pre kaºdé ω ∈ {0, 1}n.Tangram stohastikého modelu dvojnásobného hodu minou je na obrázku 11b).
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a) b) c)Obr. 12. Tri tangramy stohastikého modelu trojnásobného hodu minouTri tangramy stohastikého modelu trojnásobného hodu minou sú na obrázku 12.Kaºdý z nih je útvarom so sie´ou ekvivalentným vzh©adom na rozklad s kaºdýmtangramom na obrázku 10. Z toho vyplýva, ºe trojnásobný hod minou je moºnésimulova´ hodom kokou K1→8.Neh g je funkia z mnoºiny {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8} (t. j. mnoºiny výsledkov hodukokou K1→8) na mnoºinu {0, 1}3 (t. j. na mnoºinu výsledkov trojnásobného hoduminou) ur£enou nasledovne:
k: 1 2 3 4 5 6 7 8

g(k): 001 010 011 100 101 110 111 000
.Táto funkia g ur£uje ekvivaleniu dvoh pravdepodobnostnýh priestorov: stoha-stikého modelu hodu kokou K1→8 a stohastikého modelu trojnásobného hoduminou. Je sú£asne �slovníkom� na preklad výsledku hodu kokou K1→8 na výsle-dok trojnásobného hodu minou. Ak výsledkom hodu kokou K1→8 je £íslo k, potompovieme, ºe výsledkom trojnásobného hodu minou je g(k).Tangram stohastikého modelu náhodného pokusu, ktorý prebieha vo viaerýhetapáh, m�ºeme tvori´ delením jednotkového ²tvora v etapáh. Predpokladajme,ºe vertikálne £iary delenia zodpovedajú nepárnym etapám, horizontálne párnym. Pritakomto predpoklade tangram stohastikého modelu hodu minou a tieº stohastik-ýh modelov dvoj- a trojnásobného hodu minou majú tvar ako na obrázku 13.
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a) b) c)c)Obr. 13. Tangramy stohastikýh modelov: hodu minou, dvoj- a trojnásobného hodu minouako výsledky delenia jednotkového ²tvora po etapáh
� Neh s ∈ N2. Náhodný pokus δs

1 je opakovaním hodu minou tak dlho, aº padne rub,ale ak po s hodoh rub nepadne ani raz, potom sa pokus kon£í. Je to náhodný pokus snáhodným po£tom etáp. Ak rub padne prvý raz v n-tom hode, pri£om n 6 s, potomtaký výsledok ozna£ujeme (kódujeme) £íslom n (n = 1, 2, 3, . . . , s). Ak rub nepadnev ºiadnom z s hodov minou, potom taký výsledok pokusu δs
1 ozna£me £íslom 0.
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7Obr. 14. Tangram stohastikého modelu náhodného pokusu δ8

1Výsledok n je osobitným výsledkom n-násobného hodu minou, a teda jeho pravdepo-dobnos´ sa rovná 1
2n , £iºe (1

2
)n pre n = 1, 2, 3, . . . , s. Výsledok 0 je osobitným výsled-kom s-násobného hodu minou, a teda jeho pravdepodobnos´ sa rovná 1

2s , £iºe (1
2
)s.Stohastikým modelom náhodného pokusu δs

1 je preto pravdepodobnostný priestor
(Ω1, p1), pri£om Ω1 = {1, 2, 3, 4, . . . , s} a

p1(n) = (1
2
)n pre n = 1, 2, 3, 4 . . . , s a p1(0) = (1

2
)s.Na obrázku 14 je tangram stohastikého modelu náhodného pokusu δ8

1 .Tangram pravdepodobnostného priestoru a pravdepodobnos´udalosti v tomto priestore ako obsah útvaru
� Uvaºujme o náhodnej hre, ktorej sa zú£ast¬ujú dvaja hrá£i H1 a H2. Hrá£i striedavohádºu minou a ví´azí ten, kto prvý hodí rub. Ak rub nepadne v ºiadnom z prvýh shodov minou, tak sa hra kon£í remízou. Predpokladajme, ºe hrá£ H1 hádºe minouprvý (má teda právo prednosti). V²imnime si, ºe v tejto hre sa uskuto£¬uje náhodnýpokus δs

1.Hrá£ H1 zví´azí vtedy a len vtedy, ak nastane udalos´
A = {rub padne prvý raz v nepárnom hode minou}.Hrá£ H2 zví´azí vtedy a len vtedy, ak nastane udalos´
B = {rub padne prvý raz v párnom hode minou}.Rozhodnutie o tom, £i je uvedená hra spravodlivá, vedie k výpo£tu pravdepodob-nosti udalosti A a B v pravdepodobnostnom priestore (Ω1, p1), a teda v stohastikommodele náhodného pokusu δs

1.Neh s = 8. Na obrázku 15 je tangram stohastikého modelu náhodnéhopokusu δ8
1 . Tmavé oká (oká ozna£ené £íslami 1, 3, 5, 7) reprezentujú výsledky pri-aznivé udalosti A, biele oká (ozna£ené £íslami 2, 4, 6, 8) reprezentujú výsledky pri-aznivé udalosti B.
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7Obr. 15. Tangram stohastikého modelu pokusu δ8

1 a mnoºina tmavýh �k ako udalos´ AV uvedenej geometrikej prezentáii pravdepodobnostného priestoru (Ω1, p1) jeudalos´ A mnoºinou tmavýh �k, a teda niektorým geometrikým útvarom. Prav-depodobnos´ udalosti A je obsahom tohto útvaru. Udalos´ B ako mnoºina bielyh�k je iným útvarom a pravdepodobnos´ udalosti B je jeho obsahom. Z obrázka 15je zrejmé, ºe obsah tmavého útvaru je dvakrát vä£²í ako obsah bieleho útvaru, £iºe
P (A) = 2 · P (B).Obrázok 15 je vizualizáiou nielen pravdepodobnostného priestoru (Ω1, p1) (akostohastikého modelu náhodného pokusu δ8

1), ale aj niektorýh udalostí a pre-dov²etkým ih pravdepodobností (ako ²aní hrá£ov na ví´azstvo v náhodnej hre).Tento obrázok je osobitným prostriedkom argumentáie.Uvedená náhodná hra nie je spravodlivá. Hrá£ H1 má dvakrát vä£²ie ²ane naví´azstvo neº hrá£ H2. Právo prednosti je tu pre hrá£a H1 výhodou. Formuláia týhtouzáverov je fázou interpretáie v proese rie²enia niektorého mimomatematikéhoproblému (ide o spravodlivos´ náhodnej hry). Rie²enie tohto problému je sú£asneilustráiou proesu aplikáie matematiky. Toto rie²enie sa skladalo z troh etáp:� fáza matematizáie, t. j. kon²truovanie stohastikého modelu pokusu, ktorý hrá£iuskuto£¬ovali v hre;� fáza výpo£tu, t. j. spo£ítavanie (v tomto prípade pomoou geometrikýh prostried-kov) pravdepodobnosti udalosti A a B � to bola uº £isto matematiká úloha;� fáza interpretáie, t. j. formulovanie úsudkov vz´ahujúih sa na výhodiskovúmimomatematikú situáiu, ktoré vyplývajú z fázy výpo£tu.Via o organizáii týhto troh fáz proesu pouºívania matematiky na príkladohstohastiky je moºné nájs´ v knihe [6℄.
� Na obrázku 16 sú siete troh koiek: dvanás´stnenej K12, ²es´stennej K6 a osem-stennej K8.
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c)Obr. 16. Siete troh koiek



254 ADAM PŁOCKIHod kaºdou z týhto koiek je náhodným pokusom. Jeho výsledkom je padnuté £íslo,t. j. £íslo na hornej stene koky po hode. Koky K12, K6 a K8 sú rekvizitou v nasle-dujúej náhodnej hre. Kaºdý z dvoh hrá£ov má svoju koku, na pokyn kaºdý hádºesvojou kokou a zví´azí ten, komu padne vä£²ie £íslo.Dokáºeme, ºe v takejto hre koka K12 dáva hrá£ovi vä£²iu ²anu na ví´azstvo,neº koka K6 dáva jeho súperovi. Koka K12 je teda lep²ia neº koka K6. Tento faktsymboliky zapisujeme K12 ≫ K6. Prostriedkom argumentáie je obrázok 17. Ide ogeometriké prostriedky organizáie fázy výpo£tov.Uvaºujme o troh pravdepodobnostnýh priestoroh:� (Ω12−6, p12−6), ktorý je modelom hodu dvomi kokami: K12 a K6.� (Ω6−8, p6−8), ktorý je modelom hodu dvomi kokami: K6 i K8,� (Ω8−12, p8−12), ktorý je modelom hodu dvomi kokami: K8 i K12,Obrázok 17 predstavuje protokol z kon²trukie tangramov týhto troh pravdepodob-nostnýh priestorov.
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a)Obr. 17. Tri tangramy troh pravdepodobnostnýh priestorov a udalosti ako útvaryPredpokladajme, ºe v uvedenej hre jeden z hrá£ov hádºe kokou K12 a jeho súperkokou K6. Tmavý útvar na obrázku 17a), t. j. mnoºina tmavýh �k tangramu � súto oká 21 a 31, predstavuje udalos´

A = {na koke K12 padne vä£²ie £íslo neº na koke K6}.Pravdepodobnos´ tejto udalosti je obsahom tmavého útvaru.Biely útvar na obrázku 17a), t. j. mnoºina bielyh �k tangramu � sú to oká 26 a36, predstavuje udalos´
B = {na koke K6 padne vä£²ie £íslo neº na koke K12}.Obsah tmavého útvaru je vä£²í ako obsah bieleho útvaru, a teda P (A) > P (B),£iºe hrá£ hádºui kokou K12 má v opísanej hre vä£²ie ²ane na ví´azstvo ako jehosúper hádºui kokou K6. Takºe koka K12 je �lep²ia� neº koka K6, £iºe K12 ≫ K6.Z obrázka 17b) vyplýva, ºe K6 ≫ K8, z obrázka 17c) zas vyplýva, ºe K8 ≫ K12.V prípade koiek K12, K6 a K8 platí

K12 ≫ K6 a K6 ≫ K8, a K8 ≫ K12.Reláia≫ na mnoºine koiek {K12, K6, K8} nie je teda tranzitívna. Medzi týmitokokami neexistuje �najlep²ia�. Pre kaºdú z týhto koiek medzi dvoma ostávajúimiexistuje ku nej koka �lep²ia�.V tejto argumentáii je prezentáiou pravdepodobnostného priestoru jeho tan-gram, udalos´ je mnoºinou �k tangramu, a teda niektorým útvarom, pravdepodobnos´udalosti je obsahom tohto útvaru.Netranzitívnos´ reláie ≫ na mnoºine koiek {K6, K8, K12} je paradoxom. Tentomatematiký fakt m�ºe ma´ v realite nasledujúu interpretáiu. Predpokladajme, ºehrá£ovi je ponúknuté právo prednosti pri výbere svojej koky v opísanej hre. Jeho



Geometrická prezentácia pravdepodobnostného priestoru . . . 255súper vyberie svoju koku z dvoh ostatnýh. Z netranzitívnosti reláie≫ vyplýva, ºevyuºívanie práva prednosti v popísanej situáii nie je pre hrá£a raionálnym rozhod-nutím.ZáverV prái je ukázané:� ako in²pirova´ preklad matematikýh faktov zo symbolikého jazyka matematikydo ikonikého jazyka a opa£ne,� ako do stohastikej argumentáie za£leni´ geometriké prostriedky,� ako výpo£et pravdepodobnosti udalostí moºno zameni´ za výpo£et obsahu geo-metrikýh útvarov.Literatúra[1℄ Brinková J., Tangram � Didaktiká hra v geometrii, DONY, Bratislava 1996.[2℄ Cundy H. M., Rollet A. P., Modele matematyzne, PWN Warszawa 1967.[3℄ W. Feller, Wst�p do rahunku prawdopodobie«stwa, PWN, Warszawa 1987.[4℄ Z. Krygowska, Elementy aktywno±i matematyznej, które powinny odgrywa¢znaz¡¡ rol� w matematye dla wszystkih, Dydaktyka Matematyki 6 (1986).[5℄ F. Ku°ina, Jak my±l uzyni¢ widzialn¡, Dydaktyka Matematyki 20 (1998) (s. 73 �88).[6℄ A. Pªoki, Dydaktyka stohastyki � rahunek prawdopodobie«stwa, kombinato-ryka i statystyka matematyzna jako nowy element ksztaªenia matematyznegoi ogólnego, Wydawnitwo Naukowe NOVUM, Pªok 2005.[7℄ Pªoki A., Pravdepodobnost okolo nás. Stohastika v úloháh a problémoh, Ka-tolika univerzita, Ruºomberok 2004.[8℄ Pªoki A., Przestrze« probabilistyzna w trzeh fazah rozwi¡zywania problemówna grunie rahunku prawdopodobie«stwa � trudno±i i bª�dy, Studia Matematy-zne Akademii �wi�tokrzyskiej, t. 9, Kiele 2002 (s. 111 � 132).[9℄ A. Pªoki, Stohastyka dla nauzyiela � rahunek prawdopodobie«stwa, kom-binatoryka i statystyka matematyzna jako matematyka �in statu nasendi�,Wydawnitwo Naukowe NOVUM, Pªok 2005.[10℄ Pªoki A., Tangramy a pravd¥podobnostni prostory, University of South BohemiaMathematis Report, �eské Bud¥jovie 2005, ser. 14 (s. 161 � 166).[11℄ Pªoki A., Ziarnista przestrze« probabilistyzna w stohastye dla nauzyiela� dydaktyzne osobliwo±i, Annales Aademiae Paedagogiae Craoviensis, 2006(s. 205 � 228).[12℄ P. Tlustý, Sprawiedliwe i niesprawiedliwe gry stohastyzne, Annales AademiaePaedagogiae Craoviensis, Studia Ad Calulum Probabilitatis Eiusque Didati-am Pertinentia I, Krakow 2002 (s. 177 � 183).[13℄ Zamorska M., Tangram w klasie VIII, Nauzyiele i Matematyka 20, 1996.
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Problémy ²tudentov matematiky s pohopenímpojmov ur£itý a neur£itý integrálZbigniew Pow¡zka
ÚvodV rokoh 2002 - 2005 boli na Akademii Pedagogiznej v Krakove realizované výskumyna vzorke ²tudentov prvýh troh ro£níkov zamerania matematika. Výskum bol ven-ovaný pohopeniu základnýh pojmov matematikej analýzy. Výskumy preukázaliviaeré ´aºkosti, hyby a falo²né predstavy spojené s týmito pojmami. V tejtoprái predstavíme a výsledky výskumov v oblasti integrálneho po£tu a nadviaºemena práu Gun£aga [4℄. Pojmami spojitosti a diferenovate©nosti sa zaoberá práaGun£aga/Pow¡zka [5℄.Výskumnými nástrojmi boli- sondáºna anketa dotýkajúa sa ´aºkostí ²tudentov súvisiih s pojmom inte-grovate©nosti funkie,- test jednorázového výberu obsahujúi teoretiké zadania,- písomné práe, v ktorýh ²tudenti rie²ili kalkulatívne úlohy,- rozhovory s vybranými ²tudentmi.Výskumná metóda spo£ívala v analýze výsledkov hore uvedenýh £inností (pozri[7℄) s ie©om zistenia úrovne osvojenia a porozumenia integrovate©nosti funkie a jejsúvis s inými pojmami matematikej analýzy.Pojem integrovate©nosti funkie sa po£as kurzu matematikej analýzy naAkademii Pedagogiznej v Krakove prvýkrát objavuje na koni prvého ro£níka ²túdiaa v tejto etape sa objavuje aj de�níia primitívnej funkie. Pred konom druhéhoro£níka ²túdia je spraovaná problematika integrálneho po£tu funkie via premen-nýh. Tretí ro£ník je zameraný na krivkové a plo²né integrály. Kurz matematikejanalýzy je ukon£ený teóriou miery, pojmom integrálu vzh©adom na mieru a v sú£as-nosti aj Lebesguovým integrálom.De�níia Riemanovho integrálu funkie jednej premennej na intervale 〈a, b〉 je for-mulovaná klasiky pomoou pojmu normálnej postupnosti delenia intervalu a existen-ie limity postupnosti aproximatívnyh sú£tov, ktorá nezávisí od výberu normálnejpostupnosti delenia intervalu ako aj výberu bodov z intervalov delenia v príslu²nomintegrálnom sú£te. M�ºeme tieº skúma´ Darbouxov dolný a horný integrál. V tomtosmere sa ukazuje súvis medzi existeniou integrálu ako aj merate©nosti príslu²nejmnoºiny v zmysle Jordana. Pri tomto sp�sobe vyu£ovania je prirodzené pouºi´ po-jem integrovate©nosti funkie pre funkie via premennýh.Psyhológovia a odborníi v oblasti teórie vyu£ovania matematiky kladú d�razna fakt, ºe po£as preberania uvedenýh pojmov sa tvoria v mysli ²tudenta obrazya predstavy týhto pojmov. Tieto predstavy sa £asto nezhodujú s uvedenými poj-mami. �pirálovitá konepia vyu£ovania, zaloºená na návrate k preberaným pojmomna r�znyh úrovniah zov²eobenenia, sa m�ºe ur£itým sp�sobom pri£ini´ o zvä£²enia



258 ZBIGNIEW POWĄZKAadekvátnosti obrazu pojmu so samotným pojmom. Tento proes je zvy£ajne pomernezd¨havý. O tom, £i sa naozaj tento proes realizoval, sa m�ºeme dozvedie´ v¤akavýskumu aspektov u£enia, do ktorýh Nowak v [10℄ zara¤uje: verbálne vedomosti, in-telektuálne tehniky, poznávaie stratégie, motoriké shopnosti a tehniky. Autorka,itujú Lompshera [8℄ tvrdí, ºe verbálne vedomosti sa skladajú zo ²tyroh navzájomprepojenýh £astí. Patrí k nim: poznanie faktov, sp�sob konania, prepisov konaniaako aj kritériá hodnotenia. Niº²ie uvedená úloha poukazuje na to, ºe sp�soby konaniasú rýhlej²ie osvojené ²tudentmi ako de�níie alebo tvrdenia.Úloha 1.Pri preberaní tematikýh elkov primitívna funkia, neur£itý integrál a metódyjeho výpo£tu, sme zadali ²tudentom nasledovnú úlohu: Ur£te v²etky reálne hodnotyparametra m , pre ktoré primitívna funkia k funkii f(x) = x2 − x + m− 1, x ∈ R,sp¨¬a jednu z uvedenýh vlastností:a) obsahuje in�exný bod,b) je rastúou funkiou na svojom de�ni£nom obore,) neobsahuje lokálne extrémy.Najvä£²ia skupina zo vzorky 30 ²tudentov, ktorí rie²ili uvedenú úlohu, najprv ur£ilaneur£itý integrál funkie f a následne vyuºívala aparát difereniálneho po£tu na skú-manie monotónnosti, extrémov ako aj in�exnýh bodov funkie. Aº pri rozhovoreso ²tudentami, ktorí rie²ili túto úlohu, sa ukázalo, ºe výpo£et neur£itého integrálubolo zbyto£né, ke¤ vyuºijú de�níiu primitívnej funkie uvedené zadanie vedenie kskúmaniu danej kvadratikej funkie f s parametrom m.V tejto súvislosti si m�ºeme poloºi´ otázku, pre£o ²tudenti rie²ili uvedenú úlohupomoou výpo£tu primitívnej funkie. Prí£inou m�ºe by´ to, ºe skúmaní ²tudentisi lep²ie zapamätali metódy integrovania, vypo£ítali ve©a kalkulatívnyh úloh inte-grálneho po£tu a neuvaºovali, ºe pouºijú de�níiu primitívnej funkie a príslu²nétvrdenia difereniálneho po£tu mohli zjednodu²i´ svoj postup.Výsledky výskumovAko uº sme uviedli v prvej £asti, pojmy integrálneho po£tu vytvárajú v mysli ²tudentasvoj obraz. Obrazom rozumieme poznatkovú ²truktúru, pravidlá, shémy, stratégiemanipuláie s nimi, intuitívne predstavy, fakty, vlastnosti prijaté ako pravdivé vd�sledku logikej analýzy, pamä´ové a formálne vedomosti (pozri [14℄, [13℄, [1℄, [2℄,[12℄, [9℄). Postupujú podobne ako Major v [9℄ opí²eme niektoré prvky pohopeniapojmu integrovate©nosti funkie, ktoré sme získali výskumom ²tudentov. Musíme v²akzobra´ do úvahy, ºe tieto prvky súvisia nielen s porozumením tohto pojmu, ale aj sjeho vlastnos´ami. Problémy sa prejavia po£as práe s aplikáiami pojmu a ih vä£²inasúvisí s rozdielom medzi pojmom a jeho obrazom v mysli ²tudenta. Preto Pawlik v[11℄ kon²tantuje, ºe sa ©ah²ie objavia hyby a falo²né úvahy ²tudentov. V tejto £asti£lánku harakterizujeme ´aºkosti, ktoré sa objavili u ²tudentov.V ankete bola ²tudentom poloºená otázka, ktorú z nasledujúih ²tyroh de�níií- neur£itého integrálu,- integrálu ako funkie hornej hranie integrovania,



Problémy študentov matematiky s pochopením pojmov určitý a neurčitý integrál 259- Riemannovho integrálu ©ubovo©nej ohrani£enej funkie,- Riemannovho integrálu ©ubovo©nej spojitej funkiepovaºujú za najjednoduh²iu. Za najjednoduh²iu povaºovali ²tudenti prvú de�níiu,²tvrtá de�níia bola pre nih druhá najjednoduh²ia. Druhú a tretiu de�níiu povaºo-vali ²tudenti za naj´aº²iu. Tieto výsledky ukazujú, ºe ²tudenti preferovali vyuºívaniealgoritmov pred teoretikým zd�vod¬ovaním spojeným s d�kazmi tvrdení.Úloha 2.Jedna z testovýh otázok mala nasledovné znenie: Neh f : 〈a, b〉 → R a sú£asne neh
F (x) =

x
∫

a

f(t) dt, x ∈ 〈a, b〉. Dokáºte, ktoré z uvedenýh tvrdení sú pravdivé:a) Ak funkia f je integrovate©ná, tak funkia F je diferenovate©ná.b) Ak funkia f je integrovate©ná, tak funkia F je spojitá.) Ak funkia F je diferenovate©ná, tak funkia f je spojitá.d) Ak funkia F je diferenovate©ná, tak funkia f je monotónna.Vy²e 38 % ²tudentov zo skúmanej vzorky vybralo nesprávnu odpove¤. Z toho vy-plýva, ºe uvedení ²tudenti nerozumejú pojmu integrálu ako funkie hornej hranie in-tegrovania. Toto hápanie integrálu je d�leºitým nástrojom matematikej analýzy preharakterizovanie vlastností podintegrálnej funkie f . Pritom odpove¤ b) je správna,ale odpove¤ a) je nesprávna. Nesprávnu odpove¤ a) uviedlo 26 % ²tudentov. Platítotiº, ºe ak funkia f je spojitá, tak funkia F je diferenovate©ná.Úloha 3.Táto testová úloha bola zameraná na pohopenie de�níie Riemannovho integrálu:Daná je funkia f : 〈a, b〉 → R. Dokáºte, ktoré z uvedenýh tvrdení je pravdivé:a) Funkia f je integrovate©ná v zmysle Riemanna na intervale 〈a, b〉 práve vtedy,ke¤ je f spojitá na tomto intervale.b) Ak funkia f je spojitá na intervale 〈a, b〉 , tak funkia f je integrovate©ná vzmysle Riemanna na tomto intervale.) Ak funkia f je integrovate©ná v zmysle Riemanna na intervale 〈a, b〉 , tak jespojitá na tomto intervale.d) Ak funkia f je integrovate©ná v zmysle Riemanna na intervale 〈a, b〉 , tak jemonotónna na tomto intervale.32 % ²tudentov zo skúmanej vzorky vybralo niektorú z nesprávnyh odpovedía), ), d). Z príkladov 2 a 3 vyplýva, ºe ²tudenti nevedeli vyuºi´ svoje doteraj²ievedomosti a aplikova´ ih pri rie²ení úloh. �alej nena²li vzájomné vz´ahy medzi pre-beranými pojmami. Vo svojih odpovediah ²tudenti vyuºili nasledovné prvky intu-itívnyh predstáv integrovate©nosti funkie, pri£om vedeli nájs´ aj ih aplikáie (pozritab. 1)



260 ZBIGNIEW POWĄZKATabu©ka 1Por. £. Aplikáie pouºité ²tudentmi Po£et odpovedí1 Obsah rovinného útvaru 562 Objem priestorového útvaru 473 D¨ºka rovinnej krivky 434 Objem a povrh rota£ného priestorového útvaru 105 Povrh priestorovej plohy 66 Konvergenia funkionálnyh radov 107 Rozvoj funkie do Fourierovho radu 28 Výpo£et primitívnej funkie 69 Aplikáie vo fyzike 410 Integrál ako funkia hornej hranie integrovania 1Respondenti vyuºili v²etky aplikáie, s ktorými sa stretli po£as vyu£ovania.Z po£tu odpovedí vyplýva, ºe mohla nastúpi´ zámena aplikáií integrálneho po£tufunkie jednej premennej s aplikáiami integrálneho po£tu funkie viaerýh premen-nýh. U vä£²iny ²tudentov sa vyskytli len tri aplikáie integrálneho po£tu: obsah,objem a d¨ºka krivky. Nem�ºeme ma´ istotu, £i pod pojmom objem si ²tudent pred-stavoval objem priestorového telesa alebo objem telesa, ktoré vznikne rotáiou grafufunkie jednej premennej. Takisto nem�ºeme ma´ istotu, £i pod pojmom obsah sipredstavovali obsah rovinného útvaru alebo povrh priestorovej plohy.V odpovediah ²tudentov sa prejavila ih nepresnos´ pri formulovaní vlastnýhvýpovedí. Neítili potrebu presného vyjadrenia toho, £o mali na mysli pouºívajúpojmy obsah, povrh alebo objem.Vyuºijú situa£ný kontext pojmu integrovate©nosti funkie, predstavíme témyúloh, ktoré vytvorili ²tudenti. Vä£²inu úloh tvorili kalkulatívne úlohy. Tento faktpotvrdzuje to, £o sme uº kon²tatovali v príklade 1, ºe ²tudenti sa ©ah²ie nau£iametódy výpo£tu ako sp�soby dokazovania tvrdení a pohopenie de�níií. Preto sim�ºeme poloºi´ nasledovné otázky: Akým sp�sobom heme rie²i´ úlohu? alebo �ovyjadruje jej zadanie? ako aj Pre£o postupujeme uvedeným sp�sobom?Niektoré úlohy formulované ²tudentmi boli tak jednoduhé, ºe nevyºadovali pouºi-tie integrálneho po£tu. Niektoré úlohy boli nasledovné:- Vypo£ítajte obsah útvaru ohrani£eného krivkami: y = −x, y = 0, y = 3x− 2.- Vypo£ítajte obsah útvaru ohrani£eného súradniovými osami x a y a grafomfunkie y = −x + 2.- Vypo£ítajte objem rota£ného telesa, ktoré vznikne rotáiou grafu funkie y =
−x + 2, x ∈ 〈0, 2〉 okolo osi x.�iadnu z uvedenýh úloh nie je potrebné rie²i´ pomoou integrálneho po£tu a vys-ta£ia pre ih rie²enie poznatky získané na strednej ²kole alebo na gymnáziu. �al²ieúlohy vytvorené ²tudentmi boli zaujímavej²ie, niekedy vyºadovali rie²enie skladajúesa z nieko©kýh £astí. Medzi nimi boli úlohy, ktoré vyºadovali pouºitie ur£itého ajneur£itého integrálu.�al²ia £as´ ankety bola zameraná na zistenie typov úloh integrálneho po£tu, ktoré²tudenti povaºujú za problematiké. Vo svojih odpovediah uviedli úlohy na:- vyºadujúe pouºitie de�níie Riemannovho integrálu, napr. pri ur£ení limitypostupnosti, aproximatívnyh súm danej funkie, ak vedeli, ºe uvedená funkiaje integrovate©ná,



Problémy študentov matematiky s pochopením pojmov určitý a neurčitý integrál 261- skúmanie moºnosti integrovania funkionálneho radu £len po £lene,- ur£enie sú£tov istýh typov moninovýh radov pri pouºití metódy integrovaniaradu £len po £lene,- komplikovanýh integrálov trigonometrikýh funkií,- skúmanie konvergenie nevlastnýh integrálov,- ur£enie d¨ºky rovinnej krivky.Objavili sa aj v²eobenej²ie odpovede, z ktorýh niektoré uvádzame:- To závisí od funk£ného predpisu zadanej funkie, ktorá vystupuje v úlohe naobsah rovinného útvaru alebo v úlohe na výpo£et objemu telesa, ktoré vzniknerotáiou grafu funkie.- Sú aj také úlohy, z ktorýh nie je na prvý poh©ad jasné, akým sp�sobom je moºnéih rie²i´.Spomedzi nieko©ko konkrétnyh príkladov uvedieme nasledovný:Kváder, ktorého spodná podstava je obd¨ºnik D, ktorý leºí v rovine xy a je ohrani£enýpriamkami x = , x = d,  < d, y = e, y = f, e < f bol zrezaný plohou z = x2

a2 + y2

b2
.Autor úlohy zabudol presne formulova´, £o je potrebné ur£i´. Iste mal na mysliobjem vzniknutého telesa. Táto nedokon£ená úloha poukazuje na to, ºe samostatnéformulovanie úloh ²tudentmi je pre nih dos´ náro£né. Je preto potrebné rozvíja´u ²tudentov shopnos´ presného formulovania úloh, pretoºe to vyuºijú vo svojej práiso svojimi ºiakmi.Literatúra[1℄ Bugajska - Jaszzoªt, B.: O rozumieniu poj�ia kresu zbioru przez uzniów lieum,In: Rozniki PTM, seria V, Dydaktyka Matematyki 23, 2001, s. 51 - 93.[2℄ Bugajska - Jaszzoªt B., Treli«ski G.: Badanie rozumienia poj�¢ matematyznyhw szkole ±redniej i wy»szej (na przykªadzie graniy funkji i kresu zbioru ograni-zonego), CD � ROM, XVI Szkoªa Dydaktyków Matematyki, 2002.[3℄ Fulier, J.: Funkie a funk£né myslenie vo vyu£ovaní matematikej analýzy. Nitra,UKF, 2001[4℄ Gun£aga, J.: Limitné proesy v ²kolskej matematike. Dizerta£ná práa, Nitra,UKF, 2004. http://fedu.ku.sk/∼gunaga/publikaie/DizWeb.pdf[5℄ Gun£aga, J., Pow¡zka Z.: Badania nad wykorzystaniem poj�ia i¡gªo±i funkjido de�niowania pohodnej funkji w punkie. Rozniki PTM, seria V, Dydaktykamatematyki (práa pripravená do tla£e).[6℄ Hejný, M.: Teória vyu£ovania matematiky 2. Bratislava: SPN 1990[7℄ �oboki M.: Metody bada« pedagogiznyh. Warszawa, PWN, 1984.[8℄ Lompsher J.: Theoretisheund experimentale Untersuhungen zur Entwiklunggeistiger Fähigkeiten. Berlin, Volk und Wissen, 1972.
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Komputer w proesie rozwi¡zywania problemówmatematyznyh zyli rola gier komputerowyh wnauzaniu matematykiTadeusz Ratusi«skiAbstrat. Computer sometimes helps pupils with their homework. But usually is beingused as �game mahine�. Pupils use omputer for pleasure and entertainment. Maybe wean give them games whih an teah them �solving math problem� with fun? In this paperI try to show the example.Komputer ju» na staªe zago±iª w naszyh domah. Sªu»y do edyji tekstów,wyszukiwania informaji w Interneie, jednak najz�±iej wykorzystywany jest dorozrywki. W wi�kszo±i wypadków uzniowie po lekjah siadaj¡ przed nim by si�odpr�»y¢ przy grah komputerowyh. Czy nie mo»na by poª¡zy¢ przyjemnego zpo»yteznym. Czy nie warto by da¢ uzniom narz�dzia, które nawet nie±wiadomieuzyªoby rozwi¡zywania matematyznyh problemów poprzez zabaw�?Matematyka w du»ej mierze kojarzy si� z rozwi¡zywaniem zada«. Nie jest tostwierdzenie bezpodstawne, poniewa» zadania odgrywaªy, odgrywaj¡ i b�d¡ odgry-waªy ogromn¡ rol� w nauzaniu matematyki.W �Zarysie dydaktyki matematyki� Prof. Anna Zo�a Krygowska dokonaªanast�puj¡ej klasy�kaji zada«:� metodologizne, (uze« powinien sobie przyswoi¢ typowe elementy metodmatematyznyh takih jak dowodzenie, klasy�kowanie, uogólnienie, spey-�kaja, upraszzanie rozumowania),� ¢wizenia (zadania te ksztaªtuj¡ u uznia zdolno±¢ dobierania poznanyh algo-rytmów post�powania do danej sytuaji),� zadanie � zwykªe zastosowanie teorii (uze« rozwi¡zuj¡ zadanie uzy si� korzys-ta¢ z poznanej wiedzy teoretyznej; rozumienie teorii umo»liwia mu rozwi¡zaniezadania),� problemy (w zadaniah tyh kluzow¡ rol� odgrywa tzw. umiej�tno±¢ my±leniai rozumowania matematyznego),� gry i zabawy (gry sprzyjaj¡ rozbudzaniu aktywno±i intelektualnej dzieka;mog¡ te» by¢ no±nikami tre±i matematyznyh dzi�ki zemu staj¡ si� wa»nympunktem w proesie nauzania matematyki),� matematyzne niespodzianki (zasada nauzania poprzez zadania tego typupolega na takim sformuªowaniu poleenia lub takim doborze danyh, by uze«popeªniª bª¡d w rozumowaniu) [3℄.W literaturze istnieje szereg innyh klasy�kaji zada« matematyznyh [2℄, [5℄, [6℄.W przewa»aj¡ej wi�kszo±i tyh podziaªów gry i zabawy dydaktyzne wyró»niane s¡jako oddzielny typ zada«, zdolny jednak realizowa¢ funkje pozostaªyh typów zada«



264 TADEUSZ RATUSIŃSKImatematyznyh. Jest to jedna z podstawowyh zalet gier dydaktyznyh, które mog¡peªni¢ rol� zada« ¢wizeniowyh, problemowyh, prowokuj¡yh, . . . .
, ,Fakt, »e gry imituj¡e prawdziw¡ walk� wpªywaj¡ wybitnie na rozwój intelektu,byª znany i uznany od dawna, jednak niemal nie wykorzystywany w nauzaniu szkol-nym. Dopiero ostatnio, poszukuj¡ nowyh ±rodków nauzania, dostosowanyh dowspóªze±nie stawianyh elów ksztaªenia, odkryto ogromne dydaktyzne walory gierw nauzaniu matematyki′′ [4℄. Wykorzystanie gier i zabaw jest jedn¡ z metod wyt-warzania w±ród uzniów zainteresowania matematyk¡, które sprawia, »e ih nastawie-nie do tego trudnego przedmiotu staje si� pozytywne. Z kolei pozytywne nastawieniejest niezb�dnym elementem sukesu dydaktyznego.Gry dydaktyzne, jako metody ksztaªenia znajduj¡ oraz szersze zastosowaniew szkoªah. Wykorzystywanie gier w nauzaniu matematyki posiada wiele niekwest-ionowanyh zalet. Bez »adnyh w¡tpliwo±i mo»na powiedzie¢, i» gry speªniaj¡ trzypodstawowe funkje:� motywuj¡¡ do podj�ia wysiªku intelektualnego,� dydaktyzn¡, uz¡ pewnyh tre±i i metod matematyki,� wyhowawz¡, zyli uz¡ zasad pray w zespole [4℄.Chiaªbym przybli»y¢ jedn¡ z takih gier, która wykorzystuj¡ mo»liwo±ikomputera dostarza doskonaªego materiaªu do rozwoju intelektualnego uzniów.Królewskie domino jest gr¡ z pograniza gier logiznyh i strategiznyh. Gr¡, wktórej mo»liwo±¢ poszukiwania strategii wygrywaj¡ej, wpªywa na rozwój logiznegomy±lenia.

Rys. 1



Komputer w procesie rozwiązywania problemów matematycznych czyli . . . 265Przeznazona jest dla dwóh grazy. Jej gªówn¡ zalet¡ jest przyjazny i miªy dlaoka interfejs u»ytkownika, dzi�ki któremu gra jest bardzo atrakyjna pod wzgl�demgra�znym. Rozgrywe towarzyszy równie» subtelny motyw muzyzny i rozbudowanysystem d¹wi�ków.Po uruhomieniu gry pojawia si� ramka z zasadami, które obowi¡zuj¡ w trakierozgrywki (rys. 1). Ramka jest wy±wietlana tylko przy pierwszym uruhomieniu gry.Potem dost�p do zasad jest mo»liwy z poziomu menu po wybraniu opji �Zasadygry�. Gdy graze zapoznaj¡ si� z zasadami potwierdzaj¡ swoj¡ gotowo±¢ przej±iadalej przyiskiem �Ok� znajduj¡ym si� w dolnej z�±i okna pomoy.Po ustaleniu kolejno±i grazy (metod¡ losowania kostkami) graz ma mo»liwo±¢dokonania wyboru motywu gra�znego pionków, którymi b�dzie prowadziª rozgrywk�.Ilo±¢ dost�pnyh rodzajów pionków jest niew¡tpliwie du»¡ zalet¡ gry, gdy» sama granie b�dzie dla uzniów zbyt monotonna. Obaj graze maj¡ mo»liwo±¢ wyboru klokaspo±ród szesnastu dost�pnyh motywów (rys. 2).

Rys. 2Po akeptaji motywu gra�znego pionków graze dokonuj¡ wyboru wielko±iplanszy oraz rozmiaru kostki (rys. 3).Wybór spo±ród ztereh dost�pnyh plansz gry (4x4, 5x5, 6x6 i 7x7) jestrównoze±nie wyborem stopnia trudno±i. Im wi�ksza plansza tym wi�ksza lizbaruhów, które zawodniy musz¡ przewidzie¢ w kolejnyh posuni�iah. Graze maj¡równie» mo»liwo±¢ wyboru pomi�dzy dwu- i trzy-segmentowym pionkiem. Po za-twierdzeniu wyboru graze przehodz¡ do wªa±iwej gry (rys. 4).W oknie gry mo»na wyró»ni¢ trzy gªówne grupy elementów, które tworz¡ wrezultaie aª¡ plansz�. Po bokah ekranu znajduj¡ si� dwa przyborniki obydwuzawodników, w któryh znajdziemy takie elementy jak kloki: poziomy i pionowy,statystyki gry informuj¡e o lizbie przegranyh (wygranyh) danego zawodnika orazetykiety z imionami grazy. Trzei¡ grup� tworzy kwadratowa szahownia, na którymgraze umieszzaj¡ na przemian swoje kloki.Zasady s¡ bardzo proste. Zawodniy umieszzaj¡ na szahowniy na przemian pojednym ze swoih kloków: pionowy lub poziomy, tak by nie nahodziªy na siebie. Gratozy si� do momentu, a» kolejny ruh nie b�dzie mo»liwy.
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Rys. 3

Rys. 4Wygrywa ten z zawodników, który wykona swój ruh jako ostatni. Pojawia si�wówzas ramka z puharem informuj¡a o zwyi�stwie jednego z grazy (rys. 5).Na tym etapie dost�pne s¡ dwa przyiski, odpowiedzialne za nawigaj�. Przyisk�Nowa Gra� daje mo»liwo±¢ rozpoz�ia zabawy od poz¡tku wybieraj¡ inne ustaw-ienia rozgrywki, natomiast przyisk �Wyjd¹ z Gry� powoduje aªkowite opuszzenie



Komputer w procesie rozwiązywania problemów matematycznych czyli . . . 267gry. Zawodnik, który zwyi�»yª w bie»¡ej rundzie otrzymuje punkt, który jest dopisy-wany do lizby zwyi�stw widoznej w elemenie �Statystyka gry�. Z kolei przegranyotrzymuje punkt, który zostanie dodany do lizby przegranyh równie» widoznej welemenie �Statystyka gry�.

Rys. 5Istnieje mo»liwo±¢ wyzerowania stanu zwyi�stw i przegranyh opj¡ �Wyzerujliznik� dost�pn¡ z poziomu gªównego menu, jak równie» w ka»dym momenie roz-grywki zawodniy mog¡ opu±i¢ gr� lub rozpoz¡¢ j¡ od nowa.Gra nale»y do gier strategiznyh. Aby mie¢ pewno±¢ wygranej nale»y odkry¢pewn¡ strategi�, prowadz¡¡ do zwyi�stwa. Zale»y ona jednak od wyboru planszyoraz od wielko±i kostek do gry (dwu- lub trzy-segmentowyh).Strategia wygrywaj¡a w przypadku plansz 4x4 oraz 6x6 w poª¡zeniu z kostkamidwu-segmentowymi lub trzy-segmentowymi faworyzuje graza, który ukªada kostkijako drugi. Aby wygra¢ graz ten musi kªa±¢ swoje kloki symetryznie do kostekprzeiwnika wzgl�dem punktu ±rodkowego szahowniy (rys. 6).W przypadku plansz 5x5 oraz 7x7 i trzy-segmentowego kloka strategia wygry-waj¡a istnieje dla graza rozpozynaj¡ego rozgrywk�. Wystarzy, »e umie±i onswój pierwszy kloek na ±rodku szahowniy (rys. 7), a nast�pne b�dzie umieszza¢symetryznie do kloków przeiwnika wzgl�dem pola ±rodkowego szahowniy.W pozostaªyh kon�gurajah plansz i kloków brak jest jednoznaznej strategiiwygrywaj¡ej. Gwarantuje to koniezno±¢ przewidywania oraz analizowania przezgrazy kolejnyh posuni�¢, o przyzynia si� do rozwijania logiznego my±lenia orazpostaw twórzyh.Ju» pierwsze próby wykorzystania tej gry pokazaªy jak jest ona skuteznymnarz�dziem. W wi�kszo±i wypadków poz¡tkowo gra jest do±¢ haotyzna. Jednakju» po kilku rozgrywkah w wi�kszo±i wypadków uzniowie dostrzegaj¡ strategi�prowadz¡¡ do zwyi�stwa. Poniewa» dobór planszy gry dokonywany jest po ustal-eniu kolejno±i w jakiej graze rozpozynaj¡ rozgrywk� osoba, która poznaªa wszys-tkie strategie wie jak nale»y post�powa¢ by wygra¢ lub o najmniej uniemo»liwi¢stosowanie strategii przeiwnikowi.
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Rys. 6

Rys. 7Zauwa»y¢ mo»na, »e gra posiada kilka istotnyh eh:� wymaga my±lenia strategiznego i logiznego,� by wygra¢ nale»y odkry¢ pewn¡ strategi�,� ma przyjazn¡ i miª¡ dla oka gra�ka,� posiada iekawe tªo muzyzne,� ma przyjazny interfejs u»ytkownika.



Komputer w procesie rozwiązywania problemów matematycznych czyli . . . 269Oprawa gra�zna i d¹wi�kowa zwi�ksza grywalno±¢, ale równie» zaiera grani�pomi�dzy tre±iami matematyznymi i tym o dla graza jest najwa»niejsze, zylisatysfakj¡ i rado±i¡ wypªywaj¡¡ z samej gry.�Gry strategizne wykorzystywane w dydaktye musz¡ by¢ zawsze dostosowanedo mo»liwo±i intelektualnyh dzieka i nie s¡ ªatwe w stosowaniu. Wymagaj¡ odnauzyiela szzególnego wyzuia w kierowaniu ih przebiegiem tak, aby z jednejstrony nie wyr�za¢ uzniów w odkrywaniu poszukiwanej strategii, a z drugiej niezaprzepaszza¢ walorów motywayjnyh gier np. przez znieh�enie dzieka do poko-nania zawartyh w tyh grah trudno±i� [1℄.Opisana graKrólewskie domino jest jedn¡ z kilkudziesi�iu gier dydaktyznyhopraowywanego pakietu dydaktyznego. Praa nad takim projektem jest bardzozasohªonna, ze wzgl�du na wysiªek jaki trzeba wªo»y¢ nie tylko zaprojektowaniesamego algorytmu i wykonanie programu, ale równie» koniezno±¢ zadbania o szat�gra�zn¡ przyjazn¡ dzieku. Równie» oprawa muzyzna i d¹wi�kowa wymaga od au-tora wiele inwenji. Jednak warto po±wi�i¢ tym elementom sporo uwagi i zasu, gdy»okazuje si�, »e takie gry dydaktyzne mog¡ z powodzeniem konkurowa¢ z komer-yjnymi grami rozrywkowymi. Dobrze dopraowana gra edukayjna mo»e sta¢ si�obiektem zainteresowania nawet wymagaj¡ego, rasowego graza. Pod przykrywk¡kolorowej i miªej dla oka gra�ki a tak»e iekawej muzyki i dodatkowyh efektówd¹wi�kowyh, w ªatwy sposób mo»na przemyi¢ mehanizmy odpowiedzialne za ksz-taªtowanie logiznego i twórzego my±lenia oraz umiej�tno±i odkrywania strategii.Ch�¢ wygranej jest bowiem naturalnym zynnikiem wspomagaj¡ym odkrywaniestrategii wygrywaj¡ej.Wydaje si�, »e gry dydaktyzne tego typu s¡ wªa±iwe dla uznia niezale»nieod wieku. Wspomagaj¡ bowiem rozwój my±lenia, który powinien by¢ podstawowymelem edukaji w szkole. Koniezno±¢ realizaji tego elu wynika ze znazenia jakiema ono dla wspóªzesnego spoªeze«stwa. Nie ma bowiem spoªeze«stwa, którelizyªoby si� na arenie mi�dzynarodowej, a które nie posiadaªoby w swoih strukturahsprawnyh mehanizmów ksztaªtowania my±lenia. W tym skomplikowanym proesiezwraa si� gªówn¡ uwag� jednak o najwy»ej na my±lenie krytyzne, umiej�tno±¢dyskusji, analiz� oraz logik�. Stanowi to tylko z�±¢ rzezywistego proesu my±le-nia i dlatego powinien on by¢ uzupeªniony o my±lenie twórze i strategizne, akty-wne rozpoznawanie problemów, rozwijanie umiej�tno±i planowania oraz nabywanieumiej�tno±i obserwaji. Rozwój my±lenia nie jest mo»liwy we wspóªzesnej szkole bezpowszehnego wprowadzenia komputerów, które umo»liwiaj¡ nauzanie na nowyhpªaszzyznah niedost�pnyh dotyhzas w proesie nauzania standardowego.Literatura[1℄ Filip, J., Rams, T.: Dzieko w ±wieie matematyki, O�yna Wydaniza IMPULS,Kraków 2000.[2℄ K¡kol, H.: Typy zada«, O±wiata i Wyhowanie, wersja B 15, 1984, s. 10-12.[3℄ Krygowska, A.Z.: Zarys dydaktyki matematyki, z�±¢ 3, WSiP, Warszawa 1977.[4℄ Pieprzyk, H.: Gry i zabawy w nauzaniu matematyki, O±wiata i Wyhowanie,22, 1987, s. 5-8.[5℄ Polya, G.: Jak to rozwi¡za¢?, PWN, Warszawa 1993.
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O troh zdrojoh a troh sú£astiah vyu£ovaniapravdepodobnostiBeloslav Rie£anAbstrat. Firstly three mathematial levels are onsidered: elementary, in�nitesimal andKolmogorovian. Seondly three points of view are mentioned: intuitive, tehnial, and geo-metri.Vyu£ovanie pravdepodobnosti vä£²inou nebýva silnou stránkou na²ej matemati-kej výhovy, pokia© len nejde o výhovu ²peialistov. Pritom aplikáie poukazujú na£oraz vä£²iu potrebu stohastikého myslenia. Na druhej strane v priebehu stáro£ísa formálny opis pravdepodobnostnýh pojmov ustálil na pouºívaní matematikýhteórií, ktoré sú via - menej v²eobene dostupné. Vidím tri úrovne v ih pouºívaní.Prvou je elementárna úrove¬. Pre pohopenie pravdepodobnostnýh javova zákonitostí je potrebný ur£itý stupe¬ abstraktného myslenia, vä£²inou d�leºitej-²í ako znalos´ výsledkov elementárnej matematiky. Pekným príkladom sú práeA.Plokého [3℄.Druhou je úrove¬ zaloºená na in�nitezimálnom po£te (krátko kalkule).V tejto úrovni sú uº uºívate©ovi dostupné praktiky v²etky formuláie a výpo£typotrebné pre beºné aplikáie. Na druhej strane, otázny je uº i d�kaz linearity stred-nej hodnoty
E(αξ + βη) = αE(ξ) + βE(η),£i odvodenie vzora pre výpo£et disperzie

E((ξ − E(ξ))2) =

∞
∫

−∞

(x−E(ξ))2f(x)dx.Teóriu pravdepodobnosti stavia na spo©ahlivý matematiký základ aº pouºitieteórie miery (Kolmogorovova teória), ktorá predstavuje tú tretiu úrove¬, tretí zdroj.Lenºe vo v²etkýh troh úrovniah, troh matematikýh aparátoh, sa zárove¬vyskytujú tri my²lienkové pohody.Prvým je matematiká formuláia intuitívne prijatýh pojmov. Napr. pre£o jenezávislos´ opísaná rovnos´ou P (A ∩ B) = P (A).P (B)? Alebo, pre£o je vhodnéstrednú hodnotu spojitej náhodnej premennej harakterizova´ ako integrál
E(ξ) =

∞
∫

−∞

xf(x)dx?Alebo, pre£o je vhodné de�nova´ disperziu pomoou rovnosti
D(ξ) = E((ξ − E(ξ))2)?Druhým je tehniká stránka, výpo£ty, ktoré vlastne nevyºadujú stohastikú in-tuíiu a inveniu. Napr.
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272 BELOSLAV RIEČANv elementárnej teórii,
1√
2π

∞
∫

−∞

xe−
(x−a)2

2σ2 dx = av teórii kalkulusovej, £i
∫

Ω

ξdP =

∞
∫

−∞

xdF (x)v teórii Kolmogorovovej.Tretí prístup je geometriký, napr. rovnos´
P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B)v teórii elementárnej, implikáia

ξ ∼ N(a, σ2)⇒ ξ − a

σ
∼ N(0, 1)v teórii kalkulusovej, £i implikáia

ξ, η nezávislé ⇒ g ◦ ξ, h ◦ η nezávislév teórii Kolmogorovovej.Z uvedeného nám vyhádza takýto didaktiký uzáver: Tak ako zvy£ajne nedokazu-jeme linearitu strednej hodnoty, ale sa na ¬u odvolávame, tak by sme mali potla£i´v�be tehnikú stránku, a to vo v²etkýh troh úrovniah. A tým získa´ priestor naúvahy ideové, na príklady podporujúe stohastiké myslenie.Literatúra[1℄ Calda, E. - Dupa£, V.: Matematika pro gymnáziá. Kombina-torika,pravd¥podobnost, statistika, 4.vyd, Praha, Prometheus (2003).[2℄ Heht, T. - Kalas, J.: Pravdepodobnos´. �tatistika. U£ebnia matematiky pre4.ro£ník gymnázií a SO�. 1.vyd., Bratislava, Orbis Pitus Istropolitana (2001).[3℄ Ploki, A.: Pravdepodobnos´ okolo nás. Stohastika v úloháh a problémoh.Katolíka univerzita, Ruºomberok (2004).[4℄ Rie£an, B.: Pravdepodobnos´ a ²tatistika. SPN, Bratislava (1986).[5℄ Rie£an, B. - Neubrun, T.: Teória miery. VEDA, Bratislava (1992).[6℄ Zvára, K. - �t¥pán, J.: Pravd¥podobnost a matematiká statistika. Matfyzpress,Praha (1997), VEDA, Bratislava (2001).Adresa autora: Department of MathematisFaulty of of Natural SieneMatej Bel UniversityTajovského 40974 01 Banská BystriaSlovakiae-mail: riean�fpv.umb.sk



D¥litelnost a £íselné soustavy � demonstra£níprogramMihal Rohá£ek, Pavel TlustýAbstrat. Obsahem p°ísp¥vku je informae o programu, který napomáhá nejen p°i výuematematiky na Z�. Program umoº¬uje uºivateli p°evody mezi desítkovou soustavou a sous-tavami o jiném základu, praovat s po£itadlem, zobrazovat zápis £ísla podle Egyp´an·, Baby-lo¬an· a May· nebo ov¥°ovat d¥litelnost £ísla. Dále ukazuje na n¥které praktiké aplikaed¥litelnosti v kaºdodenním ºivot¥.ÚvodPro£ vlastn¥ tento program vznikl? M¥l by dopl¬ovat výuku matematiky a infor-matiky na Z�, kde se nyní za£ínají rozjíºd¥t a de�novat rámov¥ vzd¥lávaí programy.Dosud se totiº u£itelé skoro v·be nev¥novali £íselným soustavám o jiném základuneº 10, te¤ mají moºnost za£ít, nebo´ nejsou tolik svazovány osnovami a také mohounap°íklad propojit d¥jepis s matematikou £i informatikou apod.Cílem práe je p°iblíºit d¥litelnost ºák·m na Z�, ukázat jim °adu usnad¬ujííhkritérií a nebo jim ukázat jiný systém soustavy neº desítkový a také na n¥m nap°ík-lad de�novat prinipy aritmetikýh operaí. Program by m¥l v n¥kterýh otázkáhnapomoi. Prost°edí se neustále vyvíjí, je lad¥no a upravováno na základ¥ p°ipomínekuºivatel· £i p°i zji²t¥ní hyb.Program je uloºen jako exe-soubor, nevyºaduje tedy ºádný nákup nového soft-waru. Uºivatel si ho m·ºe stáhnout na stránkáh PF JU pod katedrou matematiky£i obdrºet e-mailem, kontakt miro81�seznam.z.Prost°edíProgram je vytvo°en v prost°edí Imagine Logo, který vznikl v roe 2001 a je nep°ímýmnásledovníkem Comenius Loga. Imagine je nová generae prost°edí a programovaíhojazyka Logo. Byl vyvinut pro ºáky, studenty a u£itele, kte°í ht¥jí provád¥t aktiv-ity ²irokého rozsahu, jako kreslení a animování, prezentae svýh projekt· na Inter-netu, tvorba multimediálníh aplikaí, modelování, vyvíjení projekt· a mikrosv¥t·pro matematiku. Imagine má objektov¥ orientovanou strukturu, podporuje hierarhiiobjekt· a hování a paralelní nezávislé proesy. Hlavním ílem prost°edí Imagine jeposkytnout student·m, u£itel·m a tv·r·m pedagogikýh aplikaí lákavý a silnýnástroj pro u£ení (se). Prost°edí je kompletn¥ lokalizováno do £eského jazyka.Program vznikl p°i tvorb¥ diplomové práe a mohl by se de�novat jako kalkula£ka.Uºivatel se zde m·ºe op°ít o nápov¥du, která mu zde �zajistí� správný hod pro-gramu, správné zobrazování. Pomoí my²i a poklepání se pohybuje mezi jednotlivýmistránkami a vykonává jednotlivé p°íkazy. �ísla do textovýh polí zadává na numerikéklávesnii.Dosavadní moºnosti programuUºivatel zde nap°íklad zadá £íslo v desítkové soustav¥ a program zobrazí £íslo vedvojkové £i jiné £íselné soustav¥ (obr. 1). Oproti tomu na dal²í stráne (obr. 2),



274 MICHAL ROHÁČEK, PAVEL TLUSTÝp°epínání modrým puntíkem, zadá £íslo nap°íklad v soustav¥ o základu p¥t a to sezobrazí jak v desítkové soustav¥, tak je²t¥ v soustav¥ o základu, který si sám zvolil(oranºové pole).

Obr. 1

Obr. 2



Dělitelnost a číselné soustavy – demonstrační program 275Dále je tady nazna£en prinip po£itadla (obr. 3), to pomáhá s p°evodem £ísla(po£et kamen·) do soustav o základu dv¥, t°i, £ty°i a p¥t. Díky tomu se studentinázorn¥ dozv¥dí, jak se vlastn¥ p°evádí £íslo z desítkové soustavy do soustavy o jinémzákladu.

Obr. 3Nebo je zde databáze obrázk·, díky kterým uºivatel pozná historiký zápis £íslaEgyp´an·, May· a Babylo¬an· (obr. 4).

Obr. 4



276 MICHAL ROHÁČEK, PAVEL TLUSTÝProgram dále obsahuje oben¥ známá kritéria d¥litelnosti (obr. 5). Uºivatel zadá£íslo a po ov¥°ení se zobrazí zda je £i není £íslo d¥litelné. Poslední stránka nazna£ujeuºití d¥litelnosti v kaºdodenním ºivot¥.

Obr. 5Literatura[1℄ JELÍNEK, M: Numera£ní soustavy, Praha: SPN, 1974[2℄ ROHÁ�EK, M: D¥litelnost a £íselné soustavy, diplomová práe , PF JU katedramatematiky, duben 2006[3℄ SVATOKRIZNY, P.: Aritmetika a algebra pro pedagogiké fakulty II., Bratislava:SPN, 1978[4℄ TLUSTÝ, P.: P°íklady z algebry pro II. ro£ník, �eské Bud¥jovie: Jiho£eskáuniverzita, Pedagogiká fakulta, 1999[5℄ TLUSTÝ, P: Obená algebra pro u£itele, �eské Bud¥jovie: Jiho£eská univerzita,2006Adresa autora:Mihal Rohá£ek, Mgr.Z� Zlatá stezka 240383 01 Prahatie�eská Republikae-mail: miro81�seznam.z



Aplikáie vektorového po£tu vo vyu£ovanístereometrie na strednej ²koleLuia Rumanová, Janka DrábekováAbstrat. This paper suggest problem of teahing solid geometry. We are speializing torelation between vetor alulus and solid geometry, onretely if the students know to applytheir knowledge in solving of solid geometry problem. We desribe preparing and realizationof our experiment as well as results and possible solution of given problem.ÚvodProblémom vo vyu£ovaní stereometrie je nadväznos´ obsahu vyu£ovania stereometriea obsahu vyu£ovania ostatnýh vyu£ovaíh predmetov. �pei�kým problémom jev²ak nadväznos´, koordináia vo vyu£ovaní jednotlivýh tematikýh elkov v rámisamotnej stereometrie. Podobná situáia je ur£ite aj v inýh elkoh matematiky.Ide nám predov²etkým o vz´ah vo vyu£ovaní stereometrie a vektorového po£tu.Menej alebo v�be sa venuje pozornos´ moºnostiam aplikova´ vektorový po£et pririe²ení stereometrikýh úloh, ktoré sa v inýh tematikýh elkoh vyu£ujú z h©adiskasyntetikej, prípadne analytikej geometrie.Pripome¬me si, ºe so základmi vektorovej algebry £i analytikej geometrie sa ²tu-denti stretávajú uº na základnej ²kole. Nesk�r sa s pojmom vektora a s operáiamis vektormi ²tudenti oboznámia v 1. ro£níku strednej ²koly v rámi vyu£ovania fyzikya v matematike sa potom stretávajú s vektormi v 3. ro£níku strednej ²koly. Tentotematiký elok je nasmerovaný predov²etkým k zavedeniu poznatkov analytikej ge-ometrie (rovnie priamok v rovine i v priestore, analytiké vyjadrenie rovín, polrovín,polpriestorov, nesk�r k analytikej geometrii kuºe©ose£iek a gu©ovej plohy).Uº ve©mi málo priestoru vo vyu£ovaní stereometrie zostáva na aplika£né úlohyz inýh vyu£ovaíh predmetov (fyzika, geogra�a, geológia a podobne). �tudenti vä£²i-nou neobjavia pri rie²ení stereometrikýh úloh súvis s inými vyu£ovaími predmetmi,a preto svoje nadobudnuté vedomosti nevedia a ani sa nepokú²ajú aplikova´.Príprava experimentuUvedené problémy by sme mohli zhrnú´ nasledovne:� �tudenti na strednej ²kole sa u£ia izolovane nasledujúe tematiké elky: ax-iomatiká výstavba geometrie, syntetiká geometria, analytiká geometria, vek-torový po£et. Z toho vyplýva, ºe vzájomná nadväznos´ r�znyh prístupov kstereometrii je minimálna, resp. ºiadna.� �tudenti na strednej ²kole v súlade so sú£asne platnými u£ebnými osnovami ne-majú moºnos´ dostato£ne aplikova´ poznatky vektorového po£tu v inýh oblas-tiah matematiky, okrem uº spomínanej analytikej geometrie, a ak, aj tak vtomto prípade vä£²inou iba formálne.Problém sme overovali experimentálne, a preto sme sa najsk�r snaºili nájs´ takústereometrikú úlohu, ktorá by nám dala potrebnú odpove¤.



278 LUCIA RUMANOVÁ, JANKA DRÁBEKOVÁSnaºili sme sa nájs´ takú úlohu, ktorú by nebolo moºné rie²i´ jednoduhýmpouºitím niektorého z nau£enýh algoritmov, a ktorá sa dá rie²i´ v r�znyh teoret-ikýh rámoh. Úloha by mala by´ netypiká v porovnaní s úlohami nahádzajúihsa v u£ebniiah matematiky, ale mali by sa da´ pri jej rie²ení vyuºi´ tieº vedomostiz viaerýh oblastí matematiky, prípadne nájs´ pri rie²ení danej úlohy aj súvislos´s inými vyu£ovaími predmetmi.Po r�znyh úvaháh v súlade so zásadami teórie didaktikýh situáií (Brousseau,Sierpinská, ...), v rámi didaktikej situáie S3 (noosferiká didaktiká situáia) smepre²tudovali stredo²kolské u£ebnie matematiky a rozhodli sme sa nakonie vyuºi´úlohu z franúzskej stredo²kolskej u£ebnie matematiky Mathématiques � Geometrie� Première S-E ako aplika£nú úlohu na pouºitie operáií s vektormi.Úloha znela: Daná je koka ABCDEFGH a body K, L, M, N tak, ºe bod K jestredom podstavy EFGH, bod L je stred úse£ky AB, bod M patrí úse£ke AE tak, ºeplatí
|AM | = 1

3
|AE|a bod N patrí úse£ke BG, kde

|BN | = 1

3
|BG|Dokáºte, ºe body K, L, M, N leºia v jednej rovine.Sme si vedomí, ºe formuláia úlohy by mala by´ taká, aby neobsahovala návod narie²enie a aby �neponúkala� alebo nenazna£ovala metódu, ktorou sa má úloha rie²i´.�tudenti sa m�ºu s oh©adom na ih vedomostnú úrove¬ zaobera´ rie²eniami úlohyv r�znyh rámoh. Uvádzame moºnosti rie²enia danej úlohy, ktoré úzko súvisias niektorými tematikými elkami stredo²kolskej matematiky:� Q1: Vektorové rie²enie � vyuºijeme kolineárnos´ alebo komplanárnos´ vektorov� Q2: Analytiké rie²enie � napí²eme v²eobenú rovniu roviny ur£enej tromis danýh ²tyroh bodov a ukáºeme, ºe aj ²tvrtý bod je bodom tejto roviny� Q2': Analytiké rie²enie � napí²eme parametriké vyjadrenie roviny ur£enejtromi s danýh ²tyroh bodov a ukáºeme, ºe aj ²tvrtý bod je bodom tejtoroviny� Q2�: Analytiké rie²enie � napí²eme parametriké rovnie dvoh priamokz danýh ²tyroh bodov a následne zistíme ih vzájomnú polohu (£i tvoria rov-inu)� Q3: Syntetiké rie²enie � zostrojíme na koke rez rovinou a zistíme, £i zvy²nýbod je tieº bodom tejto roviny (bodom rezu)� Q4: Vektorové rie²enie � vyuºijeme vlastnosti ´aºiska ur£itej sústavy bodovs pridelenými �váhami�.Uvedieme dve konkrétne rie²enia danej úlohy. Prvé bude syntetiké rie²enie Q3,ktoré sme o£akávali v rie²eniah ²tudentov naj£astej²ie a druhá ukáºka bude (pod©anás) rie²enie, o ktoré sa moºno ²tudenti ani nepokúsia, nako©ko musia aplikova´ ve-domosti z fyziky, a to je vektorové rie²enie s vyuºitím vlastnosti ´aºiska Q4.Syntetiké rie²enie Q3 :



Aplikácie vektorového počtu vo vyučovaní stereometrie na strednej škole 279Úlohu rie²ime tak, ºe zostrojíme na koke ABCDEFGH rez rovinou ur£enoubodmi L, M, N a zistíme, £i bod K patrí rovine LMN :1. ML; M ∈ ABF ; L ∈ ABF ; ML ∈ ABF

Obr. 12. P, Q; ML ∈ ABF ; BF ∈ ABF ; EF ∈ ABF ; P = ML ∩ BF ∧Q = ML ∩ EF3. PN ; P ∈ BCG; N ∈ BCG; PN ∈ BCG4. X, Y ; PN ∈ BCG; BC ∈ BCG; FG ∈ BCG; X = PN ∩ BC ∧ Y = PN ∩ FG5. LX; L ∈ ABC; X ∈ ABC; LX ∈ ABC6. QY ; Q ∈ EFG; Y ∈ EFG; QY ∈ EFG7. Z; EH ∈ EFG; QY ∈ EFG; Z = EH ∩QY8. MZ; M ∈ ADH ; Z ∈ ADH ; MZ ∈ ADH9. rez MLXYZTreba e²te dokáza´, ºe aj ²tvrtý bod patrí rovine ur£enej tromi z danýh ²tyrohbodov. Uvádzame nieko©ko r�znyh typov d�kazov:1. Jednoduhými výpo£tami vieme dokáza´, ºe d¨ºky úse£iek YG a ZE sa rovnajú(vi¤ nasledujúi obrázok 2). Vyhádzali sme napríklad z podobnosti trojuhol-níkov, a ak zistíme, ºe x = 1
3
a, tak bod K ∈ LMN .

Obr. 2



280 LUCIA RUMANOVÁ, JANKA DRÁBEKOVÁZ podobnosti trojuholníkovMAL aMEQ vyplýva, ºe |QE| = a. Potom x+ 1
3
a =

2x⇒ x = 1
3
aTo znamená, ºe priamka prehádza stredom K steny EFGH koky ABCDE-FGH, a teda bod K patrí rovine .2. Dá sa tieº kon²truk£ne ukáza´ inideniu bodu K

Obr. 3a roviny MLN, ak dokáºeme rovnobeºnos´ priamok ZM, KL, PN (resp. LB,MN, ZY).Neh je rovina α ur£ená bodmi M, N, L. Dokáºeme, ºe K ∈MLN .Priamka PN patrí rovine BCG a LK patrí rovine β. Ke¤ºe rovina β jerovnobeºná s rovinou BCG, tak aj priamky KL a PN sú rovnobeºné (obr. 3).Z £oho teda vyplýva, ºe KL ⊂ α(L ∈ α) a K ∈MLN .Vektorové rie²enie Q4:

Obr. 4Úloha sa dá rie²i´ s vyuºitím ´aºiska, a preto je vhodné uvies´ na tomto miestejeho de�níiu:Neh sú dané dva r�zne body roviny A, B a dve reálne £ísla a, b, ktorýh sú£et jer�zny od nuly, potom existuje jediný taký bod G, pre ktorý platí: a
−→
GA + b

−−→
GB =

−→
0 a−→

AG = b
a+b

−→
AB. Pre kaºdý bod M platí:

−−→
MG = 1

a+b

(

a
−−→
MA + b

−−→
MB

)

.Bod G sa nazýva ´aºisko systému {A (a) , B (b)} .



Aplikácie vektorového počtu vo vyučovaní stereometrie na strednej škole 281Analogikým sp�sobom moºno pojem ´aºiska de�nova´ pre ©ubovo©ný kone£nýpo£et bodov v rovine i v priestore. Napríklad ´aºisko systému {A (a) , B (b) , C (c)},pri£om a + b + c 6= 0, je bod G, pre ktorý platí: a
−→
GA + b

−−→
GB + c

−→
GC =

−→
0 alebo−−→

MG = 1
a+b+c

(

a
−−→
MA + b

−−→
MB + c

−−→
MC

).�aºisko Gsystému {A (a) , B (b)} je bod kolineárny s bodmi A a B a ´aºisko Gsystému {A (a) , B (b) , C (c)} je bod, ktorý je s bodmi A, Ba Ckomplanárny.V rie²ení úlohy pridelíme hmotnos´ vrholom koky pod©a obrázku (obr. 4).Zvy²né body povaºuje uº za ´aºiská:
K je ´aºiskom E(1), G(1);
L je ´aºiskom A(2), B(2);
M je ´aºiskom A(2), E(1);
N je ´aºiskom B(2), G(1).Ur£íme ´aºisko G: {A(2), B(2), G(1), E(1)}.Z uvedenýh vlastností ´aºiska, G je ´aºiskom systému {M(3), N(3)} aj systému{K(2), L(4)}.Potom platí, ºe body K, L, M, N leºia v jednej rovine, lebo −−→MG = 3

6

−−→
MN a

−→
LG = 2

6

−−→
LK.Realizáia experimentuExperiment pozostával z danej úlohy a prebehol v dvoh etapáh, pri£om experi-mentu sa zú£astnilo 108 ²tudentov strednýh ²k�l (Bratislava, Nitra).Na za£iatku sa v²eti ²tudenti oboznámili s podmienkami, ktoré bolo potrebnédodrºa´. Ná² experiment vyºadoval samostatnú práu ²tudentov, pri£om na rie²e-nie úlohy mali 25 minút. Pri rie²ení mohli pouºíva´ písaie a rysovaie potreby ak dispozíii mali aj ²tvor£ekový papier, £o vä£²ina ²tudentov vyuºila. �tudenti boli¤alej vyzvaní k rie²eniu úlohy v²etkými moºnými sp�sobmi a mali uplatni´ v²etkynadobudnuté vedomosti.Výsledky ²tudentov v experimente uvádza nasledujúa tabu©ka (tabu©ka 1):Vektorové rie²enie úlohy (Q1) 2 ²tudentiAnalytiké rie²enie úlohy (Q2) 15 ²tudentovSyntetiké rie²enie úlohy (Q3) 92 ²tudentovZostrojenie rezu na koke rovinou z danýh bodov 38 ²tudentovUvedomenie si d�kazu inidenie ²tvrtého bodu v rovine 6 ²tudentov�tudent dokáºe, ºe d¨ºky úse£iek YG a ZE sa rovnajú 0 ²tudentovD�kaz inidenie ²tvrtého bodu v rovine s vyuºitímpodobnosti (zhodnosti trojuholníkov) 4 ²tudentiD�kaz inidenie ²tvrtého bodu v rovine s vyuºitímrovnobeºnosti priamok (Q4)

1 ²tudentBez rie²enia úlohy 10 ²tudentovTabu©ka 1ZáverPre ²tatistiké vyhodnotenie experimentu sme vyuºili ²tatistiký program C.H.I.C(Classi�ation Hiérarhique Impliative et Cohésitive), ktorý nám potvrdil, ºe na-j£astej²ím rie²ením ²tudentov bolo syntetiké a najmenej pouºívané bolo vektorovérie²enie, ktoré sa neobjavilo na významnej úrovni (pre výsledky experimentu) v ºi-adnom z grafov, ktoré poskytuje program C.H.I.C.



282 LUCIA RUMANOVÁ, JANKA DRÁBEKOVÁPri rie²ení úlohy sa na²li aj ²tudenti, ktorí si uvedomili, ºe sa dá úloha rie²i´viaerými sp�sobmi. Desa´ ²tudentov vyuºilo analytiké aj syntetiké rie²enie úlohy,pri£om len jeden zo v²etkýh ²tudentov rie²il úlohu troma sp�sobmi, a to analytiky,syntetiky a vektorovo.Pojem ´aºiska hmotnýh bodov (´aºisko) poznajú ²tudenti z fyziky, kde telesoa hmotný bod sú zaradené do 1. ro£níka na gymnáziu. Ale ani jeden zo ²tudentovneobjavil súvislos´ medzi fyzikou a matematikou, t. j. ani jeden sa nepokúsil aplikova´vedomosti z fyziky, £o sme v podstate aj predpokladali.Pri analýze u£ební sme zistili, ºe v u£ebniiah matematiky sa nahádza ve©mimálo úloh uni�ka£ného (zjednoovaieho) harakteru, ktoré by podporovali odstráne-nie uvedenýh nedostatkov. Moºno práve preto ²tudenti na strednej ²kole v súlade sosú£asne platnými u£ebnými osnovami nemajú moºnos´ dostato£ne aplikova´ poznatkyvektorového po£tu v inýh oblastiah matematiky, okrem uº spomínanej analytikejgeometrie, a ak, aj tak v tomto prípade vä£²inou iba formálne.Pokra£ovaním na²ej práe by malo by´ preto zaradenie práve aplika£nýh úlohdo vyu£ovaieho proesu, oboznámi´ ²tudentov s takýmito úlohami a venova´ sarie²eniam týhto úloh na hodináh matematiky. Cheli by sme tieº zisti´, £i rie²e-nie takýhto úloh skvalitní vyu£ovanie stereometrie, a £i ²tudenti pri rie²ením úlohobjavia súvislosti medzi jednotlivými elkami v rámi stereometrii.Literatúra[1℄ BEREKOVÁ H., FÖLDESIOVÁ L., HRÍBIKOVÁ I., REGECOVÁ M.,TREN�ANSKÝ, I.: Slovník teórie didaktikýh situáií, 1. £as´, Zborníkpríspevkov na seminári z teórie vyu£ovania matematiky, No. 4, Bratislava 2001,VEGA £. 1/8257/01, ISBN 80�223�1704�7, p. 95 - 103.[2℄ BO�EK M.: : Matematika pre 3. ro£ník gymnázií a SO�, Zo²it 2 � StereometriaII, OrbisPitusIstropolitana, Bratislava, 1999.[3℄ FÖLDESIOVÁ L.: Sequene analytial and vetor geometry at teahing of solidgeometry at seondary shool, Quaderni di riera in didatia No.13, G.R.I.M.,Palermo 2003, ISSN on-line 1592-4424, p.33 � 42.[4℄ HECHT T., BO�EK M.: Matematika pre 2. ro£ník gymnázií a SO�, Zo²it 3 �Stereometria, OrbisPitusIstropolitana, Bratislava 1998.[5℄ MINISTERSTVO �KOLSTVA SLOVENSKEJ REPUBLIKY: U£ebné osnovygymnázia, ²tvorro£né ²túdium � Matematika, Shválilo M� SR 24. 2. 1997 pod£íslom 1252/96-1 s platnos´ou od 1. 9. 1997.[6℄ ODVÁRKO O., BO�EK M., RY�ÁNKOVÁ M., SMIDA J.: Matematika pre 2.ro£ník gymnázia, SPN, Bratislava, 1985.[7℄ RIE�AN B., BERO P., SMIDA J., �EDIVÝ J.: Matematika pre 4. ro£ník gym-názia, SPN, Bratislava, 1987.[8℄ RUMANOVÁ L.: Analýza a-priori problému a význam funkie pedagóga pri adi-daktikýh situáiáh, Zborník vedekýh prá zo seminára Matematika a jej ap-likáie v inºinierskom vzdelávaní, Nitra 2006, ISBN 80-8069-708-6, str. 115 � 119.[9℄ �EDIVÝ J., BOCKO V., BO�EK L., MANNOVÁ B., MÜLLEROVÁ J., POLÁKJ., RIE�AN B.: Matematika pre 3. ro£ník gymnázia, SPN, Bratislava, 1986.
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Vyu£ovanie s pouºitím Equation GrapherMartina Sandanusová
Abstrat. I used program Equation Grapher at the teahing of theme Funtion. The resultsof this experiment I desribed in following artile. The basi hypothesis that I veri�ed was:The using of omputers during teahing of mathematis ould make eduation more e�etiveand enhane motivation of pupils on mathematis lessons.ÚvodProgramy, ktoré kreslia grafy funkií, nie je na Internete ´aºké nájs´. Ve©mi dobrý jenapríklad Equation Grapher, ktorý je radený medzi shareware programy. M�ºeme siho volne stiahnu´ na týhto webovýh adresáh(http://www.mfsoft.om/equationgrapher,http://www.graphnow.om,http://www.simtel.net/pub/dl/36201.shtml).Tento program sa dá ve©mi výhodne vyuºi´ na hodináh pri preberaní u£ivao funkiáh, poslúºi ²ikovne na demon²tráiu gra�kého rie²enia rovní a nerovnír�zneho typu, vie vykresli´ nielen graf funkie.Cie©om uskuto£nenia experimentu bolo potvrdi´ alebo vyvráti´ pomoou spomí-naného sharewaru nasledujúu hypotézu: �iai, ktorí budú absolvova´ po£íta£ompodporované vyu£ovanie, dosiahnu na koni experimentálneho vyu£ovania v písom-nej prái lep²ie výsledky ako ºiai vyu£ovaní tradi£ne.ExperimentZ troh tried prvého ro£níka SP�E sme si pre experiment vybrali triedu s najhor²ímprospehom v matematike (experimentálna vzorka) a pre jej porovnanie triedu s na-jlep²ím prospehom z matematiky (kontrolná vzorka).1.D. 1.B.Po£et ºiakov 26 33PriemerM 1,88 2,4CP 2,03 2,4Pouºité pom�ky farebné kriedy,tabu©a noviny,u£ebnie (lit.) Equation Grapher

Úvodné podmienky1.D � kontrolná vzorka1.B � experimentálna vzorkaPriemerM � priemerná dosiahnutá známka z matematiky na polrokuCP � elkový priemer triedy na polro£nom vysved£eníTabu©ka 1 � dosiahnuté výsledky pouºité na výber exp. a kontr. vzorkyPlán práe v experimentálnej vzorke:



Vyučovanie s použitím Equation Grapher 285Klasiké vyu£ovanie (v triede) daného elku, pod©a tématikého plánu: D¨ºka tr-vania 8 vyu£ovaíh hodín. Obsah: pojem funkia, de�ni£ný obor funkie, obor hod-n�t funkie, graf funkie a jej vlastnosti - rastúa a klesajúa, ohrani£ená, párnaa nepárna, periodiká a inverzná.Po£íta£om podporované vyu£ovanie bolo uskuto£nené na 4 vyu£ovaíh hodináh.Tehniká zabezpe£enie:�iai sedeli v dvoh radoh za sebou, pred nimi bola tabu©a a u£ite©ský st�l, naktorom bol po£íta£ prepojený s televíznou obrazovkou na ktorej mohli ºiai sledova´v²etky na²e kroky.Stru£ný opis po£íta£om podporovanýh hodín v experimentálnejvzorke1. Vyu£ovania hodinaTéma : Úvod do pouºívania Equation Grapher a Regression Analyzer.Cie©: Práa so základnými funkiami.Oboznámenie sa s pouºívaním programu Equation Grapher (EG). Sk�r ako sme saza£ali bliº²ie oboznamova´ s jeho funkiou, tak sme ºiakom rozdali preklad HlavnéhoMenu- stru£ne sme pre²li jednotlivé ponuky hlavného menu a vysvetlila som ºiakom ihfunkiu.- funk£nos´ ikon, overenie si ih funkií na konkrétnom príklade f: y=2x-1- zápis v príkazového riadku pouºitím okna Funktion Pad a jeho ikon vykresleniegrafu funkie- samostatna práa ºiakov, aby sami zistili ako praujú jednotlivé malé ikony podhlavným menu.2. Vyu£ovaia hodinaTéma: Rie²enie konkrétnyh príkladov.Cie©: Rie²enie príkladov z teoretikýh hodín.Pr.1. Daná je funkia
u : y = x3 − 2; x ∈ 〈−3, 2); Urte : D(u), H(u); u(1), u(−0, 5);
Patria [0; 2] , [0; −2] , [2; 6] funkcii?Pr.2. Ur£te D(f) f : y =

√
x2 − 3xPr.3. Ur£te D(f), f(3) a zistite, £i 5∈ H(f)

f : y =
1

x2 − 3x + 2
; f : y =

2x + 5
√

(x− 3).(2 + x)Pr.4. Nakreslite graf danej funkie (zostavenie tabu©ky a následné znázorneniehodn�t do zvolenej súradniovej sústavy):
g : y = {[2; 3] ; [4; −1] ; [−3; 5] } ; h : y = {[0; 0] ; [−2, 5; 7] ; [4; 0] }
z : y = −2x + 1; x ∈ {−3;−2;−1; 0; 1; 2; 3}
u : y = x2Pri rie²ení pre funkie g, h pouºili ºiai program Regression Analyzer.Pr.5. Zistite výpo£tom priese£níky grafu funkie s osami x, y.
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h : y =
x− 1

x + 1Typy nesprávneho zápisu tejto funkie do príkazového riadku:x-1/ x+1; (x-1)/x+1; x-1/(x+1)Obrázok 1 � gra�ký zobrazenier�znýh zápisovSprávny zápis mal vyzera´ takto y= (x-1)/(x+1), obrázok 1.Problémy:1. zápis tretej moniny �pomoou x∧22. zápis odmoniny � sqrt (x 2-3x)3. zápis zloºitej²íh predpisov funkií � uvedomenie si funkie zátvoriek (pozrikonkrétne príklad 5, zápisi z príkladu 3: y=1/(x 2-3x+2), y=(2x-5)/(sqrt((x-3).(2+x)))3. Vyu£ovaia hodinaTéma : Rie²enie konkrétnyh príkladov.Cie©: Overenie si správnosti príkladov rie²enýh na teoretikýh hodináh. Ukáza´ºiakom ako ih moºno rýhlo a jednoduho vyrie²i´ pomoou po£íta£a.Pr.1. Nakreslite graf funkie u: y=2x+b b ∈ {−2; 3; 0; 5} , v: y=ax-1 a ∈ {−1; 0; 1}popí²te výsledok.Pr.2. Nakreslite graf týhto funkií a napí²te ih vlastnosti.
f : y = 2x−1; y1 = |f(x)| = |2x− 1| ; y2 = f(|x|) = 2 |x|−1; y3 = |f(|x|) = |2 |x| − 1 |Pr.3. Aké vlastnosti majú nasledujúe funkie:

u : y = 2− x; v : x + x3; z : y =
1

x4
; w : y = 3 · (x2 − 2x + 1); t : y =

1√
x− 1Vzh©adom na pretrvávajúe problémy so zátvorkami mali na domáu úlohu teo-retiky zapísa´ túto funkiu: f : y = 2x

r

1−
“

1−x2

1+x2

”2Problémy:1. zápis absolútnej hodnoty � abs(x) (y1 = abs(2x − 1); y2 = 2abs(x) − 1; y3 =
abs(2(abs(x)− 1))



Vyučovanie s použitím Equation Grapher 2874. Vyu£ovaia hodinaPísomná práa � pouºitá tá istá ako v 1.D.V²etky skupiny ju písali v tom istom £ase.Ako dozor tam boli �nematematikári�, aby sme vylú£ili moºnos´ prípadnej pomoi.�iai mohli pri rie²ení príkladov pouºíva´ aj po£íta£, museli ma´ v²ak príklady vypo£í-tané aj teoretiky, takºe pomoou po£íta£a si vä£²ina kontrolovala správnos´ svojhorie²enia. �iai mohli odovzda´ písomnú práu kedy heli a vä£²ina ju odovzdala po22 � 27 minútah.Pr.1 Ur£te de�ni£ný obor danýh funkií 5 bodov.
g : y =

1√
x2 − 5x + 6

k : y = x3 h : y =
1

√

|x| − x

Rie²enieg: y=1/(sgrt(x 2-5x+6))k: y=x 3h: y=1/(sqrt(abs(x)-x))Pr.2 Daná je funkia g : y = 2x+3
x−1

, 3 bodyur£ite g(5), g(1); zistite x ak g(x)=0; zistite, £i 2∈H(g)Rie²enie
g: y=(2x+3)/(x-1)Y-Cal: y=3.25 for x=5X -Cal: y=0 for x=-1.5X- Cal: y-value ould not be foundPr.3 Ur£ite de�ni£ný obor a vlastnosti danej funkie 6 bodov
j : y =

2x(1+x2)
2|x|

p : y = 1√
x2−4

a funkiu j nakreslite



288 MARTINA SANDANUSOVÁRie²eniej: y=(2x(1+x 2))/(2absx)p: y=1/(sqrt(x 2-4))Pr.4 Ur£ite priese£níky funkie s osami x, y a inverznú funkiu k danej funkii.
o : y = 2x− 1 1bod

o:y=2x-1X-Intersetion x=0.5Y-Intersetion:y=-1Hodnotenie:perentuálne známka pod©a bodovnormy100% - 85,1% 1 15,00 � 12,7685% - 70,1% 2 12,75 � 10,5170% - 55,1% 3 10,50 � 8,2655% - 40,1% 4 8,25 � 6,1040% - 0% 5 6,00 � 0,00Analýza porovnávaej písomnej práe (písomka)1.B. � experimentálna vzorka (33 ºiakov) v st¨pi B ozn. 11.D. � kontrolná vzorka (26 ºiakov) v st¨pi B ozn. 2Di�(1-2) � rozdiel medzi veli£inami 1 � 2PR1 � príklad 1BODY � elkový po£et dosiahnutýh bodov z písomkyN � po£et ºiakovMin a Max � najlep²ia a najhor²ia známka (Písomka), najmen²í a najvä£í po£etdosiahnutýh bodov (PR1, PR2, PR3, PR4, BODY) pre danú vzorkuMean � priemer



Vyučovanie s použitím Equation Grapher 289StatistisVariable B N Lower CL Mean Mean Min MaxPísomka 1 33 1.6804 2 1 4Písomka 2 26 2.3824 2.8846 1 5Písomka Di� (1-2) -1.444 -0.885PR1 1 33 4.0438 4.3333 2 5PR1 2 26 3.1002 3.5 1 5PR1 Di� (1-2) 0.3625 0.8333PR2 1 33 1.0001 1.3636 0 3PR2 2 26 1.6977 2 1 3PR2 Di� (1-2) -1.116 -0.636PR3 1 33 4.6527 4.9091 4 6PR3 2 26 2.9988 3.5 1 6PR3 Di� (1-2) 0.8922 1.4091PR4 1 33 1 1 1 1PR4 2 26 0.6454 0.8077 0 1PR4 Di� (1-2) 0.0525 0.1923BODY 1 33 10.87 11.606 7 15BODY 2 26 8.7543 9.8077 5 15BODY Di� (1-2) 0.5779 1.7984Tabu©ka 2 � ²tatistiká analýza

1.B 1.DØ bodov/1ºiak 11.61 9.81Ø známka 2 2.88Tabu©ka 3 � priemerný bodový ziskNa základe týhto výsledkov sme vyslovili záver, ºe sme potvrdili na²u hypotézu,ktorú sme si stanovili na za£iatku experimentu. Experimentálna vzorka dosiahla lep²ievýsledky ako kontrolná, pri£om sme zmenili len premennú pouºitie IT u exp. vzorky.Z osobného pozorovania sme stanovili nasledujúe výhody a nevýhody v pouºití IT.



290 MARTINA SANDANUSOVÁVýhody: motiváia ºiakov, automatizáia vysoká názornos´, úspora £asu, lep²iedosiahnuté výsledky.Nevýhody: nedostatok vyu£ovaíh hodín na vyuºívanie po£íta£a, r�zna úrove¬po£íta£ovýh zru£ností, v ¤al²om vzdelávaní nepouºite©né.Literatúra[1℄ HECHT, T.: Matematika pre 1. ro£ník gymnázií a SO�, Bratislava, Orbis PitusIstropolitana[2℄ JIRÁSEK, F.: Zbierka úloh z matematiky pre SO� a ²tudijné odbory SOU 1.£as´, Bratislava, SPN 1986[3℄ KUDLÁ�EK, L.: Matematika pre 1. a 2. ro£ník ²túdia na strednýh priemysel-nýh ²koláh pre praujúih, Bratislava, SPN 1976[4℄ ODVÁRKO, O.: Matematika pre ²tudijné odbory SO� a SOU 2. £as´, Bratislava,SPN 1993[5℄ SANDANUSOVÁ M.: Po£íta£e v proese vyu£ovania matematiky, rigoróznapráa, FMFI UK, 2003[6℄ CALDA E. a kol.:Matematika pre ²tudijné odbory SO� a SOU - 1. £as´,Bratislava, SPN, 4. vydanie, 1993;Adresa autora:PaedDr. Martina SandanusováFakulta matematiky, fyziky a informatikyUniverzita Komenského v BratislaveMlynská dolina842 48 Bratislavae-mail: tinasa�pobox.sk



K©ú£ové kompetenie v matematikom vzdelávanía moºnos´ ih monitorovania slovnými úlohamiJozef SekerákAbstrat. The paper deals with the term key ompetenes and its terminologial devel-opment. It mentions importane and neessity of development of key ompetenes not onlyin mathematial eduation. There is slight a system of mathematial key ompetenes. Thepaper ontains an introdution to the ability of monitoring of key ompetenes with wordtasks. It represents theoretial base for further study of this problem.ÚvodStále významnej²ím ie©om ²kolskýh systémov je pripravi´ ²tudentov na to, abyboli shopní úspe²ne sa vyrovna´ s nárokmi, ktoré na nih kladie spolo£nos´ za-loºená na informáiáh, a zárove¬ dokázali maximálne vyuºíva´ príleºitosti, ktoréim táto spolo£nos´ ponúka. Tento ie© prinútil týh, kto sú zodpovední za podobu²kolskej politiky, k preskúmaniu obsahu vzdelávania, vyu£ovaíh metód a ie©ov, £ozase nevyhnutne podnietilo záujem o k©ú£ové kompetenie. Vzdelávanie sa preto za-£alo zameriava´ sk�r na úspe²nú aplikáiu vedomostí, shopností a zru£ností neº naih predávanie. V d�sledku toho vä£²ina krajín nanovo de�novala vzdelávaie ieles prihliadnutím na k©ú£ové kompetenie, £o sa ukazuje ako správny a efektívny krok.K©ú£ové kompetenie sa £oraz £astej²ie objavujú a s nimi aj otázka: ��o vlastne sútie k©ú£ové kompetenie a aký je ih význam¾` Práve na túto otázku reaguje tento£lánok.Pojem � k©ú£ové kompetenie29Terminológia slúºiaa k ozna£eniu fenoménu k©ú£ovýh kompetenií sa za£alaformova´ v angliky hovoriaih krajináh a pre²la vývojom od pojmu basi skills,ez ompetenes aº po kone£né key ompetenes. Termínom basi skills (základnézru£nosti), poprípade tzv. life alebo survival skills (ºivotne d�leºité zru£nosti), sazvy£ajne ozna£ovali zru£nosti späté s £ítaním a po£ítaním. Práve pre svoj ve©mi úzkyrozsah bol tento pojem nahradený pojmom ompetene.Okrem tohto pojmu sa súbeºne vyskytujú aj ¤al²ie: nové základné zru£nosti, ºiv-otné kompetenie, ak£né kompetenie, metodologiké £i metakompetenie. Z h©adiskafrekvenie sa v²ak najvia pouºíva termín k©ú£ové kompetenie.�o teda treba pod pojmom k©ú£ové kompetenie hápa´?Pojem k©ú£ová kompetenia nemoºno povaºova´ za £isto pedagogiký alebopsyhologiký termín. Tento pojem sa pouºíva ako v odbornom, tak aj v beºnom,kaºdodennom jazyku od za£iatku 70 � tyh rokov 20. storo£ia a aº konom 90 � tyhrokov 20. storo£ia sa tento pojem dostáva do oblasti vzdelávania. Napriek tomu ne-existuje doposia© jeho jednotne uznávaná a uspokojivá de�níia. Ale uvedomenímsi v²etkýh harakteristík a faktov vyplývajúih z de�níií z r�znyh oblasti,od r�znyh odborníkov dostávame, ºe kompetenie predstavujú zjednotenie29Spraované pod©a [1℄, [2℄, [3℄, [5℄.



292 JOZEF SEKERÁKv²etkýh vedomostí, zru£ností, shopností a postojov. Jednotlivé kom-petenie umoº¬ujú ih nosite©ovi kona´ adekvátne v konkrétnej situáii,v ur£itej oblasti £innosti. No k©ú£ové kompetenie sú tie kompetenie,ktoré sú vyuºite©né v r�znyh oblastiah £innosti. Predstavujú len £as´ ve-domostí, zru£ností, shopností a postojov, ktoré jedine nadobúda po£aselého ºivota. Z toho moºno k©ú£ové kompetenie hápa´ ako multifunk£nýsúbor vedomostí, zru£ností, shopností a postojov.

Obrázek: k©ú£ové kompetenie tvorí len £as´ vedomostí, zru£ností, shopností a pos-tojov, ktoré ºiak, resp. ²tudent nadobúda v sú£asnom vzdelávaní.Tu sa núka otázka: Ako vybra´ tu správnu £as´ vedomostí, zru£ností, shopnostía postojov napr. vo vyu£ovaní matematiky, aby do²lo k efektívnemu rozvíjaniu kom-plexnej osobnosti ºiaka?Na to neexistuje jednozna£ná odpove¤, pretoºe k©ú£ové kompetenie hápemekroskurikulárne (nadpredmetovo), t.j. neviaºu sa na konkrétny obsah, resp. predmet,ale sú spojené s proesuálnou stránkou vyu£ovania. K tomu, aby do²lo k efektívnemurozvíjaniu k©ú£ovýh kompetenií ºiakov a ²tudentov, je potrebné obohati´ vyu£o-vanie r�znymi netradi£nými metódami, ktoré vyºadujú od ºiakov £innos´ a aktivitu.Význam rozvíjania k©ú£ovýh kompeteniíV £om spo£íva význam rozvíjania k©ú£ovýh kompetenií?Problematikou rozvíjania k©ú£ovýh kompetenií sa za£ali zaobera´ v osemdesi-atyh rokoh 20. storo£ia v hospodárskej sfére (obhod, sluºby, priemysel) vyspelé²táty sveta ako sú USA, Kanada a Austrália. Aº konom devä´desiatyh rokov 20.storo£ia vstupujú k©ú£ové kompetenie do oblasti vzdelávania. Prí£inou sa stal fakt,ºe sú£asný svet sa vyzna£uje rýhlymi zmenami, explóziou informáií a rýhlym tem-pom inováií, najmä informa£nýh, pri£om tento trend sa neustále zrýh©uje. Zastará-vajú tehnológie, ktoré sa pouºívajú v r�znyh sférah spolo£enského ºivota. �udiastráajú zamestnanie, pretoºe nie sú shopní prisp�sobi´ sa týmto rýhlym zmenám.Celoºivotné povolania v podstate za£ali miznú´. Kompetenie, ktoré sú zamerané ibana jednu konkrétnu situáiu, sa stávajú neuºito£nými. Preto vo v²etkýh vyspelýh²tátoh sveta je snaha nájs´ a v ©u¤oh rozvíja´ také kompetenie, ktoré moºno vyuºi´vo vä£²ine (aj zatia© e²te neexistujúih) povolaní a umoºnia jedinovi zastáva´ elý



Kl’účové kompetencie v matematickom vzdelávaní a možnost’ ich monitorovania . . . 293rad praovnýh pozíií i funkií, vykonáva´ r�zne povolania, sú vhodné na rie²enieelého radu vä£²inou nepredvídate©nýh problémov a umoºnia jedinovi úspe²ne savyrovna´ s rýhlymi zmenami v prái, osobnom i spolo£enskom ºivote. Takéto kom-petenie, ako sme uº uviedli, sú k©ú£ové.Systém matematikýh kompeteniíMatematiké kompetenie sú nehierarhikým zoznamom v²eobenýh matematik-ýh vedomostí, shopností a postojov ako sú napr. rie²enie úlohy, pouºitie matemat-ikého jazyka, matematiké modelovanie, hápanie matematiky ako metódy rie²eniakaºdodennýh problémov, at¤. zodpovedajúe v²etkým úrovniam vzdelania. Sú tokompetenie, ktoré treba aktivova´ pre také prepojenie reálneho sveta (v ktorom saproblémy vyskytujú) s matematikou, ktoré vedie k rie²eniu daného problému.Matematiké k©ú£ové kompetenie:� Matematiké myslenie a usudzovanie.� Matematiké pojmy, fakty, tvrdenia a postupy.� Pouºitie symbolikého, formálneho a tehnikého vyjadrovania a operáií.� Znázor¬ovanie a popisovanie matematikýh objektov a situáií, reprezentáia.� Poloºenie otázky, vymedzenie problému a jeho rie²enia.� Matematiké modelovanie.� Matematiká argumentáia, d�kaz.� Pouºívanie pom�ok.� Komunikáia.� Kompetenie týkajúe sa práe s informáiami.� Kompetenie týkajúe sa postojov a hodnotového systému.� Personálne a interpersonálne kompetenie.Medzi k©ú£ovými kompeteniami nie je ostrá hrania. V rámi nih sa nahádzajúkompetenie, rozvíjaním ktorýh (aj slovnými úlohami) moºno formova´ danúk©ú£ovú kompeteniu, a tie m�ºu by´ vo viaerýh skupináh.K©ú£ové kompetenie a moºnos´ ih monitorovania slovnýmiúlohamiKompetenie výhovné (afektívne), ktoré sa týkajú rozvíjania záujmu, postojov, hod-notovej orientáie a výhovy ºiaka nemoºno skúma´, monitorova´ a hodnoti´ úlohamiako niektoré iné kompetenie. Tie kompetenie, ktoré sa dajú overova´ úlohami,nemoºno overova´ týmto sp�sobom individuálne, pretoºe pri rie²ení problémov sapouºíva sú£asne ve©a (niekedy v²etky) z uvedenýh kompetenií. Snaha hodnoti´ ihindividuálne by pravdepodobne viedla k umelým úlohám a zbyto£nému rozparelova-niu oblastí matematikej gramotnosti. Aj preto uvedené kompetenie kategorizujemedo troh vä£²íh tried kompetenií [4℄:



294 JOZEF SEKERÁK1. kompetenie na reproduk£nej úrovni,2. kompetenie na úrovni prepojenia,3. kompetenie na úrovni re�exie � preniknutie do podstaty matematiky.Jednotlivé úrovne sú zaloºené na type kognitívnyh nárokov potrebnýh navyrie²enie r�znyh matematikýh problémov. Horeuvedené matematiké kompeten-ie nemusia patri´ iba do jednej triedy kompetenií. Triedy tvoria konep£né kon-tinuum, od jednoduhej reprodukie faktov a po£társkyh zru£ností ez shopnostipreviaza´ r�zne zdroje pri rie²ení úloh aº k �matematizáii� problémov skuto£néhosveta. V tomto prípade sa hierarhia hápe tak, ºe poºiadavky (napr. vo forme matem-atikej úlohy, problému) vyºadujúe kompetenie triedy 3 sú obvykle náro£nej²ie akopoºiadavky vyºadujúe kompetenie triedy 2, £o v²ak neznamená, ºe kompetenietriedy 2 sú nutným predpokladom v²etkýh kompetenií triedy 3.Kompetenie na reproduk£nej úrovniKompetenie na úrovni reprodukie moºno popísa´ týmito harakteristikami: repro-dukia nau£eného materiálu, vykonávanie rutinnýh výpo£tov a proedúr a rie²enierutinnýh problémov. V zmysle hierarhie moºno túto triedu kompetenií povaºova´za najniº²iu, pretoºe sa kladú najjednoduh²ie poºiadavky na vedomosti, zru£nostia postoje. Úlohy, ktoré sú zamerané na túto úrove¬ kompetenií, sú napr.:Úloha £.1: Rie²te rovniu: 8x + 4 = 3x− 4, kde x ∈ R.Úloha £.2: Vypo£ítajte aritmetiký priemer £ísel: 7, 5, 18, 12, 6, 36, 24, 5.Úloha £.3: Napí²te 69% v tvare zlomku.Úloha £.4: Na vkladnú kniºku s ro£ným úrokom 4% sme uloºili 1000 Sk. Akásuma bude na kniºke po prvom roku sporenia?Kompetenie na úrovni prepojeniaKompetenie na tejto úrovni umoº¬ujú rie²enie problémov, ktoré nie sú úplne rutinné,ale obsahujú známe alebo pomerne známe prvky. Moºno ih harakterizova´ týmitovlastnos´ami: integráia, prepojenie a nenáro£né roz²írenie známeho materiálu, mod-elovanie, spojenie viaerýh pre ºiaka resp. ²tudenta známyh metód. Matemat-iké problémy spojené s touto úrov¬ou kompetenií vyºadujú shopnos´ prepojeniar�znyh oblastí matematiky alebo práu s viaerými navzájom r�znymi reprezentái-ami daného problému. Príkladmi takýhto problémov sú:Úloha £.5: Mária býva 2 kilometre od ²koly, Martin 5 kilometrov. Ako ¤alekood seba bývajú Mária a Martin?Úloha £.6: Istá pekáre¬ ponúka dve okrúhle torty tej istej hrúbky, ale rozli£nejve©kosti. Men²ia má priemer 30 entimetrov a stojí 300 Sk. Vä£²ia má priemer 40entimetrov a stojí 400 Sk. Ktorá torta ja enovo výhodnej²ia a pre£o?Úloha £.7: V novináh sa objavili tieto dva inzeráty:Inzerát £. 1: Prenájom kanelárskyh priestorov. 58 � 95 m2 4750 Sk za mesia,100 � 120 m2 10000 Sk za mesia.Inzerát £. 2: Prenájom kanelárskyh priestorov. 35 � 260 m2 9000 Sk za m2 zarok.Istá �rma si he prenaja´ na jeden rok 110 m2 kanelárskyh priestorov. Na ktorýz uvedenýh inzerátov má reagova´, aby za prenájom zaplatila £o najmenej? Rie²eniezd�vodnite.



Kl’účové kompetencie v matematickom vzdelávaní a možnost’ ich monitorovania . . . 295Tieto úlohy alebo problémy vyºadujú prevedenie situáie z reálneho sveta do re£imatematiky a vytvori´ matematiký model, ktorý umoºní porovna´ a skontrolova´, £irie²enie kore²ponduje s kontextom p�vodnej otázky a formulova´ odpove¤. To v²etkosú aktivity spojené s kompeteniami na úrovni prepojenia.Kompetenie na úrovni re�exieZ h©adiska náro£nosti poºiadaviek na vedomosti, zru£nosti a postoje povaºujeme tútotriedu kompetenií za najvy²²iu. Ide o prenikanie do podstaty matematiky. Kompe-tenie na úrovni re�exie zah¯¬ajú uvaºovanie o proesoh, ktoré sú potrebné k vyrie²e-niu problému. Majú vz´ah k shopnostiam plánova´ stratégie rie²enia a uplatni´ ihv úloháh obsahujúih viaero sú£astí. V porovnaní s úlohami zodpovedajúimi pre-do²lým úrovniam, m�ºu by´ originálnej²ie alebo menej zvy£ajné. Moºno ih opísa´týmito harakteristikami: rozvinuté uvaºovanie, argumentáia, abstrakia, zov²eobe-nenie a modelovanie pouºité v novýh, neznámyh kontextoh, originálny matemat-iký prístup, spojenie viaerýh zloºitej²íh metód, vh©ad do problému. Príkladmiproblémov súvisiaih s kompeteniami na úrovni re�exie sú:Úloha £.8: Do rieky vypustili isté mnoºstvo rýb. Na grafe je znázornený modelrastu elkovej hmotnosti týhto rýb v závislosti od £asu.

Predpokladajme, ºe rybár bude £aka´ nieko©ko rokov (musí £aka´ elý po£et rokov,nem�ºe £aka´ napr. 4,5 roka), a aº potom za£ne s lovom rýb. Ko©ko rokov musírybár £aka´, ak he kaºdý rok z rieky vylovi´ £o najvä£²ie mnoºstvo rýb, a ak smievylovi´ maximálne také mnoºstvo rýb, ktoré sa rovná prírastku hmotnosti za poslednýuplynulý rok? Uve¤te argumenty na podporu svojho tvrdenia.Úloha £.9: V istom roku rozpo£et ministerstva národnej obrany bol 3 miliardySk. Celkový ²tátny rozpo£et v danom roku bol 50 miliárd Sk. Na ¤al²í rok bol rozpo£etministerstva národnej obrany 3,5 miliárd Sk, pri£om elkový ²tátny rozpo£et bol 60,5miliárd Sk. In�áia v období týhto dvoh rokov bola 10 %. Predstavte si, ºe steminister národnej obrany.Pozvali by Vás na predná²ku pre spolo£nosti pai�stov. Chete vysvetli´, ºerozpo£et ministerstva obrany v uvedenom období klesol. Vysvetlite, ako by ste tourobili.Pozvali by Vás na predná²ku pre posluhá£ov vojenskej akadémie. Chetevysvetli´, ºe rozpo£et ministerstva národnej obrany v uvedenom období vzrástol.Vysvetlite, ako by ste to urobili.Prvý z uvedenýh príkladov (úloha £.8) zrejme sp¨¬a de�níiu matematikéhoproblému rie²eného v autentikom kontexte. �tudenti musia objavi´ vlastné stratégiea argumentáiu v zloºitej²om a nie beºnom probléme. Zloºitos´ £iasto£ne spo£ívav potrebe starostlivo kombinova´ informáie z textu a z grafu a navy²e odpove¤



296 JOZEF SEKERÁKnemoºno �vidie´� bezprostredne. Treba interpretova´ graf a uvedomi´ si napríklad,ºe rýhlos´ rastu dosahuje svoje maximum pribliºne po piatih rokov. �alej si tentoproblém vyºaduje argumentáiu a aspo¬ náznak d�kazu. Jednou z moºností je metódapokusov a omylov. Zistíme, £o sa stane, ak bude rybár £aka´ menej ako 5 rokov a pos-tupne prídeme na to, ºe ak rybár bude £aka´ elýh 5 rokov, m�ºe ma´ kaºdoro£nenajvy²²í úlovok 20 000 kg rýb. Ak nem�ºe £aka´ tak dlho, a za£ne lovi´ napríklado rok sk�r, m�ºe hyti´ len 17 000 kg. Ak bude £aka´ príli² dlho (napr. 6 rokov),m�ºe hyti´ ro£ne len 18 000 kg. Optimálny výsledok teda dosiahne, ak za£ne lovi´pribliºne po 5 rokoh.Druhý z uvedenýh príkladov (úloha £.9) ve©mi dobre ilustruje problémy zod-povedajúe kompeteniám na úrovni re�exie. Matematikým k©ú£om k rie²eniu jerozdiel medzi absolútnym a relatívnym nárastom. Ak heme spravi´ úlohu prístupne-j²ou pre mlad²íh ²tudentov, m�ºeme vypusti´ tú £as´, ktorá hovorila o in�áii. Týmv²ak tento problém (úloha) stratí na svojej komplexnosti a teda aj z poºadovanejmatematizáie. Inou moºnos´ou zjednodu²enia m�ºe by´ iný sp�sob prezentovaniaúdajov. Napríklad tabu©kou alebo shémou. Myslím si, ºe tento príklad výborne plnísvoju ilustra£nú úlohu. Je v²ak namieste námietka k jeho formuláii, ktorá navodzujedojem, akoby sa matematika nepouºívala na vyjasnenie problému, ale naopak na jehozahmlievanie a manipuláiu. Na druhej strane hem poukáza´ na to, ºe skúsenos´s takýmto vyuºitím matematiky rozvíja kritiké myslenie ºiaka a pripravuje ho naºivot via ako rie²enie tradi£nýh úloh £i problémov.ZáverZameraním vyu£ovania matematiky na rozvíjanie k©ú£ovýh kompetenií ºiaka, resp.²tudenta, ktoré sa formujú na základe vlastnej praktikej skúsenosti, a ktoré sa vyuºí-vajú v praxi, moºno priblíºi´ matematiku reálnemu ºivotu, privies´ ºiakov k uvedome-niu si úlohy matematiky v ih ºivote a aj nau£i´ ih pouºíva´ ju pre svoj prospeh.Literatúra[1℄ BELZ, H. � SIEGRIST, M.: Klí£ové kompetene a jejíh rozvíjení. 1. vyd. Praha:Portál, 2001. ISBN 80-7178-479-6.[2℄ De�nition and Seletion of Competenes (DeSeCo). Theoretial and ConeptualFoundation: Strategy Paper. [online℄ Publikované 2002. [itované 21.9.2006℄.Dostupné z <http://www1.worldbank.org/eduation/stuttgart%5Fonferene/>[3℄ HRMO, R. � TUREK, I.: K©ú£ové kompetenie I. 1. vyd. Bratislava: Slovenskátehniká univerzita, 2003. ISBN 80-227-1881-5.[4℄ �PÚ: PISA � matematika: Úlohy 2003. 1. vyd. Bratislava: �tátny pedagogikýústav, 2004. ISBN 80-85765-89-7.[5℄ TUREK, I.: K©ú£ové kompetenie. 2. vyd. Pre²ov: Metodiko � pedagogiké en-trum v Pre²ove, 2003. ISBN 80-8045-301- 2.[6℄ TUREK, I.: Zvy²ovanie efektívnosti vyu£ovania. 2. doplnené vyd. Bratislava:Edukáia, 1998. ISBN 80-88796-89-X.



Kl’účové kompetencie v matematickom vzdelávaní a možnost’ ich monitorovania . . . 297Adresa autora:Mgr. Jozef SekerákPrírodovedeká fakultaUniverzita Pavla Jozefa �afárika v Ko²iiahMoyzesova 16040 01 Ko²iee-mail: jozef.sekerak�upjs.sk



Matematiká gramotnos´ a daltonský plánEdita �im£íková
Abstrat. The artile fouses on the problem of mathematial literay and mathemati-al ompetenies of hildren ready for shool as well as hildren during their beginnings atprimary shool. The interonnetion of alternative pedagogial oneption and eduation ofhildren aged 5-7 o�ers one of the possibilities how to develop mathematial literay throughDalton eduation.Pripravi´ ºiaka na ºivot alebo �kola pre ºivot, respektíve iné slogany prezentovali²kolské programy vypraované e²te pred rokom 1989. Aj v sú£asnýh pedagogikýhdokumentoh, rámovýh programoh £i Národnom programe sú tieto zámery znovupreferované. Aká je v²ak skuto£ná prax? Kedy a kde za£a´ s prípravou na ºivot?Ktoré oblasti sú prioritné? Moºno by sme rýhlo a jednozna£ne ani odpove¤ nena²li.Kaºdému z reálne zmý²©ajúih pedagógov je v²ak ur£ite jasné, ºe v sú£asnosti jevia, ako iba odovzda´ mnoºstvo poznatkov a zru£ností, pripravi´ ºiaka na rie²enieºivotnýh problémov, na sebavzdelávanie, na hodnotenie vzniknutýh situáií a po-sudzovanie vlastnýh výkonov.Medzinárodné merania PISA ukázali, na akej úrovni v medzinárodnom meradle jegramotnos´ na²ih ºiakov. �o je gramotnos´? �o je matematiká gramotnos´? Pod po-jmom gramotnos´ sa v ²túdii OECD � PISA rozumie �shopnos´ aplikova´ vedomostia zru£nosti z materinského jazyka, matematiky a prírodnýh vied pri rie²ení reálnyhºivotnýh situáií.� (Kor²¬áková � Tomengová, 2005, s.2) �iºe gramotnos´ moºnohápa´ v ²ir²om zmysle ako funk£nú gramotnos´ ºiakov v uvedenýh oblastiah. Nieje neskoro za£a´ s rozvojom matematikej gramotnosti na 2. stupni základnej ²koly?Ako to vyzerá na úrovni preelementárnej a elementárnej prípravy? M�ºe by´ die´a,ktoré nevie písa´ a £íta´ matematiky gramotné?Matematiká gramotnos´ detí vo veku 5 � 7 rokov iste nem�ºe by´ vnímaná akogramotnos´ v pravom zmysle slova. Pod©a ná²ho názoru v²ak ur£itou gramotnos´ouje a na²ou úlohou je intenzívne ju rozvíja´. D�leºitú úlohu tu zohráva rozvoj matema-tikýh predstáv v pred²kolskom veku v kontinuite s prvým ro£níkom základnej ²koly.�tátny pedagogiký ústav predloºil kompetenie die´a´a na záver pred²kolskéhoobdobia v kognitívnej oblasti formulované na úrovni operaionalizovanýh ie©ov:�Die´a na záver pred²kolského obdobia dosahuje tieto kognitívne kompetenie:� orientuje sa vo svojom blízkom okolí, praktiky uskuto£¬uje a opisuje pod©aorienta£nýh bodov estu vedúu z domu do materskej ²koly a spä´, prípadneinú dobre známu estu v mieste bydliska.,� triedi predmety dennej potreby, opisuje ih vlastnosti.,� správne ur£uje a pomenúva £asové vz´ahy a zora¤uje ih do obdobia jednéhod¬a alebo týºd¬a.,� triedi predmety pod©a umiestnenia v priestore a ur£uje ih po£et z h©adiskaumiestnenia.,� porovnáva a usporadúva predmety pod©a ve©kosti, hmotnosti, objemu.,



Matematická gramotnost’ a daltonský plán 299� usporadúva danú skupinu prvkov pod©a vopred zvoleného kritéria, pouºíva ter-míny prvý, posledný, pred, za, hne¤ pred, hne¤ za.,� pouºíva £íselný rad najmenej do ²es´, ur£uje po£et v situáiáh, ke¤ po£etprvkov pribudol alebo ubudol.,� rozli²uje pravú a ©avú stranu vzh©adom na vlastnú osobu aj vzh©adom na inýobjekt.,� vyjadruje jednoduhé hodnotiae postoje k svojmu blízkemu ºivotnému prostre-diu.,� rie²i jednoduhé problémové situáie reálne i �ktívne.� (Guziová, 2002, s.1�6)Pod©a ná²ho názoru sa v uvedenýh oblastiah dajú nájs´, vytvori´ a realizova´ £in-nosti, ktoré súvisia s matematikou, lingvistikou aj soiálnou gramotnos´ou die´a´av pred²kolskom veku. Deti vo veku 5-7 rokov prihádzajú do kontaktu s úlohami rozví-jajúimi matematikú gramotnos´ v oblasti tvorby matematikýh predstáv. �Pretoje na²ou d�leºitou úlohou a zárove¬ snahou da´ de´om moºnos´ prenika´ do tajovmatematiky £o najsk�r � hrami, zábavnými prístupmi, rozvíjaním prvotnýh záuj-mov a zvedavosti detí.� (Uher£íková � Haverlík, 2001, s. 5.). Tomková (2006, s.268)vo svojom príspevku uvádza: �Rozsah a h¨bku obsahu, ktorý si majú deti osvoji´, jeproblematiké vopred presne vymedzi´ a naplánova´, a práve v tom spo£íva náro£nos´vedenia výhovno � vzdelávaieho proesu v materskej ²kole.�Niektoré alternatívne pedagogiké konepie vo svojih �lozo�kýh výhodiskáhtvrdia, ºe ih prednos´ou oproti tradi£nej ²kole je príprava die´a´a na ºivot (Tvorivádramatika, Integrované tematiké vyu£ovanie, Daltonský plán). V na²ih podmien-kah sa ´aºko uplat¬ujú alternatívne ²kolské systémy z r�znyh d�vodov, ale ihprvky � metódy a formy moºno nájs´ v edukáii ºiakov na mnohýh ²koláh r�znyhstup¬ov, aj ke¤ si ih aplikáiu u£ite© nemusí uvedomova´. Je d�leºité, ºe to vnímaako prínos a prospe²nú £innos´ pre svojih edukantov. Uvedené pedagogiké systémyna²li svoje uplatnenie uº v pred²kolskýh zariadeniah, preto sa pokúsime predstavi´jednu z moºností rozvoja matematikej gramotnosti detí vo veku 5 � 7 rokov prostred-nítvom daltonskej výu£by.Matematikú gramotnos´ v pred²kolskom zariadení a v prvom ro£níku základ-nej ²koly moºno úspe²ne rozvíja´ samostatnou práou aj u detí, ktoré e²te nevedia£íta´ a písa´. Pozornos´ sústredíme na matematiké predstavy die´a´a v integráiis jazykovou zloºkou a výtvarnou výhovou. Pod©a systému daltonskej výu£by sipripravíme balí£ek denného reºimu, t.j. súbor kariet so symbolmi aktivít napláno-vanýh na dopoludnie. �ípkou ozna£íme vºdy aktivitu, ktorá práve prebieha. Kartavpravo je tá, ktorá bude nasledova´ v poradí. �ípku nad kartu m�ºe umiestni´ u£ite©,ale aj die´a.Napríklad: kaºdý de¬ v týºdni má priradenú svoju farbupondelok - £ervenáutorok - ºltástreda - modrá²tvrtok - zelenápiatok - �alováNa²e aktivity budeme realizova´ vo ²tvrtok, pripravíme si teda 5 zelenýh kariet sosymbolmi. Zavesíme ih na ²núru na vidite©né miesto v triede. Okrem toho si m�ºemepripravi´ ²iestu (zelenú) kartu so ²ípkou a ²tipe.



300 EDITA ŠIMČÍKOVÁPoradie kariet so symbolmi znamená poradie úloh, ktoré budú deti vypraováva´po£as dopoludnia. M�ºeme sa v²ak s nimi dohodnú´, ºe poradie úloh nie je d�leºitézahováva´
Úlohy pre deti na jednotlivé stanovi²tia ozna£ené príslu²nýmikartami s piktogramami:Práa s praovným listom � na ²tvor£ekovom papieri prejs´ estuzakreslenú pomoou ²ípok a zisti´, kam nás dovedie. Zakrúºkova´ tomiesto (obrázok).Modelovanie telies � vymodelova´ z plastelíny gu©u, koku, vale,postavi´ na podloºku stavbu z vymodelovanýh telies pod©a predlohy.Práa na pieskovom stole � prejs´ estu autom ez mesto odvyzna£eného stanovi²´a ku kone£nému ie©u, vybra´ správnu estu,rozhodnú´ sa pre výhodnej²iu z dvoh správnyh iest, zakresli´ svojuestu na papier (labyrint), ktorý je zhodný s plánom na pieskovomstole.Práa s obrázkami � usporiada´ obrázky diev£at pod©a vý²kyv smere ²ípky a nalepi´ ih na pás baliaeho papiera, podpísa´ sa.Práa s knihou � nájs´ knihu (napr. ºltá kniha s glóbusom, prípadnedoplnená názvom ve©kými tla£enými písmenami SVET) na poli£kev súbore kníh, otvori´ ju na strane 11, vypraova´ karti£ku pod©anávodu � zisti´ po£et ve©kýh gu©atýh tvarov na tejto strane a po£etmalýh gu©atýh tvarov, zapísa´ to £ísliou alebo skupinou bodiek:

Prepísa´ názov z uvedenej strany ve©kými tla£enými písmenami.



Matematická gramotnost’ a daltonský plán 301Priebeh dopoludnia:1. Úvodný ranný kruh � in²truktáº u£ite©ky k úlohám, pomoné návody k vyprao-vávaniu úloh, poradie £inností, opis miesta realizáie, tabu©a splnenýh úloh, priestorna otázky detí.Dohodnutý symbol na stole ( napr. ply²ová hra£ka, molitanová koka, gumenéjablko...) - perióda odloºenej pozornosti, t.j. hra£ka je na stole = deti praujú samys pomoou kamarátov, hra£ka nie je na stole = u£ite© ponúka svoju pomo.Dohodnutý symbol na dveráh, respektíve symbol zo stola umiestnený na laviidie´a´a = potrebujem ís´ von. �iadne z ostatnýh detí vtedy nem�ºe opusti´ triedu.�asový odhad na samostatnú práu reguluje ²tipe umiestnený na karti£ke s pik-togramom, ktorý sa priebeºne posúva vpravo.2. Samostatná práa detí � rie²enie úloh na jednotlivýh stanovi²tiah pod©a do-hodnutého poradia. Po skon£ení úlohy si die´a poloºí k svojmu menu (k fotogra�i) nadaltonskú tabu©u splnenýh úloh svoju zna£ku (magnet, samolepku, ²pendlík s ve©koufarebnou hlavi£kou) ako d�kaz, ºe túto úlohu uº vypraovalo. Je to d�leºitá spätnáväzba pre die´a i pre u£ite©a. Takto realizovaná £innos´ u£í die´a plánova´ si £as,rozvíja jeho trpezlivos´, vytrvalos´, samostatnos´ i spolupráu. Po£as samostatnejpráe u£ite©ka priebeºne kontroluje práu detí3. Ukon£enie samostatnej práe v dohodnutom £ase, kontrola vyrie²enýh úlohu£ite©om, resp. odovzdanie prá.Takýto balí£ek úloh si m�ºeme pripravi´ pre deti, ktoré uº systémom daltonskejedukáie praovali. V po£iato£nej etape za£íname jednou alebo dvoma úlohamiv krat²om £asovom úseku. Uvedené úlohy sú iba jednou z moºností, ktoré moºnopripravi´ pre deti na samostatnú práu v daltonskom bloku.Na záverV príspevku sme sa pokúsili na£rtnú´ jeden z modelov overovania a rozvíjania mate-matikej gramotnosti detí vo veku 5-7 rokov. Vyuºili sme formu daltonského blokuv £asovom rozsahu 60 min. s moºnos´ou vyuºitia prestávky � relaxa£nej hví©ky, ener-gizéru, pohybovej aktivity, ob£erstvenia. Zámerne sme zaradili úlohy z dvoh oblastíuvedenýh v ²túdii PISA (kvantita, priestor) na prvé tri úrovne matematikej gramot-nosti. Uvedený systém práe je v daltonskýh materskýh a základnýh ²koláh ov-erený a dosahuje pozitívne výsledky. Predloºený model matematikej gramotnosti jev návrhovej rovine, v rámi rie²enia projektu KEGA na Katedre matematikej eduká-ie ho v²ak heme ponúknu´ ²ir²ej pedagogikej verejnosti na overenie a dotvorenie.Zárove¬ heme podnieti´ autorov kompetenií die´a´a na záver pred²kolského obdo-bia, aby sa zamysleli nad kognitívnymi ie©mi v tvorbe matematikýh predstáv. Sná¤by bolo vhodné doplni´ ih o kompetenie z oblasti matematikej (medzizloºkovej)gramotnosti.Literatúra[1℄ GUZIOVÁ, K. Kompetenie die´a´a na záver pred²kolského obdobia. In:Pred²kolská výhova, ro£. LVII, 2002/2003, £. 4, s. 1-6. ISSN 0032 - 7220[2℄ KOR��ÁKOVÁ, P. � TOMENGOVÁ, A. 2005. PISA SK 2003. Bratislava: �PÚ,2005. ISBN 80-35756-89-9



302 EDITA ŠIMČÍKOVÁ[3℄ TOMKOVÁ, B. 2006. Problémy u£ite©ov preelementaristov pri rozvíjanímatematikýh predstáv. In: Sborník p°ísp¥vk· z konferene s mezinárodní ú£astí�Matematika jako prost°edí pro rozvoj osobnosti ºáka primární ²koly�. Olomou:UP, 2006. s. 267 � 271. ISBN 80 � 244 � 1311 - 6[4℄ UHER�ÍKOVÁ, V. � HAVERLÍK, I. K. Metodiké poznámky k úlohám narozvíjanie základnýh matematikýh predstáv.In: Pred²kolská výhova, ro£. LV,2000/2001, £. 3, s. 5-12. ISSN 0032-7220.[5℄ WENKE, H. � ROHNER, R. 2000. A´ ºije ²kola. Brno: Paido, 2000. ISBN 80-85931-82-6.Adresa autora:PaedDr. Edita �im£íkováKatedra matematikej edukáiePedagogiká fakulta PUUl. 17. novembra 15081 16 Pre²ove-mail: editasim�unipo.skPríspevok bol spraovaný ako sú£as´ grantového projektu Moderné informa£no �komunika£nétehnológie ako prostriedok ¤al²ieho vzdelávania u£ite©ov � elementaristov v matematike. (M� SRKEGA 3/3027/05).



Inováia vyu£ovania matematiky na druhom stupnizákladnýh ²k�l pomoou informa£nýh tehnológiíMária Slaví£kováAbstrat. This paper deals with eduational software, whih an be use on mathematiallessons on lower seondary shool. We foused on software based on theory of Construtivism.We developed software of this kind and use it in pedagogial experiment. Important resultsof this experiment are part of this paper.ÚvodV poslednej dobe sa ve©a hovorí o informatizáií, o potrebe zefektívnenia vyu£ova-nia, o tom ºe tradi£ná ²kola neposkytuje ºiakom a ²tudentom potrebné vedomosti,ih vedomosti sú enyklopediké a nevedia ih vyuºi´ v praxi. Sú projekty, ktoré sasnaºia tieto problémy rie²i´, ale zatia© bez vä£²íh úspehov. Na kaºdej ²kole, £i uºzákladnej, alebo strednej sa nájde zopár nad²enov, ktorí sú ohotní vyuºíva´ IT vovyu£ovaom proese, ale je to stále málo. Mnohí u£itelia povaºujú vyuºívanie po£í-ta£a, alebo inej tehnológie za zbyto£ne komplikované, zd¨havé, náro£né na prípravua pod. (Brisudová, 2006)Na vyu£ovanie geometrie exituje jeden vynikajúi a jednoduhý nástroj � CabriGeometria. U£itelia sú ²kolení v jej pouºívaní. �o v²ak pri výu£be aritmetiky naZ�? Na Z� sa predsa ºiak má nau£i´ robi´ základné aritmetiké operáie vo v²etkýh£íselnýh oboroh, preto je d�leºité, aby sa ih nau£il £o najlep²ie a najmä � aby imrozumel. Vtedy budú jeho vedomosti z týhto oblastí trvánej²ie.Pedagogiký softvér ur£ený pre Z�Pedagogiký softvér je softvér s didaktikým ie©om, vhodne zvoleným pouºí-vate©ským prostredím, ktorý ponúka ºiakom prostredie na poznávanie, skúmaniea modelovanie. Je to softvér vyvinutý na podporu u£enia sa, poznávania a na rozvojinforma£nej gramotnosti. Pod©a didaktikého ie©a a formy m�ºeme pedagogiký soft-vér rozdeli´ na (Kala², 2004):� aktivity zamerané na rozvoj proesov myslenia, uvaºovania � vyhádzaz kon²truktivizmu, ide o prostredia umoº¬ujúe ºiakovi poznatky objavi´ (pro-pedeutika matematiky, £ítania, a pod.),� ºivé knihy � £ítanie textu doplnené ilustráiami s prekvapením,� story book,� aktivity na previ£ovanie alebo preh¨benie vedomostí � zamerané na fázu kry²-talizáie a automatizáie novýh pojmov,� v²eobené nástroje na rozvoj tvorivosti � detské verzie r�znyh editorov,� aktivity zamerané na simuláiu a modelovanie � strategiké hry, virtuálna re-alita,



304 MÁRIA SLAVÍČKOVÁ� zdroje informáií, enyklopédie, príru£ky, slovníky,� po£íta£ové hry,� programy pre SEN (speial eduation needs) � tutoriály, on-line kurzy, enyk-lopédie, slovníky,� e-learningové prostredia, internetové aplikáie � applety.Tvorba vhodného pedagogikého softvéru je zloºitá úloha, ktorá vyºaduje tímovúpráu minimálne programátora a u£ite©a daného predmetu, d�leºitý je aj psyhológa výtvarník (dizajnér), £o je pravdepodobne jednou z prí£in nedostatku kvalitnýhvýukovýh programov pre Z�. Tieto programy naj£astej²ie vytvárajú ²tudenti in-formatiky spravidla ako zápo£tovú alebo diplomovú práu. Uprednost¬ujú pri tomve©ké, univerzálne pouºívate©né programové balíky, v ktorýh spraujú u£ivo tem-atikého elku bez oh©adu na ro£ník ²túdia. Zvlá²tnos´ou vyu£ovania elementárnejmatematiky je, ºe napríklad tematiký elok s£ítanie prirodzenýh £ísel sa vyu£ujevo v²etkýh ro£níkoh. To znamená, ºe u£ite© 1. triedy by mohol vyuºíva´ len malú£as´ programového balíka a zvy²ok by bol pre neho len zá´aºou, £o komplikuje práua naopak vo 4 ro£níku by brzdili práu úlohy na úrovni prváka. Z h©adiska u£ite©ovejpráe by bolo výhodnej²ie ma´ k dispozíii via jednoduhýh výukovýh programovzameranýh na konkrétne u£ivo v tematikom pláne. (Marinek-Partová, 2000)Platí to aj pre programy od profesionálnyh �riem, napr. MATIK, ktorý vyvíjaa distribuuje programy MATIK 3-5 pre prvý stupe¬ Z� v �R a MATIK 6-9 predruhý stupe¬ Z� v �R. Tieto programy majú aj Slovenskú lokalizáiu a sú pouºite©néa oboh stup¬oh Z� vzh©adom na blízkos´ u£ebnýh osnov oboh republík. Tentoprogram v sebe zah¯¬a výhody aj nevýhody ve©kýh programovýh balíkov. Výhodouje, ºe sú v²etky £iastkové programy spolu. Nevýhodou je, ºe ak u£íme u ²iestakov,ostatné programy nepotrebujeme a zbyto£ne sa zdrºujeme preklikávaním ez menunajsk�r do príslu²ného ro£níka a potom na konkrétnu tému, podtému at¤.Existujú aj uº²ie ²peializovaná programy, ktoré vznikli ako zápo£tový, alebodiplomový projekt. Napr. program ALICA, AUTOMATY, MÚDRI ZAJKOVIA at¤.Ide o programy venujúe sa len jednej téme z matematiky � záporné £ísla, zlomky,rovnie, perentá,... Výhodou takýhto £iastkovýh programov je, ºe u£ite© priamoºiakom povie, s ktorým programom sa ide praova´. Ak si ih utriedi do adresárovpod©a ro£níkov, je to aj dostato£ne preh©adné. Nevýhodou je, ºe tieto programytreba vyh©ada´ kaºdý zvlá²´ a teda u£ite© s tým má via práe ako s komplexnýmprogramovým balíkom.Vytvorenie jednoduhého softvéruSnaºili sme sa vytvori´ sadu programov zameranýh na rozvoj proesov mysleniaa uvaºovania, ktoré vyhádzajú z teórie kon²truktivizmu. Programy sú ur£ené ºiakomdruhého stup¬a Z�. Pod©a toho bolo volené aj prostredie a motiváia ºiakov. Ideo programy na vyu£ovanie nasledujúih tematikýh elkov:� Záporné £ísla � v²etky aritmetiké operáie.� Zlomky � pojem zlomku, roz²irovanie zlomkov, s£itovanie zlomkov s rovnakýmmenovate©om a ke¤ je menovate© jedného zo zlomkov násobkom druhého men-ovate©a.



Inovácia vyučovania matematiky na druhom stupni základných škôl . . . 305� Perentá � perento ako vyjadrenie pomeru, ur£ovanie hodnoty.Pri tvorbe sme sa snaºili splni´ tieto hlavné iele:� Zaujímavos´ prostredia pre ºiakov v danom veku (záporné £ísla � vek 11-12,zlomky � vek 12-13, perentá � vek 13-14).� Jednoduhos´ ovládania (aby sa ºiai nepotrebovali u£i´ ºiadne príkazy).� Názornos´ vykladanej látky s moºnos´ou odpozorovania vz´ahov a pravidiel� Didaktiký ie©: ºiai si pouºívaním tohto softvéru budú shopní skon²truova´základné poznatky z preberanej tematikyPráa s jednotlivými programami je popísaná v príru£ke, ktorú spolu s jed-notlivými programami moºno nájs´ na http://slavikova.isnet.sk .Tabu©a verzus po£íta£Existuje mnoho aktivít, ktoré moºno robi´ na vyu£ovaíh hodináh matematikyv triede, pomoou kriedy a tabule. Ide o r�zne didaktiké hry, alebo �beºné� vysvet©o-vanie novej u£ebnej látky. Rozdiely medzi týmito metódami sú zna£né a experimen-tálne dokázané vo viaerýh práah (Kraslanová, Sandanusová, Vankú² a.i.). Nászaujímalo, £i softvér, ktorý sme vytvorili, je nielen vhodným prostriedkom pre dosiah-nutie didaktikého ie©a na vyu£ovaej hodine, ale aj £i jeho pouºitie robí vyu£ovaniee²te efektívnej²ím (v zmysle trvánosti a h¨bky vedomostí).Do experimentu sme zahrnuli tri vzorky ºiakov, pri£om v prvej vzorke smepo£íta£ nepouºívali v�be, v druhej sme pouºívali po£íta£ len vo fáze automatizáiea kry²talizáie poznávaieho proesu a v tretej skupine sme pouºili nami vytvorenýsoftvér aj vo fáze motiváie, separovanýh a univerzálnyh modelov. Stru£nepopí²eme ²truktúru hodín v jednotlivýh skupináh:Tabu©ka 1: Charakteristika vyu£ovania v jednotlivýh triedahA B CKontrolná trieda Trieda vyuºíva-júa softvér vofáze automatizá-ie a kry²talizáiepoznávaieho pro-esu
Trieda vyuºívajúakon²truktivistikýpedagogiký softvérPouºívanie u£ebnía zbierok, vysvet©o-vanie v triede bezhier alebo inýhnetradi£nýh £inností Vysvet©ovanie u£ivav triede, previ£ovaniev po£íta£ovej u£ebnipomoou pedagogi-kého softvéru Vysvet©ovanie a previ£o-vanie bolo aj v triede aj zapo£íta£mi pomoou peda-gogikého softvéruPrá, ktoré sa zaoberajú vz´ahom medzi triedami A a B je dos´, pri£om sa zameri-avajú na konkrétne softvérové produkty, £i uº dodávané ako sú£as´ balíka INFOVEK,alebo vo©ne ²írite©né (Cabri geometrie, Derive, Equation grapher, Mathematia, Ex-el,....). Ide najmä programy pre stredné ²koly (výnimka je Cabri geometrie). Progra-mami pre základné ²koly sa takmer nikto nezaoberá. A pritom práve základná ²kola



306 MÁRIA SLAVÍČKOVÁje vo vzdelávaní mládeºe k©ú£ová � ºiai získavajú základné vedomosti zo v²etkýhpredmetov a preto by mali by´ £o najvia trvalé, aby na nih mohli ºiai budova´.Vrá´me sa k ná²mu výskumu. Vo v²etkýh skupináh sme preberali tematikýelok záporné £ísla pod©a Tabu©ky 1. Skupiny boli vyberané pod©a kritérií výberuvýskumnej vzorky (Turek, 1998). A tu sú výsledky zhrnuté do grafu:

Graf 1: Úspe²nos´ rie²enia závere£ného testuTrieda 6A zodpovedá skupine A, Trieda 6A skupine B a trieda 6C skupine Crozdelenia tried v Tabu©ke 1. Pre nás najd�leºitej²í výsledok je rie²enie úloh 5 a 6, £oboli slovné úlohy z beºného ºivota. Pozrime sa na tento výsledok detailnej²ie. Vidno,ºe ºiai, ktorí pouºívali kon²truktivistiký pedagogiký softvér dosiahli podstatnelep²ie výsledky, ako ostatní ºiai (tí, £o pouºívali iný druh softvéru, resp. softvér vovyu£ovaní nepouºívali v�be).Literatúra[1℄ BRISUDOVÁ Z. (2006): Vyuºitie IKT vo vyu£ovaní planimetrie na S�, Rigoróznapráa, Bratislava 2006[2℄ KALA� I.(2004): Tvorba pedagogikého softvéru,www.edi.fmph.uniba.sk/vyuka, jún 2004[3℄ KRASLANOVÁ I. (2005): Computer Supported Teahing of Mathematis at Se-ondary Shool, CIEAEM 57, Changes in Soiety: A Challenge for MathematisEduation, Proeedings, Italy 2005, p. 177-182[4℄ MARCINEK � PARTOVÁ (2000): Informa£né a komunika£né tehnológie vovyu£ovaní elementárnej matematiky, príspevok z konferenie Infovek, 2000[5℄ SANDANUSOVÁ M. (2003): Po£íta£e vo vyu£ovaní matematiky, rigoróznapráa, Bratislava 2003[6℄ TUREK I.(1998): U£ite© a pedagogiký výskum, MC Bratislava, 1998[7℄ VANKÚ� P. (2005): E�ay of teahing mathematis with method of didatialgames in a�didati situation. In: Quaderni di Riera in Didattia, No. 15,G.R.I.M, University of Palermo 2005, ISSN 1592-5137, s. 90�105



Inovácia vyučovania matematiky na druhom stupni základných škôl . . . 307Adresa autora:PaedDr. Mária Slaví£kováKatedra algebry, geometrie a didaktiky matematikyFakulta matematiky, fyziky a informatikyMlynská dolina842 48 Bratislavae-mail: maria.slavikova�entrum.sk



Teaher's diverging intervention in the proess ofsolving mathematial problems and its plae in theontemporary siene of teahing mathematisEugeniusz �mietanaExplanation of used terms1. Clue - an additional information, a question or an instrution direted towards aperson solving a mathematial problem or task in order to failitate the solutionof a given problem.2. Intervention - every ativity undertaken by a teaher intervening the proessof solving a mathematial problem. A muh wider term than a lue.3. Opening intervention - an ativity undertaken by a teaher aiming at openinga student onto a knowledge whih is neessary to solve a mathematial problem.(a term introdued by Eugeniusz �mietana)4. Convergent thinking - an be observed in solving tasks using one known wayonly.5. Divergent thinking - an be observed in problemati situations where manypotential ways of solving one task are available.Converging InterventionsIn the proess of solving a mathematial problem a student may experiene a blok ofmathematial ativity, whih a teaher tries to remove using di�erent kinds of lues.However in the individual work with a talented student or a group of themteaher's onverging interventions are dominate. They lead the student onto an area ofknowledge assoiated with the given task failitating a task solution at the same time.Suh intreventions an remove the blok but they do not always inrease student'smathematial ativity. They annot help espeially in ase of problemati tasks.We may onlude then, that teaher's onverging interventions are not alwayse�etive in the proess of solving a problem.Can we teah solving problemsHaving analyzed the e�etiveness of onverging interventions in the proess of solvingthe problems we may ask a fundamental question:How should we intervene in order to provoke a steady inrease in stu-dent's mathematial ativity, whih will remove the blok and ensure solv-ing the task?It's worth emphasizing that there is no universal teahing means removing theblok in the proess of solving every problem at any stage of student's eduation orprovide knowledge, whih will guarantee the suess.However on the basis of teahing experiments, whih involved solving mathemat-ial tasks, it has been proved that teaher's diverging intervention an be a very



Teacher′s diverging intervention in the process of solving mathematical problems . . . 309e�etive but not universally helpful teahing means. It opens the student onto thedi�erent areas of knowledge being neessary but not always assoiated with the taskto be solved.Diverging Interventions (Distrating)Diverging (opening) interventions an suessfully open a student onto the knowl-edge neessary to solve the problem. They an unblok the student and in�uene aninrease of his mathematial ativity in the solution proess, at shool as well.In pratie, if a teaher deides to provoke student's divergent thinking he usuallyuses diverging interventions together with onverging ones. It has been shown on thediagram below based on the one worked out by a Canadian psyhologist Sam Kaner.He prepared his diagram wathing the behaviour of students during a biology lessonwith a teaher using both diverging and onverging interventions.Diverging-Converging Interventions Diagram

1. It shows a transition from diverging to onverging thinking of a individualstudent or a group of them.2. Squares represent partiular ideas of solutions put forward by di�erent students.(not always suessful ones).3. Students diverge into di�erent areas of knowledge. Paths (arrows) grow. It is atypial brainstorm in a lassroom.4. The moment the number of squares dereases onvergent thinking starts. Theteaher uses onverging lues helping a student to ahieve his aim. It'sworth emphasizing that a student an solve the problem without the onverginglues.5. Convergent thinking does not have to prove suessfull, as the sheme shows.



310 EUGENIUSZ ŚMIETANAExamples of Problems and Diverging CluesProblem 1Let a, b, c, d be real numbers and a > c and b > d. We need to prove that:
(a + b + c + d)2 > 8(ad + bc).This problem an be solved for example:1. by using Cauhy's inequality and redued multipliation formula,2. by using the harateristi features of square trinomial.Diverging (Opening) InterventionHaving seen unsuessfull attempts, a teaher an diret a student to an area ofknowledge on square trinomial by providing the following lue:Assoiate the inequality from the task with the square trinomial !Problem 2Find real solution of the equation: x + x√

x2−1
= 2
√

2This problem an be solved by for example:1. using sinus and osinus funtions,2. theorems on mean number.An example of the opening interventionAssoiate the equality with the trigonometri funtion !In the above mentioned ases diverging interventions are based on assoiationswith the knowledge, whih is not onneted with the problems to be solved. But suhinterventions an provoke a steady inrease in student's mathematial ativity andensure a task solution.Conlusions below ontain many other assoiations opening a student onto theareas of knowledge whih is often neessary to solve the problem.Conlusions drawn from the teahing experiment1. In the proess of solving a mathematial problem di�erent types of teaher'sinterventions an open the students on ertain area of knowledge whih is usedin solving a given problem, for example:� assoiation of the given problem with the equivalent one ausing the hangeor expansion of the area of knowledge,� assoiation of the given problem (theorem) with a group of theorems orde�nitions from the same area of knowledge (ex. Eulidean or analityalgoemetry, divisibility of numbers, theory of plynomials et.),� assoiation by analogy of the given problem with the one solved before -(additional problem - supporting exerise)



Teacher′s diverging intervention in the process of solving mathematical problems . . . 3112. Divergene may be provoked by a student himself, (autodivergene) either on-siously or not, also with positive results.3. Opening intervention does not always stimulate student's mathematial ativityin the right diretion, for example:� interventions diverging students into the unknown or "unfriendly" area ofknowledge,� interventions provoking assoiations whih have nothing in ommon withthe problem to be solved,� divergene should stimulate that kind of student's knowledge, whih isneessary for a solution and to whih the student is bound to refer to lateron.4. Opening intervention is not neessarily e�etive in all kinds of problems or inase of every talented student.5. Opening intervention an appear repeatedly and at any time during the proesof solving a problem.The Plae of Divergene in the Contemporary Siene of Teah-ing MathematisTaking into aount teahing experiments as well as onlusions drawn from studentssolving mathematial problems at shool we may say that divergent thinking:� makes the student really interested in solving a problem,� helps to reate di�erent ideas and suggestions onneted with the problem,� teahes independene, disovering and verifying hypothesis,� makes a student on�dent enough to draw onlusions and makes him open tonew areas of knowledge, whih is not always onneted with the problem to besolved.The above mentioned onstitute a harateristi of a good, reative and e�etivestudent, whih is neessary in the whole proess of a suessful solution.Conlusion:Divergene as a reative teahing tool in the proess of solving problemsshould be an integral part of the siene of teahing mathematis. What'smore, it should be used by all teahers as a means of motivating thestudents solving di�erent problems at all stages of eduation. (not onlystudents interested in mathematis).It's nevertheless worth mentioning that inaprropriate use of divergene may notful�ll its role in solution proess.
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Tvorba po£iato£nýh matematikýh predstáv �vyhodnotenie práe ²tudentovBlanka Tomková
Abstrat. The problems of teahers while developing mathemati imaginations. New meth-ods in disiplines for mathematial eduation.ÚvodPriestorová predstavivos´, orientáie v priestore, £i priestorové videnie sa u detí rozvíjaod narodenia. Pri vykonávaní pohybu, ke¤ deti lezú, beºia, ská£u, jedia, obliekajúsa, alebo sa hrajú, musia koordinova´ svoj pohyb. Pri vyh©adávaní ur£itého objektumusia rozoznáva´ tvar daného objektu medzi inými, niekedy tvarovo podobnými ob-jektami. Kaºdodennou £innos´ou, systematikým skúmaním objektov, spoznávanímih tvarov získava die´a prvotné predstavy o danom tvare � rozli²uje tvar hranatý,gu©atý, £i ²piatý, ²tvorový, trojuholníkový, £i kruhový a mnohé ¤al²ie, ktoré moºnoani nepomenuje.Stotoº¬ujeme sa stvrdením A. Stopenovej, (2004, s.65) ºe práve �v materskej ²kolesi deti osvojujú v²etky elementárne prvky matematiky iba sprostredkovane pomoouhier a r�znyh manipula£nýh £inností ... s geometrikými pojmami zoznamujemedeti prirodzeným a intuitívnym sp�sobom�Pod©a psyhológov nie je geometriká predstavivos´ vrodená, ale £lovek ju získavaskúsenos´ou. Ideálnym obdobím na rozvoj priestorovej predstavivosti je obdobie dosiedmeho/�smeho roku ºivota. A ve©mi ´aºko sa naprávajú hyby po tomto ob-dobí. Zdá sa akoby sa prehodom z pred²kolského zariadenia do prvého ro£níka Z�uzatvárala jedna kapitola vývoja. V tejto oblasti absentuje nadväznos´ eduka£néhoproesu, podobne ako sa to nesk�r deje pri prehode na 2.stupe¬ Z�. Bliº²ie o tejtoproblematike pojednávajú A. Prídavková a I Sholtzová (2006, s. 197).Ako sú tieto poznatky aplikované v praxi?V rámi matematikýh predstáv v pred²kolskýh zariadeniah praujú detí for-mou r�znyh úloh na rozvoji priestorovej a teda aj geometrikej predstavivosti:V rámi kategórie �Porovnávanie, triedenie a orientáia v priestore� sa deti majúnau£i´� hápa´ priestorové vz´ahy, ktorými sa ur£uje poloha veí v priestore� popisova´ polohu objektov vzh©adom k vlastnej osobe i vzájomnú polohu dvohr�znyh objektov� zostavova´ r�zne obraze v rovine a stava´ stavby z koiek v priestore pod©apredlohy, obrázkov aj vlastnej fantázie� porovnáva´ d¨ºky hrán dvoh predmetov pomoou ²núrky, £i prúºku papiera� h©ada´ a vyzna£ova´ esty od jedného bodu k druhému� zaznamenáva´ pohyb pomoou ²ípok z jedného miesta na iné



314 BLANKA TOMKOVÁ� priklada´ k sebe r�zne predmety tak, aby sa navzájom prekrývali� vklada´ jednoduhé predmety do otvorov, ktoré sú s nimi tvarovo zhodné� rozli²ova´ a triedi´ jednotlivé predmety pod©a tvaru, ve©kosti, farby, umiestneniav priestore apodV prvom a druhom ro£níku nastáva akoby prestávka. Poºiadavky na vedomostný²tandard pre ºiakov prvého ro£níka sú:� Rozlí²i´ geometriké tvary: trojuholník, kruh, ²tvore, obd¨ºnik, gu©a, koka,vale.� Rysova´ priame £iary.� Kresli´ a rozli²ova´ uzavretú a otvorenú £iaru.V druhom ro£níku sa od ºiakov poºaduje:� Vyzna£ova´ body a ozna£ova´ ih ve©kým tla£eným písmom.� Rysova´ a ozna£ova´ úse£ku a priamku.� Vyzna£ova´ body, ktoré leºia (neleºia) na danom geometrikom útvare (úse£ke,priamke).� Odmera´ d¨ºku úse£ky v entimetroh a narysova´ úse£ku danej d¨ºky.Pri£om geometrii je v prvom ro£níku venovanýh 9 hodín z plánovanýh 132(neelýh 7%) a v druhom ro£níku ide o 20 hodín zo 165 hodín matematiky (a12%).Obsah predmetu �Tvorba po£iato£nýh matematikýh pred-stáv�Tieto zistenia nás doviedli k rozhodnutiu naplni´ obsah predmetov �Tvorba po£ia-to£nýh matematikýh predstáv I� a �Tvorba po£iato£nýh matematikýh predstávII� s dotáiou hodín (1/2 ) a (1/1) takýmto sp�sobom:�Tvorba po£iato£nýh matematikýh predstáv I� bude zameraná na geometriu a�Tvorba po£iato£nýh matematikýh predstáv II� bude zameraná na aritmetiku a al-gebru. ( O skúsenostiah s geometrikou zloºkou prípravy u£ite©ov preelementaristovna na²ej fakulte pojednávajú práe M. Mokri²a (2004), (2005), (2006).�Tvorba po£iato£nýh matematikýh predstáv I�1. Pedagogiká dokumentáia2. Orientáia v priestore. Orientáia v rovine.3. Rovinné útvary.4. Pravidelné ²tvoruholníky5. Priestorové útvary.6. Základy deskriptívnej geometrie.7. Zhodné útvary a zhodné zobrazenia.8. Body a £iary9. Miera úse£ky, jednotky d¨ºky. Miera rovinného útvaru.



Tvorba počiatočných matematických predstáv – vyhodnotenie práce študentov 315Povinnosti ²tudentovNápl¬ práe ²tudentov sme sa snaºili voli´ tak, aby zodpovedali predpokladanýmkompeteniám budúeho u£ite©a ako o tom pojednáva aj £lánok E.�im£íkovej (2006)� Napísanie vstupného testu - max 5 bodov� Aktivita v rámi kurzov - max 5 bodov� Odovzdanie dvoh kartote£nýh lístkov venovanýh témam "Orientáia vpriestore a v rovine. Rovinné útvary." (Za kaºdý lístok odovzdaný v termíne asp¨¬ajúi podmienky je moºné získa´ max 10 bodov, po termíne max 5 bodov)� Odovzdanie dvoh kartote£nýh lístkov venovanýh témam "Priestorové útvary.Zhodné zobrazenia." (Za kaºdý lístok odovzdaný v termíne a sp¨¬ajúi pod-mienky je moºné získa´ max 10 bodov, po termíne max 5 bodov)� Vypraovanie seminárnej práe na tému "Matematiká hra pre deti", ktorá budeobsahova´ názov hry, popis priebehu hry, organizáia ºiakov po£as hry, významhry v súvislosti s preberaným u£ivom, obmena hry, vyhodnotenie, potrebnépom�ky - maximálne 20 bodov� Napísanie výstupného testu - maximálne 30 bodovZa elý semester mohol ²tudent získa´ maximálne 100 bodov. Zápo£et ²tudentzískal po dosiahnutí aspo¬ 51 bodov.Stupnia100 - 91 A 90 - 81 B 80 - 71 C 70 - 61 D 60 - 51 E 50 - 0 FXVyhodnotenie práe ²tudentovZistenia:V²etkýh ²tudentov dennej formy ²túdia bolo 83� 7 ²tudentov neodovzdalo prvú dvojiu kartote£nýh lístkov v termíne z tohojeden bol dlhodobo práeneshopný. Druhú dvojiu kartote£nýh lístkov odovz-dali na£as v²eti ²tudenti.� 36 ²tudentov odovzdalo kartote£ný lístok na nesprávnom formáte (nie A6)� 58 ²tudentov neuviedlo literárny zdroj, prípadne ho neuviedli správne.� U 42 ²tudentov obsah nekore²pondoval z nadpisom, prípadne neobsahoval rele-vantné údaje� Nevyhodnoovali sme gramatikú stránku, ale napriek tomu, ºe ²lo o výpiskyz literatúry, úrove¬ gramatikej presnosti na²ih ²tudentov nebola vysoká. Es-tetiká úrove¬ kartote£nýh lístkov bola tieº r�znorodá � od priam profesionál-neho spraovania aº po úrove¬ ºiaka 3.ro£níka Z� (hodnotenie nezávislého po-zorovate©a)



316 BLANKA TOMKOVÁ� Vytvorenie didaktikej hry bolo skuto£ne náro£ným krokom (najmä pre ²tu-dentov dennej formy ²túdia). Napriek na²ej pomoi � presnému formuláru,do ktorého bolo potrebné doplni´ jednotlivé údaje bolo ih spraovanie ve©mir�znorodé. �tudenti sa £asto spoliehali na literatúru � vyh©adávali r�zne úlohy,matematiké hry pre 2.stupe¬ Z�, prípadne si hru zamie¬ali s práou v praov-nom liste. Raritou bola práa, ktorá bola skuto£ne hrou ale jej autor zabudolna matematikú stránku.� Výstupný test mal preveri´ vedomostnú úrove¬ na²ih ²tudentov, ih shopnos´praova´ s praovným listom a vytvára´ úlohy vhodné pre deti pred²kolskéhoa mlad²ieho ²kolského veku.� Naj£astej²ími hybami boli:� nepresné ur£ovanie predmetov daného tvaru� neúplné pohopenie pojmu trojuholník� nepresné ozna£ovanie £astí koky (zámena pojmov: strany � steny; strany� hrany)� nepresné ur£ovanie jednotlivýh poh©adov na stavbu (spredu)� nesprávne zakres©ovanie poh©adov jednotlivýh telies� nesprávne ur£enie zamerania praovného listu, prípadne vo©ba nevhod-nýh typov úloh pre daný praovný listZáverJe potrebné na¤alej praova´ so ²tudenti sp�sobom, ktorý ih u£í� praova´ samostatne a tvorivo ( kartote£né lístky, tvorba portfólia)� plánovaniu a dodrºiavaniu termínov� praova´ s odbornou literatúrou a orientova´ sa na internetovýh stránkahzameranýh na matematiku� umoºni´ ²tudentom preºi´ objavite©ský sp�sob uhopenia poznatkuRovnako súhlasíme s I. Sholtzovou a V. Ze©ovou (2006), ºe � je potrebné ponúknu´u£ite©om z praxe databázu s úlohami z reálneho ºivota, ktoré m�ºu vyuºíva´ na hod-ináh matematiky�. Preto poºadujeme od ²tudentov tvorbu ih vlastného portfólia,v ktorom majú prezentova´ aj úlohy takéhoto typu.Literatúra[1℄ GUZIOVÁ, K.: Program výhovy a vzdelávania detí v materskýh ²koláh. Lu-doprint, trenianske tlaiarne, Trenín 1999. ISBN 80- 967721-1-2[2℄ MOKRI�, M.: Inované stratégie rie²enia � geometria bez kruºidla.. In: Matem-atika v ²kole dnes a zajtra. 6.roník konferenie. Pedagogiká univerzita KUv Ruºomberku, Ruºomberok 2006. ISBN 80-8084-066-0



Tvorba počiatočných matematických predstáv – vyhodnotenie práce študentov 317[3℄ MOKRI�, M.: Metóda generovania problémov a jej aplikáia v geometrii preelementaristov. In: Príprava uitelov elementaristov a európsky multikultúrnypriestor. PU v Pre²ove, PF, Pre²ov 2005. ISBN 80-8068-372-7[4℄ MOKRI�, M.: Výskumný prístup v geometrii pre uitelov elementaristov. In:História, súasnost a perspektívy uitelského vzdelávania. UMB PdF BanskáBystria, B. Bystria 2004. ISBN 80-8083-107-6[5℄ PRÍDAVKOVÁ, A. � SCHOLTZOVÁ, I.: Matematiká edukáia v kontexte pos-tupu ºiaka z primárneho stupna na sekundárny stupen vzdelávania. In: Matem-atika 2, Pedagogiká fakulta UP Olomou, Olomou 2006, ISBN 80-244-1311-6[6℄ SCHOLTZOVÁ, I. � ZELOVÁ, V.: Matematiký diktát � jedna z iest rozvojamatematikej gramotnosti ºiaka primárnej ²koly. In Matematika 2, Pedagogikáfakulta UP Olomou, Olomou 2006, ISBN 80-244-1311-6[7℄ STOPENOVÁ, A. K prostorové predstavivosti detí pred²kolního veku. In:AtaPaedagogiae III. Pedagogiká fakulta Pre²ovskej univerzity, Pre²ov 2004. ISBN80-8068-254-2[8℄ �IMCÍKOVÁ, E.:Matematiké kompetenie zaínajúeho uitela - elementaristu.In Matematika 2, Pedagogiká fakulta UP Olomou, Olomou 2006, ISBN 80-244-1311-6Adresa autora:Mgr. Blanka TomkováPedagogiká fakultaPre²ovská univerzita v Pre²oveUl. 17. novembra 1080 16 Pre²ove-mail: tomkova�unipo.sk



Zis´ovanie efektívnosti vyu£ovaieho proesuv kontexte k©ú£ovýh kompeteniíPeter Vankú²
Abstrat. In this artile we disuss importane of assessing key ompetenies when weinquire the e�ay of teahing methods. We desribe various ways how key ompeteniesan be assessed and speak about their strengths and weaknesses.Na Slovensku i v zahrani£í majú v oblasti edukáie ve©mi d�leºitú úlohu k©ú£ovékompetenie. Jedná sa o kompetenie vyuºite©né v rámi najrozmanitej²íh praov-nýh a ºivotnýh situáií, preto sa v zahrani£í ozna£ujú ako v²eobene pouºite©néshopnosti (generi skills), £i ako prenosné shopnosti (transferable skills).D�leºitos´ k©ú£ovýh kompetenií pre vzdelávanie je daná potrebami sú£asnéhotrhu práe � zamestnani musia by´ shopní praova´ v tíme, rie²i´ problémy a jed-na´ v ne²tandardnýh situáiáh; musia vedie´ prijíma´ rozhodnutia, by´ zodpovednía efektívne komunikova´. Tieto shopnosti sú d�leºitým kritériom pri príjímaní novýhzamestnanov � preto sa pri k©ú£ovýh kompeteniáh pouºíva aj pojem zru£nostisúvisiae so zamestnate©nos´ou sa (employability skills) � hrajú ale podstatnú úlohuaj v priebehu zamestnania a v rodinnýh a spolo£enskýh vz´ahoh (NCVER, 2003a;Arendá²ová A., Krehlíková A., 2005).Ak si uvedomíme význam k©ú£ovýh kompetenií, je samozrejmé, ºe úrove¬ ihosvojenia by mala by´ jedným z faktorov pri posudzovaní efektívnosti eduka£néhoproesu ako aj efektívnosti jednotlivýh eduka£nýh metód.Vo vä£²ine ²túdií zis´ujúih efektívnos´ eduka£nej metódy sa ako kritérium tejtoefektívnosti berie do úvahy:úrove¬ vedomostí ºiakov overovaná vä£²inou pomoou testov,£as potrebný na vyu£ovaí proes,elková vhodnos´ danej metódy pre daný po£et a úrove¬ ºiakov, materiálnu vy-bavenos´ a dostupné zdroje,subjektívne záºitky ºiakov: vývoj názorov a postojov k predmetu a priebehu výu£by,hodnotenie rozvoja vlastnýh vedomostí (Vankú², 2005).Tento sp�sob stanovovania efektívnosti neberie beºne oh©ad na vývoj úrovnek©ú£ovýh kompetenií, výsledkom £oho je, ºe hlavne inovatívne metódy výu£by,ako sú projektové vyu£ovanie, problémové vyu£ovanie, výskumné vyu£ovanie, vyu£o-vanie pomoou didaktikýh hier a pod. pri porovnávaní s beºným vyu£ovaním £astonaoko nevykazujú lep²ie výsledky � pritom spomenuté vyu£ovaie metódy sú ideálnena rozvoj ur£itýh k©ú£ovýh kompetenií (Slaví£ková, 2006; Vankú², 2005; NCVER,2003b).V na²om £lánku sa preto heme venova´ potrebe zoh©adnenia úrovne k©ú£ovýhkompetenií pri hodnotení efektívnosti edukáie. Aby to bolo moºné, je potrebné:Výstiºné stanovenie a opis jednotlivýh k©ú£ovýh kompetenií.Integráia k©ú£ovýh kompetenií do kurikula.Vhodný sp�sob merania úrovne ovládania k©ú£ovýh kompetenií.Existuje mnoºstvo zoznamov k©ú£ovýh kompetenií vytvorenýh v rámi jed-notlivýh ²tátov aj medzinárodnými tímami. Po ih pre²tudovaní moºno vymedzi´²es´ spolo£nýh oblastí (NCVER, 2003a; Hrmo R., Turek I., 2003):



Zist’ovanie efektívnosti vyučovacieho procesu v kontexte kl’účových kompetencií 319Základné zru£nosti (literárna gramotnos´, pouºívanie £ísel, tehnologikézru£nosti).Interpersonálne zru£nosti (komunikáia, tímová práa, zru£nosti spojené so vz´a-hom k zákazníkom).Kognitívne zru£nosti (získavanie informáií a práa s nimi, rie²enie problé-mov, plánovanie a organizovanie, shopnos´ u£i´ sa � u£ebné kompetenie, inova£néa tvorivé myslenie).Osobnostné zru£nosti a vlastnosti (zodpovednos´, d�myselnos´, �exibilita, shop-nos´ manaºova´ svoj £as, pozitívne sebahodnotenie).Zru£nosti súvisiae so zamestnaním (inova£né, rozvojové).Zru£nosti súvisiae s komunitou (ob£ianske v zmysle lokálnom i ²ir²om).Zoznamy k©ú£ovýh kompetenií sa menia spolu so zmenami poºiadaviekkladenýh na jednotliva v rámi zamestnania a spolo£nosti, preto je potrebné konk-trétny zoznam k©ú£ovýh kompetenií rozvíjanýh v rámi edukáie priebeºne rev-idova´ a aktualizova´. Pri integráií k©ú£ovýh kompetinií do kurikula moºno alevzh©adom na ve©kú podobnos´ jednotlivýh zoznamov, harakterizovanú uvedenými²iestimi oblas´ami k©ú£ovýh kompetenií, vyhádza´ z vä£²iny týhto zoznamovvytvorenýh regionálne i v rámi medzinárodnýh výskumov. Úloha inováie ob-sahu kurikula s oh©adom na k©ú£ové kompetenie je ve©kou výzvou pre slovenskéi zahrani£né ²kolstvo. Ve©a o tejto problematike a jej rie²ení v rámi slovenského²kolstva nájde £itate© v zborníku z Fóra Pedagogiky, konaného v Bratislave roku2006. V na²om £lánku sa budeme bliº²ie venova´ sp�sobu merania úrovne ovládaniak©ú£ovýh kompetenií.Curtis a Denton (2003) identi�kovali ²tyri v²eobené prístupy pri hodnoteníúrovne ovládania k©ú£ovýh kompetenií:Holistiké posúdenie úrovne týhto kompetenií vyu£ujúim.Posúdenie na základe súboru rozmanitýh prá a projektov daného ºiaka.Ohodnotenie v rámi situáií podobajúih sa situáiám na praovisku (workplaeassessment).Hodnotenie ²tandardizovanými nástrojmi ur£enými na meranie úrovne k©ú£ovýhkompetenií.Preh©ad silnýh a slabýh stránok týhto prístupov obsahuje tabu©ka £. 1(Curtisa Denton 2003).V²etky prístupy k hodnoteniu úrovne k©ú£ovýh kompetenií uvedené v tabu©ke £.1 majú svoje klady a zápory. Je zrejmé, ºe posúdenie úrovne k©ú£ovýh kompeteniínie je ©ahké a posudzovatelia musia pozna´ prednosti i nedostatky uvedenýh metód� ih vhodná kombináia umoº¬uje zvý²i´ presnos´ hodnotenia. Poºiadavky, ktoré bymalo efektívne hodnotenie úrovne k©ú£ovýh kompetenií sp¨¬a´ sú:Spätná väzba pre ºiakov o dosiahnutej úrovni a moºnostiah zlep²enia.Informáia o stupni ovládania danýh k©ú£ovýh kompetenií dostupná v zrozu-mite©nej forme pre ºiaka, vyu£ujúeho i prípadného zamestnávate©a.Bohatý zdroj informáií o dosiahnutýh pokrokoh ºiaka, ktoré sú preukázanév rámi metód hodnotenia úrovne k©ú£ovýh kompetenií (pozri tabu©ku £. 1).Autentiké hodnotenie v rámi situáií podobajúih sa situáiám na praovisku.Proes hodnotenia nesmie by´ príli² zloºitý pre ºiakov ani pre hodnotite©ov.Finan£ne efektívne prostriedky získavania informáií slúºiaih ako podklad hod-notenia.Hodnotenie úrovne ovládania k©ú£ovýh kompetenií je závislé na úrovni in-dividuálnyh hodnotite©ov £i hodnotiaih tímov a na prepraovanosti proesu
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Tabulka . 1: Prehlad prístupov merania úrovne klúovýh kompeteniíPrístup Silné stránky Slabé stránkyHolistiké posúdenie uitelomZahrna pozorovanie ºiaka vyu-ujúim alebo tímom vyuujú-ih v rámi aktivít prebiehajú-ih poas vyuovaieho proesu� na základe toho sa robí úsudoko úrovni klúovýh kompeteniídaného ºiaka.
Autentiké, získané na zák-lade pozorovaní v relevant-nýh situáiáh.Dáva konzistentný pohlad naúroven pozorovanýh zru-ností v porovnaní so ²tan-dardnou úrovnou.

Reliabilné len v rámi danejorganizáie (i to len ak jerobené ²kolenými hodnotitelmi),zlá porovnatelnost hodnotenia vrámi r�znyh in²titúií.Vyºaduje ²kolenie pre hodno-tiaih vyuujúih.Jedná sa o sumatívne hodnote-nie, preto má len obmedzenýpoteniál pre zdokonalenie hod-noteného ºiaka.Posúdenie na základe portfóliaprá daného ºiakaV rámi tohto prístupu ºiakvo svojih práah dokumentujemomentálnu úroven klúovýhkompetenií a svoj pokrok vtejto oblasti. Poskytuje bohatý zdroj dát.Tvorba rozmanitýh práa projektov, ktoré slúºia akopodklad ku hodnoteniu. Jeennou uebnou skúsenostoupre ºiakov a pomáha rozvojuklúovýh kompetenií.
Ovplyvnené inými faktormi,napríklad úrovnou písomnéhoprejavu, o zniºuje validitu.Nízka moºnost porovnávaniajednotlivov � tieto porovnaniamajú nízku reliabilitu.Vysoká asová náronost získa-vania informáií z portfólia práºiaka.Hodnotenie portfólia je asovonároné a má nízku reliabilitu.Ohodnotenie v rámi situáiípodobajúih sa situáiám napraovisku (workplae assess-ment)Hodnotenie výkonu v rámisituáie podobajúej sa praov-nej skúsenosti na praovisku sajaví ako uzitoná metóda, ktorejproduktom je prehladná správa. Vysoká validita. Má velkývýznam aj pre uiaih sa, akproduktom hodnotenia je ajspätná väzba pre ºiakov. Nízka reliabilita ovplyvnenáskúsenostou posudzovate©ova moºnos´ami hodnoteniadanými kontextom konkrétnejsituáie, v rámi ktorej sahodnotenie realizuje.Hodnotenie ²tandardizovanýminástrojmi urenými na meranieúrovne klúovýh kompetenií.�tandardizované nástroje vyvin-uté ²peiálne na posudzovanieúrovne klúovýh kompeteniíumoºnujú ih efektívne hod-notenie a m�ºu tvorit základpre správu o úrovni klúovýhkompetenií ºiaka pouºitelnú vrámi dal²ieho vzdelávania i po-teniálnymi zamestnávatelmi.

Jedná sa o efektívnu avysoko reliabilnú metóduhodnotenia úrovne klúov-ýh kompetenií.Kedºe ide o ²tandardizovanýnástroj hodnotenia, výsledkyjednotlivov sú navzájomporovnatelné.Pri známej presnosti hod-notenia moºno stanovitúroven ovládania konkrétnejk©ú£ovej kompetenie.
Jedná sa o sumatívne hodnote-nie, preto má len obmedzenýpoteniál pre zdokonalenie hod-noteného ºiaka.



Zist’ovanie efektívnosti vyučovacieho procesu v kontexte kl’účových kompetencií 321a metodiky samotného hodnotenia. Táto metodika by mala by´ zrozumite©ná, pro-es hodnotenia by mal by´ jednoduho integrovate©ný do priebehu vyu£ovania. Akov²etky formy hodnotenia by mal sp¨¬a´ prinípy validity, reliability a praktikosti.Hodnotitelia i hodnotiae tímy potrebujú dostato£né £asové a materiálne zázemiea podporu v ih profesionálnom rozvoji � výmena skúseností a spolupráa medzijednotlivými hodnotite©mi prispieva k zvy²ovaniu kvality hodnotenia.V tomto smere je potrebné urobi´ na Slovensku ve©a � jedná sa o d�leºitú úlohupred ktorou stojí na²e ²kolstvo � ak úrove¬ ovládania k©ú£ovýh kompetenií nie jehodnotená a toto hodnotenie nie je prístupné, ºia£i si neuvedomujú ih d�leºitos´,zamestnávatelia nemajú moºnos´ získa´ relevantné informáie o ih poteniálnyhzamestnanoh. Je potrebné expliitne ²pei�kova´ d�leºitos´ k©ú£ovýh kompeteniív rámi kurikula a túto pozornos´ venova´ i proesu hodnotenia ih úrovne � tosa v praxi ukazuje ako d�leºitý faktor pre rozvoj k©ú£ovýh kompetenií v rámiedukáie.Literatúra[1℄ Arendá²ová A. - Krehlíková A. 2006, K©ú£ové kompetenie absolventa tehnikejvysokej ²koly, Shola 2006: Kvalita výhovy a vzdelávania, Slovenská tehnikáuniverzita, Bratislava.[2℄ Clayton, B. - Blom, K. - Meyers, D. - Bateman, A. 2003, Assessing and ertifyinggeneri skills.What is happening in VET?, NCVER, Adelaide.[3℄ Curtis, D. - Denton, R. 2003, The authenti performane-based assessment ofproblem-solving, NCVER, Adelaide.[4℄ Fórum pedagogiky 2006: Transformáia vzdelávania smerom k potrebám eu-rópskeho trhu práe, Metodiko-pedagogiké entrum, Bratislava.[5℄ Hrmo, R.- Turek, I. 2003, K©ú£ové kompetenie, Slovenská tehniká univerzita,Bratislava.[6℄ NCVER (National Centre for Voational Eduation Researh) 2003a, De�ninggeneri skills: At a glane, NCVER, Adelaide.[7℄ NCVER (National Centre for Voational Eduation Researh) 2003b, Fosteringgeneri skills in VET programs and workplaes: At a glane, NCVER, Adelaide.[8℄ Slaví£ková, M. 2006, R�znorodé metódy vyu£ovania tematikého elku Záporné£ísla, In: Matematika v ²kole dnes a zajtra, Ruºomberok, s. 248�252.[9℄ Vankú², P. 2005, E�ay of teahing mathematis with method of didatialgames in a�didati situation, In: Quaderni di Riera in Didattia, No. 15,G.R.I.M, University of Palermo, s. 90�105.Adresa autora:PaedDr. Peter Vankú²KAGDM FMFI UKMlynská dolina842 48 Bratislavae-mail: peter.vankus�gmail.om



Internet a difereniálny po£etBeáta Vavrin£íkováAbstrat. In this artile we deal with the possibilities how to use the internet when teahingdi�erential alulus at grammar shools.ÚvodV novom tisíro£í sme sa oitli vo svete plnom novýh tehnológií, po£íta£ov, In-ternetu, mobilov... V sú£asnosti sú beºnými uºívate©mi po£íta£ov aj naprostí laii,deti, predava£ky, zdravotné sestry, praovníi v bankáh, podnikatelia at¤. Po£íta£esa stali ozajstnými pomoníkmi nielen na vä£²ine praovísk, v dománostiah, ale ajvo vyu£ovaní.Po£íta£e a Internet moºno efektívne uplatni´ vo v²etkýh fázah vyu£ovaiehoproesu, pri motiváii, pri opakovaní, pri osvojovaní nového u£iva, pri upev¬ovanía prehlbovaní, pri preverovaní aj hodnotení ºiakov, pri ih domáej príprave, ako ajpri spätnej väzbe.V tomto £lánku uvádzame svoje skúsenosti s vyuºitím Internetu pri vyu£ovaníjedného konkrétneho tematikého elku v gymnaziálnej matematike � difereniálnehopo£tu. Uvedené aktivity boli zrealizované v mari a apríli 2006 v septime B (triedas roz²íreným vyu£ovaním matematiky) Gymnázia na Alejovej ulii £.1 v Ko²iiah.Vyuºitie Internetu pri vyu£ovaní difereniálneho po£tuDifereniálny a integrálny po£et (£asto aj in�nitezimálny po£et) je jedna z entrál-nyh disiplín matematiky, ktorá v sú£asnosti tvorí základ matematikej analýzy.Difereniálny po£et ²tuduje rýhlos´ zmeny, ktorá je zvy£ajne vyjadrená smernioukrivky. Je zaloºený na probléme h©adanie okamºitej rýhlosti zmeny jednej veli£inyvzh©adom na inú.Vývoj a pouºitie difereniálneho a integrálneho po£tu malo a má ¤alekosiahled�sledky na skoro v²etky aspekty moderného bytia. Je prítomný takmer vo v²etkýhvedáh, hlavne vo fyzike. Praktiky v²etky moderné výdobytky, ako stavebné teh-niky, letetvo a iné tehnológie pouºívajú in�nitezimálny po£et priamo vo svojihzákladoh.Po£as stredo²kolského ²túdia sa ºiai gymnázia oboznamujú so základmi in�nitez-imálneho po£tu, pri£om skúsenosti hovoria o tom, ºe ide o naj´aº²iu £as´ stre-do²kolskej matematiky. Aj preto povaºujeme za d�leºité h©ada´ moºnosti, ako tútotému ºiakom lep²ie priblíºi´. Z tohto d�vodu sme sa rozhodli zisti´, £ím nám v tomtosmere m�ºe pom�´ Internet.Základným pomoníkom pre vyuºitie po£íta£ov pri ²túdiu matematikej analýzyje pre nás dobrý kresli£ funkií. Programy, ktoré kreslia grafy funkií, nie je naInternete ´aºké nájs´. Dajú sa ve©mi výhodne vyuºi´ na hodináh pri preberaní u£ivao funkiáh, poslúºia ²ikovne na demon²tráiu gra�kého rie²enia rovní a nerovnír�zneho typu, vedia vykresli´ nielen graf funkie, ale aj geometrikého útvaru danéhoanalytikým vyjadrením, dá sa pomoou nih vykresli´ aj deriváia danej funkie,vies´ doty£nia daným bodom, vykresli´ aj vy£ísli´ ur£itý integrál. Umoº¬ujú zvä£²o-va´ a zmen²ova´, nakresli´ v krátkom £ase do jedného obrázku elú sériu grafov funkií



Internet a diferenciálny počet 323lí²iaih sa len hodnotou nejakého parametra. Tým ºiak m�ºe sám, vlastnou rukouzíska´ predstavu o význame daného parametra pre tvar, alebo polohu grafu funkie.Jeho predstava o grafoh funkií a teda i o pojme funkia sa stane bohat²ou a v prí-pade, ºe k poznatku do²iel vlastnou manipuláiou s po£íta£om tak aj trvalej²ou. Námsa ve©mi osved£il program Graphmatia pre jeho jednoduhé ovládanie. Ke¤ºe jevo©ne stiahnute©ný z Internetu, ºiai si ho m�ºu nain²talova´ aj doma a vyuºíva´v príprave na vyu£ovanie.�alej sme vyuºili aj nieko©ko apletov k danej téme. Aplety sú interaktívnejavovské programy, animáia je dosiahnutá naj£astej²ie moºnos´ou pohybu nejakéhobodu, resp. vä£²ieho útvaru. Na vä£²ine stránok sa nahádza sprievodný text, mate-matiký teoretiký základ, vzore, odvodenia, návodné úlohy, otázky a pod. Okremtoho sme pouºili aj testy a nieko©ko zaujímavýh stránok.Na nasledujúih stranáh popisujeme ²es´ aktivít, realizovanýh v rámi tohtotematikého elku s vyuºitím Internetu. Pritom na vyu£ovaíh hodináh bolo moºnépod©a potreby bu¤ ís´ so ºiakmi do u£ebne informatiky alebo praova´ v triedes nootebookom a dataprojektorom.1. Úvod do ²túdia difereniálneho po£tuMetódy: frontálny výkladPopis: Na úvod nového tematikého elku sme si pripravili historiké poznámkypod©a £lánku �Difereniálny a integrálny po£et� [1℄. Ke¤ºe najvä£²iu zásluhu narozvoji tejto £asti matematiky mali Isaa Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz, pri-pravili sme si aj ih portréty ([2℄ a [3℄) s poznámkami o ih ºivote a diele.Nasledovala geometriká interpretáia deriváie funkie v bode ako smerniedoty£nie ku grafu funkie v danom bode. Na podporu tejto geometrikej pred-stavy sme pouºili aplet so surfujúim paná£ikom [4℄. Tento aplet je nádherný svojimd�vtipom, predstavuje deriváiu ako surfovanie po vlnáh. Mód s paná£ikom sa dávypnú´, tak isto aj vykres©ovanie deriváie. Na za£iatku je vhodné so ºiakmi ozrejmi´,pre£o má dolná odvesna ve©kos´ 1, kde sa vykres©uje hodnota deriváie v bode a pre£om�ºeme hápa´ deriváiu ako novú funkiu.



324 BEÁTA VAVRINČÍKOVÁ2. Deriváie elementárnyh funkiíMetódy: samostatná práa ºiakov na PCPopis: Po oboznámení sa s pravidlami pre derivovanie sú£tu, sú£inu a podielu funkií,vz´ahmi pre derivovanie elementárnyh funkií a zloºenýh funkií nasleduje �drilo-vanie� � ºiai potrebujú získa´ zru£nos´ v derivovaní funkií. Chýba tu v²ak spätnáväzba � pri rie²ení napr. rovnie m�ºeme urobi´ skú²ku správnosti dosadením. Akov²ak overi´, ºe sme funkiu správne zderivovali? Tu m�ºe ve©mi dobre poslúºi´ kres-li£ funkií, ktorý dokáºe zostroji´ aj deriváiu funkie. Na hodináh matematiky sanám ve©mi osved£il program Graphmatia [5℄, ºiai práu v tomto prostredí ovládajúz niº²íh ro£níkov.Úlohou ºiakov pri tejto aktivite bolo najprv do zo²ita vypo£íta´ deriváie nie-ko©kýh funkií, napr.: y = cos2 (3x), y = 2x + 3x, y = ln (cos x)Potom si svoje rie²enia skontrolovali v Graphmatie nasledovným postupom:1. spusti´ program Graphmatia2. do príkazového riadku zapísa´ rovniu funkie, po stla£ení klávesy Enter sa zo-brazí graf príslu²nej funkie (v prípade problémov so správnymi zápismi moºnovyvola´ pomoníka príkazmi Help → Operator table alebo klávesou F1; v prí-pade potreby m�ºeme graf upravova´ pomoou príkazov View → Graph paper,View → Colour, View → Grid range)3. zostroji´ graf deriváie funkie kliknutím na ikonku d
dx

� graf sa objaví v tomistom obrázku4. po kliknutí na graf deriváie funkie sa v príkazovom riadku objaví rovniaderiváie, ktorú porovnáme s tou v zo²ite5. opakovaním 3. a 4. kroku m�ºeme nájs´ aj vy²²ie deriváie danej funkie (ºiaipraovali s funkiou y = x4 − 2x3 + 5x− 1)Aktivita prebehla ve©mi dobre, ukázalo sa, ºe iba dvaja ºiai robili hyby priderivovaní.



Internet a diferenciálny počet 325Vety o strednej hodnoteMetódy: problémová metóda � samostatná práa ºiakov na PC; frontálny výkladPopis: Vyu£ovaia hodina prebehla v nasledovnýh fázah:�iai praujúi samostatne v programe Graphmatia [5℄ dostali nasledovnézadanie:Zostrojte graf ©ubovo©nej nemonotónnej funkie. Zostrojte jej deriváiu. Zistite, £iviete nájs´ taký interval 〈a, b〉, na ktorom platí:f je spojitá na 〈a, b〉f má deriváiu na (a, b)

f (a) = f (b)Ak ste na²li taký interval, pokra£ujte. Ak nie, zvo©te novú funkiu Λ. Teraz zistite,£i ∃c ∈ (a, b) také, ºe f / (c) = 0. Do zo²ita si zapí²te va²u funkiu, hodnoty a, b, a na£rtnite si jej graf aj s hodnotami a, b, .Táto úloha bola pre ºiakov problémová, museli samostatne analyzova´ zadaný texta nájs´ funkiu danýh vlastností. Ke¤ºe sa s vetou o strednej hodnote e²te nestretli,nevedeli dopredu, k akému záveru majú d�js´.Nasledovala diskusia � okrem troh ºiakov, ktorí úlohu nepohopili, v²eti ostatnína²li funkiu sp¨¬ajúu dané podmienky. Okrem beºnýh elementárnyh funkií, napr.
y = x2, y = sin x, sa objavili aj zloºitej²ie funkie, napr. y = sin x2.x,
y = 2x2+3x+2

x2+4
. Nieko©ko grafov bolo na£rtnutýh na tabu©u aj s vyzna£enými hodno-tami a, b, . Spolo£ne sme sformulovali hypotézu, ºe daná veta platí vºdy.V ¤al²ej £asti bola táto Rollova veta presne sformulovaná a nadiktovaná, za ¬ounasledovala Lagrangeova veta spolu s nieko©kými príkladmi. Na podporu súvisumedzi Rollovou a Lagrangeovou vetou bol pouºitý aplet [6℄, kde pekne vidnogeometrikú interpretáiu oboh viet - súvislos´ s doty£niami ku grafom funkií.

Na záver bola ako zaujímavos´ ºiakom prednesená Balada o vete Rollovej [7℄.Takéto spestrenie vyu£ovaej hodiny ºiai uvítali, dokona sa vyskytla otázka, £im�ºu aj pri ústnej odpovedi poveda´ znenie vety vo ver²oh...



326 BEÁTA VAVRINČÍKOVÁ4. Monotónnos´ a deriváiaMetódy: problémová metóda - samostatná práa ºiakov na PC; frontálny výkladPopis: Po zvládnutí tehniky derivovania nastáva £as na oboznámenie sa s moº-nos´ami vyuºitia deriváií v matematike. Prvou takouto aplikáiou je ur£ovanie inter-valov monotónnosti funkie za pomoi prvej deriváie. Pritom by bola ²koda nevyuºi´moºnosti, ktoré poskytuje kresli£ funkií práve v tom, ºe dokáºe v jednom obrázkuvykresli´ graf funkie aj jej deriváie.�iai praujúi samostatne na PC dostali nasledovné zadanie:Skupina A � Po jednom si postupne zostrojte v Graphmatie grafy nasledujúihfunkií aj s ih deriváiami: y = x3, y = x4 − 2x2 + 1, y = sin x. Pri kaºdej funkiirozhodnite, £i platia nasledovné hypotézy:Ak f / (x) > 0 pre v²etky x z nejakého intervalu, tak f rastie na tomto intervale.Ak f rastie na intervale I, tak pre v²etky x ∈ I plat f / (x) > 0.Skupina B � Po jednom si postupne zostrojte v Graphmatie grafy nasledujúihfunkií aj s ih deriváiami: y = x5, y = −2x3 +3x2−1, y = cos x. Pri kaºdej funkiirozhodnite, £i platia nasledovné hypotézy:Ak f / (x) < 0 pre v²etky x z nejakého intervalu, tak f klesá na tomto intervale.Ak f klesá na intervale I, tak pre v²etky x ∈ I plat f / (x) < 0.Nasledovala diskusia o získanýh výsledkoh a formuláia príslu²nýh viet. Napodporu predstavy o vz´ahu deriváie a monotónnosti sme pouºili aplet [8℄, kde moºnopozorova´ zmenu znamienka deriváie v súvislosti s monotónnos´ou funkie.5. Lokálne extrémy a deriváiaMetódy: problémová metóda � skupinová ºiakov na PC; frontálny výkladPopis: �al²ou oblas´ou vyuºitia deriváií v matematike je h©adanie lokálnyh extré-mov funkií. Pri tejto aktivite sme sa snaºili o to, aby ºiai sami na²li poºadovanésúvislosti. Praovali v malýh skupinkáh (2 - 3 ºiai pri po£íta£i) s apletmi [9℄ a [10℄,v ktorýh sú pod sebou vykreslené graf funkie, jej prvá aj druhá deriváia, a to prepolynomiké a goniometriké funkie.Úlohou ºiakov bolo nájs´ súvislos´ medzi lokálnymi extrémami funkie a jej prvouaj druhou deriváiou. Objavené zákonitosti mali overi´ na ©ubovo©nej ¤al²ej funkiiv programe Graphmatia [5℄. Nájdenie súvisu medzi lokálnymi extrémami a prvouderiváiou nerobilo problémy. Ukázalo sa v²ak, ºe nájdenie súvislosti s druhou derivá-iou bolo ´aºké, podarilo sa to len 6 ºiakom. Takto vo©ne formulovaný problém bolpre ºiakov zrejme ´aºký, vhodnej²ie by bolo ponúknu´ ºiakom nejaké hypotézy, akosme to urobili pri vy²etrovaní monotónnosti.6. TestyMetódy: preverovanie vedomostí, samostatná práa ºiakov na PCPopis: Internet ako bohatý zdroj materiálov je moºné vyuºi´ aj vo fáze preverova-nia a hodnotenia vedomostí ºiakov. Pouºili sme stránky Maths Online, kde m�ºemenájs´ interaktívne testy z matematiky r�zneho typu a z r�znyh tematikýh elkov.Výhodou vyuºitia takýhto interaktívnyh testov je efektívnos´, okamºitá spätnáväzba a vyhodnotenie, moºnos´ práe vlastným tempom.Na vyu£ovaní mali ºiai rie²i´ dva testy:The big derivative puzzle [10℄ � tento test je ozna£ený ako puzzle, teda sklada£ka.Úlohou ºiakov bolo správne priradi´ graf deriváie funkie ku grafu p�vodnej funkie.
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Dobre tu mohli vyuºi´ vedomosti z predhádzajúih vyu£ovaíh hodín o súvisederiváie funkie s monotónnos´ou a lokálnymi extrémami.

�iai tejto triedy zvládli test výborne, úspe²nos´ bola 93,9% (rie²ilo 23 ºiakov).Pri opätovnom spustení testu po£íta£ vygeneruje iné funkie (z via neº 50 moºnýh),£o spolu so skuto£nos´ou, ºe ºiak prauje iba s grafmi funkií, umoº¬uje tento testpouºi´ aj na klasi�káiu. �al²ie podobné prira¤ovaie aplety moºno nájs´ na adresehttp://www.univie.a.at/future.media/moe/galerie/di�1/di�1.html#ableitung.Di�erentiating polynomials [11℄ � tento test je ozna£ený ako multiple hoie test,teda pri kaºdej úlohe si ºiai vyberajú jednu z ponúknutýh moºností. Cie©om jesprávne ur£i´ deriváiu na základe jej predpisu.Úspe²nos´ bola opä´ vysoká � 94,1%. Chyby vznikali pri derivovaní zloºenej funkie(najmä ak sa to snaºili urobi´ spamäti) a pri poslednýh dvoh úloháh, kde zamenili
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pojem graf deriváie funkie s grafom p�vodnej funkie. Ke¤ºe v tomto teste musíºiak porozumie´ zadaniu v udzom jazyku (angli£tine alebo nem£ine) a navy²e priopätovnom spustení obsahuje stále tie isté úlohy, nie je vhodný na klasi�káiu ºiakov.ZáverPouºívanie novýh informa£no-komunika£nýh tehnológií patrí ku kultúrnymzru£nostiam blízkej budúnosti a preto sa ani ²kola nem�ºe od nih izolova´. Jed-ným z ie©ov matematikého vzdelávania musí by´ aj vytváranie a rozvoj shopnostírie²i´ praktiké problémy reálneho ºivota pomoou novýh po£íta£ovýh tehnológií.Tento £lánok je malým príspevkom k vytvoreniu potrebného prepojenia mate-matikého vzdelávania na nové informa£né tehnológie. V texte zámerne neuvádzamepresné matematiké formuláie jednotlivýh de�níií a viet, pretoºe tie je moºnénájs´ v literatúre, napr. [15℄. Na²im zámerom bolo na príklade jedného temati-kého elku ukáza´ moºnosti vyuºitia Internetu pri vyu£ovaní matematiky na gym-náziu. Navrhnuté a zrealizované aktivity pritom pokrývali oblas´ motiváie ºiakov,sprístup¬ovania nového u£iva, previ£ovania, problémové metódy ako aj oblas´ pre-verovania a hodnotenia ºiakov. Pozitívne reakie ºiakov, ih aktívna práa na ho-dináh a dobré výsledky nás presvied£ajú o tom, ºe sme sa vydali správnou estou.Literatúra[1℄ http://sk.wikipedia.org/wiki/Difereni%C3%A1lny_a_integr%C3%A1lny_-po%C4%8Det[2℄ http://sk.wikipedia.org/wiki/Obr%C3%A1zok:Newton.jpg[3℄ http://sk.wikipedia.org/wiki/Obr%C3%A1zok:Leibniz.jpg[4℄ http://www.ies.o.jp/math/java/al/doukan/doukan.html[5℄ http://www8.pair.om/ksoft/[6℄ http://www.ies.o.jp/math/java/al/rolhei/rolhei.html[7℄ http://www.infovek.sk/predmety/matem/hlav/rolleveta.html



Internet a diferenciálny počet 329[8℄ http://www.univie.a.at/future.media/moe/galerie/di�1/di�1.html#ableitung.[9℄ http://www.ies.o.jp/math/java/al/x_2nd/x_2nd.html[10℄ http://www.ies.o.jp/math/java/al/sin_2nd/sin_2nd.html[11℄ http://www.univie.a.at/future.media/moe/tests/di�1/ablerkennen.html[12℄ http://www.univie.a.at/future.media/moe/tests/di�1/poldi�.html[13℄ Kore¬ová, Lilla: Informa£né a komunika£né tehnológie vo vyu£ovaní matem-atiky, Metodiké entrum mesta Bratislavy, 2000; ISBN 80-7164-271-1[14℄ Luká£, Stanislav: Multimédiá a po£íta£om podporované u£enie sa v matematike,Prírodovedeká fakulta UPJ� Ko²ie, 2001; ISBN 80-7097-423-0[15℄ Rie£an, Beloslav � Neubrunn, Tibor: Základy difereniálneho po£tu pre 3. ro£níkgymnázia s triedami zameranými na matematiku, Slovenské pedagogiké nakla-date©stvo Bratislava, 1992; ISBN 80-08-01675-2Adresa autora:RNDr. Beáta Vavrin£íkováGymnázium Alejová 1041 49 Ko²iee-mail:bea.vav�post.sk



Výuka kombinatoriky na st°ední ²koleZuzana Voglová
Abstrat. This paper onentrates on the teahing of the ombinatoris at seondaryshool. The main part is about questionnaire, whih was sent to teahers of many seondaryshools around Czeh republi. This artile inludes some opinions of teahers about ombi-natoris, its advantages and di�ulty.ÚvodKombinatorika na st°ední ²kole znamená pro v¥t²í £ást ºák· a mnohdy i u£itel· nep°í-jemné téma, které se od ostatníh tématikýh elk· st°edo²kolské matematiky li²íhned v n¥kolika ohledeh. Je to bezpohyby sloºit¥j²í £ást st°edo²kolské matematiky,která vyºaduje jiný zp·sob uvaºování a p°iná²í s sebou mnohá úskalí.Jedním ze základníh problém· je, ºe student·m nem·ºeme dát p°esný a uni-verzální návod, jak úlohy °e²it. N¥kterým ºák·m sie vyhovuje, ºe se nemusí u£itnazpam¥´ ºádné vzore£ky a postupy, ostatní ºái si v²ak se samostatným °e²enímúloh, které vyºaduje p°edev²ím jejih logiké uvaºování, neví rady. Nevýhodou kom-binatoriky je ur£it¥ i to, ºe u velké £ásti p°íklad· není moºná zkou²ka. Student je£asto odkázán jen na sv·j vlastní odhad a dobrý úsudek.�ái se s úlohami, které vyºadují tzv. kombinatoriké my²lení, setkávají uº nazákladní ²kole . Zadané úlohy °e²í £asto vypisováním v²eh moºností. Proto je dobréi na st°ední ²kole za£ít t¥mi p°íklady, kdy je moºné vypsat v²ehny moºnosti. Pron¥které ºáky je tento postup vhodnou zkou²kou jejih °e²ení, pro jiné je samotným°e²ením, p°i n¥mº si vi£í kombinatoriký zp·sob uvaºování. Zjistí, ºe se jim p°i vý£tuv²eh moºností vyplatí postupovat systematiky, uv¥domí si spoustu zákonitostí amoºná i objeví vztahy, které by jim u£itelé jinak p°edloºili jako daný fakt. Naví sejim tento zp·sob pozd¥ji bude hodit i u sloºit¥j²íh p°íklad·, p°i jejihº °e²ení je £astonejefektivn¥j²í £áste£né vypsání n¥kterýh moºností.Je také dobré u student· trénovat správný odhad. I to jim m·ºe slouºit pro £áste£-nou kontrolu výsledku.Vzhledem k nemoºnosti zkou²ky u kombinatoriky víe neº kdejinde platí, ºe vi£ení d¥lá mistra.Kombinatorika má v²ak také spoustu kladnýh stránek, na které byhom m¥li stu-denty upozornit. Výhodou této £ásti matematiky je, ºe pro studium kombinatorikyna st°ední ²kole není t°eba tém¥° ºádnýh p°edhozíh znalostí. �ák·m posta£í zák-ladní algebraiké znalosti, dobré logiké my²lení a £asto také zdravý selský rozum.Motivujíí pro studenty m·ºe být také to, ºe se v kombinatorie setkávají s p°íklady,které jsou £asto zábavné a praktiké a je v nih vid¥t konkrétní spojení s reálnýmºivotem.DotazníkZajímalo m¥, jaký názor mají na kombinatoriku st°edo²kol²tí u£itelé, které £ásti kom-binatoriky u£í a jaké metody pouºívají, £i zda kombinatorika d¥lá student·m v¥t²íproblémy neº jiné £ásti matematiky. Proto jsem vytvo°ila dotazník, který jsem vdubnu 2006 rozeslala na st°ední ²koly (gymnázia i st°ední odborné ²koly) po elé



Výuka kombinatoriky na střední škole 331�eské republie. Dotazník vyplnilo a zpátky zaslalo 133 u£itel·, z toho 87 z gym-názií a 46 ze st°edníh odbornýh ²kol. Dotazník obsahoval následujííh 13 otázek,ke kaºdé otáze bylo na výb¥r 2 aº 9 odpov¥dí.1. Jaký máte postoj ke kombinatorie?2. Jaký mají podle va²ih zku²eností ºái zájem o kombinatoriku?3. Kolik vyu£ovaíh hodin v¥nujete výue kombinatoriky?4. Pro²li jste na vysoké ²kole kurzem kombinatoriky (diskrétní matematiky)?5. Máte poit, ºe v kombinatorie vynikají jiní ºái neº obvykle?6. Za²krtn¥te, které kapitoly v rámi kombinatoriky probíráte.7. Pouºíváte p°i výue matematiky po£íta£e ?8. Pouºíváte po£íta£ p°i p°íprav¥ na výuku?9. Jaké materiály pouºíváte p°i p°íprav¥ na výuku?10. Uvítali byste multimediální sbírku p°íklad· z kombinatoriky?11. Pohlaví12. V¥k13. Na jakém typu st°ední ²koly u£íte?U£itelé mohli zodpov¥d¥t libovolné otázky, mohli zvolit i n¥kolik odpov¥dí najednu otázku sou£asn¥. Toho £asto vyuºívali, pokud se nemohli rozhodnout mezidv¥ma moºnostmi. Velká £ást u£itel· do dotazníku dopisovala r·zné poznámky apost°ehy k výue kombinatoriky, které získali b¥hem své u£itelské praxe. Spoustau£itel· také vyjád°ila zájem o výsledky tohoto dotazníku.Vyhodnoení dotazníkuSpí² neº proentuální vyhodnoení jednotlivýh odpov¥dí bylo zajímavé sledovatkaºdý dotazník zvlá²´ a souvislosti mezi jednotlivými odpov¥¤mi. Projevily se zden¥které o£ekávané i mén¥ p°edpokládané skute£nosti.U£itelé v¥nují kombinatorie 9 - 50(!) vyu£ovaíh hodin. Na gymnáziíh je tov pr·m¥ru 21 hodin, na st°edníh odbornýh ²koláh jen 15 hodin. Na n¥kterýh²koláh, kde je matematie v¥nována v¥t²í pozornost, bývá kombinatorika naví za-°azována i do matematikýh seminá°·. Zárove¬ v²ak u£itelé p°iznávají, ºe vzhledemk tomu, ºe je kombinatorika za°azena aº na kone ²kolního roku, ne vºdy (díky jiným²kolním aktivitám souvisejíím práv¥ s konem roku) je moºné dodrºet daný po£ethodit a probrat beze zbytku v²ehnu naplánovanou látku.59% u£itel· odpov¥d¥lo, ºe u£í kombinatoriku rádi. Zbylýh 41% p°iznává, ºekombinatorika není jejih oblíbené téma, pop°ípad¥ ji u£í vyloºen¥ neradi. Tentovýsledek není nijak zvlá²´ p°ekvapujíí, nebo´ v kaºdé £ásti matematiky se najdouu£itelé, kte°í dané téma nemají rádi. Zajímav¥j²í je sledovat d·vody neoblíbenosti adal²í souvislosti. Polovina u£itel·, kte°í v dotazníku odpov¥d¥li, ºe kombinatoriku u£íneradi, jsou u£itelé, kte°í na vysoké ²kole nepro²li kurzem kombinatoriky £i diskrétnímatematiky. Je p°irozené, ºe pokud u£itel nemá v dané problematie dostate£nýnadhled a nebyl na ni na vysoké ²kole dostate£n¥ p°ipraven, není pro n¥j p°íjemnétoto téma u£it.62% v²eh u£itel·, kte°í nepro²li kurzem kombinatoriky, jsou u£itelé z nejstar²ív¥kové kategorie (nad 46 let), pouze 7% jsou u£itelé mlad²í 35 let. Z toho se dáusuzovat, ºe kombinatorika a diskrétní matematika nebyla v 60. a 70. leteh do výukyna vysokýh ²koláh v·be za°azována .O£ekávaná byla také vazba mezi u£iteli a ºáky, je v²ak t¥º²í ur£it její sm¥r. Zdotazníku vyplynulo, ºe pokud u£itelé neu£í kombinatoriku rádi, ani ºái potom ne-mají o toto téma v¥t²í zájem. U£itel by m¥l ºáky motivovat mnoha zp·soby a jedním



332 ZUZANA VOGLOVÁz d·leºitýh zp·sob· motivae je ur£it¥ i to, ºe u£itel projevuje o dané téma zájem au£í je rád. Na druhé stran¥ také u£itelé pot°ebují vid¥t zp¥tnou vazbu od ºák·.Samotná látka mne elkem baví, ale protoºe vím, ºe pro studenty je náro£ná,net¥²ím se na ni.Kaºdý rok doufám, ºe zaujmu víe student·. Komu to jde, tak ho to samoz°ejm¥baví.Zajímavé bylo také hodnoení student·. Asi 42% u£itel· sie tvrdí, ºe prospívajístejní ºái jako obvykle, nimén¥ 46% u£itel· odpov¥d¥lo, ºe v kombinatorie dob°eprospívají i jinak nep°íli² úsp¥²ní studenti. Naopak 32% dotazovanýh °íká, ºe kom-binatorika je pro n¥které dobré studenty náro£n¥j²í neº ostatní u£ivo. D·vody jsouz°ejmé, kombinatorika vyºaduje jiný zp·sob uvaºování neº °e²ení úloh z jinýh oblastímatematiky. �ái, kte°í doposud prospívali hlavn¥ díky nau£eným postup·m, mají vkombinatorie problémy. Zde totiº není moºné student·m p°edloºit univerzální návod,s jehoº pomoí by mohli °e²it v²ehny úlohy. Naopak líní studenti, kterým bylo d°ívezat¥ºko nau£it se n¥o nazpam¥´, mají ²ani, pokud mají dobré logiké my²lení a jistýkombinatoriký talent. K °e²ení velké °ady kombinatorikýh úloh totiº nepot°ebujíznát praktiky ni krom¥ základníh algebraikýh operaí.Úsp¥h nekoreluje zela se známkou z jinýh partií. Tak je to ale i nap°. u stere-ometrie.Záleºí zejména na p°ístupu jednotlivýh student· a jejih "kombinatorikýh" vlo-háh -n¥kte°í slabí studenti se v kombinatorie náhle výrazn¥ zlep²í, naopak n¥kterýmjinak zdatným d¥lá kombinatorika (zejm. slovní úlohy) ne£ekané potíºe.�ekla byh, ºe úsp¥²nost p°i °e²ení kombinatorikýh úloh a tím také jejihoblíbenost je velmi rozdílná, úsp¥²ní bývají n¥kdy práv¥ ºái, kte°í mají s jinýmitématy problémy, ale vykazují ur£itou "kombinatorikou" p°edstavivost. Úsp¥²n¥j²íbývají hlapi neº d¥v£ata.Studenti (ti, kte°í nep°emý²lejí) mi vy£ítají, ºe je nedokáºu kombinatoriku nau£it."�ekn¥te nám návod, jak se to po£ítá...".V otáze £íslo 6 m¥li u£itelé za²krtnout, které kapitoly v rámi kombinatorikyprobírají. Na v²eh st°edníh ²koláh jsou dle o£ekávání probírána kombina£ní £ísla,faktoriály a práe s nimi, v²ihni se také zabývají variaemi, kombinaemi a per-mutaemi bez opakování, tém¥° v²ihni projdou také binomikou v¥tu a variaes opakováním. Permutae s opakováním probírá pouze 79% u£itel·, kombinae sopakováním uº jen 68%. Prinip inkluze a exkluze je vyu£ován jen v 16% p°ípad·a Dirihlet·v prinip jen ve 14%. To je ²koda, protoºe se jedná o pravidla velmijednoduhá (s nejjednodu²²í verzí prinipu inkuze a exkluze se setkáváme uº v prvnít°íd¥ základní ²koly), pouºitelná a uºite£ná v kaºdodenním ºivot¥ a p°i °e²ení elé°ady zajímavýh a zábavnýh úloh. Ur£it¥ by stálo za to, v¥novat jim alespo¬ trohupozornosti. Je zaráºejíí, ºe ne v²ihni u£itelé uvedli, ºe probírají pravidlo sou£tua sou£inu. P°itom jsou to nejd·leºit¥j²í a nejuºite£n¥j²í pravidla pouºívaná v kom-binatorie. Na základ¥ jejih znalosti lze vy°e²it velkou £ást v²eh st°edo²kolskýhp°íklad·. Dokone pomoí nih lze vysv¥tlit p°íklady, jejihº °e²ení by jinak vedlo nauºití vztah· pro variae a permutae bez i s opakováním. Pouºívání t¥hto pravidelvede studenty k p°emý²lení a ne jen k bezduhému odhadování, zda se v daném p°í-pad¥ jedná o variae £i kombinae. Lze p°edpokládat, ºe mezi 11% u£itel·, kte°í vdotazníku neza²krtli pravidlo sou£tu a sou£inu, je v¥t²ina t¥h, kte°í je povaºují zanaprosto samoz°ejmá a uvád¥jí je pouze bez jejih názv· jako sou£ást "kombinatorik-ého my²lení". Doufejme, ºe mezi nimi není ºádný u£itel, který by ht¥l kombinatorikéúlohy °e²it bez jejih znalosti a uºití, pouze s pomoí vztah· pro jednotlivé skupinyprvk·.



Výuka kombinatoriky na střední škole 333Pro elou t°ídu beru nenáro£ný základ, aby je to bavilo a to se mi da°í. Permutae akombinae s opakováním prozradím jen maturant·m. Snaºím se o p°emý²lení, vzorejen kde jsou nezbytn¥ nutné.Nej£ast¥ji pouºívají u£itelé p°i p°íprav¥ na výuku u£ebnie a vlastní poznámky. Zu£ebni jsou to nej£ast¥ji: Matematika pro gymnázia - Kombinatorika, pravd¥podob-nost, statistika autor· Caldy a Dupa£e, Matematika pro SO� a studijní obory SOU, 4.£ást (Petránek a kol.), Matematika (Petáková). Hojn¥ také u£itelé vyuºívají p°íkladyz Matematiké olympiády, Klokana, materiály z r·znýh seminá°· a konferení, p°ík-lady z p°ijímaíh zkou²ek na vysoké ²koly, vysoko²kolská skripta a úlohy rekrea£nímatematiky. Nimén¥ 96% v²eh u£itel· by uvítalo multimediální sbírku p°íklad· zkombinatoriky, dv¥ t°etiny z nih by ji rádi za°adili i do výuky.Úlohy lze najít v nejr·zn¥j²íh u£ebniíh, ale nejlépe je najít vlastní úlohy z kaº-dodenní praxe - prost¥ hodit n¥jaký £as po sv¥t¥ s my²lenkami na kombinatoriku!T¥²ím se na novou sbírku, £i jinou obsahov¥ zajímavou pom·ku pro výuku kom-binatoriky.Cokoliv, o mi pom·ºe vylep²it výuku kombinatoriky, uvítám. Multimediální výukanaráºí na problém elé t°ídy ve výue a po£íta£ové u£ebny pro polovinu t°ídy.Poslední reakí jsme se dostali k dal²í d·leºité otáze a tou je vyuºití po£íta£·ve výue matematiky. Drtivá v¥t²ina u£itel· nevyuºívá po£íta£ ve výue nikdy. Po£í-ta£ sie p°i výue matematiky nem·ºe nahradit tabuli a k°ídu, ale p°ee jen exis-tují £ásti matematiky, kde se vyuºití po£íta£· p°ímo nabízí. Také v kombinatorieby bylo moºné po£íta£e vyuºít a to zejména díky r·zným applet·m a program·m,které ukazují vztahy mezi kombina£ními £ísly a po£ty kombinaí, variaí £i permu-taí po zadávání r·znýh "vstupníh údaj·". Naví v na²í po£íta£ové dob¥ má multi-mediální u£ebnie v¥t²í ²ani zaujmout studenty neº u£ebnie klasiká. Uºití po£íta£·p°ímo ve výue v²ak £asto není ²kolou umoºn¥no, po£íta£ové u£ebny jsou malé a bý-vají vyuºívány p°edev²ím k výue výpo£etní tehniky. Dal²ím problémem m·ºe býtnep°ipravenost u£itel· na tento zp·sob výuky.Na dotazník odpov¥d¥lo 86 ºen a 47 muº·. Nejvíe odpov¥dí zaslali u£itelé znejstar²í v¥kové skupiny, nejmén¥ potom u£itelé nejmlad²í.Záv¥rZ dotazníku vyplynulo, ºe kombinatorika sie nepat°í mezi nejoblíben¥j²í témata ºák·a £asto ani u£itel·, je v²ak zajímavou £ástí matematiky a £asto baví i studenty, kte°íp°edtím o matematiku neprojevovali v¥t²í zájem. Je také ale náro£nou kapitolou,které by m¥la být na st°ední ²kole v¥nována dostate£ná pozornost. U£itelé by m¥liºáky vhodn¥ motivovat a svým pozitivním p°ístupem a nad²ením pomoi ºák·m tutoobtíºnou £ást matematiky úsp¥²n¥ zvládnout.Literatura[1℄ CALDA, E. � DUPA�, V.: Kombinatorika, pravd¥podobnost, statistika.Prometheus, Praha 1993.Adresa autora:Mgr. Zuzana VoglováP°írodov¥deká fakulta, Masarykova univerzitaJaná£kovo nám¥stí 2a, 602 00 Brnoe-mail: zuzana.voglova�foxis.z



N¥které vlastnosti aditivní funkeTomá² Zdráhal
Abstrat. The paper deals with some properties of additive funtions. Mathematiiansould neither prove that every additive funtion is ontinuous nor �nd a disontinuous ad-ditive funtion until 1905, when G. Hamel �rst sueeded in proving the existene of dis-ontinuous additive funtion (by means of the Axiom of Choie).These ones are also namedHamel funtoins and exhibit many pathologial properties as is shown in this artile.V £lánku se budeme podrobn¥ji v¥novat n¥kterým vlastnostem aditivní funke,jejíº de�nie zní následovn¥:De�nie 1. Funke f : R → R se nazývá aditivní, jestliºe vyhovuje Cauhyov¥funkionální rovnii

f(x + y) = f(x) + f(y) (5)pro v²ehna x, y ∈ R.Ukáºeme, ºe aditivní funke je bu¤ spojitá (a pak má známý tvar ax, jednoduhýgraf a dal²í p¥kné vlastnosti) nebo je totáln¥ nespojitá, tj. není spojitá ani v jednombod¥; v tomto p°ípad¥ neexistuje efektivní p°íklad takové funke, její graf je mnoºinahustá v RN+1 a má dal²í patologiké vlastnosti. Proto se v aplikaíh snaºíme takovýmfunkím vyhnout � z toho d·vodu se hledají o nejslab²í podmínky k tomu, abyaditivní funke byla spojitá. Existene nespojitýh aditivníh funkí byla prokázánaaº v roe 1905 n¥mekým matematikem G. Hamelem a neexistují (nebo je zaloºenona axiomu výb¥ru) jejih efektivní p°íklady.V¥ta 1. Neh´ f : R → R je aditivní funke spojitá v jednom bod¥. Pak je spojitána R.D·kaz:Neh´ f je spojitá v bod¥ b; pak pro libovolné reálné y platí:
lim
x→y

f(x) = lim
x→y

f((x− y + b) + (y − b)) = lim
x→y

(f(x− y + b) + f(y − b)) =

= lim
x−y+b→b

f(x− y + b) + f(y − b) = f(b) + f(y − b) = f(y).V¥ta 2. Neh´ f : R→ R je aditivní funke, která je shora (anebo zdola) ohrani£enána n¥jakém intervalu I ⊂ R. Pak je f na R spojitá.D·kaz:Poloºme g(x) = f(x)− xf(1). Z°ejm¥
g(x + y) = f(x + y)− (x + y)f(1) = g(x) + g(y),tj. funke g(x) je také aditivní. Naví z faktu, ºe f(x) je shora ohrani£ená na n¥jakémintervalu I = (a, b) kone£né délky, evidentn¥ plyne, ºe také funke g je na tomto inter-vale shora ohrani£ená. (Není-li interval I ohrani£ený, vezmeme místo n¥j ohrani£enýpodinterval.). Protoºe pro kaºdé raionální r platí

f(r) = rf(1),



Některé vlastnosti aditivní funkce 335tedy
g(r) = f(r)− rf(1) = 0.Proto

g(x + r) = g(x) + g(r) = g(x)pro kaºdé reálné x a raionální r. Zvolme nyní libovolné y ∈ R. Vzhledem k tomu, ºemnoºina Q je hustá v R, m·ºeme y psát ve tvaru
y = x + r,kde x ∈ I = (a, b), r ∈ Q. Pak máme

g(y) = g(x + r) = g(x) + g(r) = g(x) ≤M,kde M je n¥jaká reálná konstanta � viz dokázaná ohrani£enost funke g na I. Protoºe
y je libovolné reálné £íslo, ukázali jsme, ºe funke g je shora ohrani£ená na elém Rkonstantou M . Nyní ukáºeme, ºe z tohoto jiº vyplývá, ºe g(x) = 0 pro v²ehna x ∈ R(tj. f(x) = xf(1)). Odtud uº dostaneme, ºe f je na R opravdu spojitá. Plyne to zeznámého tvrzení:Tvrzení 1. Neh´ f : R→ R je spojitá aditivní funke. Pak má tvar

f(x) = ax, (6)
x ∈ R, a = f(1). Opa£n¥, kaºdá funke tvaru (5) je aditivní a spojitá.P°edpokládejme, ºe g není nulová funke. Pak existuje n¥jaké £íslo c ∈ R takové,ºe g(c) = A 6= 0. M·ºeme p°edpokládat, ºe A > 0. V opa£ném p°ípad¥ byhom totiºmísto bodu c vzali bod −c, nebo´ kaºdá aditivní funke je lihá. Tuto skute£nostihned uvidíme, dosadíme-li do rovnie

g(x + y) = g(x) + g(y) (7)nejprve za x i y nulu a potom poloºíme y = −x. Podobn¥, poloºíme-li y = x auºijeme-li matematikou induki, lehe ukáºeme, ºe pro kaºdé n ∈ N platí
g(nc) = ng(c) = nA.Protoºe funke g je shora ohrani£ená, m¥lo by platit, ºe nA ≤ M , oº ov²em prodostate£n¥ velké n neplatí. Nem·ºe tedy existovat takový bod c, v n¥mº by bylo

g(c) 6= 0. Je proto g(x) = 0 pro kaºdé x ∈ R.Za p°edpokladu, ºe funke f je zdola ohrani£ená, dojdeme z°ejm¥ ke stejnému výs-ledku.V¥ta 3. Neh´ f : R→ R je nespojitá aditivní funke. Pak její graf je mnoºina hustáv R2.D·kaz:P°edpokládejme, ºe v¥ta neplatí. Existuje tedy takový interval I a takový interval
J = (c, d), ºe

(I × J) ∩Gr(f) = ∅,kde Gr(f) = {(x, y) ∈ R2| x ∈ R, y = f(x)} je graf funke f . To znamená, ºe prov²ehna x ∈ I je
f(x) < c nebo f(x) > d.



336 TOMÁŠ ZDRÁHALZvolme δ > 0 tak, aby c + δ < d− δ a poloºme
F (x) = xf(1).Z°ejm¥ m·ºeme p°edpokládat, ºe
|F (I)| < δ.(|F (I)| je délka intervalu F (I).) V opa£ném p°ípad¥ totiº m·ºeme místo I vzít men²íinterval, pro který bude tato nerovnost jiº platit.Poloºme

g(x) = f(x)− xf(1).Ze shora uvedeného plyne, ºe pro kaºdé x ∈ I je
g(x) < c + δ nebo g(x) > d− δ.Spor dostaneme, ukáºeme-li, ºe to není pravda.Protoºe je dle p°edpokladu f je nespojitá, musí existovat bod x0 ∈ I takový, ºe

f(x0) 6= x0f(1), tj. g(x0) 6= 0.Zvolme taková raionální £ísla q a r, ºe
c + δ < qg(x0) < d− δ, qx0 + r ∈ I.Pak máme (f je aditivní funke)

g(qx0 + r) = f(qx0 + r)− (qx0 + r)f(1) =

= qf(x0) + rf(1)− qx0f(1)− rf(1) =

= q(f(x0)− x0f(1)) = qg(x0).Dostali jsme tedy, ºe v bod¥ qx0 + r ∈ I je g(qx0 + r) ∈ (c + δ, d − δ), oº jehledaný spor.V¥tu 3 m·ºeme z°ejm¥ formulovat také takto:V¥ta 4. Neh´ f je nespojitá aditivní funke. Pak pro kaºdý nedegenerovaný interval
I ⊂ R je mnoºina f−1(I) hustá v R.Uve¤me si nyní dal²í výsledky, které dostaneme vy²et°ováním graf· nespojitýhaditivníh funkí. Pomoí Hamelovy báze se dá zkonstruovat (nespojitá) aditivnífunke f : R→ R, která nabývá pouze raionálníh hodnot: f(R) ⊂ Q. Vezm¥me protuto funki libovolné r ∈ Q a libovolné x ∈ R takové, ºe f(x) 6= 0. (Musí existovat,nebo´ nulová (a aditivní) funke je spojitá.) Potom f(x) ∈ Q a tudíº q = r

f(x)
∈ Q.Víme, ºe platí f(qx) = qf(x) = r. Proto Q ⊂ f(R) a tedy f(R) = Q. Ukázali jsme,ºe existuje (nutn¥ nespojitá) aditivní funke f : R→ R taková, ºe mnoºina f(R) jespo£etná.Kaºdá aditivní funke f : R → R taková, ºe mnoºina f(R) je spo£etná, senazývá funke s malým grafem. Ukaºme, ºe její graf je mnoºina první kategorie a má(Lebesgueovu) míru nula. Její graf je totiº podmnoºina mnoºiny

{(x, y) ∈ R2 | x ∈ R, y ∈ f(R)} =

= ∪y∈f(R)(R× {y})a kaºdá mnoºina R× {y} je (v R2) míry nula a °ídká ( v topologii prostoru R2).Pokud je aditivní funke f : R→ R spojitá, nem·ºe být o£ividn¥ mnoºina f(R)spo£etná, proto se nem·ºe jednat o funki s malým grafem. Dokázali jsme tedy v¥tu:



Některé vlastnosti aditivní funkce 337V¥ta 5. Existují aditivní funke f : R→ R s malým grafem; v²ehny takové funkejsou nespojité a jejih graf je mnoºina míry nula a první kategorie (v R2).Uve¤me si, ºe v²ak existuje také aditivní funke s grafem diametráln¥ odli²ným.Aditivní funke f : R → R se nazývá funke s velkým grafem , jestliºe pro kaºdouBorelovu mnoºinu F ⊂ R2 takovou, ºe kardinální £íslo projeke této mnoºiny do Rmá mohutnost kontinua, platí
F ∩Gr(f) 6= ∅.(Gr(f) je graf funke f .)V¥ta 6. Existují aditivní funke f : R→ R s velkým grafem; v²ehny takové funkejsou nespojité a jejih graf je (lebesgueovsky) nem¥°itelná mnoºina, jejíº vnit°ní míra,jakoº i vnit°ní míra jejího dopl¬ku (v R2) je rovna nule.D·kaz této v¥ty je sloºit¥j²í a je proveden nap°. v Kuzmov¥ knize (viz literaturana koni £lánku). Poznamenejme, ºe tvrzení této v¥ty je²t¥ obsahuje topologikouanalogii pojmu saturované nem¥°itelné mnoºiny, jíº graf f vlastn¥ je a jejím dal²ímd·sledkem je následujíí skute£nost.D·sledek 1. Jestliºe f je aditivní funke s velkým grafem (a tedy nespojitá), pak máDarbouxovu vlastnost.Nespojité aditivní funke f : R→ R mají dal²í velie zajímavou vlastnost.V¥ta 7. Neh´ K je neprázdná kone£ná nebo spo£etná mnoºina. Pak existuje nespo-jitá aditivní funke f : R→ R taková, ºe

f(x) = x pro x ∈ K.D·kaz:Neh´ H ⊂ R je Hamelova báze prostoru (R,Q, +, ·). Kaºdé x ∈ K m·ºeme psát vetvaru
x =

nx
∑

i=1

qxihxikde qxi ∈ Q, hxi ∈ H , i = 1, . . . , nx, nx ∈ N.Poloºme
H0 = ∪x∈K ∪i=1 {hxi}.Protoºe K je kone£ná nebo spo£etná mnoºina, musí mít tutéº vlastnost i H0. Protomnoºina H\H0 je nekone£ná. Existuje z°ejm¥ rozklad

H\H0 = H1 ∪H2,kde H1∩H2 = ∅ a ard H1 = ard H2. Proto existuje vzájemn¥ jednozna£né zobrazení
g0 : H1 → H2 a tudíº i funke g−1

0 : H2 → H1. De�nujme nyní funki g : H → Hnásledovn¥
g(h) =







h pro h ∈ H0

g0(h) pro h ∈ H1

g−1
0 (h) pro h ∈ H2.Neh´ f : R → R je aditivní roz²í°ení funke g. Pro h ∈ H0 máme g(h) = h a pro

h ∈ H1 platí g(h) = g0(h) ∈ H2 a tedy g(h) 6= h. Odtud plyne, ºe f je nespojitáfunke. Skute£n¥, pokud by byla spojitá (a tedy tvaru f(x) = ax), nemohla bybýt (jednozna£ným) aditivním roz²í°ením takovéto funke g. Platí totiº následujíítvrzení, jehoº d·kaz není nikterak obtíºný:



338 TOMÁŠ ZDRÁHALTvrzení 2. Neh´ H ⊂ R je n¥jaká Hamelova báze lineárního prostoru (R,Q, +, ·) aneh´ g : H → R je libovolná funke. Neh´ f : R → R je jediné aditivní roz²í°enífunke g. Pak funke f je spojitá práv¥ tehdy, kdyº funke g je tvaru g(x) = ax, kde
x ∈ H , a ∈ R.Funke f je tedy nespojitá a kone£n¥ z°ejm¥ pro x ∈ K (kde qxi ∈ Q, hxi ∈ H0)platí

f(x) = f(

nx
∑

i=1

qxihxi) = qx1f(hx1) + . . . + qxnx
f(hxnx

) =

= qx1g(hx1) + . . . + qxnx
g(hxnx

) = qx1hx1 + . . . + qxnx
hxnx

=

= x.

Literatura[1℄ KUCZMA, M.: An Introdution to the Theory of Funional Equations andInequalities. Uniwersytet Slaski, Warszawa-Kraków-Katowie 1985.Adresa autora:Tomá² ZdráhalPedagogiká fakultaUJEP v Ústí nad LabemHo°ení 13400 96 Ústí nad Labeme-mail: zdrahalt�pf.ujep.z



Rie²enie problémovýh úloh zo ºivota ako estak rozvíjaniu matematikej gramotnosti ºiakaVeronika Ze©ová, Iveta SholtzováAbstrat. Many times in the life we an experiene the situations when we have to solvedi�erent tasks using the mathematial instruments. In the following artile we will onern onsolving one problemati task, whih was being resolved by the 4th grade pupils at elementaryshool.Problémová úlohaKaºdodenný ºivot priná²a mnoho problemovýh situáií. Úspe²né vyrie²enie prob-lému vlastnými silami v nás vyvoláva poit radosti, podporuje v nás d�veru vo vlastnésily. �astokrát sme v ºivote postavení pred úlohy, ktoré nie sú �náro£né na výpo£et�,no my nevieme adekvátne pouºi´ matematiké vedomosti nadobudnuté v priebehu²kolského vzdelávania.Problémové úlohy vo výskume PISA 2003 sú de�nované ako úlohy, ktoré zah¯¬ajúrad odborov: matematiku, prírodné vedy, literatúru, spolo£enské vedy, tehniku, ob-hod at¤. Navia sú zasadené do situáií, ktoré nie sú sú£as´ou kurikula a beºne sanevyskytujú v ²kolskýh u£ebniiah. [4℄Klasi�káia a základné prvky problémovýh úlohProblémové úlohy vo výskume PISA 2003 sú pod©a situáie rozdelené do týhto zák-ladnýh oblastí: osobný ºivot, ²kola alebo zamestnanie, vo©ný £as, spolo£nos´, veda.�túdia PISA 2003 [4℄ vy£le¬uje tri základné harakteristikéaspekty problémovýh úloh.1. aspekt: Typy problémovV tomto aspekte vy£le¬uje tri kategórie:� rozhodovanie: hápe sa ako výber najlep²ieho rie²enia z ponúkanýh moºností(zah¯¬a porozumenie informáiám v zadaní úlohy, ur£enie moºností a pod-mienok, vhodné znázornenie a pod.);� systémová analýza a projektovanie: táto kategória sa hápe ako porozumeniealebo navrhnutie systému rie²enia úlohy;� odstra¬ovanie hýb: úlohou ºiakov je nájs´ a opravi´ hybu v zle fungujúomsystéme.2. aspekt: PostupyTento aspekt harakterizuje pouºité postupy rie²enia problémov danej úlohy.Umoº¬uje zárove¬ analýzu, £o je naj£astej²ou prí£inou hýb:� porozumenie problému;� usporiadanie problému: identi�káia prvkov a ih zaradenie do systému, ihusporiadanie, posúdenie a kritiké hodnotenie;



340 VERONIKA ZEL’OVÁ, IVETA SCHOLTZOVÁ� znázornenie problému (tabu©ky, grafy, symboly a pod.);� rie²enie problému: zah¯¬a rozhodovanie, analýzu a tvorbu systému;� kontrola a posúdenie rie²ení;� prezentáia rie²ení.3. aspekt: Sp�soby uvaºovaniaPre rie²enie problémovýh úloh sú d�leºité tieto sp�soby uvaºovania:� analytiké uvaºovanie;� kvantitatívne uvaºovanie (porozumenie významu £ísel);� analogiké uvaºovanie (uplat¬uje sa pri rie²ení problémov, ktoré sú podobnéako tie, ktoré uº v minulosti ºiak rie²il);� kombinatoriké uvaºovanie (uvaºovanie nad v²etkými moºnos´ami).Popis realizovaného prieskumuNa základe vy²²ie uvedenýh skuto£ností bol realizovaný prieskum, v ktorom smesledovali sp�soby rie²enia vybranej problémovej úlohy. Prieskumu sa zú£astnilo 100ºiakov 4. ro£níkov dvoh základnýh ²k�l (Z�). Vybraná úloha bola p�vodne pouºitáako problémová úloha vo výskume PISA 2003 u ºiakov 9. ro£níkov Z�. Úlohu smezadávali vo 4. ro£níku, a preto bola prisp�sobená vedomostiam a shopnostiam 10-ro£nýh ºiakov. V prvej £asti ide o rie²enie kombinatorikého problému. Ako uvádzaI. Sholtzová (2003), vedie´ dobre kombinova´ v ºivotnýh situáiáh je ur£ite ve©mid�leºité.Vypraovaniu úlohy venovali ºiai pribliºne 20 minút. Po vyrie²ení úlohy bols náhodne vybranými ºiakmi realizovaný rozhovor, ktorý bol písomne zaznamenaný.V ¤al²ej £asti uvádzame upravené zadanie úlohy a fragmenty z analýzy ºiakyhrie²ení.NÁV�TEVA KINAIvo, Peter a Martin majú 11 rokov. Rozhodli sa, ºe hú ís´ na budúitýºde¬ do kina. Ivo he náv²tevu kina naplánova´ tak, aby to vyhovo-valo v²etkým trom hlapom. Opýtal sa svojih priate©ov, kedy by im tovyhovovalo.Dostal takéto odpovede:Peter: �V utorok a vo ²tvrtok mám od 17:00 do 18:00 klavír.�Martin: �V nede©u hodíme na náv²tevu k babi£ke, takºe v nede©u ís´ nem�ºem.Pokémonov som uº videl a nehem ih vidie´ znova.�Ivovi rodi£ia trvajú na tom, ºe hlapi m�ºu ís´ iba na �lm vhodný pre ih vek am�ºe trva´ najdlh²ie do 22:00. Po skon£ení �lmu Ivovi rodi£ia hlapov vyzdvihnú.



Riešenie problémových úloh zo života ako cesta k rozvíjaniu matematickej . . . 341Ivo si z kina priniesol program na elý týºde¬ a zistil toto:PondelokVstupné: 50Sk Pokémoni Za£iatok predstavenia:14:30D¨ºka trvania: 100minút Nevhodné predeti do 10 rokovUtorokVstupné: 55Sk Leví krá© Za£iatok predstavenia:17:30D¨ºka trvania: 95 minút Mládeºi prís-tupnéStredaVstupné: 70Sk Svetlo Za£iatok predstavenia:20:00D¨ºka trvania: 140minút Nevhodné premládeº do 15rokov�tvrtokVstupné: 60SK Doba©adováII Za£iatok predstavenia:19:30D¨ºka trvania: 110minút Mládeºi prís-tupnéPiatokVstupné: 55Sk Utajenie Za£iatok predstavenia:19:45D¨ºka trvania: 120minít Nevhodné premládeº do 15rokovSobotaVstupné: 60Sk Motý© Za£iatok predstavenia:18:30D¨ºka trvania: 115minút Mládeºi prís-tupnéNede©aVstupné: 55Sk Farbi£ky-£arbi£ky Za£iatok predstavenia:18:30D¨ºka trvania: 100minút Mládeºi prís-tupnéNa ktoré z týhto �lmov by v²eti traja hlapi mohli ís´?Pri kaºdom �lme zakrúºkuj áno (ak ís´ m�ºu) alebo nie (ak ís´ nem�ºu).Film M�ºu v²eti traja hlapi ís´na �lm?Pokémoni Áno NieLeví krá© Áno NieSvetlo Áno NieDoba ©adová II Áno NieUtajenie Áno NieMotý© Áno NieFarbi£ky-£arbi£ky Áno NieDopl¬ do nasledujúih viet hýbajúe údaje: (ºiai mali k dispozíii 3 vety)Ak sa rozhodnú ís´ na �lm ..............................................., rodi£ia ih musia prís´£aka´ o ..................... a spolu v²eti traja zaplatia za kino ..............................Sk.Danú úlohu by sme pod©a klasi�káie PISA 2003 harakterizovali ako problémovúúlohu z oblastí osobný ºivot a vo©ný £as. Pod©a typu problému sme sa v nej sústredilinajmä na rozhodovanie, z h©adiska postupov rie²enia sme sa zamerali na porozumenieproblému, jeho usporiadanie, rie²enie, kontrolu a posúdenie rie²ení a ih prezentáiu.



342 VERONIKA ZEL’OVÁ, IVETA SCHOLTZOVÁZ h©adiska sp�sobu uvaºovania sme sledovali najmä analytiké uvaºovanie, pretoºepredpokladáme, ºe ºiai v ²kolskej praxi e²te takýto problém nerie²ili. V prvej £astisme pouºili otázku s výberom odpovede, v druhej sme vyuºili uzavretú otázku s tvor-bou odpovede.V rozhovore, ktorý nasledoval bezprostredne po skon£ení testovania, sme náhodnevybraným ºiakom (elkom 33) kládli otázky, ktoré sa týkali porozumenia textu, sp�-sobu rie²enia a ktoré smerovali ku kontrole a kritikému posúdeniu ih rie²enia. Zozáznamov vyberáme niektoré odpovede ºiakov. (U-u£ite©, �-ºiak)U: O £om bola úloha?�1: Chlapi sa dohodli, ºe p�jdu do kina a dvom to nevyhovovalo. Tak jedenpriniesol z kina zoznam a oni mu povedali, £i m�ºu, £i nem�ºu.�2: O £om? Kedy ih majú vyzdvihnú´ (rodi£ia) a kedy sa kon£í �lm.�3: Ko©ko majú zaplati´. U: Len o tom? �3: Hej. Len o tom.�4: Oni i²li do kina a v²eti na iný �lm, lebo niekomu to nevyhádzalo.Uº z týhto ukáºok vidíme, ºe samotné porozumenie textu zadania úlohy jeu r�znyh ºiakov rozdielne a nie vºdy je zadanie pohopené správne.U: Ako ste vypo£ítali, o ko©kej vybraný �lm skon£í? (konkrétne sme sa pýtali na�lm Doba ©adová II)�1: 110 minút som si rozloºil na 1 hodinu a 50 minút.�2: 19:30, to som si zapamätal, ºe 20. To som dal ako 30. To bolo osem hodínplus e²te hodina t.j. 9 hodín a 20 minút, t.j. 21:20.�3: 19:30 plus hodina, plus hodina a mínus 10 minút.�4: 19:30 mínus 30 minút som si zobral, aby sa mi lep²ie prepo£ítavali hodiny.A som si zobral 50 minút plus 30, t.j. 80, potom som pripo£ítal 1 hodinu, £o sa námzvý²ila zo 110, t.j. 20:00 plus 1 hodinu, £o sa nám zvý²ila z 80, t.j 21:00 plus e²te 20.�5: Mne vy²lo 25:30. Lebo 19:30 plus 110 je 25:30 (podpí²e pod seba a hybnes£íta). U: Tebe sa ten £as pá£i? �5: Nie, lebo ih rodi£ia ih majú vyzdvihnú´ o 22:00.Asi by museli odís´ v polovi£ke.R�znorodos´ sp�sobov rie²ení pozorujeme uº v týhto ukáºkah. U niektorýhºiakov sledujeme u©ah£enie po£ítania doplnením 110 minút do 2 elýh hodín. Uve-domujú si, ako zd�vod¬uje jeden zo ºiakov: �...no ke¤ som ih tam dal, tak musímih vzia´ aj pre£�.Pri výpo£te sumy, ktorú majú hlapi zaplati´ za kino, sme nepostrehli váºnej²ieproblémy. Predpokladáme, ºe táto skuto£nos´ súvisí aj s tým, ºe ºiai sa s po£ítaníms peniazmi stretávajú kaºdodenne vo svojom ºivote.ZáverV prvej £asti úlohy si ºiai vyberali jednu z moºností (áno, nie). Správne si vybralo45% perent ºiakov. Zistili sme, ºe len 11% ºiakov pouºívalo pri rie²ení tejto úlohysymboliké ozna£ovanie nevhodnýh moºností (krúºky, kríºiky, vy²krtávanie) priamov programe kina. Zárove¬ v²ak musíme kon²tatova´, ºe len 23% ºiakov dotiahlo úlohudo úspe²ného záveru. Najvia hýb pozorujeme v druhej £asti úlohy. Aj v tejto úlohesa nám potvrdilo (nadväzujú na £lánok Sholtzová - Ze©ová 2006), ºe ºiai majúproblémy praova´ s £asovými údajmi, ktoré sú v na²om ºivote potrebné.
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Monty Hall paradox v izomorfnýh úloháhMonika �ilková
Abstrat.We present the results of our investigations onerning intuition and probability.We analyze and evaluate some well-known misoneptions using various types of problemsisomorphi to the Monty Hall paradox.Cie©om uvedeného experimentu bol výskum nesprávnyh intuíií a hybnýh dom-nienok pri rie²ení Monty Hall paradoxu. Monty Hall paradox sme formulovali do²iestih izomorfnýh úloh. Z materiálov zaoberajúih sa týmto paradoxom a jehohistóriou ([1℄, [2℄, [3℄) sme vedeli, ºe p�vodná formuláia tohto paradoxu vediek £astým nesprávnym intuitívnym záverom. Predpokladali sme teda výskyt rov-nakýh intuitívnyh omylov v na²ej výskumnej vzorke. �al²ím ie©om bolo zisti´vplyv r�znyh formuláií Monty Hall paradoxu na výskyt nesprávnyh intuíií, naporozumenie a úspe²nos´ pri rie²ení problému. Reakie na uvedený Monty Hall para-dox a jeho r�zne formuláie boli skúmané u ²tudentov 2. ro£níka neu£ite©ského ²túdiaa 4. ro£níka u£ite©ského ²túdia matematiky formou dotazníka. Uvádzame analýzutýhto ²tudentskýh rie²ení so zrete©om na spomenuté iele.HypotézyHypotéza 1 : P�vodná formuláia Monty Hall paradoxu (úloha 1 dotazníka A) budevies´ vo vysokej miere ku známym nesprávnym intuitívnym rie²eniam a omylom.Hypotéza 2 : Jednotlivé formuláie Monty Hall paradoxu zaradené do dotazníka A(úloha 2, 3 dotazníka A), ako aj urnový model týhto formuláií zaradený do dotazníkaB (úloha 1, 2, 3 dotazníka B) zvý²ia úspe²nos´ rie²enia uvedeného problému.MetodológiaSubjekty výskumu. Výskumu sa zú£astnili dve skupiny ²tudentov matematikyvysokej ²koly: 16 ²tudentov bakalárskeho ²túdia matematiky (vek 19-20 rokov), 21²tudentov magisterského ²túdia aprobáie v kombináii s matematikou (vek 21-22rokov).Metóda výskumu. �tudentom boli rozdané 2 formy dotazníkov (A a B forma)po£as klasikej vyu£ovaej hodiny (vi£enia z pravdepodobnosti). Kaºdý zo ²tudentovvyp¨¬al len jeden druh dotazníka. Výskum trval 1 hodinu, pri£om na ²tudentov nebolkladený ºiaden £asový tlak. �tudenti absolvovali vhodnú prípravu z pravdepodob-nosti � obe skupiny prebrali vysoko²kolské u£ivo úvodu do pravdepodobnosti vrátanepodmienenej pravdepodobnosti. Odpovede ²tudentov boli písomné. �tudentov smepoºiadali, aby ku kaºdému rie²eniu napísali vysvetlenie svojej odpovede.Dotazník AÚloha 1 V tejto hre je hrá£ovi ukázanýh trojo rovnakýh zavretýh dverí (oz-na£me X, Y, Z); za jednými z nih sa skrýva automobil (výhra) a za zvy²nými dvomasa skrýva koza (prehra). Hrá£ si vyberá jedny z týhto troh dverí ako svoju výhru(povedzme dvere Z), ale dvere zostávajú zatvorené. Potom asistent, ktorý vie, £o sa zaktorými dverami skrýva, otvorí zo zvy²nýh dvoh dverí (X a Y) dvere, za ktorými saskrýva koza (povedzme dvere X). Potom ponúkne hrá£ovi moºnos´ zmeni´ svoj výber



Monty Hall paradox v izomorfných úlohách 345dverí, alebo zosta´ pri svojom prvom výbere. �o má v tejto situáii hrá£ urobi´, akhe vyhra´ automobil?Predpokladajme, ºe boli otvorené dvere X (takºe jedny z dverí Z alebo Y ukrývajúautomobil). Aká je pravdepodobnos´, ºe za dverami Z je automobil?Predpokladajme, ºe boli otvorené dvere Y (takºe jedny z dverí Z alebo X ukrývajúautomobil). Aká je pravdepodobnos´, ºe za dverami Z je automobil?Predtým, ako asistent otvorí jedny z dverí X a Y ukrývajúe kozu, aká je pravde-podobnos´, ºe za dverami Z je automobil?Úloha 2 Uvaºujme hru s ú£as´ou dvoh agentov (nazvime ih Díler a Hrá£).Díler mie²a 100 kariet z balí£ka, medzi ktorými je v²ak len jedno Eso (výherná karta)a ukladá ih do radu tak, aby Hrá£ nevidel hodnoty kariet. Hrá£ potom musí ukáza´na jednu z kariet � ozna£me ju ako karta V (výber). V²etky karty vrátane kartyV v²ak zostávajú neodkryté. Díler vie, kde sa Eso nahádza, Hrá£ nie. Teraz Díler(vedia, ktorá karta je eso) odkryje zo zvy²nýh 99 kariet 98 kariet, nesmie v²akobráti´ Eso. Výsledkom je, ºe Hrá£ vidí 98 odkrytýh kariet, z ktorýh ani jedna nieje Eso. Zostávajú teda dve neodkryté karty, jedna z nih je karta V. Nakonie jeHrá£ovi ponúknutá moºnos´ zmeni´ svoj prvotný výber karty, a teda bu¤ si neháako svoju výhru kartu V, alebo zmení výber na zvy²nú kartu. Hrá£ vyhráva, ak karta,ktorú si vybral je Eso. Má hrá£ zmeni´ svoj výber? (Margolis, 2004)Úloha 3 Má² na výber tri na poh©ad rovnaké golfové lopti£ky (ozna£me ih A,B, C) lí²iae sa len svojou váhou. Naj´aº²ia lopti£ka je pre teba výhrou. Na za£iatkuhry si vyberá² jednu z troh lopti£iek (nemá² v²ak moºnos´ lopti£ky váºi´), povedzmelopti£ku A. Zo zvy²nýh dvoh lopti£iek B a C je následne odstránená tá, ktorámá men²iu hmotnos´, povedzme C. Nakonie má² moºnos´ znova prehodnoti´ svojvýber (nem�ºe² v²ak lopti£ky váºi´). Bu¤ si vyberie² ako výhru lopti£ku A vybratúna za£iatku hry, alebo zmení² výber na lopti£ku B. �o by si v tejto situáii urobil?Pre£o? (Margolis, 2004) Dotazník BÚloha 1 V neprieh©adnom osudí A sa nahádzajú tri gu©�£ky: jedna biela (výhra)a dve £ierne (prehra). Z tohto osudia losuje² jednu gu©�£ku tak, aby si nevidel výsledoksvojho výberu a dáva² ju do druhého neprieh©adného osudia B. Potom asistent, ktorýmá moºnos´ nahliadnu´ do osudia, vyberie z osudia A jednu £iernu gu©�£ku. V osudíA aj B je teda po jednej gu©�£ke. Gu©�£ku z ktorého z nih (osudie A alebo osudieB) by si si vybral ako svoju výhru? Pre£o?Predtým, ako asistent vyberie jednu £iernu gu©�£ku z osudia A, aká je pravdepo-dobnos´, ºe v osudí B je biela gu©�£ka?Úloha 2 V neprieh©adnom osudí A sa nahádza 100 gu©�£ok: jedna biela (výhra) a99 £iernyh (prehra). Z tohto osudia losuje² jednu gu©�£ku tak, aby si nevidel výsledoksvojho výberu a dáva² ju do druhého neprieh©adného osudia B. Potom asistent, ktorýmá moºnos´ nahliadnu´ do osudia, vyberie z osudia A 98 £iernyh gu©�£ok. V osudíA aj B je teda po jednej gu©�£ke. Gu©�£ku z ktorého z nih (osudie A alebo osudieB) by si si vybral ako svoju výhru? Pre£o?Predtým, ako asistent vyberie 98 £iernyh gu©�£ok z osudia A, aká je pravdepo-dobnos´, ºe v osudí B je biela gu©�£ka?Úloha 3 V neprieh©adnom osudí A sa nahádzajú tri gu©�£ky o£íslované £íslami1, 2, 3. Gu©�£ka s £íslom 1 je výherná. Z tohto osudia losuje² jednu gu©�£ku tak, abysi nevidel výsledok svojho výberu a dáva² ju do druhého neprieh©adného osudia B.Potom asistent, ktorý má moºnos´ nahliadnu´ do osudia, vyberie z osudia A gu©�£ku



346 MONIKA ŽILKOVÁs vy²²ím £íslom. V osudí A aj B je teda po jednej gu©�£ke. Gu©�£ku z ktorého z nih(osudie A alebo osudie B) by si si vybral ako svoju výhru? Pre£o?Predtým, ako asistent vyberie z osudia A gu©�£ku s vy²²ím £íslom, aká je pravde-podobnos´, ºe v osudí B je gu©�£ka s £íslom 1?Analýza rie²eníDo dotazníka A sme zaradili 3 r�zne formuláie Monty Hall paradoxu, pri£omna²im predpokladom bolo, ºe úlohy 2 a 3 napom�ºu svojou formuláiou ku úspe²némuvyrie²eniu problému. Prvá úloha je formulovaná ako klasiký Monty Hall paradox,pri£om zobrazuje situáiu hrá£a, ú£astníka televíznej ²ou �Let`s make a deal�. Pred-pokladom pri formuláii druhej úlohy nazvanej �formuláia 100� (Margolis, 2004)bolo, ºe svojim harakterom, výhra je skrytá medzi 100 kartami a následne je odkry-týh 98 nevýhernýh, pom�ºe lep²ie porozumie´ harakteru problému ako aj správneho rie²i´. Znenie tretej úlohy dotazníka tzv. �formuláia vylú£enia� bolo navrhnutéHowardom Margolisom [2℄, na odstránenie nesprávnyh intuíii spojenýh so situá-iou, kedy v klasikom prípade Monty Hall paradoxu dvere Z skrývajú automobil,a teda asistent otvorí jedny z dverí X, Y, pri£om obe skrývajú kozu. V tomto prípadenie je jednozna£ne ur£ené, ktoré z dverí X, Y budú otvorené, ke¤ºe oba prípady sú po-teniálne moºné, pretoºe oboje dvere ukrývajú kozu. Vo �formuláii vylú£enia� je tátosituáia vyrie²ená tým, ºe uvaºujeme namiesto trojo dverí trojo golfovýh gu©�£ok,ktoré sa lí²ia len svojou váhou. Naj´aº²ia je výherná, pri£om v kaºdej situáii, kedyje potrebné jednu nevýhernú vylú£i´, je vylú£ená tá, ktorá je ©ah²ia. Takto nenastávaºiadna dilema v súvislosti s rozhodovaním, ak si hrá£ ako svoj výber vybral výhernúgu©�£ku.V dotazníku B sú úlohy uº na prvý poh©ad formulované jednoduh²ie. Pri for-muláii úloh v tomto dotazníku sme pouºili urnový model na vykreslenie MontyHall paradoxu. Tak ako v dotazníku A, aj tu sa vyskytujú 3 formuláie tohto para-doxu (�klasiká formuláia�, �formuláia 100� a �formuláia vylú£enia�), v²etky triv²ak prezentované vyuºitím osudia s gu©�£kami. Predpokladom bolo, ºe formuláiav²etkýh troh foriem pomoou urnového modelu s gu©�£kami bude ²tudentom naj-prístupnej²ia a naj©ah²ie porozumite©ná, a ºe zvý²i úspe²nos´ pri rie²ení Monty Hallparadoxu.Uvedieme nieko©ko zaujímavýh odpovedí ²tudentov na zadané úlohy. V zátvorkepred odpove¤ami ²tudentov moºno nájs´ informáie o type rie²eného dotazníka (Aalebo B), ro£níku ²túdia, aprobáii, pohlaví a veku jednotlivýh ²tudentov.(A, 4, Ma-Bi, �, 21)1. �Ak boli otvorené dvere X, tak za dverami Z alebo Y sa skrýva automobil. Prav-depodobnos´, ºe za dverami Z je automobil je 1/2 , lebo rovnako pravdepodobné je, ºeaj za dverami Y je automobil.�Ak boli otvorené dvere Y, tak si myslím, ºe je to rovnaký prípad ako predhádzajúi.V poslednom prípade majú kaºdé dvere rovnakú pravdepodobnos´, takºe P(Z)=1/3.2. �Na za£iatku má hrá£ ²anu, ºe si vyberie eso 1/100, lebo si vyberá 1 zo 100kariet. Ke¤ sa skoro v²etky odkryjú má hrá£ rovnakú ²anu, ºe si vyberie eso. Nemusízmeni´ svoj výber, ve¤ si vybral kartu, o ktorej je presved£ený, ºe je eso.�3. �Na za£iatku mám ²anu vybra´ si naj´aº²iu lopti£ku 1/3. Po tom, ako sa jednaz lopti£iek odstráni � tá naj©ah²ia � potom mám ²anu si vybra´ naj´aº²iu 1/2. Ale jaby som v tejto situáii lopti£ku nevymenila, lebo som si vybrala lopti£ku, o ktorej sompresved£ená, ºe je naj´aº²ia.�



Monty Hall paradox v izomorfných úlohách 347V uvedenom príklade moºno vidie´, ºe ²tudentka odpovedala nesprávne na v²etkytri formuláie Monty Hall paradoxu dotazníka A. Odpove¤ moºno harakterizova´ akonaj£astej²iu nesprávnu intuíiu vyskytujúu sa v súvislosti s Monty Hall paradoxom.Túto skupinu odpovedí moºno ozna£i´ ako intuíia �rovnakýh ²aní�, pri ktorej ²tu-dentka tvrdí, ºe ²ana na získanie automobilu po otvorení nevýhernýh dverí je prezvy²nýh dvojo dverí rovnaká, rovná 1/2. Teda povaºuje nové rozhodovanie za úplnenovú situáiu nezávislú od prvého výberu hrá£a, ako aj od reakie asistenta. Zárove¬m�ºme poveda´, ºe ²tudentka neíti ºiadne protire£enie v odpovediah na tri otázkyprvej úlohy. Hoi v prvej a druhej odpovedi tvrdí, ºe pravdepodobnos´ P(Z)=1/2 (Z� jav, ºe za dverami Z je výhra potom, ako boli otvorené jedny z dverí X alebo Y),v tretej tvrdí P(Z)=1/3 (Z � jav, ºe za dverami Z je výhra predtým, ako asistentotvorí jedny z dverí X alebo Y), a teda verí, ºe po otvorení ©ubovo©nýh nevýhernýhdverí sa zmení pravdepodobnos´, ºe za dverami Z je výhra z 1/3 na 1/2 zanedba-jú fakt, ºe ak je pravdepodobnos´ P(Z)=1/2 bez oh©adu na to, ktoré z dverí X,Y boli otvorené, apriórna pravdepodobnos´ (pravdepodobnos´ pred otvorením jed-nýh z dverí) nem�ºe by´ iná. Jednozna£ne moºno tvrdi´, ºe ²tudentka zanedbalapodmienenos´ pravdepodobnosti skúmaného javu.�al²ím zaujímavým javom, vyskytujúim sa v týhto odpovediah je subjektívnos´v ur£ovaní pravdepodobnosti: �Nemusí zmeni´ svoj výber, ve¤ si vybral kartu, o ktorejje presved£ený, ºe je eso.� (úloha 2) �Ale ja by som v tejto situáii lopti£ku nevymenila,lebo som si vybrala lopti£ku, o ktorej som presved£ená, ºe je naj´aº²ia.� (úloha 3)�tudentka íti shopnos´ ovplyvni´ výsledok náhodného proesu napríklad aj vierouvo vlastný odhad £i shopnosti.(A, 2, MaNe, M, 19)1. �1) Boli otvorené dvere X. Pravdepodobnos´, ºe za dverami Z je automobil je
1/2. 2) Otvorené dvere Y. Pravdepodobnos´, ºe za dverami Z je výhra je 1/2.3) Neotvorí ºiadne dvere. Pravdepodobnos´, ºe výhra za dverami Z je automobil je1/3.Mal by zmeni´ rozhodnutie.�2. �Ur£ite áno, lebo pri prvom výbere ´ahá s pravdepodobnos´ou 1/100, a terazs 1/2. Treba zmeni´ výber.�3. �Zmenil by som názor, pretoºe na za£iatku ´ahám s pravdepodobnos´ou 1/3,a teraz s pravdepodobnos´ou 1/2. Zmenil by som názor.�Zaujímavos´ou uvedeného rie²enia je, ºe hoi ²tudent odpovedá pod©a intuíierovnakýh ²aní, na rozdiel od predhádzajúeho prípadu je presved£ený, ºe hrá£ mázmeni´ svoj výber. D�vodom vo v²etkýh troh prípadoh je, ºe prvý výber sa vºdyuskuto£nil s men²ou pravdepodobnos´ou výhry ako 1/2, ktorú ur£il ako pravdepo-dobnos´ výhry po vylú£ení nevýhernej moºnosti. Teda, hoi ur£il pravdepodobnostivýhier pre obe zo zostávajúih dverí ako 1/2, �zoh©ad¬uje� apriórnu pravdepodobnos´výhry dverí Z (1/3 resp. 1/100) a odporú£a zmeni´ výber na zostávajúe dvere.(A, 4, Ma-Bi, �, 21)1. �Pred otvorením � P(X)=P(Y)=P(Z)=1/3. Po otvorení X - P(X)=0,P(Y)=P(Z)=1/2. Po otvorení Y - P(Y)=0, P(X)=P(Z)=1/2. Hrá£ sa spo©ahne navlastnú intuíiu, ²ana je 1:1.�3. ��ana je 2:3 � 1.) bu¤ A je naj©ah²ia, potom B je naj´aº²ia (C prostredná)2.) alebo je A prostredná, potom B je naj´aº²ia (C naj©ah²ia)3.) alebo je A naj´aº²ia a B prostredná (C naj©ah²ia).Asi by som zmenila výber na B, lebo vyhovuje v 2 z 3 prípadov, zatia© £o A byvyhrala iba ak by bola naj´aº²ia t.j. 1 z 3 moºností.�



348 MONIKA ŽILKOVÁV tomto rie²ení vidie´, ºe �formuláia vylú£enia� Monty Hall paradoxu v úlohe3 napomohla ku správnemu rie²eniu úlohy. Zatia© £o v rie²ení prvej úlohy dohádzak uº spomínanej �dvojzna£nosti� alebo protire£eniu, úloha 3 vyuºitím jednozna£néhopravidla pre odstránenie jednej z nevýhernýh gu©�£ok pomáha intuíii a správnemurie²eniu. Ako moºno vidie´ z uvedeného rie²enia, ²tudentka jednozna£ne rozlí²ila trimoºné rovnako pravdepodobné situáie, z ktorýh práve dve sú priaznivé pre prí-pad zmeny výberu gu©�£ky. Av²ak skupina ²tudentov, ktorým �formuláia vylú£enia�napomohla ku správnemu rie²eniu bola ve©mi málo po£etná.Z analýzy dotazníka B v²ak moºno jednozna£ne tvrdi´, ºe formuláie úloh pomo-ou jednoduhého urnového modelu sú pre ²tudentov omnoho názornej²ie, omnoho©ah²ie predstavite©né i pohopite©né. Uvedieme nieko©ko rie²ení.(B, 2, MaNe, M, 20)1. �Ide o to, ºe ke¤ v A aj v B zostane po jednej gu©�£ke, tak kde je pravdepodobnos´bielej gu©�£ky vä£²ia. Pravdepodobnos´, ºe vyberiem bielu gu©�£ku z A a dám ju do Bje 1/3. Takºe pravdepodobnos´, ºe biela je v A je 2/3 a pravdepodobnos´, ºe biela jev B je 1/3. Vybral by som si A.�2. �Pravdepodobnos´ toho, ºe vyberiem bielu gu©�£ku z A a dám ju do B je 1/100a pravdepodobnos´ toho, ºe biela zostane v A je 99/100. Vybral by som si osudieA. Pravdepodobnos´, ºe v osudí B je biela gu©�£ka predtým ako asistent vyberie 98£iernyh gu©�£ok z A je 1/100.�3. �Predtým ako vyberie asistent jednu gu©�£ku z osudia A je pravdepodobnos´, ºev osudí B je gu©�£ka s £íslom 1 1/3.Pravdepodobnos´, ºe biela zostane v A je 2/3, pravdepodobnos´, ºe biela je v B je1/3. Vybral by som si z A.�Ako moºno z odpovedí ²tudenta jasne vidie´, úplnou a správnou argumentáiouur£il pravdepodobnosti jednotlivýh javov a správne vyrie²il v²etky tri zadané úlohy.Pravdepodobnos´ výhry v osudí A je ur£ená na základe pravdepodobností úspehuv prvom výbere. Ke¤ºe pravdepodobnos´ neúspehu pri prvom výbere je vä£²ia,správnym od�vodnením je zmena výberu výhry na osudie A.(B, 2, MaNe, �, 19)1. �BB � jav, ºe do B z A presuniem bielu gu©�£ku..............................P(BB) =
1/3

AB � jav, ºe v A zostane biela = vyberiem £iernu a presuniem do B.......P(AB) =
2/3Vybrala by som si gu©�£ku z osudia A, lebo je vä£²ia pravdepodobnos´ (2/3), ºev ¬om je biela gu©�£ka. Pravdepodobnos´, ºe v osudí B je biela gu©�£ka je 1/3.�2. �AB � jav, ºe v A je biela gu©�£ka..............P(AB)=C(1, 99)/C(1,100)=99/100

BB � jav, ºe v B je biela gu©�£ka..............P(BB)=C(1,1)/C(1,100)=1/100Vybrala by som si gu©�£ku z A, lebo je vä£²ia pravdepodobnos´, ºe v A je bielagu©�£ka. Pravdepodobnos´, ºe v B je biela je 1/3.�3. �A1 � jav, ºe v A je gu©�£ka 1 = vyberiem 2 alebo 3..............P(A1) = 2/3
B1 � jav, ºe v B je gu©�£ka 1............................................P(B1) = 1/3Vyberiem si gu©�£ku z A, lebo je vä£²ia pravdepodobnos´, ºe v A je gu©�£ka 1.Pravdepodobnos´, ºe v B je 1 je 1/3.�Správnymi argumentáiami je vo v²etkýh troh úloháh ur£ená pravdepodobnos´výhry v osudí A na základe pravdepodobnosti opa£nýh javov. Táto metóda bola pririe²ení urnového modelu naj£astej²ou metódou správnej argumentáie.Výsledky výskumu potvrdili, ºe pouºitie �urnového modelu� formuláie MontyHall paradoxu vedie k usmerneniu a takmer k úplnej elimináii nesprávnyh intuíií,ktoré sú inak pri klasikej formuláii tohto problému takmer vºdy prítomné, a ktoré



Monty Hall paradox v izomorfných úlohách 349sú zdrojom nesprávnyh rie²ení a nedorozumení spojenýh s rie²ením uvedeného para-doxu. V niº²ie uvedenýh tabu©káh uvádzame výsledky analýz ²tudentskýh rie²ení.Ako moºno z výsledkov vidie´, pri formuláiáh pouºitýh v dotazníku A pri úlohe1 ºiaden zo ²tudentov nevyrie²il úlohu správne, pri úlohe 2 bolo jedno a pri úlohe 3tri správne rie²enia. Naproti tomu formuláie pomoou �urnového modelu� pouºitév dotazníku B zabezpe£ili vysokú, v niektorýh prípadoh stoperentnú, úspe²nos´rie²ení. Úloha 1 2. ro£.V� 4. ro£.V�A B A BSprávnaodpove¤ - 8 - 7Rovnaké ²ane 6 - 11+1 -Iná odpove¤ 2 - - 3Úloha 2 2. ro£.V� 4. ro£.V�A B A BSprávna odpove¤ - 8 1 7Rovnaké ²ane 3 - 9 -Iná odpove¤ 5 - 1 3Úloha 3 2. ro£.V� 4. ro£.V�A B A BSprávna odpove¤ 1 8 2 7Rovnaké ²ane 4 - 7 1Iná odpove¤ 3 - 2 2Záver a diskusiaZ analýzy rie²ení a z výsledkov uvedenýh v tabu©káh vyplývajú nasledujúezávery:Naj£astej²ie sa objavujúou nesprávnou intuíiou v súvislosti s rie²ením MontyHall paradoxu pri úloháh v dotazníku A bola tzv. intuíia rovnakýh ²aní. V súvis-losti s touto nesprávnou intuíiou moºno rozozna´ dva poh©ady na uvedenú situáiu.Prvý poh©ad hovorí o rovnakýh ²aniah na výhru £i hrá£ zmení svoje rozhodnu-tie alebo nie. V tomto poh©ade ide o zanedbanie faktu, ºe prvý výber sa uskuto£nils pravdepodobnos´ou 1/3 resp. 1/100. V druhom prípade ²tudent odpovedá pod©aintuíie rovnakýh ²aní, no je presved£ený, ºe hrá£ má zmeni´ svoj výber. D�vodomtohto presved£enia je akési �zoh©adnenie� apriórnej pravdepodobnosti výhry dveríZ (1/3 resp. 1/100). Teda hoi ²tudent ur£il pravdepodobnosti výhier po otvorenínevýhernýh dverí pre obe zo zostávajúih dverí ako 1/2, odporú£a zmeni´ výberna zostávajúe dvere so zd�vodnením, ºe prvý výber sa vºdy uskuto£nil s men²oupravdepodobnos´ou výhry ako 1/2.Formuláia Monty Hall paradoxu pouºitá v dotazníku B, teda pouºitie urnovéhomodelu jednozna£ne napomáha správnemu pohopeniu problému a úspe²nému rie²e-niu. Tento model preto odporú£ame ako výhodiskový pri zoznamovaní ²tudentovs Monty Hall paradoxom. Vzh©adom na jeho jednoduhú formuláiu a nenáro£nos´



350 MONIKA ŽILKOVÁje vhodný na pouºitie aj na strednej ²kole. Ve©mi jednoduho moºno poukáza´ naanalógiu uvedenej formuláie s p�vodnou formuláiou Monty Hall paradoxu, a týmodstra¬ova´, £i predhádza´ nesprávnym intuíiám a hybným záverom v súvislostis týmto paradoxom.Vo v²eobenosti m�ºme tvrdi´, ºe modelovanie reálnyh pravdepodobnostnýhsituáií vyuºitím urnového modelu je d�leºitým prvkom matematikého vzdelávania.Je to práve shopnos´ matematizáie reálnyh situáií, ktorú je potrebné rozvíja´u ²tudentov. Bez shopnosti matematizova´ situáiu, teda bez shopnosti modelova´ju vyuºitím jednoduhýh prostriedkov, sú £asto na²e rie²enia nesprávne, ovplyvnenénesprávnymi intuíiami. Ako sme na konkrétnom príklade mohli vidie´, ²tudenti bolishopní správne vyrie²i´ Monty Hall paradox len v prípade, ºe bol formulovaný pomo-ou jednoduhého urnového modelu. V prípade, ºe ²tudenti nemali expliitne tentomodel zadaný, a teda bola potrebná jeho tvorba nimi samotnými, model tejto stoha-stikej situáie neutvorili a problém rie²ili nesprávne.Význam �formuláie 100� a �formuláie vylú£enia� v súvislosti s rie²ením para-doxu sa v na²ej výskumnej vzorke ukázal ako malý. Hoi nemoºno zanedba´ nieko©koúspe²nýh rie²ení úloh týhto formuláií (najmä �formuláie vylú£enia�) u ²tudentovrie²iaih dotazník A, vo v²eobenosti je táto mnohonásobne men²ia, ako úspe²nos´urnového modelu, ktorý zabezpe£il správne rie²enie v rámi v²etkýh formuláiív niektorýh prípadoh aº so 100% úspe²nos´ou. Vzh©adom na uvedené analýzyv²ak odporú£ame zaradi´ úlohy týhto formuláií jednak pri oboznamovaní ²tudentovs Monty Hall paradoxom - formuláia vylú£enia, ktorá napomáha pohopeniu ²truk-túry a modelu pravdepodobnostného priestoru, v ktorom sa daná situáia odohráva,ako aj na preh¨benie správnyh intuíií a hlb²ie preniknutie do problému (formuláia100). Výskum potvrdil hypotézu 1 aj hypotézu 2.Literatúra[1℄ JAHNKE, T.: Drei Türen, zwei Ziegen und eine Frau:Ein didaktishes Lehrstük?In: Mathematik Lehren, Heft 85, 1997, s. 47-51.[2℄ MARGOLIS, H.: Monty Hall Again? Working Paper Series 03.11.[online℄ Publikované apríl 2004. [itované 20. 6. 2006℄. Dos-tupné z http://harrisshool.uhiago.edu/About/publiations/working-papers/pdf/wp_03_11.pdf[3℄ von RANDOW, G.: Das Ziegenproblem: Denken in Wahrsheinlihkeiten. 1. vyd.Reinbeg bei Hamburg: Rowohlt Tashenbuh Verlag, 1992. 176 s. 1090-ISBN3 499 19337 XAdresa autora:RNDr. Monika �ilkováKM MtF STUPaulínska 16917 24 Trnavae-mail: monika.zilkova�stuba.sk


