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Uvod

Rok 2000 - svetovy rok matematiky bol vyzvou pre matematickt obec, aby upozornila
verejnost na tlohu a miesto matematiky v pestrej mozaike svetovej kultury a jej
ulohy v pokroku Tudstva. Symbolicky prave v tomto roku vznikla na Pedagogickej
fakulte Katolickej univerzity tradicia organizovat konferenciu Matematika v skole dnes
a zajtra zaoberajicu sa tymito otazkami vyucovania matematiky na Skolach vSetkych
typov. Zial jej inicidtor Doc. RNDr. Viliam Chval, CSc. uz nie je medzi nami. Dna
5. marca 2007 odisSiel na vec¢nost, avSak ostane v naSich srdciach.

Tento zbornik je dokazom toho, 7e konferencia Matematika v Skole dnes a zajtra
vstipila uz do povedomia odbornej a pedagogickej komunity Slovenska. Sved¢i o tom
ucast na siedmej konferencii, ktord sa konala v dioch 11. — 13. septembra 2006 v
Ruzomberku.

Matematika ma svoje pevné miesto v skolskom vzdelavani, ktoré v sucasnosti
prechadza mnohymi zmenami. Ucitelia matematiky sa snazia v zapase o miesto
matematiky vo vzdelavani, ale hlavne v mysleni svojich ziakov. K arovni tejto konfe-
rencie vyznamne prispela i ic¢ast zahrani¢nych ucastnikov z Anglicka, éeska, Raktska
a Polska. Ukazuje sa, Ze problémy a nadSenie nepoznaji hranice a ze vSetci si mame
¢o povedat.

Pestrost i obsah prednesenych prispevkov svedéia o tom, Zze mame erudovanych
u¢itelov matematiky na Skolach vSetkych typov a stupiov ako i o tom, 7e sa za-
myslaju stale viac nad tym nielen ¢o ucit z matematiky, ale ako rozvijat tvorivé
myslenie mladeze, ktora ju bude vyuzivat zajtra. Stretnutia, ako tato konferencia
potvrdzuji neustaly priliv novych idei, novych metéd, novych pristupov k ziakom s
ciefom priblizit im krasu a uZito¢nost matematiky. Matematici chapu, Ze matema-
tika je organickd sucast vSestranného formovania osobnosti 7iaka a pre jej tspesnu
vyucbu treba hladat a najst cestu do duSe Ziaka a vnasat do nej radost z pozna-
nia a hladania. SkaSanie takychto novych ciest je neraz komplikované, na mnohé
otazky sa nena$la odpoved, mnohych otédzok sme sa eSte nedotkli, no berieme to
ako vyzvu pre organizaciu daldich ro¢nikov tejto konferencie. Sme radi, 7e v tomto
roku sa stucasne uskutoc¢nili aj podobné konferencie z informatiky a biologie. Verime,
7e nasa spolupraca s kolegami z katedier informatiky a biol6gie bude pokracovat v
nasledujucich rokoch a spolu sa budeme zamyslat nad otdzkami vyucovania.

Konferencia sa uskutocnila v rdmci projektu, ktory je financovany Eurdpskym
socidlnym fondom. Tento projekt je realizovany na Pedagogickej fakulte Katolickej
univerzity v Ruzomberku v partnerstve so Zdruzenim katolickych skol Slovenska,
Odborom skolstva Mestského tdradu v Ruzomberku a Krajskym Skolskym tradom
v Ziline. Vyslovujem naSe podakovanie vedeniu Katolickej univerzity a Pedagogickej
fakulty KU ako i v8etkym pracovnikom, kori sa podielali na tispe$nom priebehu nasej
konferencie.

Podobne ako v minulych rokoch, tak aj v tomto roku su dalsie informécie o kon-
ferencii uverejnené aj na strankach Katedry matematiky PF KU. Pozyvame vsetkych
na 0smy ro¢nik konferencie Matematika v Skole dnes a zajtra, ktory sa uskutoc¢ni v
diioch 10. — 12. septembra 2007.

Organiza¢ny vybor



Upravy vyrazov pomocou vzorcov na zakladnej skole

JANA BALAZOVA

ABSTRACT. This article contains prepares for lessons of math in eight class of elementary
school for theme Modification of algebraic expressions. Lessons are realized with personal
computer and multimedia projector in presentation form using MS PowerPoint.

Uvod

V tomto prispevku opisujem vyucovacie hodiny matematiky v 8. ro¢niku zak-
ladnej skoly relizované vyuzitim IK'T formou prezentacie. Obsahuji skupiny tloh
usporiadanych podla zvic¢Sujuceho sa stupia zovSeobecnenia.

Predmet: Matematika
Cielova skupina: Ziaci 8. ro¢nika
Tematicky celok: Upravy celistvych algebraickych vyrazov

Ciele: ziaci sa ucia chapat pismeno vo vyzname ¢isla, naucia sa upravovat vyrazy,
ziskavaji zru€nosti v nardbani s celistvymi vyrazmi, naucia sa zjednoduSovat
postupy pri pocitani pomocou vzorcov, ziskavaji vlastnosti potrebné pri po-
zornej a sustredenej praci, kontrolou spravnosti vypoctov sa ucia presnosti pri
praci, ucia sa chapat geometriu ako odraz redlneho sveta, rozvijat svoju pred-
stavivost, ¢itat s porozumenim matematicky text, uc¢ia sa pouzivat symboliku.

Met6dy: informativno receptivna
Formy: frontalna, praca vo dvojiciach

Pomocky: pocitac, dataprojektor, zoSity, ucebnice

1. Uprava podla vzorca (a+b)% ... ... 1 hodina
2. Uprava podla vzorca (@ —b)2 .....oooieieei i 1 hodina

3. Uprava podla vzorca a® — b? ... ... oo 1 hodina
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Priebeh 1. hodiny

Motivaca: 12 minut
Cinnost ucitela: Zadanie ulohy 1. formulovanej ako redlna situdcia zo Zivota.
Uloha 1.: Kraj¢irka potrebovala rozmery §tvorcového obrusu, ktoré nepozname,
zvacgit o jeden meter, aby opif ziskala §tvorec. PomoZte jej vypoditat, kolko m?
bude merat jej novy obrus.

Cinnost ucitela: Postupngmi animdciami spolu s ndvrhmi Ziakov na rieSenie spris-
tupniuje jednotlivé kroky riesenia. Ziaci si pocas rieSenia nerobia pozndmky.

T +1
ZT 3;'2 x.1
+1 la 12

Obr. 1: Nacrt k 1. prikladu

RieSenie tulohy 1.: Cinnost ucitela: Umozni Ziakom zapisat st riesenie ulohy do
zogita. Povodny obsah: S = z? Novy obsah: S' = (z + 1)?
Zvicsenie: S=2?+zl+la+12=2+20+1

Plati: (z +1)> =22 +22 + 1
Cinnost Ziakov: Postup a zdver si zapisuji do zoSitov.
Skuska: Pre stranu $tvorca x = 2 metre 3 minuty
Cinnost ucitela: Pre overenie pochopenia ulohy zadd konkrétne redlne rozmery obrusu
a postupne spristupnuje vysledok.
Cinnost Ziakov: Ziaci rieSenia zapisuju do zoSitov.

S = 22422+12=4+4+1=9m?
S = (24+1)*=3*=9m?

Obmena tlohy 1.: D minut
Cinnost ucitela: Urobi dalsi krok ku zovseobecneniu a zmeni v dlohe rozmer, o ktoryj
sa ma obrus zvdcsit.

Krajc¢irka chce zvacsit rozmer obrusu o 3 metre.

Cinnost Ziakov: Ziaci rieSenia zapisuju do zoSitov.

RieSenie obmeny tlohy 1:

S'=@x+3)?=2*+23+32+F =24+232+32=22+62+9
Zovseobecnenie: (A + B)? = A + 2.AB + B? 5 mintt
Cinnost ucitela: Otdzkami sa presvedci ¢ Ziact pochopili wlohu a pristupt ku zovSeobec-
neniu a vytvoreniu vzorca.

Cinnost Ziakov: Odpovedaji na otdzky ucitela a spolupracuji pri formuldcii vzorca.

(T+2)?= T*+27x+2% =49+ ldx + 22
(22 + 5)2=(22)? + 2.22.5 + 52=4x? + 20z + 25
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Upeviiovanie a precvic¢ovanie uciva: 15 minut
Cinnost ucitela: Zadd Ziakom priklady na samostatni prdcu. Je mozné zadat priklady
vo forme pracovngch listov.

Typ ulohy: Tahgie narocnejsie tazké
lL(a+2)* 7.2x+1)? 13.(2a+ 3b)?
2.(10+0)* 8.(9+4y)* 14.2u+ 9v)?
3.(v4+1)2 9.5z +7)% 15.(8g+9f)?
4.(44y)? 10 (6+3a)?  16.(x% +1)?
5. (m+8)% 11.(1+8r)*  17.(b* 4+ ¢?)?
6.(p+q)* 12.(Tv+1)* 18.(4k% + 2d?%)?

Cinnost Ziakov: Ziaci prepisuju priklady do zoSitov, riesia ich samostatne a na zdver
st vo dvojiciach skontroluji vysledky spristupnené pocitacom.
Domaca tloha: 2 minuty
uc¢ebnica: str. 83 / ul.1 a)b)c)

str. 86 / cvié.1;

Priebeh 2. hodiny

Motivaca: 12 minut
Cinnost ucitela: Zadanim ilohy 2. formulovanej ako redlna situdcia zo Zivota motivuje
Ziakov.

Uloha 2.: Kraj¢irka potrebovala rozmery §tvorcového obrus, ktoré nepozname
zmengit o 10 centimetrov, aby opéat ziskala Stvorec. Pomozte jej vypocitat, kolko
m? bude merat jej novy obrus.

Cinnost ucitela: Postupnymi animdciami spolu s ndvrhmi Ziakov na riesenie spris-
tupnuje jednotlivé kroky rieSenia. Ziaci navrhuji riesenie, pocas rieSenia Si nerobia
pozndmky.

rz—10 10

x —10 (x —10)? 10.(z — 10)

10 .10

Obr. 2: Nacrt k 2. prikladu

Riesenie tlohy 2.:
Cinnost ucitela: Pockd a umozni Ziakom zapisat st postup do zoSita.
Povodny obsah: S = z? Novy obsah: S" = (x — 10)?
Obsahy ¢asti, o ktoré sme obrus zmensili: S; = .10
Sy = 10.z — 100

Obsah zmengeného obrusu : S = 22 — .10 — (10.z — 100) =

= 2% —2.10 — 10.2 + 100 =

= 2% — 20z + 100
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Plati : (z — 10)? = 2? — 20z + 100
Cinnost Ziakov: Postup a zdver si Ziact zapisuju do zoSitov.
Cinnost ucitela: Pre overenie spravnosti riesenia ulohy zadd konkrétne redlne rozmery
obrusu a vykond skiusku.
Skuska: Pre stranu Stvorca x = 300cm 3 minuty
S = (300 — 10)? = 290? = 84100cm? = 8, 41m?
S’ = 3002 — 20.300 + 10? = 90000 — 4446000 + 100 = 84100cm? = 8, 41m?
Cinnost ucitela: Upozornime Ziakov, Ze vypocet S" zvlddli spamiti.
Obmena tulohy 2.: D minut
Krajé¢irka chce zmengit rozmer obrusu o 2 metre.
RieSenie :
(r—22=0—22-20+22=02-2220+22=0>—42+4
Cinnost ucitela: Otdzkami sa presvedci, ¢i Ziaci pochopili tlohu a pristipi ku
zovSeobecneniu a vytvoreniu vzorca.
Cinnost Ziakov: Odpovedaji na otdzky ucitela a spolupracuji pri formuldcii vzorca.
Zovieobecnenie: (A — B)? = A? - 2.AB + B? 5 minit

(T—2) = T°-2T7x+2* =49 — 14z + 22
(22 — 5)°=(22)? — 2.22.5 + 52=4a> — 20z + 25

Upeviiovanie a precvic¢ovanie uciva : 15 minut
Cinnost ucitela: Zadd Ziakom priklady na samostatni prdcu. Je mozné zadat priklady
vo forme pracovngch listov.

Typ tlohy: Tahgie naroc¢nejsie tazké
1.(p—8)? 7.3m—7)% 13.(4k — 3j)?
2.(9—-1)% 8.(8—5u)® 14.(2z — 6y)?
3.(1 —h)? 9 (6 —2r)2  15.(6 — r?)?
4.(4—2)% 10.(4 —9u)? 16.(12 — 23)?
5.6 —w)?  11.(7—5a)* 17.(2z — 5y?)?

3
6.(m —11)% 12.(9b—1)> 18.(4t — 9p)?

Cinnost Ziakov: Ziaci prepisuju priklady do zoSitov, riesia ich samostatne a na zdver
st vo dvojiciach skontroluji visledky spristupnené pocitacom.
Domaca tloha: 2 minuty

ucebnica: str. 83 / ul. 1 d),e),f); al. 2 b)c)
str. 86 / cvic. 2.

Priebeh 3. hodiny

Motivaca: 12 minut
Cinnost ucitela: Zadd dlohu 3. formulovani ako problémouvi redlnu situdciu zo Zivota.
Uloha 3.: Podnikatel chce svoj pozemok tvaru §tvorca neznamych rozmerov vymenit
za pozemok tvaru obdlznika tak, Ze stranu §tvorca skrati o 7 metrov a dizku nového
pozemku dostane tak, 7e o 7 metrov predlzi stranu §tvorca. Je to mozné ? Ak nie,
kol'ko metrov §tvorcovych tvori rozdiel ?
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T+ 7

;
|
|
+7 7.2 | —49
|
|
|

Obr. 3: Nacrt k 3. prikladu

Cinnost ucéitela: Postupnygmi animdciami spolu s ndvrhmi Ziakov na riefenie spris-
tupnuje jednotlivé kroky rieSenia. Ziaci navrhuji riesSenie, pocas rieSenia Si nerobia
poznamky.

RieSenie ulohy 3.: Nové rozmery: dlzka : (v + 7)
Sirka : (z —7)
Povodny obsah : S = z? Novy obsah : S = (z +7).(z — 7)
S'=a?—xT+T72—-T"=
=a%—49
S >S5

Plati : (z —7).(x +7) = 2% — 49
Odpoved’: Vymenit pozemky uvedenym sposobom nie je mozné. Podnikatelovi zvysi
eSte 49 Stvorcovych metrov.
Cinnost Ziakov: Postup a zdver si Ziaci zapisuju do zoSitov.
Cinnost ucitela: Pre overenie spravnosti zadd konkrétne redlne rozmery pozemku a
vykond skiusku.
Skiiska : pre stranu povodného pozemku x = 35 metrov 5 minut
S =(35+7).(35 —7) = 42.28 = 1176m?
S =352 — 7? = 1225 — 49 = 1176m?
Obmena tlohy 3.: D minut
Podnikatel chce zmengit a zvacsit rozmery pozemku o 11 metrov.
RieSenie :
(x+11).(x —11) = 22 — 112 = 2% — 121
Cinnost ucitela: Otdzkami sa presvedci ¢ Ziact pochopili wlohu a pristupi ku zovseobec-
neniu a vytvoreniu vzorca.
Cinnost Ziakov: Odpovedaji na otdzky ucitela a spolupracuji pri formuldcii vzorca.
Zovieobecnenie: (A + B).(A— B) = A? — B? 5 minit

9—2).9+2) = 9—2z> =81-2?
(2z + 3y).(2z — 3y)=(22)* — (3y)?*=42? — 93>

Upeviiovanie a precvic¢ovanie uciva : 15 minut
Cinnost ucitela: Zadd Ziakom priklady na samostatni prdcu. Je mozné zadat priklady
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vo forme pracovnych listov.

Typ ulohy: Tahgie narocnejsie tazké
1(x+3)( —3)  6.(19-p).(194p) 11.(m —7n).(m+ Tn)
2.(m—9).(m+9) 7.2x+8).(2r—8) 12.(6p+ 7q).(6p — 7q)
3.(k—D5).(k+5) 8(v+T7).v—7) 13.(11y —92).(11y 4+ 9z)
(t —13).(t+13) 9.3k — 5).(3k +5) 14 (40 — 3r).(40 + 3r)
5.(d+c).(d—c) 10.(Th—1).(Th+1)  15.(22+5).(2% — 5)

Cinnost Ziakov: Ziaci prepisuju priklady do zoSitov, riesia ich samostatne a na zdver
st vo dvojiciach skontroluji vysledky spristupnené pocitacom.

Domaca tloha: 2 minuty
u¢ebnica: str. 84 / ul. 9, 10
str. 87 / cvié. 12, 13

Zaver

Vyuzitim IKT na hodindch matematiky som chcela prehlbif zaujem ziakov o
matematiku. Ulohy a postup ich rie§enia som volila tak, aby poznatok vznikal ako
abstrakcia ziskanych skiisenosti pri ich rieSeni.

Zdroj na ziskanie prezenticie v Power Pointe : www.moderniucitel.net

Literatara
[1] SEDIVY, O. a kol.: Matematika pre 8.rocnik ZS 2. ¢ast, SPN, Bratislava 2001.
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Linearna kombinacia v tlohach analytickej geometrie

MARTIN BILLICH

ABSTRACT. The aim of this paper is to give possibility of using linear combination of the
equations for the plane curves to solve some problems of analytic geometry.

Uvod

Pri rieSeni mnohych matematickych tloh sa metdda rieSenia moze stat ovela
pritazlivejSou ako skumanie korektnosti jej pouzitia. Inymi slovami, teoretickému
rozboru tlohy sa nevenuje dostatoéna pozornost, ¢o urcéite nie je po didaktickej
stranke spravne. V tomto prispevku sa poktsime na konkrétnych tlohach ukazat, ze
poznanie 7Ziaka v zmysle "preco to tak funguje" je nepostradatelné. Dokazom moze
byt aj nasledujica jednoduché tloha.

Uloha 1. Rieste systém dvoch linedrnych rovnic:
Sx —2y="7, x+3y=15 (1)

RieSenie. Vynasobime obe strany prvej rovnice ¢islom 3 a obe strany druhej rovnice
¢islom 2. Sé¢itanim takto ziskanych rovnic (oboch ich prislusnych stran) a de-
lenim ¢islom 17 dostaneme = = 3 a nasledne y = 4. Potom {(3,4)} je mnoZzinou
vietkych rieSeni systému (1). O

Na tomto mieste si mdézeme polozit otdzku. Na zaklade ¢oho si moézeme byt isty, ze
novy systém rovnic bx — 2y = 7, = 3 je ekvivalentny so systémom (1), t.j. ma
rovnakd mnozinu rieSeni ako (1)7 Jazykom geometrie moézeme tito otazku prefor-
mulovat: "Preco priamky, ktorych rovnice st 5z — 2y = 7 a x = 3 pretinaji priamku
x + 3y = 15 v tom istom bode?"

7 vyssie uvedenou metodou riesSenia systému linearnych rovnic sa 7iaci oboznamia
uz na zakladnej Skole. Napriek jej ¢astému pouzivaniu, najdeme iba velmi méalo knih
z algebry (resp. linearnej algebry) v ktorych je uvedeny aj dokaz pouzitej metody. Ak
by sme aj chceli urobit tento dokaz so Studentmi na vyucovacej hodine, ich ¢astou
reakciou je, 7e jednoduchost danej metody si uz dokaz nevyzaduje. Na tomto mieste
treba pripomenut, 7ze prave podrobna analyza roznych metod rieSenia tloh moze
pomoct lepsie pochopit vzajomné prepojenia medzi algebrou a geometriou.

Veta 1. Nech Fy(z,y), Fy(x,y) si algebraické vijrazy definované na mnozine S z R?.
Nech a, 8 € R, B # 0 . Potom systémy rovnic

Fl(x>y) :O> FQ(ZL’,?/) :O; (Sl)
Fi(x,y) =0, «aFi(z,y)+ 0F(x,y)=0 (S2)

st navzdjom ekvivalentné.

Dékaz. Pre ekvivalentnost systémov rovnic (S1) a (S2) sta¢i dokazat, ze kazdé rieSenie
systému (S1) je sucasne aj rieSenim systému (S2), a naopak. V pripade, Ze
mnozina rieSeni oboch systémov je prazdna, tvrdenie zrejme plati. Ak aspon
jedna z mnozin rieSeni je neprazdna, tak plati:
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(1) Ak (a,b) je riesenim systému (S1), tak Fi(a,b) = 0, Fy(a,b) = 0. Potom
aFi(a,b) + GF3(a,b) =0+ 0=0, t.j. (a,b) je tiez rieSenie systému (S2);

(77) Ak (a,b) je riesenim systému (S2) pre 5 # 0, tak z podmienky Fj(a,b) =0
a aFi(a,b)+ fFs(a,b) = 0 vyplyva a- 04 SF»(a, b) = 0, ¢o je ekvivalentné
s rovnostou Fy(a,b) = 0.

Dostavame, 7e mnoziny rieseni oboch systémov st rovnaké. O

Poznamka. Druhi rovnicu systému (S2) nazyvame linedrna kombindcia rovnic (S1).

Tvrdenie predchadzajicej vety mozeme graficky interpretovat nasledovne. Roviné
krivky, ktorych rovnice su Fy(x,y) = 0 a aFi(z,y) + BFy(x,y) = 0 pretinaju graf
krivky s rovnicou Fi(z,y) = 0 v tej istej mnozine bodov (obr. 1).

E=0

/ O x
1+/6 i
Obr. 1
Rieéené flthy

V nasledujucich tlohach ukédzeme, ako mozeme niektoré netrividlne problémy analy-
tickej geometrie Tahko (bez zdlhavych vypoctov) vyriesit pomocou vety 1.

Uloha 2. Napiste rovnicu priamky prechddzagjicej spolocnymi bodmi kruznic ki a ko,
ktoryjch rovnice su

(-1 4+y+2%*-4=0 a (r—32+(@y—22—-16=0 (2)

RieSenie. Najskor overime, ze dané kruznice maju neprazdny prienik. Pretoze vzdi-
alenost ich stredov je 21/5 a velkosti polomerov danych kruznic st postupne 2
a 4, tak mnozina rieSeni systému rovnic (2) je neprazdna. Ak nahradime druha
rovnicu tohto systému jej rozdielom s prvou rovnicou, dostavame systém (3),
ktory je podla vety 1 ekvivaletny s (2) (o =1;5 = —1):

(=1 +(y+2)°-4=0, z+2y+1=0 (3)

Priamka z 4+ 2y + 1 = 0 je hTadanou priamkou, nakolko pretina kruznicu k; v
tych istych bodoch ako ky. O
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Mnoho Studentov si neuvedomi predchadzajicu moznost rieSenia a postupuje v
rieSeni systému rovnic (3) napr. dosadenim z = —2y — 1 do prvej rovnice. Takto
nijdu siradnice spolo¢nych bodov danych kruznic a nakoniec urcia rovnicu priamky,
ktora tymito bodmi prechadza.

Uloha 3. Nech ky, ko, ks su lubovolné kruznice v rovine, pricom kazdé dve z nich
sa navzdjom pretinaju v dvoch réznych bodoch. Dokdzte, Ze trojica spolocnijch tetiv
dangch kruznic sa pretina v jednom bode (obr. 2).

P23

Obr. 2

Riesenie. Nech Fi(z,y) = (z — a;)* + (y — b;))?> — r? = 0 je rovnica kruznice k; v
kartezianskej ststave suradnic, ¢ = 1,2,3. Nech p;; je priamka prechddzajtca
spolo¢nymi bodmi kruznic k; a k;, 1 < ¢ < j < 3. Analogicky s predchadzajiicou
tlohou dostavame, ze p;;(x,y) = Fi(x,y)—Fj(z,y) = (aj—a;)x+(b;—b;)y+cij =
0 je rovnicou priamky p;;, kde ¢;; je redlna konStanta. Stradnice priesecnikov
priamok pis a py3 uréime rieSenim nesledujiceho systému rovnic.

pi2(x,y) = Fi(z,y) — Fo(x,y) =0, pis(e,y) = Fi(z,y) — F3(z,y) =0 (4)

Ak nahradime druha rovnicu systému (4) jej rozdielom s prvou rovnicou, tak
dostaneme systém rovnic:

Fl(xvy)_F2(xvy>:07 Fg(l’,y)—Fg(SL’,y):O, (5)

ktory je podla vety 1 (o« = 1,5 = —1) ekvivalentny so systémom (4). AvSak
druhé rovnica systému (5) je rovnicou priamky pes. Preto priamky pi3 a po3
pretinaju priamku pio v tom istom bode. O

Uloha 4.
a) Nech E1 a E2 si dve elipsy v rovine, ktorych osi si navzdjom rovnobeziné. Ak

sa elipsy pretinaju v Styroch bodoch, tak spolocéné body leZia na jednej kruznici
(obr. 3). Dokdzte.
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y

b) Ak sa dve paraboly P1 a P2, ktorijch osi si navzdajom kolmé pretinaji v Styroch
bodoch, tak spolocné body lezia na jednej kruznici. DokdZte.

Obr. 3

RieSenie. (a) Zvolme sturadnicovy systém tak, aby osi oboch elips boli rovnobezné so
siradnicovymi osami. Potom priesecniky danych elips ur¢ime rieSenim systému
rovnic:

_ 32 2, 2 2 272
Fi(z,y) = bi(z —mi1)” +ai(y —m)” —ajby =0

Fy(z,y) = bj(x — ma)* + a3(y — n2)* — azb; = 0. (6)

Aby sme dokazali, ze spolo¢né body lezia na jednej kruznici, nahradime druht
rovnicu systému (6) linearnou kombinaciou aF(x,y) + BFy(x,y) = 0, kde « a
3 zvolime tak (vid nizsie), aby rovnica aFi(x,y)+ BF»(z,y) = 0 bola rovnicou
kruznice. Potom rieSenie tlohy je bezprostrednym désledkom wvety 1. Nakol'ko
Az?+ By?+ Cx+ Dy + F = 0 je rovnicou kruznice prave vtedy, ked A = B # 0
a nie je sucasne bodom alebo prazdnou mnozinou, a a [ uré¢ime porovnanim
koeficientov pri 22 a y? v rovnici aFy(z,y) + 8Fy(z,y) = 0. Plati

ab? + Bb; = aai + Bas (7)

Ak ay = by, tak elipsa Ej je kruznicou, a tvrdenie (a) je dokdzané. Ak ay # b,
polozme o = 1 v (7) a vypocitame (3. Dostaneme 3 = (a? — b?)(b3 — a2)™!, ¢o
bolo treba dokazat. O

(b) Ak si zvolime suradnicové osi rovnobezne s osami danych parabol, tak
rovnice P, a P, maja postupne tvar:

Filz,y)=a2®* +bx+c—y=0 a

FQ(QL’,y) = a2y2 + bgy+02 —x=0.

Ked7e a1 # 0 a as # 0, rovnicou asFy(x,y) + a1 Fy(z,y) = 0 je uréena kruznica
prechadzajica spolo¢nymi bodmi parabol. O
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Zaver

S pojmom linedrnej kombindcie sa stretdvame iba zriedkavo pri rieSeni tloh
analytickej geometrie. Aj ked sme v tomto prispevku uviedli iba rieSenia $tyroch
uloh, pozorny citatel si iste uvedomil, 7e uvedené postupy mozeme vyuzit aj pri
rieSeni inych tloh analytickej geometrie, nielen v rovine, ale aj v trojrozmernom
priestore pre pripad linearnej kombinacie rovnic rovin a gulovych ploch (zvizkoch
gulovych ploch).
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Menime postoje Studentov k vykonom v matematike
na 2. stupni ZS

JAROSLAVA BRINCKOVA

ABSTRACT. This paper shows tree aspects of the teaching of mathematics. The first one
1nwvolves proportionality, which constitutes one of the cores of pupils’ knowledge. The second
one inmvolves a didactic approach: combining a geometrical frame with a numerical context.
The third one deals with the use of resources and the integration of new Technologies. The
combination of these three aspects is relevant to work with trainees on teaching practices in
the classroom.

Kliicové slovd: aritmetika, geometria, pomer a umernost, funkcie, priprava ucitelov
matematiky: zakladna skola, vysoka skola

Uvod

V roku 1980 dvaja americki didaktici matematiky Rosnick a Clement realizovali
vyskum, ktory sa tykal , prekladu” textu do jazyka matematickych formil a naopak.
Autori predlozili podla G. Fischera a R. Malleho [3] vysokogkolsky vzdelanym osobam
rozneho veku ulohy podobného typu:

Nech S je pocet studentov a P je pocet profesorov na jednej univerzite. Na kaZdého
profesora pripadd 6 Studentov. Vyjadrite tito situdciu rovnicou pomocou S a P.

Priblizne 60% opytanych odpovedalo spravne. Skoro vSetci ti, ¢o vyrieSili ilohu
zle, napisali 6S — P. Pri neforméalnom vyskume uditelov germanistiky v Rakusku
bola tspesnost dokonca len jedna tretina. Vyskum u Studentov ekonoémie dopadol
neporovnatelne hor§ie ako u §tudentov techniky. Tato chyba sa v literatire oznacuje
ako Rosnickov-Clementov fenomén. Obaja vyskumnici nechceli tento jav len dokézat,
ale chceli aj vyskumat, nakolko sa da ovplyvnit vhodnymi ,terapiami®. Tazkosti 7i-
akov a dospelych so sémantickymi aspektmi algebry boli pre nas podnetom na pre-
pojenie geometrického ramca s numerickym kontextom v priprave tvorivych ucitelov
matematiky. Netradi¢ny pristup k didaktickému spracovaniu problematiky podob-
nosti v priprave ucitelov vo Franciizsku a Dansku (pozri |1]) nas motivoval k in-
ovécii obsahu vzdelavania ucitelov matematiky 2. stupna v predmete Tvorivé dielne
v matematike s cieflom, ukazat budtcim uditefom matematiky vztahy medzi jed-
notlivymi zlozkami matematiky ( aritmetika geometria algebra) pomocou mate-
matickych projektov. Kombinovat geometriu s numerickym kontextom. Pre tvorbu
vhodnych u¢ebnych materialov budicich uc¢itelov matematiky vyuzit dostupné mul-
timedialne prostriedky.

Porovnavame c¢isla a dlzky

S porovnavanim dvoch prirodzenych ¢isel sa stretavaju ziaci uz na prvom stupni
zékladnej Skoly dvoma sposobmi:
rozdielom: ¢ — b = a (Nech a,b,c,d € N. Potom ak a +b = ¢, tak ¢ — b = a)
Odpovedame na otazku o kolko viac ¢ menej?
a

podielom: a : b = c alebo § = ¢, kde b # 0. Odpovedame na otazku kolkokrdt
viac ¢i menej’
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Ak d # 1 moZeme podiel zapisat aj ako rovnost dvoch zlomkov 3 = 5, kde b a
d # 0.

Kym pri s¢itovani a odc¢itovani prirodzenych cisel chapu €islo najcastejsie ako
mmnohost, predstava ¢isla ako operdtora nastupuje pri zavedeni operacie nasobenia
a delenia. Napriklad 6: 2 — 3 ¢itame: 6 je dva krdt viacej ako tri. Alebo dva krdt
tri rovnd sa 0.

Kvalitativne novy posun v mysleni ziak nastava, ked sa na zapis podielu dvoch
prirodzenych ¢isel pozerame ako na zlomok a/b. Napriklad zlomok 2/3 prezentu-
jeme v Skolskej matematike ako dve z troch ¢asti celku. Pritom 2/3 chapeme ako
operator, ktory z celku velkosti 60 dava cast rovnu 40, ale z celku 120 dava cast
rovna 80. Fakt, 7ze zlomok porovnava rézne mmnozstva sa v ucive o zlomkoch v 6.
roéniku ZS dostatocne nezvyrazni. Prvym novym uc¢ivom v matematike 7. roc¢nika
ZS st operacie so zlomkami, ktoré kladia, vzhladom na abstraktnost precvic¢ovanych
algoritmov, velké naroky na pamét ziakov a si ¢asovo naro¢né. Zrucnost v praci so
zlomkami je dolezita pre dalSie objavovanie v matematike Tym je vyjadrenie vztahu
medzi dvoma réznymi mnoZstvamsi, ktoré nazyvame pomer. Podiel ¢isel a:b
(24:12) nazyvame v matematike pomer a citame a ku b. Hovorime, Ze a/b je hod-
nota pomeru. Mnozstvo matematickych pojmov s ktorymi pracuje ziak a vztahy medzi
nimi st znazornené v Pojmovej mape na obr.¢.1.
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Obr.¢.1: Pojmova mapa - Pomer

Rovnost dvoch pomerov, napriklad: a : b = ¢ : d, nazyvame @mera. Jej upravou
na tvar { = £, kde b a d# 0, dostavame rovnost dvoch zlomkov, v ktorych je sé-
manticky prvkami elementarnej algebry zapisané meranie dvoch objektov v rovnakych
jednotkach miery. V gkolskej praxi st to najéastejdie dlzky, obsahy, objemy, hmot-
nost, ¢as, rychlost, financie, teplota. Tazisko prace ucitela spociva v identifikacii typu
umernosti a nacviku algoritmu trojclenky pri vypocte priamej a nepriamej tmernosti.
Pre malu ¢asovu dotaciu a velku abstraktnost uciva sa toto u¢ivo nevracia spit ku
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zlomkom, ale prechadza hned do etapy sktimania pomerov medzi dizkami odpoveda-
jucich si stran vzoru a obrazu objektov v zhodnych zobrazeniach v geometrii 7. ro¢nika
ZS. Ak pre trojuholniky ABC a A’B’C’ plati ze:|AB| : |A’B'| = 1, |AC| : |A'C"| = 1,
|BC| : |B'C'| =1 tak su trojuholniky zhodné. Koeficient k pre vSetky tri vztahy je
rovny 1. Meranie mozeme zapisat aj ako imeru |AB| : |[A’'B’| = 1: 1. Sktmajme
ako sa zmenia oba trojuholniky ak budeme menit ameru. Ak je k > 1 bude sa obraz
trojuholnika zviac¢sovat. Ak je z intervalu (0, 1) bude sa obraz trojuholnika zmengsovat.
Ak je k = 1, tak mdzeme skiimat a popisat polohu vzoru a obrazu bez toho, aby
sa ich dlzky stran a velkosti uhlov menili. Hovorime o stimernosti osovej, stredovej
posunuti a rotacii. Polozme si otdzku. Moze byt amera aj zaporna, ked meriame
realne objekty? Ak chapeme zlomok ako ¢islo raciondlne a pomer ako zlomok, tak
rovnost dvoch pomerov v pripade rovnolahlosti je prikladom abstrakcie v geometrii
pre k < 0. Poukazuje na opa¢nu orientaciu vzoru a obrazu voci stredu rovnolahlosti.
Pomocou pomeru k mozeme klasifikovat zobrazenia v §kolskej matematike tak, ako
uvadza tabulka ¢. 1.

Koeficient k a zobrazenia v geometrii

Rovnolahlost k € (—o0,00)

Podobnost Zmengenie k € (0,1) Zvidsenie k € (1, oo)

Zhodnost k = 1 | Stredové Osova sumer- | Posunutie | Otocenie
sumernost nost

Tabul'ka ¢. 1. Koeficient k a zobrazenia v geometrii

Matematicky projekt kolegov z Pariza a Swenborgu [1| vychadza v priprave budi-
cich ucitelov matematiky pre 7S 7z numerického kontextu zlomkov a skiimanfim po-
mocou Cabri geometrie umoziuje objavit matematicki podstatu podobnosti.

Skimajme vSak trojuholnik d'alej. Ak vyjadrime v pravouhlom trojuholniku pre
dany uhol a pomerom dlzky protilahlej odvesny a prepony (prilahlej odvesny a pre-
pony), alebo pomer dlzok oboch odvesien, tak mozeme modelovat goniometrické
funkcie sinus (kosinus) alebo tangens daného uhla «. Koeficient pomeru k uz nebude
len raciondlne ¢islo, ale redlne ¢islo, v pripade sinusu a kosinusu z intervalu <0, 1>,
pre tangens a kotangens 7 intervalu (- 0o, 0co) okrem bodov nespojitosti.

V pravouhlom trojuholniku moézeme pomerom vyjadrif aj dizky jeho odvesien a
vysky a tak odvodit Euklidove vety o vyske a odvesne, Pytagorovu vetu, pripadne ski-
maf Télesovu kruznicu. Cislo sa takto stéva reprezentantom geometrického vztahu.
Pojem zlomok a pomer dvoch ¢isel sa takto postupne vinie ué¢ivom matematiky pocas
celého studia druhého stupna ZS, pricom ani ziaci, ani budici ucitelia si tuto savis-
lost bez upozornenia neuvedomuji. Nazdavame sa, 7e prave malé utvrdzovanie vnu-
tornych matematickych vztahov pocas gkolskej dochadzky podporuje vznik Rosnick-
Clementovho efektu.

Didaktické stvarnenie uciva

Jedno z uslovi hovori: Niektori ludia vydrZia dve minity nedgjchat, dva tyZdne nepit,
mesiac nejest a niekolko rokov  nerozmgslat. Nasou snahou bolo podnietit tuden-
tov ucitel'stva matematiky k tomu, aby zacali aktivne rozmyslat o moZnosti podat
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ucivo inym, netradi¢nym spoésobom. Zvyraznit viazby medzi jednotlivymi ¢astami uz
prebraného uc¢iva a dat zZiakom podnety pre samostatné badanie v matematike.

V tivode kurzu Tvorivé dielne v matematike ZS sme vybrali ako zaklad skima-
nia tri tematické celky. Z uciva aritmetiky Zlomky, z uciva algebry Linearne rovnice
a 7 u¢iva geometrie Trojuholnik. Ulohou §tudentov bolo v skupinach podrobne spra-
covat teoretick bazu a pojmovii mapu pre vyklad uéiva v jednotlivych roénikoch ZS.
S grafmi a diagramami sa Ziaci stretavaju podla J. P¥ihonskej |5], uz od utleho veku.
UTah¢uju im klasifikiciu objektov. Pojmova mapa im umoznila objavit prvé vztahy
k ostatnym castiam uciva matematiky v uc¢ebnych osnovach.

V dalSej ¢asti sme ich nechali individudlne pracovaf na detailnom a redlnom
scenéri vyucovacieho bloku. Vymedzit oblasti za ktoré zodpoveda ucitel a za ktoré
zodpovedaju ziaci. Zistit oblasti (body), ktoré st z metodického hladiska taziskové
pre osvojenie si danej problematiky. V analyze a priori sme diskutovali o moznych
uskaliach a tazkostiach ziakov. Pozadovali sme presné vymedzenie vzdelavacieho a vy-
chovného ciela. Nechali sme Studentov kolektivne uvazovat nad ich individudlnymi
navrhmi a vybraf pre realiziciu v triede ten, ktory skupina oznacila ako najlepsi.

K zvolenym ,najlepsim“ navrhom Studenti vytvorili sibor tloh na precvicenie a
vypracovali pomocou dostupnych informac¢nych technologii alternativne ziacke pra-
covné listy. Ako matematicky projekt spracovali gradovani sériu tiloh na precvicenie
a overenie vedomosti z naucenej problematiky. Dve dvojice dobrovolnikov sa po-
dujali v rdmci priebeznej pedagogickej praxe vyskasat v 9. ro¢niku Zg, po dohovore
s cviénymi u¢itelkami, navrhnuté tlohy vo svojich scenaroch. Ostatni Studenti ich po-
zorovali na priebeznej praxi. Nasledna analyza oducenych hodin na seminari ukéazala,
7e ziaci nechapu pomer a imeru ako jednu z foriem ¢iselného zapisu zlomkov, ale ako

izolované ucivo. Pri skimani trojuholnika izolovali geometriu od aritmetiky a algebry.

Zapis: O pravouhlijch trojuholnikoch ABC a A’B’C’ plati: a : a’= b : b’= ¢ : ¢’= 1:

2 = % nevedeli bez nac¢rtku a rysovania pretlmocit do jazyka geometrie. Podobne
v tejto ulohe pomer a :c — a: ¢’ % Urcit velkost prislachajaceho uhla bolo pre

mnohych ziakov problémom.

Zaver

Studenti v analyze a posteriori skonstatovali platnost tvrdenia J Coufalovej 2|, ze
projektové vyucCovanie v matematike je jednou z moznosti organického spojenia uceb-
nych predmetov alebo zloziek predmetu do kognitivnej a ¢innostnej oblasti. Kontinu-
itu matematické vzdelavania ovplyviuje podla A. Pridavkovej a I.Scholtzovej [4].
Medzi ne mézeme v prvom rade zaradit vedomostnu troven ziakov, osobné pos-
toje ziakov k vyucovaniu matematika a odborni i pedagogicku erudiciu ucitelov.
Vyuzitie informac¢nych technolégii a internetu v préaci ucitela déava dost podnetov na
vlastné spracovanie obsahu uc¢iva matematiky tak, aby v ivode a v zavere¢nom opako-
vani tematického celku sa ukézalo prepojenie oblasti matematiky a inych predmetov.
Zvysilo zaujem Studentov o hlbsie poznanie obsahu uciva v roznych koncepciach uceb-
nic a pracu s vlastnym pracovnym listom.
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Struktura obrazu pojecia matematycznego
The structure of concept image of mathematical
object

BEATA BUGAJSKA - JASZCZOLT

ABSTRACT. This article contains discussion on a test carried out among students of a sec-
ondary school. Analysis of students work led to identification the constitutive elements of the
concept 1mage of mathematical object.

Tworzenie poje¢ matematycznych utozsamiane jest w dydaktyce matematyki z
procesem, w efekcie ktorego zostaja one wlaczone w system posiadanej przez uczacego
sie wiedzy i wyraza sie umiejetnoscia stosowania ich w rozmaitych sytuacjach zadan-
iowych. T choé¢, jak pisze J. Konior (2002, s.20), ,ztoZony proces dochodzenia przez
umyst ludzki do pojecia matematycznego i specyfika tego procesu nadal kryjg wiele
tajemnic”, to badania ostatnich dziesiecioleci wskazuja na celowos¢ taczenia procesu
poznawczego, w wyniku ktorego powstaje nowa wiedza, z sekwencja nastepujacych
po sobie etapow. W szczegolnosci M. Hejny (1997, s. 17) wskazuje na wage zaintere-
sowania pojeciem (faza motywacji), dziatan prowadzacych do zdobywania dogwiad-
czen (etap modeli), ktore w efekcie ;wgladu” w pojecie (podniesienie abstrakcji)
pozwalaja wytworzy¢ intuicyjne powigzania fragmentu wiedzy w istniejacej sieci pow-
iazan poznawczych (etap krystalizacji). W dydaktyce matematyki finalny produkt
nazywa sie ,obrazem pojecia” (por. ,concept image” D. O. Tall, S. Vinner, 1981),
skoncepcja pojecia” (A. Sierpinska, 1985), ,portretem pojecia” (M. Hejny, 1997) lub
sschematem” (E. Dubinsky, 1991, 2001). Koncepcja pojecia matematycznego zwykle
traktowana jest w literaturze, jako indywidualny twor, niewerbalny stowarzyszonym
7 nazwa pojecia, wyrazajacy subiektywne wyobrazenia uczacego sie, jego wiedze i
doswiadczenie. Na jej tworzenie sie maja wplyw, z jednej strony, indywidualne pref-
erencje poznawcze (C. Nosal, 1990), z drugiej, tresci i metody pracy nauczyciela, drogi
nabywania oraz stosowania i komunikowania wiedzy o pojeciu przez dang osobe.

W jezyku obiegowym i praktyce szkolnej zwykle moéwi sie o ksztaltowaniu poje-
dynczego pojecia matematycznego, nie umiejscowionego w teorii. Zwykle dochodzi,
jak mowi S. Turnau (1990, s. 226) do wytworzenia intuicyjnego obiektu myslowego,
ktoremu nadaje sie nazwe. W toku dalszej nauki po jego zdefiniowaniu, w ra-
mach okreslonej teorii matematycznej, staje sie ono pojeciem matematycznym. Ta
swoista izolacja oraz niewystarczajacy poziom wiedzy, Swiadomosci metodologicznej
i doswiadczenia matematycznego uczniow czyni proces ich ksztaltowania skomp-
likowanym.

Dos¢ powierzchowna wiedza na temat procesu ksztaltowania sie poje¢ sprawia,
ze czesto w praktyce dochodzi do wyboru elementow, jak sie powszechnie sadzi
koniecznych dla tworzenia pojecia  definicji (w sformutowaniu proponowanym przez
autora aktualnie uzywanego w szkole podrecznika), stowarzyszonych z nig elementow
,stownika” oraz sytuacji, potrzebnych po to, aby wyjasni¢ sens definiowanego obiektu,
badz aby ,gtadko” doprowadzi¢ do sformutowania definicji (wowczas dzialania i tak
zorientowane sa na konkretna definicje). W polu widzenia nauczyciela pozostaja wiec
jedynie niektore elementy tworzonego pojecia (patrz Zaltacznik 1).
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Powstaje pytanie:

Czy znajomo$¢ tych wybranych elementéow wystarcza uczniowi do swobod-
nego operowania pojeciem, funkcjonowania w réznych sytuacjach, do ktérych moga
by¢ odnoszone rézne jego wihasnosci? Czy te elementy zapewniaja wszechstronne,
wieloaspektowe rozumienie pojecia?

W sformulowaniu odpowiedzi postuze sie pojeciem kresu zbioru ograniczonego
oraz wynikami obserwacji uzyskanymi w trakcie badan prowadzonych wsrod uczniow
liceum ogolnoksztatcacego, w szczegdtach prezentujac spostrzezenia dotyczace kon-
cepcji kresu zbioru ograniczonego posiadanej przez jednego z badanych uczniow.

Piotr - uczen klasy trzeciej osiggajacy bardzo dobre wyniki w nauce, oceni-
any przez nauczyciela matematyki, jako osoba szybko uczaca sie, przyswajajaca
wiadomosci z duza tatwoscia i swobodnie wykorzystujaca je w réznych sytuac-
jach zadaniowych, bral udziat (obok 120 innych uczniéw) w badaniach, w trakcie
ktorych analizie poddano zachowanie uczniow wobec réznych sytuacji dotyczacych
kresu zbioru ograniczonego. Znalazly sie tu zadania prowokujace rozne dziatania
ucznia, poczawszy od polecenia wyznaczenia kresow danego zbioru, skonstruowa-
nia zbioru o danych warunkach, wyjasnienia etapéw postepowania oraz rozumowa-
nia w konkretnych sytuacjach, czy w koncu rozstrzygania prawdziwos$ci pewnych
wypowiedzi (z réznym udzialem jezyka formalnego i naturalnego) dotyczacych kresu.
Rozwazane bylty zbiory skoriczone i nieskoniczone, z r6zng konstrukcja elementow,
roznymi opisami zbioru, uporzadkowania zbioru oraz opisem porzadku zadanego w
zbiorze, dopuszczajace postugiwanie sie jezykiem naturalnym, wieloznacznym i kon-
tekstowym, bez koniecznosci uzywania specyficznej terminologii kresu, az po zadania
wymagajace odformalizowania zakodowanych uprzednio informacji, czy tez postugi-
wania sie specyficznymi elementami ,stownika” zwigzanego z kresem.

Definicje kresu zbioru ograniczonego Piotr poznal na lekcji matematyki w pier-
wszej klasie. Rozwazane byly wowczas zbiory skoriczone, przedzialy oraz zbiory utwor-
zone z warto$ci ciggdéw monotonicznych i ograniczonych — stowem zadania najczesciej
spotykane w podrecznikach i zbiorach zadan przeznaczonych dla uczniow liceum.

W sytuacjach znanych z lekcji matematyki radzit sobie bardzo dobrze, bez trudu
okreslat zadane kresy. Posiadana przez Piotra wiedza okazala sie¢ wystarczajaca do
wyznaczenia kresow przedziatu, jako odpowiednio elementoéw otwierajacego i zamyka-
jacego przedzial, np. w zadaniu:

Do zbioru A nalezg liczby naturalne z przedziatu (2,11).

Zbior C = {x e Nix e (1, 54)}.

Uzupetnij zdania:

Kres dolny zbioru A jest rowny ............... ... .....

Kres gorny zbioru C jest rowny .................ooo....

Piotr okreslat kresy zbioru wartosci ciggu monotonicznego i ograniczonego, jako
pierwszy wyraz ciggu oraz granicg w nieskonczonosci, np. w sytuacji

Zbior Kres dolny Kres gorny
NS,
)99 3940 "

Postawiony w nowych dla siebie sytuacjach rozszerzal zakres stosowalno$ci wyt-
worzonych schematoéw postepowania, np. w zadaniu :

Wyznacz, o ile istnieja, kres gorny i dolny zbioru

E={z€eR:x=t—t*Nte<—4,1>}.

Odpowied?Z uzasadnij.
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Piotr btednie wyznaczal kresy zbioru E, jako odpowiednie wartosci funkcji na
krancach przedzialu okreslonosci.

W przypadku zbioréw utworzonych z wartosci ciagu, gdy kolejno$é¢ elementow
Llisty” nie byta zgodna z uporzadkowaniem naturalnym na osi liczbowej np.:

ERTL L ) L s
727 3747"’7 n PR ) 37 97277 817"'7 3n+1 PR

uczen dziatania sprowadzil do poszukiwania ,koncowych” elementéw zbioru
widzianego na osi liczbowej. Niemozno§¢ wskazania, w wyniku skonczonych czynnosci
odpowiedniego elementu sprowokowata teze, ze kres nie istnieje.

Podobne czynno$ci zaznaczania ,kolejnych” elementow zbioru podejmowatl uczen
poszukujac kresow zbiorow utworzonych z utamkéw dziesietnych, np.:

C ={-1,01;-1,01001; —1,010010001; —1,01001000100001; ...}, czy

D = {8,67(1);8,67(2); 8,67(3); 8,67(4);...}, a niemoznos¢ wykonania tej konstrukeji
w skoniczonym czasie, prowokowaly przekonanie, ze odpowiedni kres nie istnieje.

Piotr nie potrafit odwrocié ciggu czynnodci zwigzanych z wyznaczaniem kresu i
wykorzysta¢ ich przy konstrukeji zbioru, ktory spetnia z gory okres§lone warunki, nie
wigzal rowniez porzadku z kresem. Nie dostrzegal tego zwigzku nawet w znanych sobie
sytuacjach, ale przywiazywal wage do kolejnosci elementow listy”. Pytania o istnie-
nie kresow zbioru uporzadkowanego relacja inna, niz ,<”, np. w przypadku zbioru
skonczonego, w ktérym porzadek opisano grafem, czy w przypadku uporzadkowania
relacja podzielnosci, pozostaty bez odpowiedzi.

Piotr kojarzyt, a nawet utozsamial ze sobg pojecia: ograniczonos¢, najmniejszy
element, kres. W sytuacjach znanych sobie, stosowal ,wyprébowane” na lekcjach
matematyki sposoby postepowania. W nowych, unikat formalnego odwotywania sie
do okreslenia kresu. W wypowiedziach podkreslat, ze nie wie jak skorzysta¢ z jego
definicji (cho¢ poprawnie ja przytaczal) i wyrazal przekonanie, iz niewiele mu ona
pomaga w sytuacjach zadaniowych. Nawet ,stownik” zwigzany z kresem, ktory poz-
nal w trakcie szkolnego procesu ksztattowania pojecia okazal sie nieuzyteczny. W
wypowiedziach Piotra brak bylo zwrotéw jezyka formalnego, czesto za$ pojawiato sie
wyrazenie , konce zbioru”, majacy wiele znaczen, np.:

e pierwszy (ostatni) element na ,liscie” w zapisie zbioru,
e skrajnie potozona liczba na osi liczbowej,

e koricowy” fragment wykresu funkcji.

Przy ich uzyciu werbalizowal sw6j sposob postepowania w sytuacjach zadan-
iowych, a takze samo pojecie - kres zbioru ograniczonego. Gdy méwit o ograniczonosci
zbioru, to miat na mysli naturalnag liczbe jego elementow, porzadek utozsamial z
nastepowaniem po sobie symboli. Stownik ucznia bogaty byt w ,stowa klucze”, w
rodzaju: ,zbior jest ciagiem”, ,tu jest przedzial”, trzy kropki na koncu”, ;wykres dazy”,
ktore sugestywnie charakteryzuja jego sposob myélenia. Dzialania podejmowane przez
ucznia oraz sposob ich komunikowania determinowane byly specyfika danej sytuacji
i §cisle zwigzane z jej osobliwosciami. Jego wiedza dotyczaca kresu, jako mato elasty-
czna, $cisle wiagzala sie 7z informacjami zakodowanymi w uktadzie symboli i znakow
opisujacych zbior.
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Posiadane przez Piotra schematy postepowania miaty lokalny zasieg. Uczen nie
posiadal umiejetnosci radzenia sobie w nowych sytuacjach, ,podchodzenia” do prob-
leméw, stowem nie byl wyposazony w strategie heurystyczne. Nie odwolywal sie
rowniez w momencie ,utkniecia” do definicji, bo nie stanowilta ona dla niego wyktadni
wiedzy o pojeciu, ktorag mogtby wykorzysta¢ w dziataniu, co wiecej dla niego byta
ona jedynie formalnym, ale koniecznym jak sadzit dodatkiem.

Rozwazania na lekcjach matematyki wytacznie sytuacji podobnych pod wzgledem
struktury (specjalne zbiory, o ktorych mowa wezesniej, domyslnie podsuwany sposob
uporzadkowania zbioru) sprawily, ze uczen utozsamil je z ,obszarem” stosowalnosci
pojecia, utrudnilty mu transfer zdobytej wiedzy na inne, ogoélniejsze konteksty, stad
brak w swiadomosci ucznia zwigzkow z innymi pojeciami i ubogie intuicje, skojarzenia
oraz wyobrazenia.

7 analizy zachowan ucznia wynika, ze wiedza, ktora Piotr otrzymatl na lekcjach
matematyki, okazata sie nie wystarczajaca do funkcjonowania w nowych dla niego
sytuacjach. Na tle definicji nie potrafit samodzielnie wytworzy¢ tych elementow, ktore
zapewnilyby mu swobode w operowaniu pojeciem.

W zachowaniu Piotra istotnymi elementami byly (patrz Zatacznik 2):

e struktura sytuacji zadaniowych, ktora wyznaczylty warunki szkolnej nauki o
kresie, a wiec zadania z poleceniem wyznaczenia kresow zbioru, zbiory utwor-
zone 7 wartosci ciggu monotonicznego i ograniczonego oraz przedzialy, a w nich
porzadek naturalny ustalony domyslnie (konteksty sytuacyjne),

e procedury postepowania, ktore powstaty na lekcji matematyki, w toku rozwaza-
nia specjalnie dobranych zadan, byly to schematy wyznaczania kreséow przedzi-
atlu oraz zbiorow wartosci ciagdéw monotonicznych i ograniczonych (narzedzia
wykonawcze),

e skojarzenia kresu z ,koncem zbioru”, ograniczono$ci zbioru ze skonczonoscia, a
uporzadkowania z kolejnoscia nastepowania symboli w opisie zbioru, wyobraze-
nia dotyczace zbioru uporzadkowanego zespolone z konkretno  realistycznie
odbierang konstrukcja na osi liczbowej (baza intuicyjno — skojarzeniowa),

e jezyk naturalny zwigzany z rozwazanymi sytuacjami, a nawet konkretnymi
przyktadami (aparat komunikowania)

e definicja kresu, jako nieodzowna, ale nieoperatywna skltadowa pojecia (fakty).

Uczen znat definicje kresu, dobrze radzit sobie z rozwiazywaniem szkolnych zadan,
jednak pod zastona pozornie dobrze uksztaltowanego pojecia kryty sie niepoprawne
intuicje, nieoperatywne schematy zachowania w sytuacjach zadaniowych.

Poréwnanie efektow ksztaltowania pojecia — Zatacznik 2 z zamierzeniami nauczy-
ciela — Zatacznik 1, jednoznacznie wskazuje, ze sa one dalekie od zaktadanych.
Zapewne bylyby inne, gdyby w polu widzenia osoby formulujacej cele podej-
mowanych na lekcji matematyki zabiegow dydaktycznych byly zaréwno aspekty for-
malne (fakty), jak i intuicyjne (baza intuicyjno — skojarzeniowa) danego poje-
cia, roznorodne, a nie tylko wygodne konteksty sytuacyjne, potencjalne sposoby
postepowania, schematy, algorytmy i strategie heurystyczne (narzedzia wykon-
awcze) oraz towarzyszace im stowa (aparat komunikowania), a takze zaleznosci i
zwiazki 7z innymi pojeciami systemu, do ktorego ono przynalezy (elementy syste-
mowe).
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W przypadku pojecia kresu zbioru ograniczonego o ostatecznym ksztalcie jego
koncepcji decydowaly w rownym stopniu wszystkie wymienione powyzej elementy.
Taka prawidtowo$¢ odnotowaé¢ mozna takze w przypadku innych ztozonych po-
je¢ matematyki szkolnej, np. pojecia granicy, czy poje¢ rachunku rézniczkowego i
catkowego. Wynika to bezposrednio z ich natury (powstaja w wyniku nadbudowywa-
nia jednych nad drugimi), struktury logicznej okreslen (czesto sa to skomplikowane
logicznie definicje) oraz tworzonych, w wyniku zabiegow odformalizowania, niefor-
malnych elementow.

W matematyce szkolnej funkcjonujg rownolegle z nimi i takie pojecia, w koncepc-
jach ktorych dominuja niektore tylko sktadowe elementy. Tak jest choc¢by w przy-
padku pojecia wartosci bezwzglednej. Ubogiej sktadowej intuicyjno skojarzeniowej
(wyobrazenia zwiazane wylacznie z odlegloscia na osi liczbowej) odpowiadaja ele-
menty formalne, ktorych znajomo$é¢ wystarcza uczniowi do funkcjonowania w wielu
sytuacjach zdaniowych.

W przypadku koncepcji poje¢ elementarnych (zob. Z. Krygowska, 1977, s.7) (np.
prostokata, prostopadloscianu i innych), bedacych rezultatem spontanicznej akty-
wno$ci poznawczej ucznia, wspolistnieja ze soba: uboga skladowa formalna oraz
rozbudowane znaczenie kontekstowe oraz elementy wyobrazeniowo — skojarzeniowe.
Funkcjonowanie w wiekszosci sytuacji zadaniowych zapewniaja poprawne intuicje ge-
ometryczne, a niekiedy wyltacznie umiejetnosci postugiwania sie symbolami (w sytu-
acjach dotyczacych pola, czy objetosci).

,Rozktad” elementow tworzacych koncepcje pojecia, jak wynika z powyzszej, po-
bieznej analizy moze by¢ zréoznicowany. Nie to jednak ma dla praktyki nauczania za-
sadnicze znaczenie, ale ich znajomos¢ tychze elementéw. Wiedza ta pozwala nauczy-
cielowi rozpozna¢ z jednej strony sytuacje dydaktyczne, ktore wyzwalaja i ugrun-
towuja btedne intuicje, reguly operowania pojeciem, niewlasciwe sugestie jezyka
stowem potencjalnych  nosicieli” btedow, celem ograniczenia ich funkcjonowania, 7z
drugiej zas te, ktore sprzyjaja tworzeniu nieformalnych elementéw, m.in. skojarzen,
intuicji, zgodnych z sensem nadanym im przez definicje, na ktérych bytoby wskazane
budowanie koncepcji.

Analiza zachowania Piotra opisana w niniejszym artykule pokazuje konsekwencje
zaniedbania tworzeniu obrazu pojecia jakiejkolwiek sktadowe;.

Pojawia sie wniosek, ze elementy:

e baza intuicyjno skojarzeniowa

e fakty

e narzedzia wykonawcze

e elementy systemowe

e aparat komunikowania

e konteksty sytuacyjne

e mozna traktowac, jako ,wspotrzedne” koncepcji pojecia matematycznego, ktore

beda wyznacza¢ kierunki jego tworzenia si¢ w umys$le uczacego sie, sprzyjac
kontroli i korygowaniu blednie wytworzonych koncepcji.
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Zalacznik 2
Struktura koncepcji (obrazu) pojecia kresu zbioru ograniczonego posiadang przez
ucznia klasy trzeciej liceum - Piotra.
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The goal of a mathematical problem for the author
and the recipient

MONIKA CZAJKOWSKA

ABSTRACT. We know that there is no mathematical education without the act of solving
a task. Fach of mathematical problems should evoke desirable behaviour and actions of a
student. Especially, the goal of mathematical problem is: to pass on specific mathematical
contents, to show heuristic strategies, to teach reading of mathematical text, to design ma-
thematical models, to train mathematical efficiency. In my paper I will show some problems
which are connected with recognize a goal of mathematical problem by students from a se-
condary school.

1. Cel zadania matematycznego

Kazde zadanie, ktore wybieramy, formutujemy albo rozwigzujemy, ma wywotlaé
pozadane zachowania ucznia i doprowadzi¢ do zmian w jego mysleniu i dziata-
niu. W szczegblnodei naszym celem moze by¢: 1)przekaz okreslonych tresci mate-
matycznych; 2)prezentacja lub stosowanie strategii i technik heurystycznych, rozwi-
janie okreslonych aktywnosci, np. postugiwania sie znanym schematem, uogélniania
przyktadow, dostrzegania prawidlowosci, analogii, przeprowadzania prostych rozu-
mowarn; 3)rozumienie tekstu, ksztalcenie umiejetnosci zapisu informacji w okreslonym
jezyku, jej kodowania i odczytywania, postugiwania si¢ terminami lub symbola-
mi; 4)stworzenie odpowiedniego modelu matematycznego dla rozwigzania prob-
leméw pozamatematycznych, badania tego modelu, interpretowania i konkretyzowa-
nia uzyskanych wynikow, 5)ksztalcenie okreslonych sprawnosci, np. rachunkowych.

Na cel zadania mozna patrze¢ z punktu widzenia trzech osob:

- autora zadania, czyli jego tworcy (Zadanie "mowi" o stosunku autora do zadania,
do matematyki (przeciez te, a nie inne tresci wybral), o znaczeniu rozwazanego ma-
teriatlu, metody rozwigzywania, zwraca uwage swa forma jezykowa ($cistosé, symbo-
licznosé, atrakcyjnosé), a takze prowokuje (lub nie) do dzialania. Autor osadzil tresci
matematyczne w odpowiednim kontekscie realistycznym lub pozbawit je takiego kon-
tekstu, tworzac zadanie postuzyt sie jezykiem czysto matematycznym, symbolicznym
albo potocznym, niekiedy uzyt specjalnych znakow czy koloru (np. dla okreslenia stop-
nia jego trudnosci), zamiescit rysunek (ktory moze pelni¢ rozne role, np. by¢ zapisem
tekstu zadania, wskazowka heurystyczna, ozdobnikiem) lub nie, stworzyl zadanie
zamkniete, z jednoznacznag odpowiedzia i taka ilo$cia danych, jaka jest konieczna
dla podania tej odpowiedzi lub otwarte, czyli takie, w ktorym wystepuje nadmiar lub
niedobor danych, lub w ktorym mozliwe sa rézne kierunki dedukceji i rézne poprawne
wnioski, wreszcie umiescit zadanie w odpowiednim miejscu w podreczniku lub zbiorze
zadan (zob. Jacobson 1989, Czajkowska 2005));

- nauczyciela, ktory jest wielokrotnie jednoczesnie odbiorca zadania (poniewaz
otrzymuje od autora gotowe zadanie) i nadawca (najczesciej to on wybiera dane
zadanie spo$rod wielu zadan z podrecznika czy zbioru, poleca je uczniom do rozwigza-
nia i poprzez rozwigzanie zadania chce zrealizowaé okreslone cele nauczania);

- ucznia, czyli odbiorcy zadania, ktory chce odczytaé intencje nadawcy i
postepowaé zgodnie 7 oczekiwaniami autora zadania i nauczyciela, lub wybiera
zadanie, chcac naby¢ okreslone umiejetnosci.
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2. Trudnosci uczniéw z okresSleniem celu zadania

Whiasciwa komunikacja nastapi wtedy, gdy adresat (uczen, nauczyciel) trafnie od-
czyta i zrozumie tre$¢ zadania oraz zinterpretuje informacje w nim zawarte (zob.
Czajkowska 2003, 2005). Nauczyciel posiadajacy przygotowanie dydaktyczne oraz
doswiadczenie heurystyczne latwiej "odczyta" intencje autora, okresli cel, jakiemu
moze stuzyé¢ rozwigzywanie konkretnego zadania matematycznego, umieszczonego
w danym miejscu podrecznika, badz zbioru zadan, niz uczen szkoly podstawowej,
gimnazjum lub szkoly sredniej. Uczen czesto (jak pokazuje praktyka) sadzi, ze chodzi
o jak najszybsze uzyskanie odpowiedzi na postawione w tekscie zadania pytanie,
wyniku bedacego konkretna liczba. Niekiedy nie rozumie intencji autora, ktore nagle
sie zmieniajg.

Dla praktyki nauczania jest wazne, by uczen oraz nauczyciel (takze adresat zadan
formutowanych w podreczniku) trafnie "odczytali" cel zadania, 7 ktorym sie spotkaja.
Jesli odezytaja go niewlasciwie, wowczas zadanie moze utraci¢ sens ksztalcacy, a
nawet przynie$¢ szkode. Rownie istotne jest aby uczen wtasciwie zinterpretowat in-
formacje podane w zadaniu. Rozne interpretacje tekstu, Swiadome badz nie, narzu-
canie dodatkowych warunkow (niekiedy nawet w zadaniach czysto matematycznych,
w ktorych takie postepowanie jest niedopuszczalne), wielokrotnie powoduje, ze uczen
rozwiazuje zupeknie inne zadanie niz to, ktore otrzymat. Forma prezentacji tresci (a
zwlaszeza zabiegi redakeyjne i rysunki), jezyk, czy stosowane przez autora konwencje
dotyczace formutowania i rozumienia tekstu, moga pomoc uczniowi w "odcezytaniu"
celu zadania i interpretacji zawartej w nim informacji, lub przeciwnie -spowodowac,
ze cel bedzie mglisty, a interpretacja informacji - niejednoznaczna. Brak umiejetnosci
"odczytywania" celu zadania i interpretowania informacji w nim zawartej, rodzi trud-
no$ci w uczeniu sie, a sama matematyka staje sie dla ucznia niezrozumiata. Rodzi sie
pytanie: czy uczniowie szkoty §redniej posiadaja powyzsze umiejetnosci? Popatrzmy
z tego punktu widzenia na kilka zadan i ich rozwigzania podane przez uczniow.

Przyktad 1.

Uczniowie I klasy liceum, w trakcie omawiania zagadnieri dotyczacych geometrii
analitycznej otrzymali nastepujace zadanie. Pochodzito ono z podrecznika do nauki
matematyki, z ktorego uczniowie korzystali na lekcjach.

W trojkacie ABC dane sg A—>B = G, B—>C’ = a, CT>A = b. Niech M, N, P beda
odpowiednio $rodkami bokow BC, AC, AB. Wykaz, ze AM + BN +CP = 0.

Wskazowka: Co mozesz powiedzie¢ o wektorze a+ ; + 7

Nauczyciel od razu domysli sie intencji autora chodzi o analize informacji, o
rozwijanie umiejetnosci dowodzenia, o wybor najefektywniejszej i najszybszej drogi
rozwigzania problemu. Postuzenie sie wskazoéwka ma ukierunkowa¢ myslenie ucznia,
by¢ dla niego rada na jakie fakty zwrocié uwage, z czego warto skorzystaé¢. Dla nauczy-
ciela jest niemal oczywiste, ze praca nad zadaniem ma prowadzi¢ do rozwijania wielu
rodzajow aktywnosci myslowych ucznia, ktore beda go przygotowywaly do matem-
atycznego podchodzenia do probleméw teoretycznych.

Rys. 1 zawiera rozwigzanie podane przez Kube:

Podana przez autora wskazowka w zaden sposob nie pomogta chtopcu w odczyta-
niu celu zadania, lecz wrecz przeciwnie -spowodowata, ze stal sie on dla niego jeszcze
bardziej mglisty. Kuba rozpatrywal zadanie w kontekscie w jakim ono wystepowato.
Rozdzial podrecznika, w ktorym zostalo zadanie umieszczone, wezesniejsze zadania
dotyczace dziatan na wektorach, gdy dane byty ich wspotrzedne, wyznaczanie dtugosci
wektorow, itd. oraz temat lekcji ,wektory w uktadzie wspotrzednych®, spowodowaty,
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ze uczen uznat, iz konieczne jest umieszczenie wektorow w uktadzie wspotrzednych.
Nie rozumiejac celu i sensu wskazowki "odczytal" ja nie jako pomoc od autora w
odnalezieniu drogi dowodu, lecz jako kolejne polecenie. W trakcie prezentacji in-
nego rozwigzania zadania, a tym samym i innego dowodu, chlopiec stwierdzil, ze
ybak dodaje sie wektory na fizyce, a na matematyce nalezy je umiesci¢ w uktadzie
wspoOtrzednych®.

Przyktad 2.

Uczniowie II klasy liceum, na lekeji dotyczacej $redniej arytmetycznej, modalnej
i mediany, najpierw rozwigzywali zadania typu:

,Oblicz ~ $rednig  arytmetyczng, mode i  mediane danych liczh:
2,3,4,4,4,4,4,6,8,10,10.
a nastepnie takie, w ktorych co prawda, sytuacja dotyczyla §wiata realnego, ale z
punktu praktycznych zastosowan byta bezsensowna, polecenie za$ brzmiato ,wyznacz
arytmetyczna, mode i mediane”. Oto przyktad takiego zadania:

W przedsiebiorstwie drogowym TRAKT zbadano pracownikéw, ze wzgledu na
ilos¢ spoznien do pracy. Wyniki zwiera tabela

[los¢ spoznien 0 1 2 3 4 5)
Liczba pracownikow 4 2 6 10 2 3

a) Wyznacz $rednig arytmetyczng.
b) Podaj dominante wynikow.
¢) Podaj mediane wynikow".

W kazdym przypadku rozwiazanie zadania ograniczalo sie do wyznaczenia
odpowiednich parametrow. Nalezy zauwazyé, ze chociaz fabula zadania drugiego
dotyczyta zagadnienia pochodzacego ze $wiata realnego, to jego celem byto wyko-
nanie obliczen rachunkowych. Uczniowie liczyli konkretne, jawnie wskazane parame-
try, ktorych potem nie interpretowali, ani tez nie zastanawiali sie nad ich sensem.

Nastepnie zaproponowano uczniom nastepujace zadanie:
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»Zbadano wzrost kandydatow do reprezentacji szkoty w rozgrywkach sportowych,
a wyniki zawarto w tabeli:

Wzrost w cm 176 | 178 | 179 | 180 | 182 | 183 | 185 | 189 | 190
Liczba kandydatéw | 3 Y 9 1 10 1 1 4 1

Wyznacz $rednig arytmetyczng, dominante i mediane wzrostu kandydatow.
Wyniki zinterpretuj. Ktéra z miar, twoim zdaniem, najlepiej charakteryzuje ten
zestaw wynikow?*

Kasia w wyniku obliczenn i pomytki otrzymata: z = 704,78, D=182, Me=180.
Poproszona o interpretacje powiedziata: ,Srednia wzrostu w badanej grupie wyniosta
704,78 cm, dominanta 182 cm, mediana 180 cm®. Na ostatnie pytanie odpowiedziala,
ze ,najlepsza miarg jest dominanta, bo 182 ,stoi“ na §rodku®.

Nalezy zauwazy¢, ze dla uczennicy najistotniejsze byty dane liczbowe zamieszczo-
ne w tabelce i parametry, ktore nalezalo wyznaczy¢, a takze wyniki koricowe (rozu-
miane jako konkretne liczby). Nie wazne byly natomiast obiekty charakteryzowane
przez te liczby. Kasia dazyla do jak najszybszego uzyskania wyniku bedacego
konkretng liczba. Byta przekonana, ze najwazniejszy jest rachunek; nie potrafita
oceni¢ poprawno$ci uzyskanych wynikoéw, ani z punktu ich realnego odniesienia, ani
powolujac sie na odpowiedniag teorie matematyczng i nie dazyta do takiej oceny.
Nalezy zauwazy¢, ze podreczniki i czasami lekcje zapetnione sa zadaniami, w ktorych
do autentycznosci danych liczbowych nie przywigzuje sie wagi. Wielokrotnie zyciowo
sa one bezsensowne. Uczniowie rozwiazujac takie zadania, otrzymuja informacje, ze
najistotniejszy jest rachunek, a nie zastosowanie matematyki. I w takiej konwencji
formutuja odpowiedzi.

Gdy uczniowie nie rozumieja intencji nauczyciela i celu zadania, ktore nagle sie
zmieniaja sa zdezorientowani; poprzednio tak dzialali i bylo dobrze, teraz robig tak
samo i jest Zle.

3. Podsumowanie

Nie kazdy uczen posiada umiejetnosé okreslenia wlasciwego celu zadania matematy-
cznego. Tego trzeba uczy¢. Wydaje sie istotne podejmowanie takich dziatan, ktore
sprzyjalyby budowaniu w mysli ucznia struktury (uktadu relacji) sytuacji opisanej
tekstem zadania. Gdy taka struktura nie powstanie, wtedy nie bedzie on w stanie
odczytaé wlasciwego celu zadania, poprawnie oceni¢ wagi poszczegdlnych stow, a w
konsekwencji samodzielnie rozwigza¢ zadania.

Pobiezna lektura tekstu lub jedynie spojrzenie na zadanie, pozwala na okresle-
nie wartosci i przydatnosci pojedynczych stow lub calych wyrazen wystepujacych w
zadaniu dla realizacji celu zadania. To powoduje, ze uczniowie przypisuja im r6zna
wage. Dla tych, dla ktorych najistotniejszy jest rachunek, opis sytuacji jest zbedny,
nieistotny. Rowniez polecenia typu ,zinterpretuj* nie sa wazne, nie sa przeznaczone
do zapamietania i wykonania, co skutkuje catkowitym ich pominieciem. Z reguty ci
uczniowie inaczej okreslaja cel zadania niz nauczyciel. Rozbieznosci w postrzeganiu
tego celu powoduja, ze osoby uczace sie nie dostrzegaja i nie rozumieja powodow
negatywnej lub nizszej niz oczekiwana oceny zadania (przeciez otrzymali wynik). To
rodzi zniechecenie, brak zainteresowania zadaniami o podobnej strukturze i blokady
typu emocjonalnego, co w dhuzszym okresie czasu skutkuje przeniesieniem negaty-
wnych uczué na przedmiot nauczania.
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,By¢ uczniem” to by¢ uczniem aktywnym; tego czesto oczekuje nauczyciel. Nie
widzac celu i nie rozumiejac intencji nauczyciela uczniowie rozwiazuja zadania tak,
aby jak najszybciej otrzymaé¢ wynik koncowy. Wydaje sie zatem istotne, aby niekiedy
pyta¢ uczniow jak sadza jaki jest cel tego zadania, jak sadza dlaczego nauczyciel
polecit rozwigzaé akurat to zadanie, a takze proponowac uczniom takie zadania, ktore
wymagaja jedynie interpretacji wynikéw, odniesienia do realnej rzeczywistosci lub
poroéwnania kilku rozwiazan.
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O kvalite vzdelavacieho softvéru

RADOVAN ENGEL

ABSTRACT. The paper deals with the category of quality of learning software in mathematics
education. It also introduces especially one common way to measure the quality of such a
software using catalogs of criteria. Some important criteria of quality are described too.

Uvod

Moderné trendy vo vzdelavani, ktoré odrazaju globalny rozmach informacnych a ko-
munika¢nych technolégii (IKT) a nachadzaju vyznamné uplatnenie pri celoZivotnom
vzdelavani zamestnancov mnohych firiem, v §tatnej sprave a aj vo vysokoskolskej sfére
st v stucasnosti zname pod nizvom e-learning. Zaujem o e-learning neustale rastie
a prejavuje sa aj na Skolach nizsich stupnov. Zakladné predpoklady pre integrovanie
e-learningu do vzdelavacieho procesu na zakladnych a strednych Skolach st v stcas-
nosti splnené. Ved kvalitnou vypoctovou technikou vybavené a na internet pripojené
pocitacové miestnosti uz nie st zvlastnostou ani na mengich skolach. Uvedomujic si
moznosti, ktoré mozu IKT priniest, sa zvazuje ich zmysluplné a 0c¢inné vyuzivanie
na plnenie vyucovacich cielov jednotlivych predmetov, samozrejme aj matematiky.
V stvislosti s takymto vyucovanim matematiky sa otvara cely rad sivisiacich problé-
mov a otazok. Vyznamna je predovSetkym otazka kvality, ktora mé rozhodujici podiel
na vyuziti potencidlu IK'T. Problematika kvality vzdelavacieho softvéru je rozsiahla
a preto sa budeme venovat len niektorym jej aspektom.

Vzdelavaci softvér

Ako prvé je potrebné vymedzit prave pojem vzdelavaci softvér. V literatire sa mozno
stretnif s roznymi definiciami tohto pojmu. Baumgartner |1| charakterizuje vzdela-
vaci softvér ako program, ktory bol vyvinuty a naprogramovany Specidlne pre jasne
urcené vzdelavacie ucely. V takomto programe pritom vidi realiziciu urcitej didak-
tickej koncepcie, ktorej predmetom je konkrétny vzdelavaci obsah a je orientované na
nejaki viac alebo menej definovanu ciefovi skupinu. Podla neho je vo vzdelavacom
softvéri hlavny ucel jeho pouzitia rozhodujicim sposobom autormi dopredu urceny.
Moze ist o ucenie sa novym poznatkom priamym sprostredkovanim informacii, formou
simulécie, pripadne hry alebo napriklad o precvi¢ovanie vedomosti.

V sucasnosti existuje mnoho aplikicii, ktoré mozno vyuzit pri vyucovani matem-
atiky. Od jednoduchych programov zameranych len na malé elementy uciva a pris-
tupnych zvic¢sa zadarmo, az po komercéné softvérové aplikacie, ktoré pokryvaju celé
tematické celky. Vyvoju matematickych vyucbovych programov sa od 90. rokov min-
ulého storo¢ia venujeme aj na Oddeleni didaktiky matematiky Ustavu matematickych
vied Prirodovedeckej fakulty UPJS. V minulosti sa na tvorbu vyucbovych programov
vyuzival autorsky systém LinkWay od firmy IBM, v sti¢asnosti je to autorsky systém
Toolbook Instructor od firmy SumTotal Systems. Na tvorbe spomenutych komerénych
vzdelavacich programov sa podielaji zvycajne celé timy odbornikov a su distribuo-
vané najcastejsie formou optickych médii. Medzi profesionalne pocitacové firmy, ktoré
sa v Cechach a na Slovensku venuji produkcii takéhoto matematického vzdelavacieho
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softvéru patria napriklad Langmaster, Terasoft, Matik, ... . V krajinach zapadnej Eu-
ropy je trh v oblasti vzdelavacieho softvéru este rozvinutejsi a ponuka produktov je
omnoho bohats§ia.

Pokial ide o vyuZivanie vzdelavacieho softvéru pri vyucovani matematiky, je
potrebné si uvedomit, zZe je zavislé od mnohych faktorov. Predovsetkym je to didak-
tickd koncepcia vyucujiceho, jeho skiisenosti s vyuzivanim zvoleného vzdelavacieho
softvéru a sposob ako program vo vyucovani nasadi. f)alej je to celkova atmosféra
triedy, ale aj jej momentalna klima, skiisenosti jednotlivych ziakov s u¢enim sa, a tiez
s pocitacom podporovanym vyucovanim a v neposlednom rade aj samotny obsah
vzdelavania, jeho naro¢nost a Specifikd. Na efektivnost pouzivaného programu pri
dosahovani vzdelavacich cielov teda vyznamne vplyvaju zvlaStnosti ucitela, ziakov
aj uciva. Vzdelavaci softvér je sice sofistikovanym uc¢ebnym prostriedkom, nepdsobi
napriek tomu nezavisle na u¢ebnych situaciach.

V pripade vzdelavacieho softvéru sa vsak casto stava, ze kvantita ide na tkor
kvality. NavySe vzdelavaci softvér vytvoreny S$pecidlne pre vyucovanie matem-
atiky a prisposobeny uc¢ebnym osnovam a ucebnym prostriedkom je zriedkavy. To
len komplikuje situéciu ucitefov matematiky snaziacich sa o vhodné zaclenenie
takéhoto vzdelavacieho softvéru do vyucovacieho procesu a ¢asto byva dovodom ich
negativneho pristupu k vyuzivaniu vzdelavacich programov na hodinach matematiky.
Z toho dovodu by medzi kompetencie ucitelov matematiky okrem schopnosti efek-
tivne vyuzivat nejaky vzdelavaci softvér mali patrit aj schopnosti kriticky zhodnotit
program uré¢eny na podporu vyucovania matematiky a vybrat si z ponuky dostupnych
aplikacii vhodny program s ohladom na dosiahnutie vyucovacich cielov.

Recenzia ako metéda hodnotenia vzdelavacieho softvéru

Existuji viaceré sposoby hodnotenia vzdelavacieho softvéru. Beznou metdédou st
recenzie, v ktorych recenzent, zvycajne odbornik v danej oblasti, na zéklade svo-
jich skiisenosti s jeho pouzivanim softvér predstavuje, opisuje a hodnoti. Zvyca-
jne poukazuje na kladné stranky, ale aj nedostatky programu, navrhuje perspek-
tivne moznosti jeho vylepSenia, porovnava program s podobnymi produktmi na trhu
a niekedy aj dava rady a namety na vyuzivanie hodnotenej aplikacie vo vyucovani.
Charakteristickym znakom recenzii je urcitd miera subjektivity a preto sa od nich
neocakava uplny opis obsahu a moznosti daného softvéru, ani ,,objektivne* posidenie.
Uloha utitela vyberajuceho si vhodny vzdelavaci softvér na zéklade recenzie potom
spociva v spracovani subjektivnych skusenosti a nézorov autora recenzie a posudeni
dolezitosti vymenovanych pozitiv a negativ. Treba si tiez uvedomit, Zze nie vSetky
elementy, ktoré recenzent uvadza ako nedostatky programu, bude rovnako vnimat aj
uc¢itel. Napriklad chybajuce ozvucenie aplikacie a nahovorenie textov moze recenzent
povazovat za vazny nedostatok. Ucitel, ktory planuje vyuzivat softvér v pocitacovej
miestnosti s reproduktormi to vSak moze brat dokonca ako ur¢itu vyhodu. Ved zvuky
programu by pocas vyucovania mohli pésobit rusivo a bolo by ich aj tak potrebné
vypnit.

Hodnotenie vzdelavacieho softvéru pomocou zoznamu kritérii

Dalsou moznostou na hodnotenie vzdelavacieho softvéru je pouzitie kritérii kvality.
Najpouzivanej$im nastrojom hodnotenia zalozenym na tychto kritéridch s tzv. zoz-
namy kritérii. Ich vyuzivanie je pritom pevne viazané na nejaka typologiu vzdela-
vacieho softvéru. Iny zoznam kritérii si totiz vyzaduje program spristupnujici nové
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poznatky formou simuléacie a iny aplikacia na precvi¢ovanie algoritmickych tloh. Cim
je prislusna typologia prepracovanejsia, tym ucinnejSie je potom pouzitie zoznamu
kritérii. Pri vyhodnocovani vyuc¢bového softvéru takymto spdsobom mozno rozlisit
Styri fazy. V prvej faze ide o vyber a sformulovanie kritérii kvality. V druhom kroku
sa tieto kritéria operacionalizujua formulaciou vykonovych standardov. Konkrétne vy-
hodnocovanie predstavuje tretiu fazu. Zhrnutie vysledkov hodnotenia je obsahom
posledného stvrtého kroku.

Kritéria kvality vyjadruju, ktoré prvky povazuju ich tvorcovia z hladiska kval-
ity produktu za najdolezitejSie a ur¢itym sposobom tak davaju odpoved na otézku,
¢o je podla nich kvalitny vzdelavaci softvér. Na Oddeleni didaktiky matematiky
nasej fakulty zastavame nézor, ze obsah vzdelavacieho programu je najvyznamne-
j8im kritériom kvality. Je preto aj prvou polozkou medzi kritériami kvality, ktoré na
nasom pracovisku povazujeme za klucové:

1. Obsah a jeho didakticko-metodické spracovanie Obsah vzdelavacieho
softvéru by mal vychadzat z platnych ucéebnych osnov prislusnych tematickych
celkov matematického uciva. Ako bolo spominané vyssie, je takato poziadavka
na vzdelavacie programy splnené zriedkavo. Spracovany vzdelavaci obsah by
mal byt vysledkom doslednej logicko-didaktickej analyzy daného uciva, ktora
by mala zohTadhovat vek cielovej skupiny, psychologické poziadavky aj Speci-
fika vzdelavacieho prostredia v programe. Vzdelavaci softvér by mal byt navyse
doplneny dokumentaciou, ktora by sa okrem technickych zalezitosti venovala aj
metodike jeho vyuzivania. Uzito¢né by boli tipy ako vhodne nasadit aplikaciu
vo vyucbe, pripadne aj rozpracované navrhy vyucovacich hodin.

2. Interaktivita — Matematika sa v porovnani s ostatnymi vyucovacimi pred-
metmi vyznacuje vyS$Sou mierou abstraktnosti. Mnohé pojmy, s ktorymi sa
7iaci stretavaju, su ¢asto naro¢né na predstavivost a vyzaduju od nich velka
davku abstrakcie. To moéze sposobovat problémy mensim detom a slab8im 7i-
akom. Softvér by mal preto vytvarat prostredie, ktoré osvojovany pojem nie-
len vhodne vizualizuje, ale umoznuje aj experimentovanie. Ziaci by mali mat
moznost aktivne skiimat vlastnosti daného matematického pojmu a jeho vztahy
SO stvisiacimi pojmami.

3. Pomoc a spdtna vizba — Pocas procesu ucenia sa dochadza k roznym situa-
ciam, v ktorych ziak potrebuje pomoc. Potrebu pomoci si najcastejSie uvedomi
a zvyCajne ju aj vyhlada vtedy, ked dostane spiatno-vézbovi informéciu o svo-
jej netspesnosti. Pomoc mu moze poskytnat uéitel, rodi¢, spoluziak, ale aj
vzdelavaci program. V pripade softvéru je dolezité, aby islo o cielent a oper-
ativhu pomoc na zéklade rozhodnutia uciaceho sa. V pripade matematického
vzdelavacieho programu sa nam ako vhodné javi odstupiiovana pomoc, ktora
7iakovi hned neposkytne hotovy algoritmus rieSenia prislu$nej ulohy, ale sa ho
primerane formulovanymi tipmi snazi najprv priviest k samostatnému vyrieSe-
niu problému. Aj napriek pokusom o implementaciu prvkov umelej inteligencie
do niektorych vzdelavacich aplikacii nedokaze poskytnut pocita¢ taki troven
pomoci ako skiiseny pedagog. Zastavame preto nazor, ze by vzdelavaci program
mal v pripade vyerpania v8etkych moznosti pomoci odporudit uc¢iacemu sa,
aby sa obréatil na svojho ucitela.

4. Ovladanie a navigacia — Softvér by mal byt ovladatelny jednoducho a in-
tuitivne. Snahou je minimalizovat ¢as potrebny na zvladnutie ovladania pro-
gramu. Navigdcia ma umoznovat, ze uzivatel v kazdom okamihu vie, kde sa
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nachadza a ma tiez pocit, 7e sa moze aplikaciou pohybovat podla svojich pred-
stav.

5. Vizudlne spracovanie - Pouzitie grafickych prvkov a multimédii ma vo
vzdelavacom softvéri plnit skor pomocnu funkciu k obsahu. Multimédia si
ucinné pri udrziavani pozornosti ziakov, napriklad prostrednictvom animovania
stereotypnych, uz dostato¢ne osvojenych algoritmov, akymi moéze byt tprava
vyrazov, ¢i rieSenie rovnic.

Pri formulovani vykonovych standardov mozno pouzit nasledujici model pozosta-
vajuci z troch stupnov poziadaviek:

e Prva uroveini (necessitata) slazi na urcenie podmienok, ktoré musia byt
nevyhnutne splnené. Ak nejaké kritérium z tejto trovne nie je splnené, tak
to ma nevyhnutne za nasledok vylacenie produktu, pripadne sa ohodnoti ako
nevyhovujici. Takouto ,KO® charakteristikou sti napriklad hardvérové naroky
vzdelavacieho softvéru.

e Druha arovei (desiderata) popisuje funkcie a vlastnosti programu, ktoré ida
nad absolitne minimum. Ich nepritomnost vSak nevedie k vylaceniu takéhoto
produktu. Ide o akési vyhody. Prikladom takejto vyhody moze byt napriklad
existencia metodickych pokynov k vzdelavaciemu softvéru.

e Tretia Groven (ideals) suvisi s idedlnymi vlastnostami vzdelavacieho softvéru.
Pritom sa jedna o sotva dosiahnutelné alebo realizovatelné cielové predstavy,
ktoré slizia hlavne ako ukazovatele pri vylepSovani aplikacie. Prikladom takejto
cielovej predstavy je program s vysoko citlivou umelou inteligenciou, ktora by
mu umoziovala poskytovat ziakovi pomoc porovnatelni s pomocou zbehlého
ucitela.

Pri samotnom vyhodnocovani vzdelavacieho softvéru sa pripravené vykonové Stan-
dardy meranim a porovnavanim aplikuji na vyuc¢bovy softvér. Metody vyuZzitelné pri
tomto procese mozno rozdelit na relativne a absolatne:

e Relativne met6dy vyhodnocovania vzdelavacieho softvéru — Charakter-
istickym znakom tychto metod je, ze sa viaceré produkty na zaklade kategorii
kvality porovnavaju navzajom. Zaradit tu mozno predovsetkym:

— Usporiadanie (Ranking). Pri tejto metode sa jednotlivé hodnotené ap-
likdcie usporiadaji do postupnosti. Na prvom mieste sa nachadza produkt,
ktory najviac zodpoveda stanovenému kritériu kvality a na dalSich mies-
tach postupne programy menej vyhovujice. Pri pouziti tejto metody vSak
nemame ziadnu informaciu o tom, aké rozdiely st medzi jednotlivymi pro-
duktmi. Vzdelavacie programy mozeme napriklad na zaklade siladu ich
obsahu s prislusnymi matematickymi osnovami zoradit od aplikacie, ktora
najviac odpoveda osnovam po taki, ktorda im odpoveda najmene;j.

— Rozdelenie (Apportioning). Jednotlivym programom st pridelené
rozne podiely z celkového mmnoZstva zdrojov podla toho, ako odpovedaju
kritéridm kvality. Vysledok hodnotenia mozno znézornit kola¢ovym gra-
fom, ktorého najvacsiu cast tvori najvyssie ohodnoteny produkt, a ktory,
na rozdiel od predchadzajicej metdédy znazornuje aj rozdiely, ktoré su
medzi jednotlivymi produktmi.
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e Absolitne metédy vyhodnocovania vzdelavacieho softvéru V pripade
tychto metod sa vzdelavaci softvér posudzuje len na zaklade kritérii kvality
a vykonovych standardov nehladiac na iné hodnotené produkty. Patri tu hlavne:

— Odstupiiovanie (Grading). Pri pouziti tejto metody sa hodnotené
programy zaraduji do uréitych kategorii na zaklade normy, ktora bola
pripravena vopred zohladnenim nejakého kritéria kvality. Zoberme si
napriklad kritérium kvality stvisiace s poskytovanim pomoci pri rieSeni
matematickych tloh. Najjednoduchsia s tym suvisiaca norma deli vzdelé-
vacie programy len do dvoch kategoérii. Na programy, ktoré uciacemu sa
neposkytuju ziadnu pomoc a programy, ktoré pomoc poskytuji. Pouzitim
citlivejSej normy mozno samozrejme dosiahnut delenie vyuc¢bovych pro-
gramov do vic¢Sieho mnozstva kategorii.

— Bodovanie (Scoring). U7 7 nazvu je zrejmé, 7e posudzovanému softvéru
sa vychadzajuc z kritérii kvality priraduje ur¢ité mnozstvo bodov. Uvazu-
jme interaktivitu ako kritérium kvality a bodovi §kilu od 0 do 10. Mini-
mom bodov ohodnotime program, ktory neobsahuje ziadne prvky aktivnej
prace s matematickymi pojmami, ani experimentovanie. Naopak program
umoznujuci priamu manipulaciu s matematickymi pojmami, zmenu a ob-
javovanie ich vlastnosti dostane plny pocet bodov.

Kazda zo spominanych metdéd méa svoje vyhody aj nevyhody. S cielom zvysit
uc¢innost hodnotenia je ich vSak mozné medzi sebou kombinovat.

Zhrnutim hodnotenia ¢iastkovych elementov vzdeldvacieho softvéru dostaneme
sihrnné zhodnotenie kvality produktu. Napriklad v pripade, 7ze ako metoda vyhod-
nocovania bolo pouzité bodovanie, staci spocitat body za jednotlivé kritéria kvality
pri programe. Celkovy stucet vyjadruje kvalitu aplikicie.

Zoznamy kritérii predstavuju obltibeny nastroj hodnotenia vzdelavacieho soft-
véru. Za ich hlavné vyhody sa povazuju nasledujice skutoc¢nosti:

e Na rozdiel od recenzii nemusia hodnotenie pomocou zoznamov kritérii usku-
to¢novat vyluéne experti v oblasti vzdelavacieho softvéru, ale aj ucitelia.

e Takéto hodnotenie sa moze realizovat nezavisle na u¢ebnom procese.

e Pretoze sa proces hodnotenia uskutociuje postupnym spracovavanim kritérii,
javi sa ako objektivny a validny.

Pouzivanie zoznamov kritérii pri posudzovani vzdelavacieho softvéru sa vsak aj
kritizuje. Ako dovody kritiky sa uvadzaja najmaé tieto nevyhody:

e Pri hodnoteni pomocou zoznamov kritérii sa hovori o uceni, aj ked sa vlastne
jedna len o dohady tykajtce sa procesu ucenia.

e Uspech vzdelavacieho softvéru vo vyufovacom procese zavisi od mnoistva
kritérii, nie vSetky s pritom zastipené v pouzivanom zozname kritérii. Per-
centualny prinos konkrétneho kritéria zo zoznamu k uéebnému tispechu je preto
velmi maly.

e Pouzivanie zoznamov kritérii casto vedie k neredlnym ocakavaniam. Moze
vzniknut dojem, ze takymto spésobom dobre ohodnoteny softvér garantuje
ucebny tuspech a 7e jeho empirické preskiiSanie uz nie je potrebné.
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Zoznamy kritérii si vhodné hlavne na diferencované opisovanie jednotlivych
prvkov vzdelavacieho softvéru a mézu byt uzitoéné pri rozhodovani sa o praktickom
nasadeni softvéru vo vyucovani.

Zaver

Kvalitné vzdelavacie programy mozu vyznamnym spésobom prispiet k zefektivne-
niu vyucovania matematiky. Z pohladu uc¢itelov matematiky preto existuje potreba
zorientovat sa v ponuke vzdelavacieho softvéru. Sofistikované spoésoby hodnotenia
takychto aplikacii mozu byt v tomto smere znac¢ne napomocné.
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Miesto matematiky v Montessori Skole

MARCELA FLORKOVA

ABSTRACT. Math and geometry at Montessori schools are presented and treated in the same
way as art, building with blocks, music, gardening, and all other subjects. Children naturally
have an interest in all aspects of mathematics, weight, order, systems, series, time, quantities
and symbols, and so forth. We can serve the development of the mathematical mind by feeding
this interest, giving sensorial experiences first, and only then their representatives on paper.

Uvod

S vyucovacim systémom Marie Montessori som sa prvy krat stretla pri uc¢itelskom
vycviku na VS ako s alternativnym vyucovacim spdsobom. Mala som ambicie
navstivit Montessori ZS v Bratislave, pisala som vtedy diplomovi pracu ohladom
humanizacie hodnotenia a mala som dohodnuté interview, ktoré sme kvoli chorobe
museli odlozit a tu moja sktusenost skoncila. Znova som sa zacala zaujimat o typ
Montessoriovskej skoly popri §tudiu materidlov vo svojej dizerta¢nej praci ohfadom
vyucovaniaeometrie na 1. stupni, kde som sa casto stretala s menom niekdajsieho
ucitela Montessori gkoly — Pierra Van Hiela.! Zvedavost a trocha aj $tastie ma
doviedlo az do ,Old Colony Montessori School“ v Hingham, Massachussets, v USA,
kde tento typ Skoly mé ovela bohatsiu tradiciu ako u nas.

Nechcem sa rozpisovat o metodach, ktoré skola M. Montessori pouZiva vo vieobec-
nosti, ani o ich kladoch ¢i zaporoch, centrom mojej pozornosti vo svojom prispevku
bude matematika a predovSetkym geometria, ktorej sa tu venuje omnoho vicsia po-
zornost ako u nas.

Filozofia MAarie Montessori

Keby ludia pouzivali rec¢ iba na vyjadrenie myslienok, keby sa ich midrost dala
vyjadrit iba myslou, nezostali by nijaké stopy po predchddzajicich generdcidch.
Civilizdvia moze existovat, len ked ruka a mysel idi ,ruka v ruke®. Ruka je tym

uZasnygm orgdnom, ktory sme ako dar zdedils.

—Dr. Maria Montessori

Matematické a geometrické symboly na papieri, podla filozofie Marie Montessori,
davaju pre mladsich Skolskych Ziakov zmysel, ked cerpaji zo zmyslovej skisenosti.
Deti maja prirodzeny zaujem o matematiku, hmotnost, poradie, systémy, Ccas,
mnozstvo, symboly a pod. Rozvijat matematické myslenia takto mozeme, len ked
nasytime detski zvedavost a zdujem, v prvom rade poskytnutim zmyslovej sktisenosti,
a az potom ukézkou jej abstraktnych predstavitelov na papieri. K aktivitim, ktoré
podporuju prirodzena lasku k matematike patria: pocitanie, triedenie, ¢i klasifikacia
roznych druhov predmetov podla farby, velkosti, meranie hmotnosti, vykonavanie
domacich prac ako napriklad umyvanie riadu, ktoré ma logicky a nasledny postup.

!Pierre M. Van Hiele, celozivotny rezident Holandska, je znamy ako Montessori pedagdg a autor
série ucebnych osnov, ktoré sa vyznacuji bohatym zosktpenim geometrickych aktivit. Taktiez je vo
svete preslaveny svojimi troviiami myslenia v stvislosti s geometriou.
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Materialy k vyucovaniu matematiky a geometrie nemusia byt finan¢ne narocné;
mozu byt vyrobené z kartona, koraliek, stavebnicovych kociek, fazuliek, hoci¢oho, ¢o
pomoze dietatu pochopit matematicky koncept pomocou zmyslov. V skuto¢nosti, ¢im
beznejsie predmety vyuzivame, tym viac sa matematika stane skuto¢nostou detského
realneho, praktického a kazdodenného 7zivota.

NAavsteva v Montessori sSkole

Priamo na navsteve Montessori zakladnej Skoly to vyzeralo nad moje ocakavania.
V triede 21 deti od veku 3 do 6 som zakusila ako sa teéria M. Montessori spéaja
s realizaciou.

Ucitel od diefata ni¢ nevyzaduje, ale mu to pontka, prezentuje za pomoci ma-
nipula¢ného materialu, len jednému dietatu v danom ¢ase a to bud ucitelom, jeho
asistentom, alebo dobrovolnikom rodi¢om, ktory dostal in$trukcie od zaskoleného
ucitela, pripadne ucitel poveri ziaka, ktory uz danému u¢ivu rozumie.

Deti si volia, ¢im sa na hodine buda zaoberat a robia to dovtedy, kym ich to
prestane zaujimat alebo kym nie su pripravené postupit na dal8iu uroven. Samozrejme
nie kazdé diefa sa dostane ku vSetkym pomdckam, ktoré su k dispozicii v tomto
ro¢niku, ale najdolezitejsie je, ze vSetky oblasti geometrie a matematiky, ktoré chceme
dietatu spristupnit st pritomné v okoli, v ktorom dieta pracuje. Dietatu sa predstavi
nova aktivita len vtedy, ked je na to pripravené a da sa mu moznost pokracovat dalej
alebo skoncit s danou aktivitou. V rovnakom case je obklopené dalgimi detmi, ktoré
st zaujaté objavovanim matematickych suvislosti.
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Vysledkom tejto formy vyuky je, 7ze deti uz v tomto veku dokdzu vyjadrovat
mnozstvo a symboly ¢isel v tisickach. Uc¢ia sa $¢itavat, odcitavat, nasobit a delit
v desatinnej ststave a so zlomkami sicasne. V geometrii, niektoré deti uz v troch
rokoch vedia za pomoci dotyku rozli§it medzi ovaloidom, elipsoidom, Stvorbokym
ihlanom, trojbokym ihlanom, trojbokym hranolom, atd, vedia ich aj pomenovat.
Ucitel si do pripravenych hodnotiacich tabuliek systematicky zaznacuje dosiahnutu
uroven kazdého ziaka.

Pontkam par napadov z navstevy, ktoré si uc¢itel moze sam vyrobit:

Latkové modely rovinnych dtvarov si Stvorce
vystrihnuté z jednofarebenj latky, na nich je Si-
jacim strojom viditeInou nifou preSity steh a to
bud po uhloprietkach (rozdeluje latkovy Stvorec
na $tyri trojuholniky) alebo inak, napriklad, aby
rozdeloval latkovy Stvorec na Styri malé Stvorce,
alebo na polovicu, ¢m vzniknia dva obdlzniky, a este
na polovicu, ¢im vzniknt §tyri obdlzniky. Najtazsia
uloha pre Alex bol $tvorec rozdeleny na 16 Stvorcov.
Deti potom skladaji latkovy Stovrec podla stehu

a pomenuvaji nové utvary, ktoré im vznikni.

Tao ofballd,

Byt s

Ciselné stistavy na nasobilku su koraliky (mozu
byt fazulky a pod.) zoskipené po jednom, dvoch,
troch, Styroch, atd, tak aby sa mohli napéajat na
seba a boli farebne rozlisené. Predtym ako sa ziakom
predstavi pojem nasobilka, rataji po skupinach,
napriklad po patkach 5, 10, 15, atd.
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Zaver

Geometriu ako aj matematiku si mézu ziaci oblubif natolko ako hodiny hudby,
vytvarnej vychovy, pracu v zédhrade ako aj dalsie predmety. Uc¢ebna latka moze
byt dietatu prezentovavna rovnako pttavo ako predmety umenia, méze vychadzat
z prirodzeného zaujmu dietata eSte predtym, ako mu dame na vyucovani Sancu
vytvorit si akykol'vek negativny postoj k tomuto predmetu. Dietatu potom nezostava
nic¢ iné ako si skutoéne zamilovat aj tak nepopularny predmet alebo ak nic¢ iné, aspon
sa vyhnut strachu z matematiky, ktory zazivaji mnohi z nas a priznajme si ¢astokrat
aj ucitelia matematiky.
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O gkolnich vzdélavacich programech v CR

EDUARD FUCHS

ABSTRACT. The paper contains several thoughts about another school reform which is in
progress in the Czech Republic. The main instruments of this reform should be "School Edu-
cational Programs" which are supposed to be worked out by individual schools independently.
The author participates in creating a material about the role of mathematics in these FEdu-
cational Programs.

Dalsi reforma ¢éeského skolstvi

Ceské i slovenské gkolstvi od druhé svétové valky proslo pocetnou fadou reforem a
zmén koncepci organizacnich i obsahovych. ZkuSenéjsi ucitelé o tom védi své. Per-
manentné proklamovana péce o zvySovani urovné vzdélanosti u nas nabyla podoby
vymysleni zdsadnich zmén, Gprav ucebnich plani, neustalého zavadéni novych metod
a ucebnich postupi. Skolstvi samoziejmé musi reagovat na vyvoj védy, na celkovy
rozvoj spolecnosti i na zavadéni novych technologii. Jen je nutno mit na paméti, ze
nové zavadéné koncepce budou zahy koncepcemi zastaralymi a zadné zmény neu-
mensi rozhodujici roli uciteli. Ti dobii budou ucit dobfe i pii Spatné reformé, jen
vyuky nepomiize.

V Ceské republice tak nyni probih& dalsi z téchto reforem. Jejim hlavnim néstro-
jem maji byt Skoln{ vzdélavaci programy, které si Skoly samostatné pripravi na zak-
ladé tzv. Ramcovych vzdélavacich programii, které postupné pro jednotlivé typy skol
Ministerstvo Skolstvi zverejiiuje. Typické pro zavadéni reforem u nés je vsak to, ze
nikdo pred spusténim reformy fundované neodpovi na zasadni otazky, které by mély
byt prfedem vyjasnény. Tak napiiklad nebyla viibec systémové zkoumana otazka, zda
je spravné pienést tak velkou volnost v tvorbé koncepce jednotlivych predméti a ve
formulaci vystupnich pozadavkii na jednotlivé skoly.

Zcela jisté existuje velka fada Skol, které takto ziskané moznosti bezezbytku vyuziji
a na zakladé cetnych diskusi mezi vyucujicimi jednotlivych predméti pripravi pro-
gram, ktery bude pro zaky znamenat zkvalitnéni vyuky nejen v jednotlivych pted-
métech, ale pfinese i nezbytné a dosud obtiZné prosazované posileni mezipredmé-
tovych vztahi.

Na druhé strané je nutno si uvédomit, 7e v CR existuje vice nez 1 500 zakladnich
skol, které maji méné nez 100 zaki. Na téchto Skolach ¢asto uci neaprobovani ucitelé,
maturanti a presluhujici diuchodci. Opravdu i na téchto skolach budou probihat kva-
lifikované diskuse mezi vyucujicimi, které posléze vyusti ve formulaci $kolniho pro-
gramu, ktery bude znamenat kvalitativni zlepSeni soucasného stavu? Opravdu jsou
na vSech zakladnich i stfednich Skolach teditelé, ktefi maji pochopeni pro rozvoj a
adekvatni postaveni vSech predméti ve vyuce na dané skole?

Dochazi tak k naprosto kuriézni situaci. Vysoké skoly musi pfipravovat akredi-
tacni materialy rozepsané do nejmensich podrobnosti a po akreditaci se musi téchto
dokumentti bezpodminec¢né drzet. Jakdkoliv zména v hodinové dotaci napiiklad ve
cviceni k nékteré prednasce je témét nepriuchodnd s oduvodnénim, Ze neni v souladu
s akreditovanymi materialy. Fakulty jsou nésilné tlaceny do bakalarsko-magisterské
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unifikace, ktera je pro nékteré obory, napiiklad pro studium ucitelstvi, nevyhovu-
jici a mnohdy doslova absurdni. Zduvodnéni je fiktivni a nesmyslné: je motivovano
predstavou nékterych byrokrati (a bohuzel i fady akademickych pracovniki), Ze je
nutno v rdmci Evropské unie umoznit nekomplikovany prechod bakalaiim z jedné
univerzity na magisterské pokracovani i jiného typu studia na univerzité jiné. S jistou
davkou nadsazky: absolvent bakalarského studia déjin uméni v Bruselu by mél mit
mo7nost bez problému pokracovat v magisterském studiu jaderné fyziky v Praze (a
naopak).

A v této situaci se zakladnim (a stiednim) Skolam dava pravomoc, diky niz se
Pepicek, ktery se piestéhuje z Horni Lhoty do Lhoty Dolni - a takové stéhovani je
na rozdil od vyse zminéného piechodu Praha-Brusel redlné a obvyklé - ocitne sice ve
stejné tridé, le¢ se zcela jinymi vyucovacimi piedméty a s odliSnou naplni.

Zakladni pravni prostiedi je vSak nutné respektovat a vyuka musi probihat v téch
mantinelech, které jsou vymezeny. Za kazdé situace presto zustava dost prostoru pro
aktivni vklad jednotlivet i instituci.

Jiz pred lety, na 4. setkani uciteliit matematiky vSech typi a stupni skol v r. 1992,
jsme se rozhodli vytvorit v ramci Jednoty ¢eskych matematiku a fyziku pro zakladni
skoly a pro vSechny typy stfednich skol standardy pro vyuku matematiky, které by
formulovaly nazor Jednoty na to, jakd by méla byt vystupni uroven zaku, a to bez
ohledu na to, kdy, jak a zda viibec k obdobnému nazoru dospéje Ministerstvo Skolstvi.
Toto rozhodnuti se ukdzalo spravnym a prozietelnym. Standardy, které jsme vytvofili,
sehraly dulezitou roli a dodnes patii k dokumentim, které ani oficidlni instituce
nemohou obejit pii formulaci zdkladnich programovych dokumenti. Poznamenejme,
7e k podobnému stavu se nedopracovala ceska pedagogicka obec v zadném z dalSich
vyucovacich predmétii.

Proto jsme povazovali za samoziejmé, Ze je nutno reagovat i na situaci, kterou
lze jednoduse charakterizovat pojmem Ramcové vzdélavaci programy. Bylo zajimavé
a poucné sledovat reakce na to, kdyz jsme na 9. setkani uciteli matematiky v Srni
v r. 2004 ohléasili, ze ve spolupraci s nakladatelstvim Prometheus chceme pfichystat
sérii materialii na pomoc ucitelim matematiky pii tvorbé skolnich vzdélavacich pro-
gramu. Na jedné strané nasledoval témér jednotny souhlas ucitelii, na strané druhé
a7z prekvapivé negativni reakce zastupcu oficialnich instituci (predevsim Vyzkumného
ustavu pedagogického), ktefi v tom ziejmé vidéli nepfiméfeny zasah do svych kom-
petenci a jednostrannych predstav o tom, jak maji byt Skolni vzdélavaci programy
tvoreny.

Ptes tyto reakce jsme se rozhodli na oznamenych materidlech pracovat. Podobné
jako u standardu jsme se dohodli, 7e s pripravou materiali nebudeme u jednotlivych
typu 8kol ¢ekat na zvefejnéni definitivnich a oficidlnich Ramcovych programi, nebot
zékladni parametry probihajici reformy nastaveny byly a na§ materiél, jakkoliv mél
byt zaméfen jako pomocny text pro pripravu Skolnich programii, jsme nikdy nechapali
jako ryze tucelovy bezduchy rozpis programu ramcového, ale chtéli jsme ucitelim
nabidnout své zkusSenosti, navrhy, metodické postupy, argumenty pro vedeni skoly i
Sirsi verejnost atd.

S potéSenim miizeme konstatovat, ze tyto materidly byly vypracoviany a naklada-
telstvi Prometheus je v prubéhu roku 2006 vydalo (viz [2], [3], [4], [5]).

Jak jiz bylo uvedeno, tyto svazky nejsou jen pouhym piepisem Ramcového vzdéla-
vaciho programu do daného prostiedi Skoly, ale snazili jsme se ucitelim poskytnout
material, ktery jim usnadni tvorbu téchto plani, poskytne podklady a inspiraci pro in-
terdisciplinarni vztahy, pozornost jsme vénovali vyuziti nejriuznéjsich pomtcek véetné
pocitacu ve vyuce, snazili jsem se dat naméty pro tvorbu projektu atd. Soucasti jed-
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notlivych svazki je i obsahly seznam doporucené literatury, piehled zajimavych inter-
netovych adres a celostatnich akci, které se v Ceské republice pro ucitele matematiky
konaji apod.

Postaveni matematiky

Jak jiz bylo naznaceno, jednim z cilii zminénych materiali bylo poskytnout ucitelim
dostatek argumentti pro zajisténi odpovidajiciho postaveni matematiky ve Skolnich
vzdélavacich programech. VSichni dobfe vime, jak modni je dnes vystupovat proti
matematice a exaktnim védam vibec. Velmi casta je argumentace typu K cemu to
budou déti potFebovat? nebo Nds Frantisek (Anicka) bude lékarem (historikem, umél-
cem ...) a matematiku nebude nikdy potiebovat.

Smyslem Skoly prece neni jen predani jistého souhrnu védomosti, ale predevsim
to nejpodstatnéjsi, co si absolvent Skoly do zivota odnasi, je to, co mu zistane, az
zapomene vSechny dil¢i poznatky. Proto je diskuse na téma ,, K ¢emu to budu potiebo-
vat?“ zcela pomylena a kontraproduktivni. Kdybychom situaci hodnotili jen z tohoto
hlediska, mohli bychom odbourat ze Skoly témér vSe. Vétsinu védomosti nebudeme
v praktickém zivoté potiebovat nikdy a navic doptedu ani nevime, co opravdu potie-
bovat budeme.

A 1ze rozumné argumentovat rodi¢im zminéného Frantika nebo Anicky? Samozie-
jmé. I kdyz pomineme skutecnost, Ze neni viibec jisté, zda zminény Frantisek bude
opravdu tim, co si rodic¢e desetiletého kloucka pteji, je jejich vidéni svéta naprosto
deformované.

Pro¢ by se mél matematiku ucit tfeba historik? Protoze si neumim predstavit,
jak muze historik vysvétlit a pochopit ,smysl* toho, co se odehralo napiiklad v 16. a
17. stoleti, kdyz nepochopi dosah toho, co znamenali napf. Descartes, Newton nebo
chronologie panovniku tehdejsi doby.

Opravdovy znalec uméni nemiize pochopit kompozici obrazu bez znalosti perspek-
tivy a znalosti toho, co je to ,zlaty fez*. (Abychom byli spravedlivi: mize vyznam
zlatého fezu studentim vysvétlit matematik, ktery se nikdy nevnotil do kompozice
obrazi a jejich zékonitosti?)

Potfebuje matematiku lékai? Pokud ne, tak pro¢ k nam na fakultu chodi lékafi
z fakultni nemocnice, ktefi se marné snazi pochopit navod k modernim piistrojim,
kde se na prvni strané hovoii o vlastnostech rychlé Fourierovy transformace?

Potiebujeme viibec umét pocitat, kdyz prece v knihach (v kalkulacce, v pocitadi)
jsou vSechny vztahy uvedeny a jde jen o to déti naucit tyto prameny pouzivat? Pokud
ne, pro¢ se pii vyuce ciziho jazyka biflujeme cizi slovicka? Vzdyt piece ve slovniku
(translatoru, na internetu,...) jsou vSechna tato slova uvedena. Napadne nékoho, ze
to je duvod k tomu, abychom se jazyky neucili?

Takovych prikladi bychom mohli jmenovat nepieberné.

Samoziejmé, ze Skola nema ucit zbytecnou faktografii, musi reagovat na moderni
védecké trendy, musi vyuzivat a soucasné ucit i déti vyuzivat moderni technologie
atd. Nic z toho vSak neumensuje zasadni roli ucitele.

Ptimo esenci téch nejzriudnéjSich nazoru na vyvoj naSeho Skolstvi je nedavny
¢lanek O. Botlika uveiejnény v Lidovych novinach ([1]). Autor nejprve predestiel
falesny obraz naseho soucasného gkolstvi. Citujme: (chz’) byli sice ve Skole pritomni
fyzicky, ale ne duchem. Proc¢ by taky méli vnimat nestastnici, kterd na tabuli prepiso-
vala ze svyjch dvacet let staryjch priprav svétovd naleziste cerného uhli a ropy? Do pro-
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tikladu pak postavil ideal toho, jak by skola v blizké budoucnosti méla vypadat. Nej-
prve urazi vétsinu uditelu, fakult, autortu ucebnic atd. (TFeba osnovy a metody vjuky
jsou v podstaté stejné jako v poloviné minulého stoleti. Tahle setrvacnost vZdy vyhovo-
vala vetsine uciteli ve Skoldch, mnoha jejich ucitelim na pedagogickyjch fakultdch i
autorim ucebnic). Nezapomene udélat standardni ,medialni omyly, kdyz napiiklad
nezaznamend, ze vétSinu stfedoskolskych ucitelii nevychovaly pedagogické, ale filo-
zofické, prirodovédecké, matematicko-fyzikalni fakulty apod. a poté predvede sviij
obraz idedlniho skolstvi, v némz se nebudou 7zaci nic muset ,ucit postaru*.

Podle Botlika lze poc¢ty odbourat: Dnes uZ se Zdci uci pocitat z hlavy spis kvili
tomu, Ze to rozviji jejich mysleni. Potrebovat to nebudou.

Ostatné i ucit psani je zbytecné: ....Na pocitaci se malé deéti nauci produkovat text
rychleji: ,oyroba pismenek” se zasadné zjednodusi, chyby lze snadno opravit a vytistény
vysledek vypadd skvéle. Déti navic nemusi do omrzeni opakovat stejné znaky a slova
jako v pisance... Psdt rukou se déti snadno nauci o rok ¢i dva pozdéyi.

Tak jen nevim, pro¢ naptiklad sportovci tak usilovné trénuji. Podle Botlikova
modelu by se mél napiiklad budouci skokan do vysky divat na rozbory skoku na
internetu, napsat o tom nékolik diimyslnych eseji a pak, az bude potieba, za néjaky
ten rok svétovy rekord klidné skodi.

Podle Botlika ovSem ani téch ucitelti nebude piilis zapotiebi. ,Rozumna“ skola si za
par let necha tak nanejvys dva nebo tii, které ovsem bude moci potfadné zaplatit, dalsi
mista obsadi ,ucitelskymi pomocniky“ bez patti¢ného vzdélani: Skole na né rdzem
pribylo penéz, nebotl ostatni zaméstnanci — ucitelsti pomocnici — maji jen maturitu.
Miladi lidé nikdy neméli s novymi technologiemi vaznéjsi potize  zato Skola ano.

Bylo by to tsmévné, kdyby to nebylo svym zplsobem tragické. Lidé s takovymi
nazory maji v dnesni spole¢nosti, bohuzel, vliv nikoliv zanedbatelny.

ZAvér

Jsou véci, které ob¢as mohou ¢lovéka deprimovat, soucasné vsak na kazdou takovou
myslenku existuje protilék. Tim jsou napiiklad akce jako je napiiklad toto naSe
setkani.

Vizdycky je potésujici vidét a poslechnout si tolik uciteli zakladnich a sti¥ednich
skol, ktefi svou dennodenni ¢innosti vyvraceji slova vSech Botliku, postdomodernisti
a dalsich. Diky jim a nejen jim si snad naSe Skolstvi i nadale podrzi vysokou
iroven, kterou ma.

Cim vic jsem mél moznost poznat troven Skolstvi v zahranici, tim vice si vazim
toho naseho, ¢eského i slovenského Tim samoziejmé ani v nejmensim nechci naznacit,
7e neni co zlepsovat. Pravé akce, které se nyni ucastnime, je vSsak dokladem toho, 7e
se o to spole¢né snazime.
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Motivation and Investigation Strategies in Children
Learning Mathematics

LEN FROBISHER AND JAN KOPKA

ABSTRACT. Mathematics and ‘school mathematics’ are very different ‘beings’. The major-
ity of children develop a negative attitude towards school mathematics. This paper looks at
teachers’ perceptions of mathematics and ways of developing investigative learning activi-
ties that motivate children. Examples of how such activities can be used in a classroom are
described. Arising from the examples, investigative notions of mathematical processes and
strategies are examined.

What is this subject ‘mathematics’ that children learn?

You may have noticed that I have not asked ‘What is mathematics? This is intentional
as, after more years of teaching than I dare mention, I claim that mathematics and
the ‘school mathematics’ that children learn are very different ‘beings’. I do not
intend to write a treatise about the nature of the two beings, but to make one potent
observation:

School mathematics is viewed by the vast majority of children and students as
both static and sterile, it is more of a beast than a being; but to those involved
researching at the boundaries of mathematics the subject is dynamic and productive
of new ideas and relationships.

Two questions arise as a consequence of this remark that are of interest to me and
I hope to you also.

e Why do children and students have to suffer for at least 15 years before a
selected few are ‘permitted’ to experience what researchers believe mathematics
really is: a subject of beauty and excitement, in which thrills, satisfactions and
frustrations abound?

e [s it possible to change the hardened antagonistic opinions about mathematics
that so many students have?

In this paper I will offer some suggestions that may go some way to answering the
two questions, but first what do teachers think mathematics is?

Teacher’s perceptions of mathematics

At the present time there are large numbers of adults and children who take pride
in saying, ‘I hate maths. I was never any good at it.” 1 believe that those who say
this are referring to ‘school mathematics’, not the mathematics that we know so well.
What do teachers think of mathematics? There are two extreme and opposing views,
with many more teachers leaning toward the first category than the latter:

e Firstly, there are those who see mathematics as an established body of knowl-
edge, skills and techniques set in stone and students will learn it despite their
valiant and often successful efforts to resist.
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I respectfully claim that those who hold this perception are misguided and, over
the years of their training to become teachers, have been misled by restricting
their experiences to a form of ‘school mathematics’ at a more advanced level.
Such teachers use methods which were used by their teacher and their teachers
before them, all with limited success; telling children what to do and how to do
it and having them practice it until boredom sets in for both teacher and child.
This vicious cycle has resulted in a lack of motivation and negative disposition
of many, many children toward mathematics.

e Secondly, there are those who regard mathematics as a way of thinking and rea-
soning, providing them with opportunities to ignite the power of their students’
minds and to excite and challenge their natural, innate intellectual curiosity.

I claim that this category of teachers, although at present fewer in number,
holds the key to bring about the change that is needed to improve the attitude
of every child to mathematics and to motivate them to advance their learning
in ways that they never thought were possible.

Are children naturally motivated to learn mathematics?

I begin with two personal beliefs:
o Children are born to be mathematicians.

e Before schooling children are highly motivated and delight in thinking mathe-
matically.

One of the most important roles of any teacher of mathematics is to harness the
motivation children bring with them in their desire to learn. We know that math-
ematics learning is most effective if children are mentally challenged sufficiently to
arouse their interest and to actively participate in their learning without becoming
so intimidated as to provoke evasion tactics.

Are there ways to motivate children?

When developing learning activities that contribute towards a child’s retention and
enhancement of their motivation to learn mathematics, teachers should examine
issues personal to each child and also those related to the aims of the mathematics
curriculum.

Issues personal to a child

e an activity should contain a level of challenge appropriate to each child;

e initially, every child should feel that they are likely to achieve a measure of
success;

e the context in which an activity is set, environmental or mathematical, should
relate to the maturity and ability of the children;

e every child should have an understanding of the activity so as to be able to
make an immediate start without asking the teacher for help;

e opportunities need to be provided for children to work together in pairs or small
groups to share their ideas and their learning;
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e where appropriate, an activity should involve manipulatives and/or dia-
grams which demand use of a child’s senses and which can be moved, turned
and flipped, physically and mentally, and which require the use of a child’s
observation skills;

e at the end of an activity each child should have a feeling of satisfaction and
achievement, if not elation.

Mathematics curriculum issues
There are also five important mathematics curriculum issues for a teacher to
consider:

e to target the mathematical content of an activity at a particular aspect of
the curriculum that you have or are about to teach: an investigation activity is
not an ‘add on’ to the normal curriculum;

e to devise open activities that have more than one solution: why do children
have to find answers that a teacher knows already?

e to design activities that may be investigated in different ways: children are
given more decision making control ;

e to develop ways of showing connections, where possible, between apparently
isolated data: mathematics begins to make sense as it is no longer viewed as a
collection of unrelated concepts, knowledge and skills;

e to provide opportunities in an activity to develop, use and apply a variety
of investigative processes and strategies: children ‘do’ mathematics as they
think and reason.

I intend to delay discussion on processes and strategies until we have looked at a
number of activities that attempt to match the issues listed above.

Examples of activities

I will consider four activities. Each activity is shown on an activity card or sheet. This
is a way of presenting an activity to children who are able to work with little guidance
or direction; it is does not suggest that it is the only way for children to investigate an
activity. Most activities can begin with the whole class working together. I hope that
the example activities show it is possible to present them to children and students of
differing ages and abilities using in a variety of modes. As we discuss each activity,
I would like you to keep referring to the issues for motivating children described
previously to check if they are evident in the activity.

Activity 1: Addition pairs, suitable for 6 year olds upward who are practising
addition of two whole numbers with answers 9 or less.

Each child has a set of 0 to 9 number cards,

MOEEEEDMAEE

figure 1

and also on card an open addition for testing pairs of numbers.
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figure 2

I begin this activity writing the open addition on the board and writing 9 in the
answer box. I ask for any two numbers that complete the addition. Children are only
too ready to offer suggestions. I record, perhaps, two or three of them.
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At this time the children are highly motivated and eager to offer other solutions.
I then suggest that they work with a partner to find as many pairs of numbers
as they can and use the recording sheet, figure 3, for those pairs they think are
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figure 3

correct solutions. ( I would seldom ask children to find all 10 additions as children
feel they have failed if they can only find say, 8 additions). Not all children resort to
using number cards and the addition card. Those who are confident with addition
may move directly to the recording sheet. It is at this time that you need to observe
the thinking that takes place. For example, one pair may use pattern to write all
the possible pairs. You can, if you wish, make the activity competitive and say, for
example, ‘Silva and Truda have already found four different pairs of numbers’. This
acts as an incentive for others to find more than four.

It highly likely that at least one pair will ask, for example, ‘Is 7+2 the same as
2+72° If this occurs, I ask the class to stop for a moment and listen to the question.
It is necessary to discuss this with everyone in order to arrive at an agreed ‘definition’
of what is meant by ‘same’ and ‘different’” when applied to these addition pairs. In
this particular investigative activity I would steer children to deciding that 742 is
different from 2+47. Your experience will alert you to a sensible definition of ‘same’
that is appropriate for each activity.

After a while you will sense that it is time to bring the class back together. As
with many investigative activities, at stages in a lesson there is more than one way
forward. Here we may fill the board with additions contributed by children, or as I
like to do, ask the children to cut out each addition from their recording sheet and
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then put them in an order. I deliberately do not specify the criterion for the order,
this being a decision left to children (see figure 4). Children quickly develop skills in
ordering data as they observe patterns. Another purpose of ordering is to indicate
where and what data is missing, if any. For example, if the ordered data ‘jumps’ from

7+2=9 to 5+4=9 children hastily write the missing addition, namely 6+3=9, and
insert it in their order until they have a complete ordered set. At which time it is
appropriate to talk about how many additions there are which have the answer 9.
How many are there? What method of working it out for additions with the answer
N would you use?

The 10 different additions with the answer 9 form a system which has a structure
as illustrated in figure 4. Some mathematicians claim that mathematics is a collection
of systems whose structures are studied by searching for patterns and relationships?
Are they correct?

The activity ends by either children writing an account of what they did, the
patterns they observed and the relationships discovered with explanations ‘why’, or
in the case where children’s writing skills are not yet developed, talking together as
a class about the patterns and relationships that they detected.

When working with older children the activity can be extended by asking, ‘What
would happen if the answer to each addition was 87 Would the number of additions be
the same, less or more? Predict how many.’ The natural extension is to investigate
additions with the answer 7, 6, ..., 2, 1, 0. Each set of additions for a given answer
forms its own system, but are the systems connected in any way? This is itself an
investigative activity or, what some would claim, an investigation.

The connections between all possible addition pairs with answers from 0 to 9
can be shown on a tree diagram (see figure 5). This reveals relationships between
data which, previous to constructing the diagram, most children see as isolated and
unrelated facts. It also illustrates diagrammatically that each system is a sub-system
of a much larger system that comprises all two-number additions. This infinite system
has a structure which figure 5 illustrates. Seven additions and relationship arrows
have been left empty for you to complete. Notice the patterns in the additions in
rows, diagonals and columns. What ‘meaning’ could you give to the ‘left’ and ‘right’
diagonal arrows?
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0+ 0= 0
[1+0=1] [0+ 1=1]
= v e T
[2+D=2] [1+1=2] [D+2=1|
= oy g oy
[2+0= 2| |z+1=2| [1+2=3] |0+3=3|
e e g e g
[4+0=4| [3+1=4| |2+2=4] [1+3=4] [0+ 4= 4]
= e oy e T g T
[5+0=5| [4v1=58| [3+2=8] |2+3=5| [1+4=8| [5+0=5]

An interesting problem arises when viewing the tree diagram. ‘For a given answer
N, how many addition pairs are there which have answers less than or equal to N?’

Table 1 helps us to see a pattern in the ‘Number of pairs’.

Answer 0 1
Number of pairs 1 3 6

10 15 21

table 1

We immediately recognize that the number of pairs is a triangular number T ;.
As we are inductively reasoning we offer this as a conjecture. We prove it by induction.

For a given N, the number of pairsis 1 + 2 + 3 + ...+ (N+1) — Ty,

For example, when N — 3 we get 1 + 2 + 3 + 4 — T}y.

Activity 2: Making patterns, suitable for 7 year olds upward studying sym-
metry and angles that are multiples of half-right angles.

Each child has a set of half-coloured squares (see figure 6). It is helpful if the

squares are coloured on both sides.

hhhb

figure 6

I start by showing them the four squares in different orientations and ask if they

are the same or different, and why (see figure 7).

7 |4

figure 7
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As each square can be obtained by reflection or rotation of the basic square it
is advisable to ‘steer’ children towards agreeing that they are defined as the same.
Without this ‘restriction’ children are overwhelmed by the amount of data created.

Next, I put two squares side-to-side to make at least two rectangular designs. I
then challenge children to predict how many different rectangular designs are possible
with two squares. These predictions can be written on the board for reference when
children have made their designs. You may also wish them to explain how they arrived
at their prediction. They are then ready for the challenge of making as many as designs
they can: usually they do so with great enthusiasm. The purpose of keeping a record
of the designs they make quickly arises as children destroy one design to make

another, forgetting which they have made. You may wish to discuss ways the
designs can be recorded or provide a recording sheet (see figure 8). Note, the blank
rectangular designs have no diagonals. Why is this?

During the making and recording of designs observe children; check on

THTE

figure 8

strategies they use. Trial and error is the most common strategy with some chil-
dren being more systematic than others. At the very end of the activity children
should share and compare their strategies.

After an appropriate period of time children cut out each individual design from
their record sheet so they can inspect designs that may be the same. It is very difficult
for many children and adults to visual whether two designs or diagrams are the same
when both are presented in a static format some distance away from each other.
This is very demanding and provokes the intuitive use of reflective and rotational
symmetry. Children find it helpful to have mirrors available for testing reflective
symmetry, particularly as two mirrors placed touching each other
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at right angles can show two or four designs which are the ‘same’ (see figure 9).

The class can be brought together at this stage to share their findings and discuss
which of their designs are the same. This enables everyone to begin activities based
upon all six different designs (see figure 10).

hh/ () (W] bV AN hld

figure 10

The six designs are the members of a system that the children have created.
Activities based on the six designs usually involve:

e sorting the designs according to different criteria. For example, closed shapes,
symmetry or number of right angles or half-right angles;

e performing ‘operations’ on one or more designs in some way;

e relationships between pairs of designs.

You will find that children, given freedom to devise their own activities, are very
inventive. An ‘operation’ activity which some suggest places two designs together to
form a square with the objective of making a closed shaded shape. You might like
to try this for yourself. Are you able to visualize which pairs of shapes can make a
closed shape and which do not?

A relationship activity involves finding ‘duals’ which can be explored by asking

children to find, from the six designs, a partner for each one with reasons why the
two designs are associated. They readily choose the pairs in figure 11, with two of the
six designs apparently not having duals. Why this is so proves to be an interesting
discussion point. Why do you think it is?

A N
W-hld

figure 11

h

The activity can be extended to using 3, 4, . ..squares to make rectangular designs
on ‘one-level’, that is of dimension 1xN. An investigation using the physical squares
proves to be very difficult for children as the number of possible designs rapidly



Motivation and Investigation Strategies in Children Learning Mathematics 59

increases. However, the obvious question to ask is ‘For a given number N of half-
coloured squares, what is the number of 1zN designs that can be made?

But does such a generalization exist?

An alternative investigation looks at 2x2 symmetrical designs. For example, ‘ Use
4 squares to make 2x2 designs that have reflective symmetry.’

What happens if the basic shape is an equilateral triangle?

An extension investigation for older children codes each basic square design ac-
cording to the position of the coloured triangle. For example,

1 2 ! 4
figure 12
where 1 = top left, 2 = top right. 3 = bottom left, 4 = bottom right . The four
basic designs 1, 2, 3 and 4 form an equivalence set.

Children can consider how each basic design is transformed after reflection in
vertical and horizontal axes. They can then code each 1x2 design

hh| M W7 AWV AN hid

(3, 3) (2, 3) (2, 1) (3, 1) (3,2 (3, 4)

figure 13

What are the equivalence sets for each of the six 1x2 designs?

What patterns are there in each equivalence set?

Activity 3: A 6-pin geoboard, suitable for 8 year olds upward who are studying
triangles.

This 6-pin geoboard has a pin at each corner of a regular pentagon with a sixth
pin at the intersection of the perpendiculars from each corner to the opposite side
(see figure 12). If geoboards are not available, they can be replaced by a sheet of
copies of the geoboard which can also act as a recording sheet. Each child has a

figure 14

geoboard, rubber (elastic) bands and a recording sheet.

I begin by asking a child to make a triangle on my geoboard and take the oppor-
tunity to talk about the properties of a triangle. I then ask the children to make the
same triangle on their geoboard, but in a different position. In turn, children show
their triangle to the class and explain why it is the same as the one on my geoboard.
I encourage them to use the words reflection and rotation. If appropriate, I introduce
the word ‘congruent’. Everyone records the five congruent triangles (see figure 13).
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Children are often surprised that the five triangles are congruent as ‘they don’t
look the same’. Some children may find it necessary to cut out one of the triangles
from their recording sheet to test that it is congruent to the other four. What is
special about the triangles? Are they equilateral, isosceles or scalene? How can you
tell?

I then ask the children to predict how many different triangles they think can be
made on the 6-pin geoboard. A record of these on the board is useful for reference.
The children are then challenged to make as many different triangles as they can.
They are usually very enthusiastic, but surprised to find that there are only three
more. Again they find all congruent triangles for
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figure 16

each different triangle (see figure 14). You may wish to invite children to explain
why for every different triangle there are four others congruent to it. What is special
about the triangles? Are they equilateral, isosceles or scalene? How can you tell? The
four different triangles form a system. The four triangles can be sorted, operated on
and relationships discovered. In the following activity children operate on each set of
five congruent triangles.

Each triangle can be represented as a string using the following symbols:
c is a line segment from a vertex of the pentagon to the centre
n is a line segment from one vertex of the pentagon to another
d is a diagonal of the pentagon.

The string for each of the four triangles is:
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figure 17

Children enjoy constructing on one geoboard the design that a set of five congruent
triangles make. Obviously, there will be four such patterns, one for eacj triangle, but
are any likely to be the same pattern (see figure 15)?7 Which triangle produces which

&0 | %

figure 18

The activity ends by asking the class to work at home investigating making

4-, 5-, 6-, ...sided polygons on the 6-pin geoboard.

In a search for a generalization, an extension activity considers the number of
different polygons that can be made on regular polygon geoboards having 4, 5, 6, ...,
N pins. Table 2 shows how this may be recorded. It is only partly completed, leaving
you to investigate further. Please, let us know if you are able to find a generalization
or to prove that this no generalization is possible!

mmber of pars
4 5 & 7
3 2 2 4
E] 4 |1 1
Y 1
= Al 6
2l 7
'Eﬂ g
o
ol | 3 4
table 2

Activity 4: 2-digit by 2-digit multiplication, suitable for 9 year olds upward
who are practising multiplication.

Each child should have a calculator for checking multiplications.

I begin this activity by writing 13 x 17 on the board and ask for help with calcu-
lating the answer. Everyone checks the answer with a calculator. I write on the board
13 x 17 — 221 This is repeated for 23 x 27 — 621 and 33 x 37 —1221 so that the
board looks like this. 13 x 17 — 221 23 x 27 — 621 33 x 37 — 1221 The children are
then asked to work in pairs to complete the pattern of multiplications each with its
answer. [ tell them that they can either calculate each
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answer or look for patterns which might help them find the answers without any
calculating. Calculators are only used for checking answers. After a period of time,
the class come together to check that everyone has the correct multiplications and
answers. They are recorded on the board to complete the nine multiplications in the
pattern (see table 16). The children are asked to describe any patterns they have
observed and how the patterns help them quickly find answers.

The important patterns in the multiplications are:

The important patterns in the answers are:

13
23
33
43
23
63
73
83
93

ST T T T S B I S

17
27
37
47
o7
67
77
87
97

table 3

221

621
1221
2021
3021
4221
0621
7221
9021

the tens digits in each number go from 1 to 9;

the tens digit in both numbers is the same;

the unit digit in the first number is always 3;

the unit digit in the second number is always 7;

the sum of the unit digits in the two numbers is 10 (this is not seen as relevant

at this stage by most children;

the unit digit is always 1;

the tens digit is always 2;

e the last two digits in each answer, 21, are the product of the unit digits 3 and

7;



Motivation and Investigation Strategies in Children Learning Mathematics 63

e the number of hundreds in an answer is the product of the tens digit in one of
the numbers and one more than it. For example, the number of hundreds in the
answer to 43 x 47 is 4 x 5 - 20.

Are these patterns peculiar to our choice of numbers, or is it possible to generalize
to other 2-digit x 2-digit multiplications with the same relationships between the
digits? What do you think?

The question can be asked of older children leading them to a search for an
algebraic proof. With younger ones more examples need to be investigated giving
them opportunities to reason inductively, rather than deductively.

You might like to try these examples:

68 x 62, 74 x 76, 89 x 81, 95 x 95.

Does the generalization extend to 3-digit x 3-digit multiplications? For example,
126 x 124.

What is a process?

Processes are something that we do, physically and mentally. They appear as actions
and are described using verbs. For example, sorting, explaining, listing, analysing.
Their most important function is to put our mathematical concepts, knowledge and
skills to work, using and applying them in exploring activities, and investigating and
solving problems. They should be the ‘ings’ of our teaching and children’s learning
of mathematics.

Unfortunately, many teachers assume children will work with processes in their
school mathematics, but seldom make children aware of which processes they expect
them to use. This may be due to the teachers not being conscious of what processes
are, what their purposes are, how and when it is appropriate to put them to use.

There are four categories of mathematical processes:

e Communication processes

Talking, agreeing and disagreeing, questioning, debating, describing and ex-
plaining are just a few of those that belong in this category. They are used to
communicate with or for others, adults or children.

e Recording processes

Processes in this category include writing, drawing, listing, tabling, graphing,
symbolizing and memorising. They provide means by which children can retain
and communicate information and data in an ordered and logical manner and
format.

e Operational processes

These are about doing something with information and data; they include col-
lecting, sorting, ordering, changing, combining, dissecting and relating.

e Reasoning processes

Reasoning processes are, perhaps, the most fundamental in that without them
progress in mathematics would come to an end for any learner; this state is ap-
parent in those children who have given up trying to understand school math-
ematics. They include clarifying, analysing, thinking and understanding. The
major reasoning processes that are the everyday tools of mathematicians are
shown in figure 17.
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It is time for you to look back at the four activities which were described earlier.
Make a list of the communication, recording, operational and reasoning processes
children would likely use when investigating the activity. Could they have used the
processes without first being taught them? Do you expect students who come to you
from schools to train as teachers to already have knowledge and experience of using
processes in their mathematics? Do you consciously teach mathematical processes?
Do you make students aware of when you are using such processes? Should you do
so?

What is a strategy?

There are many definitions or descriptions of what a strategy is in mathematics. |
feel strongly that unless, as a teacher, you are clear in your mind what a strategy is
then you cannot expect children to respond to the instruction ‘Use a strategy’ when
they are investigating.

I define a strategy as a collection of processes placed in an order of use when
investigating an activity or problem. The order may not be a conscious one, nor will
it necessarily be one thought out before an investigation takes place. Indeed, my
experience suggests that very often a strategy evolves as more and more is revealed
during an investigation. For example, when is the time ripe to draw a diagram?

However, defining a strategy in this way has its implications. If a strategy is to
be successful (I am not sure how this is measured!) then a learner, who is meeting an
investigation for the first time, must have a wealth of processes to call upon, be capa-
ble of using them and have them readily available: children must develop associations
between processes and the kind of situations which relate to them. For example, at
the start of most activities creating or collecting data is a natural beginning, followed
by making sense of the data by sorting it in different ways.

Although processes can be taught, the matching of a process with different kinds
of situations for immediate recall, in my opinion, can only be developed by fruitful
investigation experiences over many, many years; this must start on the first day
children come to school. These associations between situation and process, and hence
rich and productive strategies, cannot develop unless a school has a well thought out
approach which continues in every classroom throughout children’s schooling, and
also when they become students training to be teachers.

The teachers of mathematics in a school must be of one mind about the value, role
and methods of implementing an investigation approach to the teaching and learning
of mathematics. It is our duty as trainers of teachers to find ways of achieving this.

What of the future?

The limited ambitions of schools and universities of having only a few children and
students succeeding and developing a lasting positive attitude towards mathematics
is no longer acceptable in a world in which mathematicians and scientists are in great
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demand, but in short supply. What every one of us should desire is that mathemat-
ics is taught with the aim that every child and student finds the subject exciting,
challenging and exhilarating. This is not an unachievable ideal, as not to believe this
is questions why we are teaching mathematics to many children.

An important contribution toward this goal is to allow children into the secret gar-
den of the subject we all love and enjoy: give children greater involvement and control
of their learning and decision making. The content of the mathematics curriculum,
including the learning of knowledge and skills, does not need to substantially change,
but the teaching approach we use must be reconsidered as it has already failed gener-
ations of children. I submit that an investigative approach with greater emphasis on
processes and strategies can contribute to increasing children’s motivation and desire
to study mathematics to higher levels. ‘Enjoyment of and success in mathematics by
every child and student’ should be our aim for the future.
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Stochastikunterricht in Osterreich — Mdglichkeiten
und Hintergriinde

STEFAN GOTZ

ABSTRACT. In this talk I present some elementary examples of the BAYESian point of view
in inference statistics which work without the concept of random variables. Additionally, [
give an overview on the stochastic curriculum in the Austrian school system (for students
from age 10 to 18), as well as in the teacher training at universities. Recent changes and
developments of the Austrian education system are also mentioned, e.g. the “standards” of
mathematics concerning the eighth grade level (students age 14). The didactical analysis
of a well known paradoxon in probability theory (the so-called problem of the other child)
completes this tour d’horizon. So the lecture includes new “stoffdidaktische” incentives in the
stochastic curriculum and the wide gap between theory and practice of (Austrian) stochastic
education at the school and university level will be discussed.

1 Warum iiberhaupt Mathematik am Gymnasium?

Mathematik ist im Facherkanon des Gymnasiums wegen
e der Anwendungen
e ihres Charakters als Kulturfach

e der Mathematik an sich: "‘Autonomer Aspekt: Mathematische Gegenstinde
und Sachverhalte bilden als geistige Schopfungen eine deduktiv geordnete Welt
eigener Art, in der Aussagen von festgelegten Priamissen ausgehend
stringent abgeleitet werden konnen. Mathematik befdhigt damit, dem eigenen
Denken mehr zu vertrauen als fremden Meinungsmachern und férdert so den
demokratischen Prozess."” (|[LP|, Oberstufe: 9. — 12. Schulstufe).

Dieser letzte Punkt soll im Folgenden betont werden. Dabei ist die Suche nach und
die Betonung von Charakteristika der Mathematik eine ganz wichtige Aufgabe fiir
den Mathematikunterricht, die die Fachdidaktik u. a. wahrzunehmen hat. “What’s
going on in mathematics?” ist eine der Leitfragen dieses Vorhabens, daraus resul-
tiert die Forderung, dass die Fachdidaktik immer auch die Ndhe zum Fach bewahren
muss. Es sind in diesem Zusammenhang nicht immer inhaltliche Aspekte, die es zu
verfolgen gilt, sondern auch — vielleicht sogar vor allem — Fragen der Heransge-
hensweise an die, der Sichtweise von der Mathematik, die fundiert in Hinblick auf
den Mathematikunterricht reflektiert werden miissen.

2 BAYES for Beginners (nach [RAI])

BeispieL 1: Unter 1 000 000 deutschen Ein-Euro-Miinzen befindet sich eine, die auf
beiden Seiten "‘Adler"’ zeigt, alle iibrigen sind normal. Eine dieser Miinzen wird
zufillig ausgewdhlt und 20-mal geworfen. Dabei erscheint immer "*Adler"’. Wie grofs
ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Miinze normal ist?
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Lisung: Es sei A das Ereignis "‘Miinze ist normal"’ und B das Ereignis "‘Es
erscheint bei 20 Wiirfen immer Adler'"’. Mit dem Konzept "‘Bedingte Wahrschein-
lichkeit"” und dem vollstandigen BAYES schen Theorem erhalten wir

_ P(BlA)-P(A) P(BJA) - P(4) _
PUIB) = =SB ~ PBIA) PA) 1 PBI-A) P(A)
_ (%)20' 309(?09(?090 _ 999999 = 0.488

1120 999999 1 -
(5) " 1000000 T 1000000 © 1 2048575

Die neue Sichtweise des BAYES’schen Ansatzes wird schon bzw. gerade an diesem
einfachen Beispiel deutlich:
Aus P(A) = 1 (LAPLACE!) a priori wird P(A|B) = 0,49 a posteriori.

Auf diese Weise ist ein Modell fiir das "‘Lernen aus Erfahrung”’ zustande gekom-
men, welches schematisch so dargestellt werden kann:

Daten
Vorwissen Neue Einschitzung
BAYES’sches Theorem

Dabei ist Vorwissen von 1 000 000 Miinzen eine Adler-Adler
Daten 20-mal "‘Adler"’ bei 20-mal werfen
Neue Einschéitzung wahrscheinlicher, dass Adler-Adler

2.1 Anschlussfrage 1: Bei welcher Anzahl n von Miinzen ist die gesuchte
Wahrscheinlichkeit p, gerade %?

Diese Problemstellung fiihrt auf eine lineare Gleichung in %, namlich

. 20 20
O R () K1)
e 20 20

ORI (S MO R

n

Pn =

woraus wir n = 220 + 1 = 1048577 berechnen.
Eine Ubersicht bietet (mittels DERIVE) die stetige Fortsetzung des Graphen von
p(n): n+— p,, n € N\ {0}, also Abbildung 1.

n

218% 4186 6 18% 818% 187 1.2 187 1.4 107

Abbildung 1: Zur Anschlussfrage 1
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Es ist lim,, .o p, = 1 und p; = 0, was wir auch verstehen kénnen: Bei sehr vielen
Miinzen, unter denen nur eine ungewdohnliche ist, ist es fast sicher, eine normale er-
wischt zu haben, obwohl B eingetreten ist. Wenn dagegen nur eine Miinze vorhanden
ist, dann ist das die Adler-Adler, und das Ereignis A ist somit unmoglich.

2.2 Anschlussfrage 2: Wie oft muss man werfen, damit die gesuchte
Wahrscheinlichkeit p; gleich % ist?

Die Antwort

( 1 ) k999999

o 2/) " 1000000 2
Pk = =
1 999999 1 1

1\ k
(2) 1000000 + 1000000

N —

liefert wieder eine lineare Gleichung, diesmal in (l)k: (%)IFrl =

In 1999998 _ 1 =19,93... folgt. ’

Es ist p1g = 0,6560... und pyg = 0,4881 ...

Weiters ist limg ..o pr = 0 und p; =~ 1. Auch diese Ergebnisse lassen sich inter-
pretieren: Wird sehr oft geworfen und die Miinze zeigt immer "‘Adler"’, dann wird
das Ereignis A immer unwahrscheinlicher. Bei nur einem Wurf hingegen (mit dem
Ergebnis "‘Adler"’) ist es fast sicher, eine normale Miinze erwischt zu haben.

DERIVE zeigt wieder die stetige Fortsetzung des Graphen von p(k): k — pg,

k € N\ {0}, siehe Abbildung 2.

1

To90508> woraus k =

* pk)

6.8

8.6

6.4

8.2

Abbildung 2: Zur Anschlussfrage 2

2.3 Didaktischer Kommentar

Schon dieses sehr einfache und kiinstliche BEISPIEL 1 mit seinen Anschlussfragen
zeigt, wie schnell Methoden aus einem anderen mathematischen Gebiet (hier: der
Analysis) in stochastischen Situationen zum Einsatz kommen: Funktionsgraphen ze-
ichnen, Gleichungen 16sen, Grenzwerte berechnen. Die Interpretation der so erhalte-
nen Ergebnisse gelingt nur dann, wenn die zugrunde liegende stochastische Natur der
in Rede stehenden Situation beriicksichtigt wird.

Inhaltlich ist hier die (mathematische) Modellierung des "‘Lernens aus Er-
fahrung"’ von zentraler Bedeutung, die darin verwendete BAYES’sche Formel gewinnt
dabei zusatzlich an Aussagekraft, wenn sie wie ausgefiihrt mit analytischen Hilfsmit-
teln noch tiefer analysiert wird.
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3 BAYES und die Ziegen

BEISPIEL 2: Folgendes Spiel bei einer Show: Hinter drei Tiiren befinden sich zwei
Ziegen und ein Auto, dieses ist der mogliche Gewinn. Der Kandidat, der nicht weifs,
hinter welcher Tiir sich das Auto bzw. die Ziegen befinden, wihlt eine Tiire, z. B.
die linke. Der Spielleiter, der das schon weif, 6ffnet eine andere Tiir, hinter der sich
eine Ziege befindet (Abbildung 3). Der Kandidat hat jetzt die Moglichkeit, bei seiner
gewdhlten Tiir (der linken) zu bleiben oder auf die noch geschlossene zu wechseln.
Wie sind die beiden Strategien (bleiben oder wechseln) zu bewerten?

3.1 Die klassische Losung

wird an einem Diagramm gezeigt:

Auto

bleiben
Auto Wahrscheinlichkeit %

wechseln

Ziege

Ziege

bleiben
Ziege Wahrscheinlichkeit %

wechseln

Auto

Die Strategie "‘Wechseln"" fiihrt also mit Wahrscheinlichkeit 2 zum Erfolg,
"‘Bleiben"” dagegen nur mit Wahrscheinlichkeit .

3.2 Die Losung nach BAYEs ([VW])

Der Zustand 6; bezeichne die Situation "‘Das Auto steht hinter der Tiir j."”. Es gibt
also drei mogliche Zustéinde.
A priori wird

gesetzt bzw. eingeschétzt.
Nun tippe der Kandidat auf Tiir 1 und Tiir 3 wird geoffnet, das sei das Ereignis
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=

Abbildung 3:

Zwei Ziegen und ein Auto
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"

x = 3. Die folgenden "‘Vorwirtswahrscheinlichkeiten"” ergeben sich fast zwingend:

P(x=3l65) = 0,

P(x =3lf;) = 1 und

Plz=3l6) = .

2
Wenn das Auto hinter Tiir 3 ist, wird diese Tiire vom Spielleiter nicht gedffnet: er
Offnet immer eine Ziegentiir, so sind die Regeln. Wenn sich das Auto aber hinter
Tiir 2 befindet, muss der Spielleiter Tiir 3 6ffnen, denn die vom Kandidaten gewéhlte
Tiir 1 darf er nicht 6ffnen, ebensowenig wie die Autotiir 2. Einzig die dritte mogliche
Situation ldsst dem Spielleiter die Wahl: das Auto befindet sich hinter der vom Kandi-
daten gewéhlten Tiir 1. Dann kann er sich frei zwischen Tiir 2 und Tiir 3 entscheiden,
welche er 6ffnen wird. Wirft er dafiir eine faire Miinze, so sind die entsprechenden
Wahrscheinlichkeiten jeweils %
A posteriori ist dann

Pz = 316;) - P(6;)

3

> P(z =3]6;) - P(6))

=1

P(9]|l’:3): j:1a2737

das heifdt im Nenner steht

Pz =3) =
= Pz =3|6y)-P(6)

1 1 1

Damit ist
P(z = 3|6,) - P( 1.l
P(¢91|$I3) _ ( ‘ll) ( 1) _ 213 — g ’
2 2
P(x = 3|65) - P(0 1-z 2
P(fylx =3) = (z 3‘12) (02) = 13 =3 und
2 2

P(lylz=3) = 0.

D. h. Wechsel von Tiir 1 auf Tiir 2 verdoppelt die Aussicht, das Auto zu gewinnen!
Denn die erste berechnete "‘Riickwértswahrscheinlichkeit"’ entspricht der Strategie
"‘Bleiben"’, die zweite bedeutet "‘Wechseln"’. Wieder hat sich die Einschitzung der
(jetzt drei) moghchen Zustiande durch die "‘Datenerhebung"’ (i. e. x = 3) veréndert:

von (3 } |5) au (3‘3}0)'

3.3 Variationen iiber das Verhalten des Spielleiters ([GO])

Wenn P(z = 3]0;) = 1 gesetzt wird, d. h. eine starke Vorliebe fiir Tiir 3 (modulo der
zugrundeliegenden Situation) vorliegt — es wird nun also keine Miinze geworfen! —,
dann ergibt sich

1 1
P H = = — = —
(1] =3) 1+1+0 2’
P(fylx =3) = und

O Nl

P(fs)z = 3) =



72 STEFAN GOTZ

Nun ist "‘Bleiben"’ genauso gut wie "“Wechseln"’. Denn ob der Spielleiter die Tiire 3
offnet weil er muss (s ist der Fall) oder unbedingt will (wenn ¢, vorliegt), muss ohne
weitere Informationen als gleich wahrscheinlich eingeschétzt werden.

Ist dagegen P(z = 3]6;) = 0, d. h. besteht eine grofe Abneigung gegen Tiir 3
(modulo der zugrundeliegenden Situation) — wieder wird nun keine Miinze geworfen!

—, S0 ist
0
Orlr=3) = G330~
1
P(falr=3) = -=1 und

1
Pfslz=3) = 0

zu konstatieren. In diesem Fall ist alles klar: es muss gewechselt werden, denn der
Spielleiter 6ffnet nie freiwillig die Tiir 3, er tut es aber, ergo: er wird dazu gezwungen.
Also steht das Auto hinter Tiir 2.

Allgemein sei P(x = 3|6,) =: p € [0, 1], dann ist

P _p
p+1+0 1+4p
p _l14+p—p 1
I+p  1+4p  14+p’
POz =3) = 0.

und

P(Oy|z=3) =

P(6z|x = 3)

Ein Vergleich der Graphen der Funktionen b(p) := £ (fiir "‘Bleiben"”) und w(p) :=

ﬁp (fiir "“Wechseln"’) mittels DERIVE bringt Abbildung 4.

1
WECHSELN
2/3
1/3
BLEIBEN
0 1/2 1 r

Abbildung 4: Wechseln versus Bleiben

Man erkennt wegen p < 1 (siehe auch Abbildung 4) b(p) < w(p) Vp € [0, 1], das
heifst:

WECHSELN IST NIE SCHLECHTER ALS BLEIBEN!

3.4 Didaktischer Kommentar

Schematisch sieht der Erkenntnisgewinn mit BAYES so aus:
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A-priori- Finschdtzung:
1 .
oP(GJ):§ j:1,2,3

e "‘Miinzwurf"’ des Spielleiters bei
Wahlmdéglichkeit

BAYES’sches Theorem Datum: x = 3

A-posteriori- Einschdtzung
der ""Welt"” 0; (j = 1,2,3):

P(6,) = % und P(6,) = %

Die Variation eines bestimmten Parameters fiihrt zu einer Modellbildung des " Ver-
haltens"’” des Spielleiters, was zu einer fast exotischen Stellung dieser Thematik inner-
halb der (Schul-)Mathematik fiihrt. Entscheidend ist dabei die Einsicht, dass die A-
posteriori-Einschitzung stark von der Modellierung eben dieses Verhaltens abhéngt.
Informationen dazu bekommt man z. B. durch Beobachten der relativen Haufigkeit
des Offnens einer bestimmten Tiir, wenn Wahlmdglichkeit besteht. Oder man kennt
jemanden aus dem Umfeld des Spielleiters, der/die iiber das bevorzugte Verhalten
desselben Bescheid weifs. Dieses Modell erlaubt es also, eventuell vorhandenes subjek-
tives Wissen miteinfliefen zu lassen. Genauso konnte man die A-priori-Einschitzung
variieren, wenn es (subjektive) Griinde dafiir gibt.

Zur (numerischen) Gleichheit der Wahrscheinlichkeiten % fiir Erfolg bei "‘Wech-
seln"” ist zu bemerken, dass hier vollig unterschiedliche Wahrscheinlichkeitsbegriffe
zugrunde liegen. Die klassische Interpretation hat eine long run situation vor Augen:
Wenn alle Kandidaten wechseln, dann wird auf lange Sicht in % der Fille das Auto
gewonnen werden.

Bayesianisch betrachtet wird eine Einzelsituation bewertet. Das Vorwissen (ob der
Spielleiter fiir den Fall des Falles eine Miinze geworfen hat, ob a priori wirklich alle
Tiiren gleichermafen fiir das Auto in Frage kommen) plus die Daten (x = 3) fithren
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zur Einsicht: "‘Nimm die andere Tiir! Die Chance ist dann z. B. 2 oder jedenfalls

mindestens 50%, dass das Auto dahinter ist."’ ’

Also entspricht die klassische Interpretation der Produzentensicht der Spielshow,
die Bayesianische dagegen der Kandidatensicht.

Die Einfiihrung der Variablen p liefert die Funktionen b und w = 1 — b, deren
Graphen einen Uberblick iiber die (stochastische) Situation erlauben und die obige
Erkenntnis suggerieren.

Apropos p: was heifst eigentlich mit p = % ist w (%) = ﬁ = % und b (%) = %? Eine
operationale Deutung passiert iiber eine fiktive faire Wette zwischen zwei Partnern,
welche an einem Beispiel demonstriert werden soll. Sei @ =14000 € der Wert des
Autos. Dann miisste der Kandidat 14000 -% = 8000 € Einsatz bei Wahl der Strategie
"“Wechseln"’ einzahlen, der Partner dagegen nur 14000 - % = 6000 €. Erwischt der
Kandidat die Autotiir, so erhélt er die 14000 €, sonst der Partner. Also heifst "‘fair"’
hier, dass der Einsatz der Gewinnerwartung entspricht. Die Wette ist natiirlich fiktiv,
tatsdchlich geht es ja um das Auto oder nichts.

Mit anderen Worten: w(p) - a ist die Gewinnerwartung bei der Wechselstrategie.

Die Ergebnisse fiir die Extremfille p = 0 und p = 1 konnen direkt interpretiert
werden.

Insgesamt fungieren die Funktionen w und b als analytische Hilfsmittel fiir die
Beurteilung einer stochastischen Situation, ein weiteres schones elementares Beispiel
fiir das Zusammenwirken von Methoden aus verschiedenen mathematischen Gebieten.

4 Der o0Osterreichische Lehrplan Mathematik — Kostproben

(ILP])

4.1 AHS-Unterstufe und Hauptschule: 5. — 8. Schulstufe

Im allgemeinen Teil werden unter der Uberschrift Bildungs- und Lehraufgabe mathe-
matische Grundtitigkeiten genannt: Produktives geistiges Arbeiten, Argumentieren
und exaktes Arbeiten, Kritisches Denken und Darstellen und Interpretieren.

An Unterrichtszielen und Unterrichtsinhalten werden welche aus Arithmetik, ele-
mentarer Algebra und Geometrie angefiihrt.

Unter Didaktische Grundsdtze findet sich u. a. der Hinweis auf den Kern- und
Erweiterungsbereich, welche im Verhéltnis 2 : 1 die Unterrichtszeit ausmachen soll-
ten und in einer individuellen von den Lehrenden zu erstellenden Jahresplanung
transparent gemacht werden. Dazu finden sich Erlduterungen zum systematischen
und situationsbezogenen Lernen, zum verstindnisvollen Lernen, verschiedene Unter-
richtsformen wie Einzelarbeit, Partnerarbeit, Gruppenarbeit und projektorientierter
Unterricht werden erklart. Die Motivierung der Schiilerinnen und Schiiler soll u. a.
mittels Themen aus ihrer Erfahrungswelt passieren. Ein wichtiger Grundsatz ist das
Unterrichten in Phasen, die Vernetzung ausgewihlter Stoffinhalte, das Herstellen von
Querverbindungen. Die Sicherung des Unterrichtsertrags geschieht durch das Lernen,
erworbenes Wissen zu rekonstruieren, eigenstiandig darzustellen und auch zu begriin-
den. Weiters ist Individualisierung und Differenzierung auch innerhalb einer Klasse
gefordert. Das Lesen mathematischer Texte tragt dem sprachlichen Aspekt der Math-
ematik, die eine eigene Sprache ("‘Fachsprache"’) ausgebildet hat, Rechnung. Bei
den Aufgabenstellungen sollen elementare Tétigkeiten gefragt sein und aufeinander
aufbauende Losungsschritte zum Ziel fithren. Das Arbeiten mit dem Taschenrech-
ner und dem Computer begleitet im Idealfall den gesamten Mathematikunterricht,
ein Werkzeug, dessen Indikationen zum Einsatz im Laufe der Zeit herausgearbeitet
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werden sollen. Last but not least unterstiitzen historische Betrachtungen z. B. die
Begriffsbildung oder die Entwicklung spezieller Methoden.

Der Lehrstoff zur Stochastik wird in allen vier Klassenstufen unter der Uberschrift
"“Arbeiten mit Modellen, Statistik"’ angefiihrt.
In der 1. Klasse sind Tabellen und graphische Darstellungen zum Erfassen von Daten-
mengen gefragt.
Die 2. Klasse fordert schon das Ermitteln von relativen Haufigkeiten, die Schiiler und
Schiilerinnen sollen entsprechende graphische Darstellungen lesen, anfertigen und kri-
tisch betrachten konnen. Die Féahigkeit, Manipulationsméglichkeiten (in statistischen
Darstellungen) erkennen zu kénnen, ist ein wichtiger Beitrag zur Allgemeinbildung.
In der 3. Klasse steht das Untersuchen und Darstellen von Datenmengen am Pro-
grami.
Die 4. Klasse schlieflich bringt das Untersuchen und Darstellen von Datenmengen
unter Verwendung statistischer Kennzahlen (z. B. Mittelwert, Median, Quartil, rela-
tive Héufigkeit, Streudiagramm).

4.2 AHS-Oberstufe (Gymnasium): 9. — 12. Schulstufe

Die Bildungs- und Lehraufgabe im allgemeinen Teil enthélt die mathematische
Beschreibung von Strukturen und Prozessen der uns umgebenden Welt, damit Ein-
sicht in Zusammenhénge erlangt werden kann und das Losen von Problemen mdoglich
wird.

Mathematische Kompetenzen aus den Gebieten "‘Zahlen"’ "‘Algebra'"’, "‘Analy-
sis"’, "‘Geometrie"’ und "‘Stochastik"’ sollen erlangt werden. Dabei ist Darstellend
- interpretierendes, Formal - operatives, Experimentell - heuristisches und Kritisch -
argumentatives Arbeiten erwiinscht.

Verschiedende Aspekte der Mathematik wie der schopferisch - kreative, der sprach-
liche, der erkenntnistheoretische, der pragmatisch - anwendungsorientierte, der au-
tonome und der kulturell - historische sollen im Unterricht angesprochen werden.

Durch eigene Tétigkeiten Einsichten gewinnen steht im Mittelpunkt der didaktis-
chen Grundsdtze. Die Angabe minimaler — maximaler Realisierung bei jedem der fol-
genden Punkte soll ihre Konkretisierung im Unterricht veranschaulichen. Das Lernen
in anwendungsorientierten Kontexten, in Phasen, im sozialen Umfeld, unter vielfalti-
gen Aspekten, mit instruktionaler Unterstiitzung, mit medialer Unterstiitzung und
mit technologischer Unterstiitzung wird so beschrieben.

Der Lehrstoff zur "‘Stochastik"’ (das ist auch die jeweilige Kapiteliiberschrift) be-
ginnt in der 6. Klasse mit dem Arbeiten mit Darstellungsformen und Kennzahlen der
beschreibenden Statistik; das Kennen des Begriffs Zufallsversuch, das Beschreiben
von Ereignissen durch Mengen wird angefiihrt; das Kennen der Problematik des
Wahrscheinlichkeitsbegriffs wird ebenso gefordert wie das Auffassen von Wahrschein-
lichkeiten als relative Anteile, als relative Haufigkeiten und als subjektives Vertrauen.
Das Berechnen von Wahrscheinlichkeiten aus gegebenen Wahrscheinlichkeiten, z. B.
mit Hilfe der Multiplikations- und Additionsregel ist genauso Inhalt wie das Kennen
des Begriffs der bedingten Wahrscheinlichkeit. In Realgymnasien ist das Arbeiten mit
dem Satz von BAYES Pflicht.

Die 7. Klasse verlangt das Kennen der Begriffe diskrete Zufallsvariable und
diskrete Verteilung. Das Kennen der Zusammenhénge von relativen Héaufigkeitsver-
teilungen und Wahrscheinlichkeitsverteilungen ist ebenso gefragt wie der von Mittel-
wert und Erwartungswert sowie von empirischer Varianz und Varianz. Konkret ist
das Arbeiten mit diskreten Verteilungen (insbesondere mit der Binomialverteilung)
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in anwendungsorientierten Bereichen angefiihrt.

In der 8. Klasse steht das Kennen der Begriffe stetige Zufallsvariable und stetige
Verteilung im Zentrum. Konkret ist das Arbeiten mit der Normalverteilung in an-
wendungsorientierten Bereichen gemeint, welches im Kennen und Interpretieren von
statistischen Hypothesentests und von Konfidenzintervallen endet.

5 Standards in der 8. Schulstufe ([ST])

Nachhaltigkeit soll auf Basis eines sogenannten Kompetenzmodells erreicht werden,
welches folgende Komponenten enthélt: Mathematische und Uberfachliche.
Erstere unterteilen sich wieder einerseits in

e A1: Darstellen, Modellbilden,

e A2: Operieren, Rechnen,

e AS3: Interpretieren und Dokumentieren und
o A/: Argumentieren und Begriinden,

diese beschreiben also die A: Handlungsdimension.
Andererseits besteht die B: Inhaltliche Dimension aus

e BI1: Arbeiten mit Zahlen und Maflen,

e B2: Arbeiten mit Variablen und funktionalen Abhdngigkeiten,

e B3: Arbeiten mit Figuren und Kdérpern und

e BJ: Arbeiten mit statistischen Kenngroflen und Darstellungen.
Zweitere, also die C: Uberfachlichen Kompetenzen und Standards sind in

e (C1: Autonomes Lernen,

e (2: Arbeitstechniken, Methodenkompetenzen,

e (C3: Kooperatives Handeln und

o C): Kritisches Denken und Reflektieren

differenziert.



Stochastikunterricht in Osterreich — Moglichkeiten und Hintergriinde 7

Die Formulierung der Standards geschieht in "Ich kann ... " (“I can do ...”)
Statement wie z. B.

Ich kann Sachverhalte in verbaler, tabellarischer, grafischer und symbolischer
Form darstellen.

Ich kann Ergebnisse abschitzen oder auch iiberpriifen, mit Ndherungswerten
rechnen und sinnvoll runden.

Ich kann den Losungsweg einer Aufgabe beschreiben.

Ich kann einzelne Rechenschritte begriinden wie auch begriinden, warum ein
Rechenschritt bzw. eine bestimmte mathematische Argumentation falsch ist.

bzw. fiir

e Ich kenne wichtige statistische Darstellungsformen (Tabellen, Piktogramm,
Stab-, Kreis-, Linien- und Streudiagramm) und kann damit verstindig und
angemessen arbeiten.

e Ich kann mit absoluten und relativen Haufigkeiten sowie mit tabellarischen oder
grafisch dargestellten Haufigkeitsverteilungen verstindig und angemessen umge-
hen.

e Ich kenne das arithmetische Mittel, den Median und Quartile und kann mit
diesen Kennzahlen angemessen arbeiten.

e Ich kann (eventuell mit Hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms) statistische
Tabellen und Grafiken erstellen sowie statistische Kennzahlen ermitteln.

Mittlerweile ist ein Pool von konkreten Aufgaben entstanden, jede mit einer (i) Klas-
sifikation nach A, B, C und Komplezitat. Weiters werden (ii) erlaubte Hilfsmittel
angegeben und (iii) ein moglicher Lisungsweg,.

Folgendes Beispiel moge das eben Gesagte illustrieren: Unter dem Titel Bevdlker-
ungsentwicklung in Osterreich findet sich die Aufgabenstellung:

_ Das folgende Diagramm zeigt die Bevilkerungsentwicklung der letzten 50 Jahre in
Osterreich: Abbildung 5.

a) Zeichne in das Diagramm "‘nach Gefiihl"’ eine Gerade ein, die die Bevolkerungs-
entwicklung seit 1951 moglichst gut beschreibt ("‘Trendgerade"’). Versuche mit
Hilfe der gezeichneten Trendgeraden die Bevolkerungszahl Osterreichs im Jahr
2010 vorauszusagen!

b) Ein Mitschiiler hat lediglich die Punkte bei 1991 und 2001 durch eine Gerade
verbunden und mit Hilfe dieser Geraden die Bevolkerungszahl im Jahre 2010
vorausgesagt. Was meinst du dazu? Fiir welche Vorgehensweise wiirdest du dich
entscheiden?

Klassifikation:
e Handlungsdimension

— Al: Darstellen, Modellbilden

— A3: Interpretieren und Dokumentieren
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Bevélk erungs entwicklung in Osterreich
1951 -2001

851

Bev. (in Mio.)

757 . .
7]

55 1

1940 1550 1560 18970 1980 1940 2000 o
Jahr

Abbildung 5: Bevilkerungsentwicklung in Osterreich

e Inhaltliche Dimension

— B2: Arbeiten mit Variablen und funktionalen Abhingigkeiten

— B4: Arbeiten mit statistischen Kenngrofen und Darstellungen

e Geringe Komplexitit
Hohere Komplexitat

Hilfsmittel: Lineal

Ziele, erwartete Losung(en):

1. Losung des Beispiels wird vor allem von Schiiler/innen des ersten Leis-
tungsniveaus erwartet

2. Losungsweg(e)

a) Die Schiiler/innen miissen

e cin Streudiagramm lesen und interpretieren konnen,

e cinen (anndhernd) linearen Trend erkennen und mit Hilfe einer Ger-
aden grafisch veranschaulichen kénnen,

e aus der grafischen Darstellung einer Trendgeraden Prognosewerte er-
mitteln konnen

(Abbildung 6).
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Bevélk erungsentwicklung in Osterreich
1851 -2001

Bev. (in Mio.)
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Abbildung 6: Bevilkerungsentwicklung in Osterreich — Lésungsvorschlag

b) "‘Die Trendgerade beriicksichtigt alle gegebenen Daten von 1951 — 2001
in gleicher Weise, die Prognose meines Mitschiilers berticksichtigt nur die
Werte von 1991 und 2001. Das kann sinnvoll sein, wenn der Trend in
fritheren Jahren deutlich anders verldauft, kann aber auch problematisch
sein (eine Prognose der Bevilkerungszahl im Jahre 1981 anhand der Werte
1961 und 1971 etwa hétte nur sehr schlecht gepasst). Ich wiirde mich daher
im Normalfall und auch in diesem Beispiel fiir das Modell der Trendgeraden
entscheiden, wobei ich bei der nach Gefiihl eingezeichneten Trendgeraden
eventuell versuchen wiirde, die jiingeren Daten etwas starker zu beriick-
sichtigen als weiter zuriickliegende."’

Kommentar:

e Sprachliche Anforderungen: hoch

o Lernstoff der Schulstufe: 8
Abschliefsende Bemerkungen:

i) Die Standards sind in Osterreich zur Zeit in der Testphase, der geplante Start
ist 2008.

ii) Die Ausarbeitung von Standards fiir die zwdlfte Schulstufe ist derzeit im Gange.

6 Das Problem des anderen Kindes (|[GH])

BEISPIEL 3: Man weifs, dass eine Familie zwei Kinder hat und mindestens ein Mad-
chen. Wie grofs ist die Wahrscheinlichkeit, dass diese Familie zwei Méadchen hat?

In der Literatur finden sich zwei verschiedene LLosungen: erstens % mit dem Argu-
ment, dass Buben- und Madchengeburten annéhernd gleichwahrscheinlich und unab-
hingig vom Geschlecht der Schwester sind.

Zweitens % mit der Begriindung, dass eine Familie mit zwei Kindern folgende
Konstellationen der Kinder aufweisen kann: MM, MB, BM, BB, dabei steht "‘M"’
fiir "*Madchen"” und "‘B" fiir "‘Bub"’, und "*BB"’ fillt aus!

BEISPIEL 4, FORTSETZUNG VON BEISPIEL 3: Wie éndert sich die Situation, wenn
man weils, dass das dltere Kind ein Mddchen ist?

Losung: %
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i) entweder mit der Begriindung dafiir von oben,

ii) oder aus Q@ = {MM,MB,BM,BB} wird ' = {MM,MB}, wobei das
Geschlecht des dlteren Kindes zuerst genannt wird, also:
P(MMNQ')

POMMIY) = === =

1

ININIESNT

Aber was ist mit BEISPIEL 37 — Dazu muss folgende Frage beantwortet werden:
Wie kommt die Information "‘mindestens ein Mddchen"’ zustande?

Wenn z. B. eine (zufillige) Begegnung |J(unge)=B(ub)| stattgefunden hat, kann
die Situation folgendermafsen illustriert werden: Abbildung 7.

Begegnung mit: M M M
Abbildung 7: Baumdiagramm fiir zufillige Begegnung

Wir sehen: P(Dicker Pfad)=P(die beiden anderen Pfade zusammen), also:
) 1
P(M M |Begegnung mit M) = 3

Formal kann mit BAYES geschlossen werden:

P(M|MM) -P(MM) 1-1 1
P(MM|M) = = — ‘11 — =
Analoge Situationen wiren etwa ein Freund sieht, ..., und berichtet davon, oder

das Horen einer (weiblichen) Kinderstimme oder Vater oder Mutter erzéhlt: "‘Gestern
hat ein Madchen geweint."’

Ein wenig anders stellt sich die Situation dar, wenn der Vater oder die Mutter
sagt: "‘Gestern hat Anna geweint."” Dann kann wieder das alte Argument von oben
gebracht werden: P[bestimmtes Kind (das zweite neben Anna)=M|=1.

Die Baumdiagramme sehen nun so aus: Abbildung 8 oder Abbildung 9.

In beiden Fillen ist der Anteil der fett gedruckten Pfade an der Gesamtheit zu
berechnen: 1.

Was ist aber, wenn die Frage "‘Sind in Deiner Familie beide Kinder Buben?"’
vom Vater oder von der Mutter mit "‘Nein!"’ beantwortet wird? — Dann endlich ist
die gesuchte Wahrscheinlichkeit %: Abbildung 10.

Conclusio:

ist dann der Fall, wenn ein Zufallsexperiment die Information liefert.

—~
[
~—
N |—=

dagegen liegt vor, wenn Wissende die Moglichkeit "*BB"” ausschliefsen.

(i)

Wl
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(dlter | jlnger) : MA

12 |

weinendes Kind: A A A A

Abbildung 8: Anna weint 1

112 12

weinendes Kind: A A

Abbildung 9: Anna weint 2

7 Die Ausbildung in Stochastik von Lehramtsstudierenden an
der Universitit Wien

Eine wvierstindige Vorlesung "*Wahrscheinlichkeitstheorie und Statistik fiir Lehramt-
skandidat /innen"” und ein zweistindiges Proseminar dazu, beides im zweiten Studi-
enabschnitt, bieten z. B. (beim Verfasser dieses Beitrags) folgendes Programm:

I. Wahrscheinlichkeitstheorie

1.) Einfithrung
2.) Axiomatische Definition des Wahrscheinlichkeitsbegriffs

3.) Endliche Wahrscheinlichkeitsraume —
LAPLACE’scher Wahrscheinlichkeitsbegriff

4.) Kombinatorik
5.) Bedingte Wahrscheinlichkeiten und Unabhéngigkeit von Ereignissen

6.) Der Satz von der totalen Wahrscheinlichkeit und
die Formel von BAYES

7.) Das BERNOULLI'SCHE Gesetz der groken Zahlen
8.) Die Ein- und Ausschaltformel und ein Paradoxon
9.) Geometrische Wahrscheinlichkeiten

10.)

11.)

Der Begriff der Zufallsvariablen
Diskrete Zufallsvariable

11.1 Definition
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MM MJ JM JJ
|
Antwort auf die Frage: nein hein nein

Sind beide Kinder Jungen?

Abbildung 10: Keine zwei Buben in der Familie

11.2 Verteilungsfunktion
11.3 Der Erwartungswert

11.4 Varianz und Streuung (oder Standardabweichung)
12.) Paare von diskreten Zufallsvariablen
13.) Erzeugende Funktionen
14.) Spezielle diskrete Verteilungen

14.1 Die Binomialverteilung

14.2 Die geometrische Verteilung

14.3 Die P0OISSON-Verteilung

14.4 Die hypergeometrische Verteilung

15.) Stetige Zufallsvariable
16.) Spezielle stetige Verteilungen

16.1 Die gleichméfige Verteilung
16.2 Die Exponentialverteilung
16.3 Die Normalverteilung

II. Statistik

1.) Beschreibende Statistik
2.) Beurteilende Statistik

2.1 Einpunktschitzung

2.2 Bereichsschitzung

2.3 Testen von Hypothesen

2.4 Der BAYES’sche Ansatz

2.5 Ein verteilungsfreies Testverfahren der Vorzeichentest
2.6 Der Chi-Quadrat-Anpassungstest

2.7 Der Chi-Quadrat-Unabhéngigkeitstest

3.) Lineare Regression
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8 Big Points

Bei der im vorigen Abschnitt vorgestellten Lehrveranstaltung zeigt sich, dass bes-
timmte Verstdndnisschwierigkeiten, "‘Knackpunkte"” immer wieder auftreten, so dass
auf diese besonderes Augenmerk in der Ausbildung gerichtet werden sollte. Ein paar
wesentliche "‘Hiirden"’ seien im Folgenden genannt.

Die Unterscheidung der Begriffe Zufallsvariable, Parameter und empirische Grofle
ist in einer konkreten stochastischen Situation, z. B. in einem Anwendungsbeispiel,
schwierig. Die Tabelle zeigt ein typisches Beispiel.

Testvariable Erwartungswert arithmetisches Mittel
X E(X)=u T
beim Testen Kennzeichen einer aus Daten
und Schéitzen Verteilung gewonnen
beurteilende Wahrscheinlichkeits- beschreibende
Statistik theorie Statistik

Die ewige Frage nach dem Verhéltnis relative Haufigkeit R, bzw. r,  Wahrschein-
lichkeit P bzw. p eines Ereignisses A, welches durch Abbildungen wie Abbildung 11
in gewisser Weise noch unklarer wird, wird immer wieder — spontan! — unsauber
beantwortet:

lim P(|R.,(A) —p| <e)=1 versus lim r,(A)=p

n—oo n—oo

T h({W})

12 ‘
] | n
100 1000

Abbildung 11: Relative Hdufigkeiten "‘pendeln sich ein"’

Was beschreibt die Testvariable X beim Testen von Hypothesen? — Diese Frage
sollte immer zuerst bei einer konkreten Aufgabe aus diesem Gebiet geklirt werden.

Die Interpretation eines (klassischen) Konfidenzintervalls: nicht der Parameter
liegt mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit v < 1 im Intervall, sondern umgekehrt:
das Intervall umfasst mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit v < 1 den un-
bekannten Parameter. Der BAvESianische Standpunkt stiitzt bekanntlich die erste
Sichtweise.

Der Wertebereich einer Zufallsvariablen: Ist er diskret oder iiberabzéhlbar, wenn
endlich, wo beginnt er, wo endet er?

Die Definition der Verteilungsfunktion und was bei einer bestimmten Zufallsvari-
ablen daraus wird ist oft {iberraschend diffizil zum Anschreiben:

Fa)= Y P(X =2) baw. F(x) :/_x Ft)dt

<z

Wo findet sich die Variable z auf der rechten Seite des Ausdrucks wieder?
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Vyznam niektorych faktorov vo flexibilnom mysleni
ziakov

STEFAN GUBO

ABSTRACT. The main purpose of this presentation is to report on our research results which
goal is to investigate students’ successfulness in solving problems which need first of all flex-
ible thinking. The research was conducted at primary (Grade 5 and Grade 8) and secondary
(Grade 11) schools in three counties of Slovakia. Altogether 745 students were tested. As far
as the main objective of our research was concerned, we have examined the relation between
students’ successfulness in solving puzzle-problems and following factors: gender, half-term
mark from Mathematics and qualification of parents. To estimate student’s ability in solving
puzzle-problems we have compiled a test of 11 puzzle-problems.

Uvod

V dnesnej dobe rychly vyvoj informa¢nych a komunika¢nych technologii zapricinuje aj
prehodnotenie pojmu vedomosti. Uz nie je postacujuce len si osvojit poznatky, ¢oraz
vac¢Smi sa ukazuje narok na ich tvorivii aplikiciu. Spolu s nimi sa dostanii do popredia
otazky rozvijania tvorivosti a problémového myslenia. Jeden z najdoélezitejsich kom-
ponentov tvorivosti je flexibilné myslenie, ktoré umoziuje rieSitelovi skimat dany
problém z roznych aspektov. Flexibilné myslenie zahfha v sebe aj schopnost redefini-
cie problému, pomocou ktorej sa k rieSeniu mozno dostat rychlejsie a bez vyvinutia
vacsieho usilia.

V tomto prispevku chceme publikovat vysledky tuzemského empirického vyskumu,
ktorého cielom je néajst vyznam niektorych faktorov vo flexibilnom mysleni Ziakov
zékladnych a strednych skol.

Charakteristika vyskumu
Ciel' vyskumu

Nasou snahou bolo uskuto¢nit empiricky vyskum zamerany na meranie trovne flex-
ibilného myslenia 7ziakov zakladnych a strednych §kol na Slovensku s nasledovnym
ciefom: zistit aky je vztah medzi uroviou flexibilného myslenia Zziakov a nasledovnymi
faktormi: pohlavie, polro¢na zndmka z matematiky, vzdelanie rodicov.

Prostriedky vyskumu

Uroven flexibilného myslenia ziakov sme chceli merat pomocou neitandardizovaného
testu, ktory sme zostavili sami. Problémové situacie, ktoré vyzaduju flexibilné mysle-
nie velmi dobre reprezentuju (matematické) hlavolamy (pozri [1]). Vychadzajuc 7
tohto tvrdenia Test hlavolamov sme zostavili z 11 problémov, ktoré mali charakter
hadaniek a k ich rieSeniu nebola potrebna hlbgia matematicka vedomost (p. prilohu).

Test hlavolamov sme prichystali v dvoch verziach (A, B), 7iaci ktori sedeli v jednej
lavici dostali odlisnt verziu. Problémy verzie B sme konstruovali pomocou prestyli-
zovania problémov verzie A, pricom sme davali pozor na to, aby sa zmeny dotykali
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iba povrchovych ¢ft problémov. V pripade figuralnych problémov sme obrazok trans-
formovali pomocou simernosti alebo otocenia. Poradie problémov na oboch verziach
sme zvolili tak, aby pre 7iakov bola ekvivalencia ¢im menej badatelna.

Pri kvantitativhom vyhodnoteni rieSeni sme pouzivali len dve kategorie: sprdavny
(1 bod) alebo nesprdvny (0 bodov). Ziaci teda vedeli ziskat maximalne 11 bodov. Na
vypracovanie tloh testu mali ziaci 40 minit.

Vzorka vyskumu

Vyskum sme uskutoc¢nili v aprili-maji $kolského roka 2004/2005 na zakladnych
skolach, gymnéziach a osemro¢nych gymnaziach v Banskobystrickom, Kosickom a Ni-
trianskom kraji. Do vyskumu sme zapojili ziakov troch ro¢nikov: 5. ro¢nik (Prima),
8. ro¢nik (Kvarta) a 2. roénik (Sexta). Rozdelenie poc¢tu ziakov vo vyskume podla
roc¢nikov a krajov sme zhrnuli v tab. .1.

Tab. ¢. 1. Rozdelenie poc¢tu ziakov vo vyskume

. Pocet ziakov
Kraj 5./ Prima | 8. / Kvarta | 2. / Sexta Spolu %
Banskobystricky | 66 85 42 193 26 %
Kosicky 66 65 62 193 26 %
Nitriansky 115 130 114 359 48 %
Spolu 247 280 218 745
% 33 % 38 % 29 % 100 %

Vyhodnotenie vyskumu
Kvantitativne vyhodnotenie vyskumu

Relativna tspesnost ziakov jednotlivych ro¢nikov v oboch verzidch Testu hlavolamouv
obsahuje tab..2.:

Tab. €. 2. Relativna tspesnost ziakov v jednotlivych ro¢nikoch

o 5. / Prima 8. / Kvarta 2. / Sexta
° test test test test test test
A B A B A B

priemer | 13,1 11,9 28,5 27,9 43,6 38,6
rozptyl | 12,2 11,3 23,0 18,9 19,6 18,4
n 126 121 143 137 110 108

Vykon zZiakov

Z tab..2 vyplyva 7e pre 7ziakov 5. ro¢./Prima test sa ukazal dost naro¢ny. Ked
triedime ziakov podla ziskanych bodov, mozeme vidiet v pripade oboch verziach
testu, Ze o nie¢o menej ako tretina ziakov 5. ro¢./Prima nedokazalo ziskat ani jeden
bod, a viac ako 80% udaval spravnu odpoved nanajvy$ na 2 hlavolamy (pozri obr.
la — 1b). Najuspesnejsi boli Ziaci 2. ro¢./Sexta, ale ani oni nedokézali ziskat viac ako
50% maximéalneho po¢tu bodov. Ked triedime ziakov podl'a ziskanych bodov, vidime
ze relativna tuspeSnost ziakov 8. roc¢./Kvarta, 2. roc¢./Sexta sa ¢im viac priblizuje
k normalnemu rozdeleniu.
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Obr. 1a. Histogram rozdelenia relativnej uspe$nosti v jednotlivych roénikoch (test

A)

A

Obr. 1b. Histogram rozdelenia relativnej tspesnosti v jednotlivych ro¢nikoch (test
B)

Stuvislost Gspefnosti Zziakov so skimanymi faktormi

Na zaciatku vyskumu kazdy ziak vyplnil dotaznik, v ktorom uviedol svoje meno
a priezvisko, datum narodenia, nazov Skoly, triedu, polro¢ni znamku z matem-
atiky v Skolskom roku 2004/2005, a najvyssie vzdelanie rodicov. Tieto udaje
umoziuji vykonanie vypoctov, ktoré hladaji odpoved na otazku, aky je vztah medzi
uspesnostou ziakov v teste a faktormi viac-menej spojenymi s vykonom ziakov vo
vyucovacom procese.

Pohlawvie Ziakov a ich tspesnost v teste

Na porovnanie vysledkov chlapcov a dievéat v oboch verziach testu sme pouzivali
dvojvyberovy t-test. Pri porovnani ziskaného poc¢tu bodov chlapcov a dievéat v oboch
verziach testu na odchylku rozptylov F-test neudaval signifikantni hodnotu, teda
dvojvyberovy t-test sme mohli urobit v kazdom ro¢niku. V pripade 5. ro¢./Prima
a 8. ro¢./Kvarta sme nenasli dolezité rozdiely medzi vykonom chlapcov a dievcat ani
v jednej verzie testu (pozri tab. . 3ad.).

Tab. & 3. Porovnanie tspesnosti chlapcov a dievéat v 5. ro¢./Prima

5. / | priemer A | n t D priemer B | n t D
Prima

Chlapci 1,39 o4 1,26 o7

Dievdata | 147 72| 034 013 1955 ga | - 42| 0,67
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Tab. &. 4. Porovnanie tispesnosti chlapcov a dievéat v 8. ro¢./Kvarta

8. / | priemer A | n |t D priemer B | n | ¢ D
Kvarta

Chlapci 2,97 75 2,94 68

Dievcéata | 3,31 68 | 0,791 0,43 3,18 69 | 0,69) 0,49

V 2. ro¢./Sexta v pripade verzie A testu sme sa dostali velmi blizko k 95% hranici
signifikancie zvycajne pouzitej v pedagogickych vyskumoch, kym v pripade verzie B
testu uspesnost chlapcov bola vys§ia na hladine vyznamnosti p < 0,01 (pozri tab..5).

Tab. ¢. 5. Porovnanie tispesnosti chlapcov a dievéat v 2. ro¢./Sexta

2. / Sexta | priemer A | n t P priemer B | n t P
Chlapci 5,17 47 4,93 42 "
Dievcata | 4,52 63 1,96 ) 0,12 3,80 66 2,90 | 0,004

Poznamka: *: p < 0,05; **: p < 0,01; **: p < 0,001.

Polrocnd znamka z matematiky a tspesnost Ziakov v teste

Na zaklade polro¢nej znamky z matematiky sme vytvorili 4 skupiny tak, ze zi-
akov s hodnotenim ,dostato¢ny* a ,nedostatoc¢ny* sme zaradili do tej istej skupiny.
Na overovanie hypotézy, ze ziaci s lepSim prospechom z matematiky st tspesnejsi
pri rieSeni problémov na flexibilné myslenie, v kazdom ro¢niku sme urobili analyzu
rozptylov pre porovnanie 4 skupin. Analyzu rozptylov mézeme vykonat len vtedy,
ked rozptyly jednotlivych skimanych skupin sa podstatne neodlisuju.

V 5. ro¢./Prima v pripade oboch verziach testu, Levenov test ukazal podstatné
rozdiely medzi rozptylmi, teda analyzu rozptylov nie je mozné urobit. Pomocou Dun-
nettovho postupu sa vSak da zistit, medzi ktorymi skupinami stu dolezité odlisnosti. V
pripade oboch verzii testu sme dostali, ze vysledky ziakov skupiny ,vyborny* si sig-
nifikantne lepsie ako vysledky ziakov ostatnych skupin. Iné rozdiely medzi skupinami
sme nenasli.

V 8. ro¢./Kvarta v pripade verzie A testu na zdklade Levenovho testu sme
nemohli urobit analyzu rozptylov. Po vykonani Dunnettovho postupu sme dosli k
zaveru, ze vysledky ziakov skupiny ,vyborny“ su signifikantne lepsie ako vysledky
ziakov skupiny ,dobry*“ a ,dostato¢ny-nedostato¢ny”, a podobne vysledky ziakov
skupiny ,,chvélitebny“ st signifikantne lepSie ako vysledky ziakov skupiny ,,dostato¢ny-
nedostatoc¢ny®.

V pripade verzie B testu Levenov test neukdzal podstatné rozdiely medzi
rozptylmi jednotlivych skupin. Ako vysledok analyzy rozptylov sme dostali, 7e vplyv
faktoru polro¢nej znamky z matematiky na uspesnost ziakov v Teste hlavolamov je
signifikantny. Pomocou Fisherovej LSD skiugky sme sa chceli dozvediet, v akej miere
sa odliguju jednotlivé skupiny. Vysledok parovej komparacie (Post Hoc Comparison)
sme zhrnuli v tab. . 6. (v tabulke sa nachadzaji hodnoty pravdepodobnosti p chyb
zodpovedajice k danému paru).

Tab. &. 6. Vysledok Fisherovej LSD skusky v 8. ro¢./Kvarta

test B 2 3 4-5

1 0,002** 0,0004*** | 0,0001***
2 0,554 0,001**
3 0,005**

Poznamka: *: p < 0,05; **: p < 0,01; **: p < 0,001.
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V 2.ro¢./Sexta Levenov test neukizal podstatné rozdiely medzi rozptylmi jed-
notlivych skupin ani v pripade verzie A, ani verzie B. Podla analyzy rozptylov vplyv
faktoru polro¢nej znamky z matematiky na tuspesnost ziakov v Teste hlavolamov je
signifikantny v pripade oboch verzidch testu. Tab. . 7 obsahuje vysledok Fisherovej
LSD skusky.

Tab. & 7. Vysledok Fisherovej LSD skugky v 2. ro¢./Sexta

test A | 2 3 4-5 test B | 2 3 4-5

1 0,097 | 0,003** | 0,0002*** | 1 0,280 0,024* 0,0003**
2 0,097 0,007* 2 0,111 0,0009***
3 0,296 3 0,062

Poznamka: *: p < 0,05; **: p < 0,01; **: p < 0,001.

Na zaklade vysledkov analyzy rozptylov mozeme vyslovit, 7e je silny vztah medzi
vysledkami ziakov v Teste hlavolamov a polro¢nou znamkou z matematiky. Zda sa,
7e flexibilné myslenie ziakov s lepsim prospechom z matematiky je viac rozvinuté.
To mozeme odovodnit s tym, Ze z matematiky Sikovni ziaci vedia vytvorit o danom
probléme §irsiu reprezentaciu, ¢o znacne zvysSuje pravdepodobnost tispesného rieSenia
problému.

Vzdelanie rodicov a tspesnost Ziakov v teste

Vzdelanie rodi¢ov je dost ¢asto sledovany faktor v pedagogickych vyskumoch.
V naSej analyze sme neocakavali signifikantné vzfahy medzi tspesnostou ziakov
pri rieSeni netradi¢nych hlavolamov v Skolskom vyucovani a najvys$im vzdelanim
rodicov.

Naproti tomu po analyze vysledkov jednotlivych verzii testu pomocou Spear-
manovej korelacie v pripade 5. ro¢./Prima a 8. ro¢./Kvarta sme nagli silna pozitivnu
korelaciu medzi vysledkami Ziakov a vzdelanim rodic¢ov. V pripade 2. ro¢./Sexta to
vSak nemozeme vyslovit: tam sme nasli iba korelaciu medzi tspesnostou ziakov vo
verzii A testu a vzdelanim otca (pozri tab. . 8.).

Tab. ¢. 8. Suvislost medzi tspesnostou ziakov a vzdelanim rodic¢ov

test A test B
vzdelanie vzdelanie vzdelanie vzdelanie
otca matky otca matky

5 / Prima | 0,33™* 0,26** 0,39 0,327

8 / Kvarta | 0,34™* 0,34 0,38*** 0,417

2 / Sexta | 0,20* 0,058 0,06 0,11

Poznamka: *: p < 0,05; **: p < 0,01; **: p < 0,001

Zhrnutie

V uvedenom prispevku sme publikovali vysledky empirického vyskumu zameraného
na zistenie vztahov medzi flexibilnym myslenim ziakov zékladnych a strednych §kol
a niektorymi faktormi. Do vyskumu sa zapojilo veelku 745 Ziakov z troch ro¢nikov,
pri zbere udajov sme pouzivali dva meracie prostriedky (Dotaznik, Test hlavolamov).

Na zaklade vysledkov mozeme poznamenat, 7e na vzorke ziakov zakladnych §kol
resp. ro¢nikoch Prima a Kvarta osemro¢nych gymnéazii nie je vyznamny rozdiel medzi
vysledkami pohlavia. Na strednych skolach resp. v ro¢niku Sexta osemroc¢nych gym-
nézii chlapci dosiahli lepSie vysledky ako dievéaté, hoci signifikantné rozdiely sme
nagli iba v pripade verzie B testu.
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Dalsim dolezitym vysledkom nasho vyskumu je silnd korelacia skolskej znamky

z matematiky s droviou flexibilného myslenia 7iakov, t.j. ziaci s lepS§im prospechom
7z matematiky su uspesnejsi v rieSeni problémov na flexibilné myslenie.
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Priloha — Problémy Testu hlavolamov (test A)

1. Vodné Talie zdvojnésobia svoj obsah za 24 hodin. Na zaciatku leta je v jazere

jedna vodné Talia. Na pokryvanie celého jazera l'alie potrebujiu 60 dni. Ktorého
dina je pokryta polovica jazera?

.V 8ufliku sa nachadza 20 parov ¢iernych a 15 parov bielych ponoziek rovnakej

velkosti. Ak je v miestnosti iiplna tma a nevieme rozlisit farbu ponoziek, kol'ko
kusov treba vybrat, aby sme si mohli byt plne isty, ze budeme mat dve ponozky
rovnakej farby?

. Aka je dl7zka tusecky AB, ak polomer kruZnice je 7 — 5 cm?

. Ako je mozné rozdelit troma rezmi tortu kruhového tvaru na 8 rovnakych c¢asti?
. Pouzitim 6 zapaliek zostrojte 4 rovnostranné trojuholniky! Nakreslite rieSenie!

. Mame dva rovnaké pohare. Do prvého nalievame vino, do druhého rovnaké

mnozstvo vody. Potom 7z prvého pohara vyberieme lyzicu vina, prelievame to
do druhého, a dokladne premiesame. Teraz prelejeme lyzicu z tejto zmesi do
pohara s vinom. Je viac vody v pohari povodne s vinom, alebo je viac vina
v pohéari pévodne s vodou? Odoévodnite svoju odpoved!
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7. Na obrazku je podorys pozemku, na ktorom sa nachadzaji 4 studne. Ako by
sa dalo rozdelit pozemok na 4 ¢asti rovnakého tvaru a obsahu tak, aby v kazdej
¢asti bola jedna studna! Nakreslite rieSenie!

8. Osobné auto ide z Nitry do Bratislavy rychlostou 60 km/h. O 15 minat neskor
Startuje druhé auto z Bratislavy do Nitry rychlostou 70 km /h. Vzdialenost dvoch
miest je 90 km. Ktoré z nich bude blizsie k Nitru, ked sa stretna?

9. Na nic¢ netuSiaci papagaj sa potichucky priplazila macka, ktora sa naitho vrhla.
Papagaj zostal bez pohybu a nevydal ani hlasok. Preco?

10. Na kazdé pole Sachovnice rozmerov 5x5 poli¢ok postavme lienku. Zrazu kazda
lienka prejde na susedné policko (dve policka si susedné, ak maji spolo¢ni
stranu). MozZe sa staf, Ze po prechode na kazdom policku sedela jedna lienka?
Odovodnite svoju odpoved!

11. Na vyradovacej Sachovej sutazi Startovalo 512 sutaziacich. Spolu kolko hier
hrali na satazi? Odovodnite svoju odpoved!



Medzipredmetové vztahy matematiky s inymi
vyucovacimi predmetmi

PETER HANISKO

ABSTRACT. The paper deals with interdisciplinary relations between mathematics and an-
other teaching subjects at high school. There are described possibilities of utilizations and
applications of mathematics and mathematical knowledge to another teaching subjects.

UVOD

Matematika je veda o kvantitativnych vztahoch a priestorovych forméach reélneho
sveta. Ako taka zaujima medzi ostatnymi vedami zvlastne postavenie. Jednou z vyz-
nacnych zvlastnosti je jej neobycajné rozsirenost v najroznejSich oblastiach vedy a
techniky. V takmer vSetkych vednych oblastiach sa mozno stretniit s matematikou,
s matematickou formou definicii zdkladnych pojmov a s matematickymi vzorcami,
ktoré vystizne opisuju sivislosti a zakonitosti tej ktorej vednej discipliny.

Jednym 7z cielov matematického vzdelavania na gymnéaziach je, aby ziaci vedeli ap-
likovat ziskané vedomosti a zruc¢nosti pri rieSeni roznych tiloh nielen z fyziky, ale aj pri
stadiu dalich prirodovednych alebo technickych predmetov, modelovat jednoduché
fyzikalne, chemické, biologické, ale aj ekonomické javy a efektivne pritom vyuzivat
vypoctovu techniku.

O uzito¢nosti matematiky sa najmé dnes, v obdobi velkého vedecko-technického
rozvoja vela hovori. Matematické vzdelavanie je potrebné nielen pre fyzikov a tech-
nikov, ale aj pre lekdrov, bioloégov, psycholdgov, pravnikov, politikov, jazykovedcov
a mnohych dal§ich. Matematika dava nielen prospesné poznatky, ale vyznamne for-
muje aj myslenie a mnohé osobnostné vlastnosti.

1 Medzipredmetové vztahy vo vyucovani prirodovednych pred-
metov

Ziaci poznéavaju skutoc¢nost, ze prirodné vedy skiimaju svet z rozli¢nych hladisk svo-
jimi vlastnymi vyskumnymi metdédami. V sihrne vysledky skiimania dévaju celkovi
predstavu o stavbe a Struktire prirody a sveta, ¢o ma dolezity vychovny vyznam.

Medzipredmetové vztahy st podmienené existenciou jednotlivych vyucovacich
predmetov v Skolskom systéme a odrazaji objektivne existujice medzivedné vztahy.
Kazda prirodné veda je siborom vnutorne logicky usporiadanych poznatkov, ktoré
svojim vecnym obsahom tvoria ur¢ité vedné odbory (discipliny). V stucasnosti je pre
rozvoj prirodnych vied charakteristické, 7e poznatky jednotlivych vied, ale aj ved-
nych odborov neexistuji izolovane, ale navzajom sa prelinaji a ¢asto spolu kauzalne
stvisia, a tak dochadza k ich integréacii. Vztahy medzi poznatkami jednotlivych ved-
nych odborov moézeme rozdelit do dvoch skupin?.

2FAZEKASOVA, D. a kol.: Medzipredmetové vztahy vo wvyucovani prirodovedngjch predmetov.
PreSov, 2004.
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e Medziodborové vztahy - si to vztahy medzi poznatkami jednotlivych ved-
nych odborov réznych vied. Oznacuji sa aj terminom interdisciplindrne
vztahy.

e Vniutroodborové vztahy - si to vztahy medzi poznatkami jednotlivych ved-
nych odborov tej istej vedy. Oznacuju sa aj terminom zntradisciplindrne
vztahy.

Medziodborové a vnutroodborové vztahy sa oznacuju spolo¢nym nazvom medzi-
vedné vztahy, a st odrazom vzajomnej suvislosti a podmienenosti prirodnych javov.
Vzajomné respektovanie a vyuzivanie medzivednych vztahov medzi jednotlivymi pri-
rodnymi vedami umoznuje rieSit mnohé problémy a vedie k pochopeniu podstaty
javov a dejov prebiehajicich v prirode, napomaha pri vytvarani zjednoduSeného
obrazu sveta.

Medzipredmetové vztahy vo vyucovani na gymnéaziach sa mozu uskutoc¢novat
dvoma sposobmi?®.

e Casovou koordinéciou pri vyucovani roznych vyucovacich predmetov.

e Jednotnym vykladom vedeckych pojmov preberanych v matematike, fyzike a
v inych vyucovacich predmetoch.

Vzajomnéa stvislost medzi vyucovacimi predmetmi ma principidlny pedagogicky
vyznam. Od jej realizacie zavisi trvanlivost a pouzitelnost vedomosti ziakov, rozvi-
janie ich myslenia a prispieva k systematickosti vyucovania. Pri vyuke matematiky na
gymnaziach st dolezité medzipredmetové vztahy najmai s fyzikou a chémiou. Ucelné
vyuzivanie tychto vztahov vedie k prekonavaniu izolovanych struktir poznatkov z jed-
notlivych predmetov. Tym mozno lepsie prispiet k hlb§im vedomostiam ziakov, ku
zvySeniu kvality myslienkovych procesov a dosiahnutie zovSeobecnujiceho myslenia,
ktoré podporuje samostatné riesenie problémov. Napriklad pri vyucovani fyziky na
gymnaziu sa opierame nielen o predchadzajice vedomosti z fyziky, ale aj o urcité
poznatky 7 inych prirodnych a humanitnych predmetov, najma matematiky, chémie,
dejepisu a pod. Napriklad, pri preberani kmitania a vlnenia vo fyzike sa ucitel opiera
o vedomosti z matematiky (trigonometrické funkcie), pri vyklade zakonov elektrolyzy
st potrebné poznatky o elektrolytickej disocicii a o valencii z chémie, pri objasno-
vani historického vyvoja objavov napr. z elektriny a magnetizmu sa odvolavame na
historické skutoc¢nosti o potrebach priemyslu v tomto obdobi, pri vyucovani o zem-
skom magnetickom poli si1 zase potrebné vedomosti zo zemepisu. Takto by sme mohli
pokracovat aj dalej o vyzname jedného predmetu pre druhy a o ich vzajomnych pre-
pojeniach.

Matematika prispieva k realizacii principu systematickosti v inych vyucovacich
predmetoch. Takato systematickost sa zabezpecuje vo vyucovani kazdého predmetu
a aj v medzipredmetovych vztahoch. Tato systematicka vizba medzi jednotlivymi
vyucovacimi predmetmi u¢i ziakov, ze medzi réznymi druhmi poznania nie si ostré
hranice a 7e rézne oblasti vedy a techniky nie si od seba oddelené, ale vzajomne
spaté.

3REZNIKOV, L. 1., a kol.: Zdklady metodiky vyucovania fyziky. 1. vydanie. Slovenské pedagogické
nakladatel'stvo, Bratislava, 1972. s. 24.
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2 Medzipredmetové vztahy matematiky s inymi vyucovacimi
predmetmi

Problematika vnatropredmetovych a medzipredmetovych vztahov sa dotyka priro-
dovednych predmetov ako su fyzika, matematika, chémia, biologia, zemepis. Prave
v nich a najmé v ich vyucovani, by sa malo odrazat vzajomné posobenie a prienik
obsahu ich poznania. Prirodovedné u¢ebné predmety pouzivaju vela spolo¢nych poj-
mov, Studuji tie isté objekty a systémy, aj ked z rozdielnych hladisk, podla vlastného
predmetu skimania a prave v tom spociva tazisko ich spolupréace. Podstata realiza-
cie vnutropredmetovych a medzipredmetovych vztahov v prirodovednych uc¢ebnych
predmetoch je v tom, Ze nejde len o uskutoc¢inovanie integrity v poznavani prirodnej
skutocnosti, ale ide aj o rozvoj poznavacej ¢innosti ziaka, jeho tvorivosti, logického
myslenia, teda o vSestranny rozvoj ziakovej osobnosti.

Matematika sa vyuziva pri vyucovani takmer vSetkych predmetov na gymnéziach.
Predmety, v ktorych sa matematika vyuziva je mozné rozdelit do troch skupin.

e Predmety, pri vyucovani ktorych sa bez matematiky vobec nezaobideme (fyzika,
astrofyzika, chémia, informatika, zaklady ekonomie).

e Predmety, v ktorych sa matematika vyuZiva len v mensej miere (biologia, ze-
mepis, geologia).

e Predmety, v ktorych sa matematika nevyuziva na priame vypocty roznych
veli¢in, ale sa s matematikou pracuje len ako s pojmom alebo v stivislosti s his-
torickymi udalostami, ktoré s matematikou stuvisia (dejepis).

2.1 Suvislost matematiky s fyzikou

Ucivo fyziky je pevne spojené s matematikou, pretoze vo fyzike sa okrem experimen-
talnej metody vo vicSine pripadov pouziva najmi metéda matematicka. Vo fyzike
vyucovanej na gymnaziach asi niet oblasti, v ktorej by sa ziaci pri formulécii fyzikal-
nych pojmov a zakonov nestretli s matematikou. Matematicka terminolégiu a pojmy
pouzivame pri definovani roznych fyzikalnych veli¢in a ich jednotiek.

Fyzikalne zavislosti sa vo fyzike na gymnaziu vyjadruju zvycajne analyticky,
pomocou rovnic. Pritom je velké nebezpecenstvo, 7e Ziaci budu tieto rovnice for-
malne chapat ako algebraické vyrazy. Je preto potrebné venovat velka pozornost
spravnemu chapaniu funkénej zavislosti. V. matematike pre rozvitie pojmu funkéna
zavislost st velmi dolezité pri¢inno-nasledné suvislosti medzi javmi, ktoré sa vyucuju
vo fyzike. Funk¢éné zavislost sa moze vyjadrit tromi sposobmi - analyticky, tabulkou
a graficky. Vo vyucovani fyziky na gymnaziu ma prednost najmé graficky sposob.
Pouzivaju sa tu tri matematické pojmy - suradnicova sustava, premenné veli¢ina a
funkcia. Graf vyjadruje kvantitativny priebeh fyzikalnej zavislosti. Dynamiku fyzikal-
neho javu, ktory je vyjadreny v analytickej forme pochopia v8ak len Ziaci, ktori st
v matematike na dostatocne vysokej tirovni.

Stanovenie grafickych zavislosti medzi fyzikadlnymi veli¢inami na zéklade exper-
imentu poméha ziakom utvarat si predstavy o priamej a nepriamej tmernosti, o
linedrnej, kvadratickej, exponencidlnej a logaritmickej funkcii, o rychlosti zmeny
funkcie apod. Graf nazorne ukazuje predovsetkym zmenu fyzikalnych veli¢in v zavis-
losti od ¢asu (rychlost pohybu, rychlost zmeny velkosti pradu, apod.) a od polohy
(zmena teploty pozdlz kovovej tyce, potencial v elektrickom obvode, atd.). Grafické
zobrazenie sa pouZziva pri rieSeni fyzikdlnych tloh a spracovani a rozbore vysledkov
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laboratornych prac. Pouzivaju sa najmé grafy v pravouhlom siradnicovom systéme
(grafy z kinematiky, termodynamiky), v polarnych saradniciach (diagram rozloze-
nia intenzity svetla okolo zdroja svetla), nomogramy (izotermy latok), vektory (v
statike a elektrostatike), zobrazenia poli (silo¢iary elektrického a magnetického pola,
ekvipotencialne hladiny), zobrazenia v optike, atdmovej fyzike (irovne energie) a pod.
Vsetky tieto typy grafov st i¢innym nézornym prostriedkom vo vyucovani fyziky.

Dolezité je matematické vyjadrovanie fyzikalnych veli¢in na zéklade pojmu funk-
cia. Interpretacia pojmu funkcia pri preberani vztahov pre rychlost, drahu rovnomerne
zrychleného pohybu, rovnice pre vykon elektrického pridu alebo periodu kmitov
matematického kyvadla nevyvolava u ziakov nijaké tazkosti. éas, draha, vykon alebo
peridda si funkcie, zrychlenie rovnomerne zrychleného pohybu, odpor a zrychlenie
volného padu st parametre. V tychto pripadoch sa vidy jedna o funkénu zavislost
jednej premennej. Iné je to pri rieSeni problémov, kedy sa uvazuje funkéna zavislost
dvoch a viacerych premennych. Tieto pripady st uz tazSie pochopitelné mnohym
ziakom.

V niektorych pripadoch musia Ziaci poznat vyznam a pojem derivacie, ktory sa
v8ak na gymnaziach vyucuje len okrajovo, vo volitelnych alebo nepovinnych predme-
toch 7 matematiky. Tyka sa to najmé pripadov zavedenia pojmu derivacia v bode,
napr. pri zavedeni fyzikalnych pojmov ako rychlost, zrychlenie apod. Na odvodenie
fyzikalnych zéavislosti velkosti odstredivého zrychlenia, periédy kmitov matematick-
ého kyvadla a inych, sa tiez vyuziva pojem derivacia. Nevyhodou je, ze derivacie sa
na gymnéaziach preberaju az na konci vyucovania matematiky, ked su uz vsetky uve-
dené témy z fyziky prebrané. Preto, pri zavedeni niektorych fyzikalnych pojmov, kde
je potrebna derivacia, sa vyuziva pomer %, kde veli¢iny Az a At su definované ako
najmensie hodnoty, ktoré este mozno pristrojmi zmerat. Je potrebné mat na zreteli,
ze v celkom malych ¢asovych intervaloch procesy prebiehaji rovnomerne. Za tychto
podmienok su stredné a okamzité hodnoty fyzikalnych veli¢in rovnaké. Na gymnaz-
iach je to mozné riesit tak, ze pri opakovani fyziky mozeme pouzit pojem derivacie na
to, aby sme spresnili uz prv zavedené fyzikalne pojmy a tiez odvodili najdolezitejsie
rovnice vo fyzike, ktoré boli predtym odvodené zjednodusene alebo boli formulované
bez odvodenia. Na vic¢Sine gymnazii sa vSak takyto postup nerealizuje.

Vo vyucovani fyziky na gymnazidch sa pri rieSeni fyzikalnych tloh vykonavaja
operécie nielen s ¢islami, ale aj s rozmermi jednotlivych fyzikalnych veli¢in, ked7ze
¢iselna hodnota a jednotka (m, s, kg) fyzikalnej veli¢iny st medzi sebou pevne spojené
a spolu hlbgie vyjadruja kvantitativne vztahy existujice v prirode. Na hodinéch fyziky
sa matematické ikony vo vicSine pripadov vykonavaja len s ¢islami. V tom lepSom
pripade sa jednotky pridavaja len vo vysledku.

Vo vyucovani fyziky mozno matematické tkony s fyzikdlnymi veli¢inami realizo-
vat dvojakym sposobom®. Vietky fyzikalne veli¢iny urcené v podmienkach tlohy sa
prevedit do jedného systému jednotiek, najcéastejsie do SI ststavy. Potom sa dosa-
dia do rovnice a vykonavaju sa algebraické tikony s ¢islami a jednotkami fyzikalnych
veli¢in. Takyto postup rieSenia sa vyuziva najmé na zaciatku preberania tej ktorej
témy z fyziky a aj v pripadoch, ked podla jednotky fyzikalnej veli¢iny mozeme urcit
spravnost rovnice, z ktorej pocitame vysledok fyzikdlnej tlohy. V inych pripadoch
vietky fyzikdlne veli¢iny tiez prevedieme do jednotného systému jednotiek (SI sts-
tava) fyzikdlnych veli¢in a matematické operacie robime len s ¢islami. V odpovedi
potom za ¢iselnou hodnotou dame prislusni jednotku fyzikalnej veli¢iny. V pripade
potreby nie je problém preverit spravnost vyslednej jednotky vo vysledku tak, 7e sa

4REZNIKOV, L. 1, a kol.: Zdklady metodiky vyucovania fyziky. s. 26.
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vykonaji matematické vykony len s jednotkami fyzikdlnych veli¢in.

Vo fyzike na gymnéziach sa ¢asto pouziva aj priblizné urcovanie hodnot. Pri spra-
covavani vysledkov roznych fyzikalnych experimentov neméa zmysel urcovat vysledky
s viicé8ou presnostou ako je presnost vlastného merania. Presnost merania zavisi od
presnosti meracich pristrojov.

Pri ur¢ovani vysledkov vo fyzike je velmi doélezité spravne zaokrihlovanie vysled-
kov matematickych operacii a uréenie chyb vysledkov merania. Pri rieSeni fyzikalnych
iloh sa musia doésledne uplatiovat pravidla priblizného riesenia. Nie vzdy je totiz
potrebné robit presné vypocty. Vo vic8Sine pripadov totiz sta¢i aby sme poznali len
pribliznti hodnotu veli¢iny, ktorti dostaneme rieSsenim problému.

Vyznam matematiky vo vyucovani fyziky spociva v tom, zZe sa matematicky for-
muluji podmienky a z tychto podmienok sa matematickou cestou ziskavaja zavery.
Na zaklade vychodiskovych udajov, ktoré charakterizuju stav telesa alebo sustavy
telies, pomocou matematickych operacii dostaneme zaver, ktory sa bud teoreticky
alebo experimentélne overi. Matematicky sa odvodzuji vztahy napr. vztahy urcujice
roztaznost telies vplyvom tepla, rovnice pre ohniskovii vzdialenost SoSovky, zvicSenie
mikroskopu alebo dalekohl'adu a pod.

Matematickou cestou mozno vyuc¢ovat mnohé témy uciva fyziky, ktoré vysvetluje
jedna teoria, napr. zakony pre plyny, kmity a vinenie, atd. Tym sa rozvija myslenie Zi-
akov. VeImi dolezité je spravne pouzivanie jednotiek fyzikalnych veli¢in. Je potrebné,
aby sa jednotky pozivali podla medzinarodnej sustavy jednotiek SI.

Spojitost medzi matematikou a fyzikou sa donedavna prejavovala najméi v tom,
ze fyzika vyuzivala matematiku na rieSenie fyzikalnych problémov a zadévala matem-
atické tlohy na rieSenie. V sticasnosti uz aj fyzika prispieva k rozvoju matematiky.

2.2 Suvislost matematiky s inymi vyudovacimi predmetmi na gymnéaziu

Spolo¢nou ¢rtou pouzitia matematiky pri vyucovani inych predmetov na gymnéz-
iach je to, 7e matematika, ktora sa tu pouziva je matematika elementarna, ktora este
nedovoluje zobrazit a skamat pohyb, plynuly proces, ale ani zloZitejsie suvislosti.
Takmer vSetky vedné discipliny vyuzivaji matematiku alebo aspon niet zdsadnych
pri¢in, ktoré by moznost jej pouzitia vylucovali. Preto oblast pouzitia matematiky
v praxi ani v teorii nie je zasadne ohranic¢end, ved vSetky formy pohybu mozno ski-
mat matematicky. Nie v kazdej vednej discipline st aj rovnaké moznosti pre pouzitie
matematiky. Kazda vedna disciplina, ktora sa relativne samostatne rozvija, je ovplyv-
nena rozvojom inych disciplin a sama raz zretelnejSie, raz menej zretelne ovplyviuje
rozvoj ostatnych vednych disciplin.

S matematickym aparatom, aj ked len elementarnymi zakladmi sa stretavame
v mnohych prirodovednych, ale aj humanitnych vyucovacich predmetoch na gym-
naziu.

Pri vyucovani zékladov krystalografie a mineraldgie v predmete geolégia sa
matematika vyuziva pri definovani krystalovych ststav, kde rozhodujicu ulohu maja
tzv. krystalové osi, ich poloha a dlzka. Matematika skiima priestorové mriezky a
skiima rozlozenie molekil v krystaloch. V sistave kosoStvorcovej a v ststave kubickej
st kryStalové osi navzajom kolmé na zakladny dvojihlan. V prvej z nich méa kazda
os int dl7ku, v druhej maja dve osi rovnakia dizku a tretia os ind dlzku. V kockovej
ststave vietky tri osi maja rovnaka dlzku. Trojklonna ststava ma tri rozne dlhé
osi, ktoré zvieraju ostré uhly. Jednoklonna ststava sa vyznacuje tym, 7e jedn& z osi
zviera s druhymi dvoma pravy uhol, ale tieto dve zvieraji spolu ostry uhol. Napokon
Sestuholnikova ststava ma $tyri kry$talové osi (tri rovnako dlhé lezia v jednej rovine,
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rozdel'uji ju na Sest rovnakych uhlov a §tvrta os je kolméa na tito rovinu). V zékladoch
mineralogie sa stretavame s pouzitim fyziky pri ur¢ovani vlastnosti nerastov (hustota,
tvrdost, optické vlastnosti, elektrické a magnetické vlastnosti, atd.) a cez fyziku sa
stretAvame s matematikou pri vyucovani mineral6gie na gymnéaziach.

Podobne je to aj v chémii. Pri definovani réznych chemickych vlastnosti prvkov
a zlufenin (atomové a molekulova hmotnost) a pri vypoctoch, ktoré sa v chémii ¢asto
vyskytuji sa pouziva matematika. Napriklad Mendelejevov objav periodickej ststavy
prvkov a pokroky fyzikalnej chémie otvorili dvere pre pouzitie matematiky v chémii.
Matematika sa v chémii vyuziva najmé prostrednictvom fyzikalnych procesov, ktoré
prebiehaji spolu s chemickymi procesmi, aj ked ide o procesy kvalitativne odli$né,
ale prebiehaju sucasne a nemozno ich od seba oddelit. Na gymnéziach sa matem-
atika v chémii pouziva najméi pri vypoctoch koncentracie roztokov, pri vypoctoch
chemickych vzorcov, chemickych vazieb, molekulovych hmotnosti a pri periodickej
stustave prvkov.

Zriedkavejsie sa stretavame s potrebami zakladnych matematickych vedomosti na
gymnéaziu pri vyucovani zemepisu. Aj tu vSak pri ur¢ovani polohy miesta na zem-
skom povrch (zemepisna irka - rovnobezky, zemepisna dlzka - poludniky) sa pou?i-
vaji vyrazy z geometrie prave tak, ako aj pri vysvetlovani zakonitosti striedania
ro¢nych obdobi na zemeguli (obratniky, polarne kruhy, ekliptika, uhol, ktory zviera
zemska os s ekliptikou, dni rovnodennosti, miestny, pasmovy a svetovy cas, ¢asova
rovnica) sa nezaobideme bez matematiky. Taktiez aj pri osvojovani si zakladnych poz-
natkov o mapach (mierka, réozne druhy méap a projekcii) o podnebi (izotermy letné
a zimné, priemerné zrazky, ich zéavislost od nadmorskej vysky a polohy skiimane]
oblasti), pri opise jednotlivych krajin a Statov (hustota obyvatelstva, percentuilne
porovnania s inymi krajinami a pod.) a pri roznych inych, nie vyhradne opisnych
poznatkoch, ktoré sa vyucuji na hodinach zemepisu na gymnéaziu sa pouzivaju zak-
ladné poznatky a metody matematiky.

Pri vyucovani biolégie na gymnaziu sa zaobideme pomerne dobré bez poznatkov
z matematiky. Je to snad preto, ze zlozitost a zdkonitosti biologickych procesov da-
vaju moznost odovzdat len nepatrnu ¢ast hlbgich zakladnych poznatkov. Azda jed-
inym miestom, kde sa matematika v biol6gii vyucovanej na gymnéziu pouziva aspon
okrajovo, su zaklady genetiky.

Pri vyucovani informatiky na gymnéziu sa vyuziva skuto¢nost, Ze matematika
ako exaktna veda ma na rieSenie typovych tloh presne stanovené postupy riesenia. Ich
ovladanie je zalozené na logickej nadviznosti a naslednej forme automatizacie riesenia.
Ako priklad medzipredmetovych vztahov matematiky a informatiky na gymnéaziach
je mozné uviest vyucbu algoritmov. Vyhodné je vo vyucbe algoritmov a nasledne na
praktickych cviceniach aplikovat metody rozboru rieSenia konkrétnej tlohy na prik-
ladoch z matematiky. Ulohou aplikovania tychto metod je naucit $tudentov zname
postupy rieSenia matematickych uloh zapisat vo forme vyvojového diagramu. Zaklad-
nym krokom je logicky rozbor riesenia danej tlohy do ¢iastkovych krokov.

V' humanitnych predmetoch sa matematika nevyuziva priamo na konkrétne
vypocty roznych veli¢in alebo charakteristik tak ako je to v prirodovednych pred-
metoch, ale s matematikou sa pracuje len ako s pojmom, ¢ize nepriamo.

Pri vyucovani dejepisu sa ziaci stretdvaji s matematikou pri preberani uciva,
ktoré sa tyka jednotlivych historickych obdobi, v ktorych posobili vyznamné osobnosti
matematiky a v ktorych vznikali jednotlivé vyznamné matematické teorie a metody
(napr. staroveké Grécko - vznik geometrie apod.).

Predmet, ktory je zaloZzeny na matematike a ktory matematiku vyuziva vo velkej
miere je zdklady ekonémie a ekonomiky. Tu sa pocitaji a uréuju zakladné eko-
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nomické ukazovatele, ktoré vo vicsej alebo mensej miere ovplyviuji kazdodenny zivot
kazdého ¢loveka (HDP, HNP, miera inflacie, krivky ponuky a dopytu, proces tvorby
cien, miery nezamestnanosti, arokové miery a uroky, zisk a strata, atd’.).

Zaver

Len vo velmi vynimo¢nych pripadoch pouZiva ¢lovek symboly, ktoré su zrozumitelné
na celom svete. Na matematiku, ale aj iné predmety nemoézeme pri vypocitavani
takychto pripadov nikdy zabudnut. Naviac prinos matematiky pre kazdy dal$i odbor

Matematika je deduktivna veda, ktora odvodzuje velké mnozstvo Specifickych
teorii z malého po¢tu velmi vSeobecnych axiom. Nie vSetky zéavery, ktoré sa podari
matematike sformulovat, najdu uplatnenie aj vo fyzike, chémii, zemepise a inych
predmetoch. Niekedy posunie o obrovsky krok dopredu len maly fragment nejakej
rozsiahlej teoretickej prace. Matematika a iné predmety, v ktorych sa matematika
vyuziva aj napriek tomu tvoria nerozlucény celok, ktory denne pouzivame k rieSe-
niu problémov najroznejSieho druhu. Vystavba matematickych modelov je vSak vzdy
spojend s istymi zjednoduSujticimi predpokladmi, ktoré rieSenie problému ulahéuje
a niekedy aj priamo podmienuje. Napriklad zaporny vysledok ziskany matematickym
vypoc¢tom mé vo fyzike, ale aj inych vedach hned niekol'ko moznych vysvetleni. Moze
to napriklad vo fyzike znamenat, Ze predpokladané silové u¢inky maji obrateny smer,
alebo ze takyto vysledok nie je nutné brat do tvahy, pretoze sa napriklad pri objeme
urcitej latky v chémii alebo bioldgii jedna o zanedbatelnu velkost, ktoru ziskame
napriklad ako nejaké rieSenie kvadratickej rovnice.

Fyzika, chémia, biol6gia a iné predmety maji na rozdiel od matematiky k dis-
pozicii rozne experimenty a nie su zaloZené len na matematickych dokazoch. V mno-
hych pripadoch ich nezaujima ani vSeobecné rieSenie. Ked narazia na problémy, Ze
nie¢o neplati, snazia sa v mnohych pripadoch najst réozne sposoby aby to platilo.
Naviac rie§ia pomerne maéalo roznorodych problémov, takZe to nevedie k neprehlad-
nostiam, ako keby kazdy problém mal svoj vlastny originalny postup. AvSak aj napriek
tomu sa tieto predmety bez matematiky nedokdzu vobec zaobist.
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Verifikacia vysledkov vplyvu blended learning na
vyucovanie matematiky
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ABSTRACT. On adjusting activity blended learning into algebraic educational require adapta-
tion and evaluation experimental act direct in taught operation. Thence are in report initiate
finding blended lerning in lesson mathematics. Results they are analyse and adjusting by
built in statistic manner.
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Uvod

K aktualnym témam sucastného rozvoja vzdelavacich metéd v tedrii vyucovania
matematiky neodmyslitelne patri tvorba a pouzitie elektronickych $tudijnych mater-
idlov. Takto pripravené materialy sa daju velmi efektivne vyuzit v roznych forméach
stadia (denné, distan¢éné). Trendom vzdelavania sa uz niekol'ko rokov v komerénej
sfére, no stéle cCastejSie i vo vzdelavacich inStiticiach stava e-learning. ,Je to
vlastne elektronicky vzdeldvaci kurz, ktory sa cely odohrdva viyjlucne v prostredi In-
ternetu a ponika bohati, pitavi a interaktivnu vijucbovi skisenost*5 Kombinovana
forma vyucovania matematiky — blended learning v doslovnom preklade znamené
zmieSané vyucovanie. Cize kombinécia klasickej prezentacnej formy (cvi¢enia, pred-
naska) vyucovania a e-learningovej podpory (elektronické materialy pristupné na In-
ternete v prostredi moodle). Okrem klasického prezentovania u¢iva na cviceniach
maju Studenti moznost pracovat aj s materialmi v elektronickej forme. Text musi byt
krat8i, ale kvalitnejsi a predovSetkym musi byt jednozna¢ne zrozumitelny ako jeho
samotny obsah, tak aj ovladanie, orientacia $tudenta v iom. Pokial chceme vytvorit
ucebnii oporu pre e-learning, nemusime mat od zac¢iatku ziadne Specidlne a nakladné
programové vybavenie.

youcastny rozvoj informacnijch a komunikacnyjch technoldgii (IKT) sposobuje pre-
vratnit zmenu met6d vzdelavania.“® Nové vzdelavacie metody vplyvaji na vyucovanie
a samostatné stadium matematiky.

Priebeh a ciele experimentu

Na na8ej katedre matematiky pouzivame blended learning viac ako dva roky,
pripravujeme si elektronické materily pre vyucovanie cvic¢eni z matematiky I., I1.(vid
ukazka obr. ¢.1). Treba priznat, mozeme stale nie¢o vylepSovat, tento proces nie
je to uzavrety. Zaujimala nas otazka, do akej miery ovplyvni pouzivanie blended
learning tspesnost zaverec¢ného testovania Studentov, konkrétne zapoctové pisomné
prace z cviceni z matematiky. Pocas semestra pisali rovnaké zapoctové previerky, pre

SFulier, J.: Vplyv koncepcii vyucovania a moderngjch vijucbovijch prostriedkov na vyucovanie
matematiky, In: U¢itel matematiky-jeho profil a priprava, UKF Nitra, Edicia Prirodovedec ¢. 168,
Vydavatel'stvo Michala Vagku, Presov, 60 s.,2005, ISBN 80-8050-843-7

Stamtiez
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zaujimavost uvadzame vysledky oboch skupin. Stanovili sme si vyskumny prob-
lém zaoberajuci sa vplyvom pouzitia informac¢nych a komunikac¢nych technologii vo
vyuCovani matematiky, na vykonoch Studentov FSEV TnUAD . uSledovali sme
ich v priebehu dvoch semestrov na prednéiskach, cvi¢eniach matematika I., matem-
atika II., nasledne sme porovnévali obidve skupiny Studentov. I8lo o kvantitativny
vyskum, na spracovanie ktorého sa pouzili §tandardné Statistické metody vy-
jadrujice vyznamnost rozdielu medzi ziskanymi ¢iselnymi idajmi reprezentujicimi
premenné vstupujice do vzajomnych vztahov. Na riesenie vijskumného problému
s cielom dodrzat zakladné zasady realizacie kvantitativneho vyskumu sme sa rozhodli
pouzit experimentilnu metodu. Do procesu experimentu vstupuje nezavisle pre-
menna ako oznacenie pre experimentalnu zmenu, ktorou v nasom pripade bol blended
learning vo vyucovani matematiky. Zavisla premenna urcuje dosledok nezavislej pre-
mennej, t.j., ¢o bolo spésobené vplyvom experimentdlnej zmeny. Pre tispesny a rel-
evantny priebeh experimentu je délezité vybrat dve, ¢o najviac, rovnocenné skupiny
subjektov. Ziskané vysledky pre obe skupiny boli nasledne testované, analyzované
a verifikované.
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obr. ¢. 1. Ukazka stranok z cvi¢eni matematiky, jednoducha uc¢ebna opora (blended
learning).
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Specifikd vyskumného problému a jeho hypotéz

Pre objektivne spracovanie vysledkov vplyvu blended learning na vychovny, vzdelé-
vaci proces je nutné stanovenie vyskumného problému, zrealizovanie vyskumu, jeho
analyza a vyhodnotenie (MS Excel). Uvedena problematika a stanovené ciele si vyzi-
adali $pecifikovanie vyskumného problému kauzalneho typu: Aky je vplyv pouZitia
blended learning vo vyucovani matematiky na vijkon Studentov?

Pre verifika¢ny proces boli stanovené nasledujice hypotézy:

Hypotéza H1I: Studenti vzdeldvant blended learning dosahuji minimdlne rovno-
cenné vysledky v riesSeni matematickych tiloh ako studenti vzdelavani tradicnym spo-
sobom.

Hypotéza H2: Studenti vzdeldvani prostrednictvom blended learning dosahuji
lepsie vysledky v riesent wloh z matematiky z hladiska trvdcnosti nadobudnutyjch poz-
natkov ako Studenti vzdeldvant tradiénou metédou (bez IKT).

Verifika¢ny proces a jeho kvantifikacia

Od typu vyskumného problému zavisi aj forma realizacie a spracovania. Zrejme, pri
kauzalnych vyskumnych problémoch sa pouziva experimentilna metoda. Porovna-
vajt sa dve skupiny (viac skupin) subjektov, ktoré sa ligia jednym z javov’ — napr.
vyucovacim, vychovnym §tylom. Preto bol vplyv blended learningu na vykon Stu-
dentov sledovany formou experimentu. ISlo o kvantitativny vyskum, na spracovanie
ktorého sa pouzili standardné Statistické metody vyjadrujice vyznamnost rozdielu
medzi ziskanymi ¢iselnymi idajmi reprezentujiicimi premenné vstupujice do vzajom-
nych vztahov. Na rieSenie vyskumného problému s cielom dodrzat zakladné zasady
realizacie kvantitativneho vyskumu sme sa rozhodli pouzit experimentalnu metodu.
Do procesu experimentu vstupuje nezavisle premenné ako oznacenie pre experimen-
talnu zmenu, ktorou v nasom pripade bola integracia informac¢nych a komunikac¢nych
technologii do vyucovania matematiky. Zavisla premenné urcuje dosledok nezavislej
premennej, t.j. ¢o bolo spdsobené vplyvom experimentilnej zmeny. Zavisla premenna
zistovana pri rieSeni primarneho vyskumného problému bola sledovana v dvoch uka-
zovateloch  tdroven vedomosti Studentov (hypotéza H1) a trvacnosti nadobudnutych
poznatkov §tudentov (hypotéza H2). Pre uspesny a relevantny priebeh experimentu je
dolezité vybrat dve, ¢o najviac, rovnocenné skupiny subjektov. Kontrolnu aj exper-
imentalnu skupinu tvorili Studenti FSEV TnUAD, ktori boli sledovani v priebehu
dvoch semestrov. Je obtiazne vytvorit tplne nahodny vyber, preto sme pracov-
ali s uz hotovymi krizkami, ktorych troven bola podobna. Vyber stiboru subjek-
tov bol zamerany podla porovnatelnosti relevantnych znakov délezitych pre ski-
manie, t.j. rovnaké podmienky pre obe skupiny 7z hl'adiska materialneho zabezpecenia
a tiez z hladiska kvalifikovanosti a odbornosti uc¢iacich, ktori boli navySe rovnakého
veku i pohlavia, pricom v ¢ase experimentu pracovali roznymi metodami. Studenti
vyberového stiboru navstevovali rovnakd vysoka Skolu, rovnaky roc¢nik a absolvo-
vali ten isty ucebny plan s rovnakou hodinovou dotaciou. Overovanie zo Specifiko-
vanych hypotéz prebiehalo podla samostatného experimentalneho planu. Spracov-
anie, vyhodnotenie a analyza ziskanych tidajov prebehla prostrednictvom pouzitia
standardnych metod matematickej Statistiky, ktorych vyber zavisel od typu a vztahu
pouzitych premennych. Na zistovanie vplyvu blended learning vo vyuc¢ovani matem-
atiky na vykon Studentov a verifikiciu porovnatelnosti vedomostnej tirovne Studen-

"Komarik, Emil: Met6dy vedeckého poznavania ¢loveka. Bratislava: Vydavatel'stvo UK, 2002, 212
s., ISBN 80-223-1717-9.
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tov vyberového siboru, ktori boli zapojeni do experimentu, sme zvolili oblast tém
matematiky I.,11..

Overovanie hypotézy H1: Studenti vzdeldvani blended learning dosahuji min-
imdlne rovnocenné vysledky v rieseni iloh ako Studenti vzdeldvani tradicnym spo-
sobom.

Charakteristika vyskumného suboru:Vyskumny stbor tvorilo 67 Studentov
(prihlasenych na zaciatku semestra v skupine bolo 74 Studentov) FSEV TnUAD,
pricom experimentalna skupina pozostavala zo 34 Studentov porovnavaciu skupinu
tvorilo 33 Studentov. Z hladiska zastupenia pohlavia ( Tab. 1)boli skupiny porov-
natelné.

skupina Studenti Studentky spolu
experimentilna 9 26% 25 74% 34
skupina

kontrolna skupina | 8 24% 25 76% 33
spolu 17 25% 50 75% 67

Tab. 1: Prehl'ad subjektov vyskumu podl'a pohlavia.

Ezxperimentdlny pldn: Realizicia experimentu na overenie hypotézy H1 pre-
biehala podla experimentilneho planu dvoma priebeznymi testmi. Po absolvovani
testu sme skamali vzajomny vztah bodovych ziskov testu jednotlivcov medzi oboma
skupinami.

Test | Posobenie (rozdielna | Test
1 metodika) 2
experimentalna ano blended learning ano
skupina
kontrolna skupina ano tradi¢né vyucovanie ano

Schéma 1: Experimentalny plan s priebeznymi testami.

Spdésob spracovania a vysledky experimentu: Dolezitym prvkom pri overo-
vani hypotézy je spravny vyber testovacieho kritéria. Ak predpokladame, ze zakladné
stibory maju priblizne normalne rozdelenie pouzitim F-testu zistime, ¢i rozdiel medzi
ich rozptylmi je Statisticky vyznamny. Pri testovani vyznamnosti rozdielu medzi
rozptylmi formulujeme nulovii hypotézu

HO: Rozptyly zdkladngch siborov si rovnaké, t.j. o3 = o3.

Testovacim kritériom je veli¢ina F' = 0? /3. Jej porovnanim s kritickou hodnotou
na hladine vyznamnosti a« = 0,05, zistime a vyhodnotime vysledok. Pomocou pro-
gramu MS Excel sme vypocitali idaje zhrnuté v Tab. 2, pricom vstupnymi tidajmi
st stcty bodov jednotlivcov ziskanych v testoch z experimentilnej skupiny a k nim
zodpovedajice siucty bodov v kontrolnej skupine. Kedze vypocitana hodnota testova-
cieho kritéria je F-—1,351200003 a prislusna kritickd hodnota je Fj,;;. = 1, 904822966,
t.j. ' < Fy. nastava pripad, ktory sme ocakavali skoro s istotou. Nezamietame
nulovit hypotézu ( rovnost rozptylov zakladnych siborov) a hovorime, ze rozdiel
medzi rozptylmi nie je Statisticky vyznamny, t.j. oba vybery pochadzaja z tej is-
tej populacie. Je dolezité, ze rozptyly oboch suborov si rovnaké. Ak by sa vyznamne
1igili, tak rozdiel medzi priemermi méZeme iba odhadovat.®

8Komaérik, Emil: Metody vedeckého pozndvania ¢loveka. Bratislava: Vydavatel'stvo UK, 2002, 212
s., ISBN 80-223-1717-9.
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Dvojvyberovy F-test pre rozptyl

experimentalna kontrolna skupina
skupina

stredna hodnota 7,532811453 7,324621942

rozptyl 6,058900294 5,212355003

pozorovanie 34 33

rozdiel 33 32

F 1,351200003

P(F-)(1) 0,290642738

F krit.(1) 1,904822966

Tab. 2: Prehlad Statistickych charakteristik F-testu.

Po vykonani F-testu mozeme skimat vplyv experimentalneho zasahu na velkost
aritmetického priemeru, ktory overujeme t-testom, konkrétne t-testom pre stubory
s rovnakym rozptylom. Pri teste vyznamnosti rozdielu dvoch priemerov formulu-
jeme dvojstranni nulovi hypotézu p; = po, to znamend, ze predpokladame rovnost
priemerov:

HO : Dva sledované subory pochddzaji z tej istej populdcie a rozdiel medzi ich
priemermi je spésobenyy ndhodou.

Zékladné charakteristiky vyberového siboru vypocitané pomocou MS Ex-
cel si uvedené v Tab. 3. Vypocitand hodnota testovacieho kritéria je t =
0,321435667. Porovnanim tejto hodnoty s kritickymi hodnotami jednostranného testu
trrie1-—1,673565748 a dvojstranného testu ty,.i0. —2,004881026 zistujeme, 7e t < tp in
a taktieZ t< tg,;;o. To znamena, 7e nulovi hypotézu nezamietame a rozdiel priemerov
povazujeme za Statisticky nevyznamny.

Dvojvyberovy t-test s rovnostou rozptylov

experimentalna
skupina

kontrolna skupina

strednd hodnota

7,532811453

7.324621942

rozptyl

6,058900294

9,212355003

pozorovania

34

33

spolo¢ny rozptyl

5,635627649

hypoteticky rozdiel | 0

stred.h.

rozdiel 65

t Statistika 0,321435667
P(T-t) (1) 0,192066371
t krit (1)jednostranny test | 1,673565575
P(T-t) (2) 0,807933629

t krit (2)dvojstranny test

2,004881026

Tab. 3: Prehl'ad Statistickych charakteristik t-testu.

Overili sme platnost hypotézy H1, 7e Studenti vzdelavani prostrednictvom blended

learning dosahuji rovnocenné vysledky ako Studenti vzdelavani bez IK'T. Pre zauji-
mavost mozno uviest, Ze pri jednostranne formulovanej otazke by sa alternativna hy-
potéza ,priemer v experimentalnej skupine je vyssi ako priemer v kontrolnej skupine®
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potvrdila. Nasvedc¢uje tomu kladné znamienko ¢iselnej hodnoty testovacieho kritéria
t, t.j. Studenti vzdelavani prostrednictvom blended learning dosiahli v teste vyssie
bodové skore.

Overovanie hypotézy H2: Studenti vzdeldvant prostrednictvom blended learning
dosahuji lepsie vysledky v rieSeni wloh z matematiky z hladiska trvdcnosti nadobud-
nutjch poznatkov ako $tudenti vzdeldvani tradicnou metddou (bez IKT).

Verifikacia hypotézy H2 bola experimentdlna zmena spocivajica v c¢asovom
odstupe
jedného semestra, po ktorom boli opdtovne otestované obe skupiny. Nasledne sa znovu
vyhodnotili vysledky oboch skupin a vypracovali zavery o dosledkoch ¢asu na trvéc-
nost vedomosti studentov. Predpokladali sme, Ze §tudenti pouzivajici okrem klasickej
formy vyucovania i elektronické materialy, maja vedomosti trvalejsieho charakteru.

Charakteristika vyskumného stiiboru podobne ako experimentalny plan st totozné
s predchadzajiacim overovanim.

Spoésob spracovania a vysledky experimentu: Cielom overovania hypotézy
H2 bolo zistit vplyv ¢asového odstupu na vedomosti z matematiky nadobudnuté roz-
nou metodikou. Po ukonceni experimentilneho procesu sme mali moznost spracovat
udaje 7 testovania pred experimentalnou zmenou spdsobent odstupom jedného semes-
tra i po nej v obidvoch skupinach. O kazdom Studentovi st k dispozicii dva relevantné
udaje o vykonani testu, ktoré tvoria zavisly par a predpokladame, ze vybrané vybery
st z dvoch priblizne normalne rozdelenych zékladnych stiborov, mozeme zo znamych
Statistickych metod pouzit t-test pre parové hodnoty. Formulujeme nulovii hypotézu
HO pre obe skupiny a overime jej platnost.

HO: Predpokladdame rovnost priemerov zakladngjch siborov py — ps,

Vstupnymi idajmi pre testovacie kritérium bolo bodové skore jednotlivcov ziskané
z uloh v testoch i ich opakovani.

Dvojvyberovy parovy t-test pre strednti hodnotu.

experimentalna skupina test 1 test2
stredna hodnota 7,532811453 6,818525738
rozptyl 6,058900294 3,762619554
pozorovania 34 34

Pears. Korelacia 0,249882011

hypoteticky rozdiel | 0

stred.h.

rozdiel 66

t Statistika 1,311025472

P(T-t) (1) 0,230297257

t krit (1)jednostranny test | 1,703288035

P(T-t) (2) 0,361045496

t krit (2)dvojstranny test | 2,0561829142

Tab. 4: Prehlad Statistickych charakteristik t-testu v pozorovanej skupine.

Interpretacia vysledkov platnych pre experimentalnu skupinu: Vypodi-
tana hodnota testovacieho kritéria t—1,311025472, pri zvolenej vyznamnosti p-—0,05
je mensia ako kritické hodnoty pre jednostranny test .1 = 1,703288035 a dvojs-
tranny tp.u0 = 2,051829142. Rovnost priemerov zakladnych siborov nezamietame,
ich rozdiel povazujeme za nevyznamny a sposobeny len vplyvom nahodnych ¢initelov.
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Dvojvyberovy parovy t-test pre strednti hodnotu.

kontrolna skupina test 1 test2
stredna hodnota 7,032811453 6,235446891
rozptyl 6,058900294 6,076522413
pozorovania 33 33

Pears. Korelacia 0,301821141

hypoteticky rozdiel | 0

stred.h.

rozdiel 64

t Statistika 2,690245131

P(T-t) (1) 0,004986451

t krit (1)jednostranny test | 1,703288035

P(T-t) (2) 0,024737987

t krit (2)dvojstranny test | 2,051829142

Tab. 5: Prehl'ad Statistickych charakteristik t-testu v skupine bez blended learning.

Interpretacia vysledkov platnych pre kontrolni skupinu: V tejto skupine
bola hodnota testovacieho kritéria ¢t = 2,69024513, a prislusné kritické hodnoty pre
jednostranny test tg.;;1 = 1, 703288035 a dvojstranny ti.;0 = 2,051829142. Plati, ze
t >ty & zaroven t > tp,.i0. Zamietame nulovi hypotézu o rovnosti priemerov zak-
ladnych stiborov a tvrdime, 7e sa vyberovy priemer na zvolenej hladine vyznamnosti
Statisticky vyznamne liSi od zndmej hodnoty priemeru zakladného stboru.

Pri volnejSej interpretacii mozeme konStatovat, ze ¢asovy odstup nesposobil
rapidny pokles vedomostnej trovne z matematiky. V skupine bez blended learning
je uvedeny rozdiel vyznamny a trvacnost nadobudnutych poznatkov bola podstatne
slabgia ako v experimentalnej skupine. Cize sme overili predpoklad formulovany v hy-
potéze H2.

Zaver

Overili sme platnost stanovenych hypotéz. Zistili sme, Ze Studenti vzdelavani pomocou
blended learning dosahuji minimalne rovnocenné vysledky v rieseni matematickych
iloh, ako Studenti vzdelavani bez pouzitia IKT. Medzi sledovanymi skupinami nebol
Statisticky vyznamny rozdiel vo vysledkoch ziskanych testovanim a teda inovac¢na
metoda zalozena na elektronickej podpore vyucovania matematiky nemala zasadny
okamzity vplyv na kvalitu a hIbku nielen za uspokojivé, ale aj prinosné.
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Prostredia napomahajice budovanie aritmetickych
schém

MILAN HEINY

ABSTRACT. Traditional approach to teaching elementary arithmetic focuses to practice men-
tal and later also written addition and subtraction. However the deep knowledge in this area
can be reached only by creating the scheme of additive triad: a set of three numbers one of
which is the sum of two others. Ways of creating such triad in two processual environments
called ambulation and staircase are described.

Poznamka. Studia bola vypracovana s podporou grantu GACR 406/05/2444

1 Prolog

Viete kolko mate vo svojom byte a) okien, b) dveri, ¢) lamp, d) kobercov? Asi zi-
adne z tychto ¢isel nepoviete ihned, ale ku kazdému sa dopocitate. Budete v duchu
prechadzat svojim bytom, z miestnosti do miestnosti, a budete poéitat a) okna, b)
dvere, ¢) lampy, d) koberce. To moé7ete uskuto¢nit, pretoze vo vedomi méate ulozent
schému svojho bytu. Vysledok nepoviete ihned, ale najdete ho celkom bezpecne.

Predstavte si teraz bizarnu situaciu, zZe chcete ziskat lukrativne zamestnanie a vie-
te, 7e o toto miesto usiluje aj osoba X. Viete, ze konkurzna komisia sa vas bude pytat
na pocty roznych objektov vo vaSom byte. Ste presvedéeny(a) 7e konkurz musite
vyhrat. Predsa svoj byt poznate lepsie, ako osoba X, ktora vo vaSom byte bola iba
par krat. Lenze osoba X, hoci pozna vas byt iba povrchne, venovala priprave na
konkurz velké tsilie. Naucila sa naspamét odpovede na vSetkych 50 otazok uvedenych
v informacnom letdku a u pohovorov zaziarila. Vam prislo zbyto¢né ucit sa cisla
naspamét, pretoze ste predpokladali(a), 7e komisia bude overovat skuto¢né poznanie
vasho bytu, nielen par ¢isel. Osoba X konkurz vyhra. Vas to mrzi, lebo viete, 7e keby
sa konkurzna komisia opytala na nieco, ¢o nema osoba X nacvicené, ukazalo by sa,
ze vaSa znalost bytu je hlboka, ale znalost osoby X je iba povrchné. S ndmietkou sa
zverite jednému ¢lenovi komisie. Ten vam povie, ze tilohou konkurzu nebolo preukézat
znalost vasho bytu, ale schopnost zapaméitat si sibor udajov.

Historka je silno pritiahnuta za vlasy. Zial nie je az tak daleko od toho, ¢o ¢asto
praktikujeme u roznych skisok z matematiky. Ziaka nehodnotime podla toho, ako
hlboko do matematiky vidi, ale podl'a toho, ako ma pamétou zvladnuté subory poz-
natkov a algoritmov.

Vymyslena historka nie je iba provokéaciou. Jej zmysel je hlbsi a pozitivnejsi. Je
to ilustracia klIi¢ového pojmu nasich tivah, pojmu schéma.

2 Schéma

Schémou rozumieme uceleny stbor objektov a vizieb medzi tymito objektmi, pri-
padne tikonov a operacii, ktory vo vedomi ¢loveka vznikol v doésledku roznych opaku-
jucich sa zvedomovanych skusenosti. Pritom mysel ¢loveka je schopnéa kedykolvek
vynorit predstavu celku i ktorejkol'vek jeho ¢asti.

Napriklad pocet stenovych uhlopriecok kocky zistim tak, ze si vybavim v predstave
schému kocky a uvidim, Ze mé 6 stien a na kazdej stene 2 uhlopriecky.
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Schému nemozno vytvorit stereotypnym nacvikom zameranym na jednotlivosti.
Dobre poznané matematické schémy su zédkladom kvalitného matematického pozna-
nia. Zial, vo vyuovani matematiky venujeme budovaniu schém daleko mensiu po-
zornost nez nacviku algoritmov. Prejavi sa to napriklad na rieSeni slovnych tloh s
antisigndlom. Tak tlohu Prehral som & guliek. Ostalo mi ich uZ iba 8. Kolko guliek
som mal pred hrou? Mnoho druhdkov riesilo vypoc¢tom 8 — 5 = 3. Pouzili instrukciu je
to uloha na odcitanie lebo je tam slovo ,prehral”. V niektorych triedach tak postupo-
vali skoro vSetci ziaci. Nagli sa ale aj triedy, kde skoro vSetci ziaci vyriesili tto tlohu
spravne, pouZzitim ¢ uZ statickej (obrazok), alebo dynamickej (manipulacia s pred-
metmi) schémy. Triedy, v ktorych uvedeny test dopadol dobre maju §tastie na dobri
ucitelku, ktora buduje vo vedomi ziakov schémy, konkrétne schému aditivnej trojice.

Schéma aditivnej trojice, stru¢ne triada® sa skladi z troch ¢isel, pricom na-
jvacsie z nich je su¢tom dvoch mengich. Pridavné meno ,aditivna“ netreba tu uvadzat,
pretoze o multiplikativnych triddach nepiSeme. Kazda tridda poukazuje 4 vztahy.
Napriklad tridda (3,5,8) poukazuje na vztahy 5 + 3 =8, 3 + 5 =8,i8 - 5 =
3, 8 = 3 = 5 a kazdy z tychto vztahov poukazuje na trojicu (3,5,8). Vsetky 4 uve-
dené vztahy predstavuju ta istd matematicka skutocnost, ale rozli¢ne artikulovan.
Dodajme, 7e tridda ma mnoho reprezentacii. Napriklad triada (3,5,8) mé popri 4 uve-
denych ¢iselnych reprezentécii i vela reprezentacii grafickych (s¢itacie trojuholniky,
hadi, domceky, ...) ale najmé sémantickych (iloha hore uvedend, alebo situacia: na
ihrisku st 3 dievéata a 5 chlapci, dovedna 8 deti; alebo ina situacia: byvam na 3.
podlazi, moj kamarat na 8. ; on byva o 5 podlazi vyssie ako ja).

Triada predstavuje bazu aritmetického myslenia ziaka prvého stupna. Ziak, ktory
vie skvele a rychlo pocitat, ale ma iba chudobnu zasobu réznych reprezentécii triady,
neméa matematické myslenie rozvinuté. Slovné tlohy, zlomky, zaporné ¢isla, per-
centd,... to vSetko mu bude robit v budicnosti zna¢né tazkosti.

3 Hlboka znalost podla Z. Semadeniho

Pol'sky matematik a didaktik matematiky, Zbigniew Semadeni zaviedol do didak-
tiky matematiky termin hlbok4 idea'? (deep idea, idea gleboka). Termin sluzi aj ako
nastroj na analyzu kvality matematického poznania ¢loveka. Pomaha hladat kritéria,
ktorymi sa hlboka znalost (t.j. znalost podstaty) odlisuje od znalosti povrchovej,
ktora volame aj formalnou znalostou, alebo protézou znalosti. Semadeniho analyzy
st zvacSa zamerané na matematiku gymnazia a vysokej skoly, ale metodika tu pouzita
je dobre aplikovatelna i prvy stupen. Ide predovSetkym na doraz poloZeny na sief
vzdjomngjch vdzieb medzi hlbokymi ideami. Aplikované na naSe badanie, ide o to,
ukazat triddu ako hlboku myslienku, ako to, ¢o tvori jadro kvalitného poznania zak-
ladnej urovne aritmetického myslenia. Hadam najlepsSie je mozné triadu ako hlboku
myslienku predstavit pomocou testovacich nastrojov, teda odpovedat na otéazku, ktora
tvori nadpis dalsej kapitoly.

9Pojem triady zaviedli P. Cernek a V. Rep4s pod nézvom stitacia/od¢itacia rodinka. (Viz Repas
a kol. 1997). Vyskum o didaktickych moZnostiach pojmu uskutoé¢nila J. Slezdkova-Kratochvilova
(2006)

10Pgjem je rozpracovany z mnohych pohlTadov v sérii €lankov publikovanych prevazne v ¢asopise
Dydaktyka Matematyki. Pozri napr. Semadeni (2005) a zoznam ¢lankov tu uvedeny.
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4. Ako testovat znalost triady?

Ako mozeme zistit, do akej miery ma dany ziak vybudovani vo svojom vedomi
ideu triady v urcitej reprezentacii? Pri odpovedi na tuto otazku nas bude inSpirovat
metafora uvedend v prologu. Ako zistime, ¢i dany ¢lovek mé vo svojom vedomi do-
bre vytvorenii schému vlastného bytu? Mozeme sa ho pytat na jednotlivé objekty
v jeho byte, alebo dokonca na detaily, ale vSetky tieto otazky testuju iba povrchovi
vrstvu poznania. Iba to, ¢o sa da zvladnut pomocou paméti, bez poznania siete
stvislosti, ktorymi su tieto jednotliviny poprepajané. Uinnejsie je polozit otazku,
ktord vyzaduje globalny vhlad na jeho byt ako celok. Napriklad: ako by ste in-
vestovali 20 000 Sk, ktoré ste vyhrali na renovdciu bytu? Podobné testovacie otazky
sa pokusime vytvorit pre reprezentacie triddy. Za¢neme so zakladnou Strukturilnou
reprezentaciou.
Kazda triada (a, b, ¢) poukazuje na 4 véizby: a +b — ¢, b +a — ¢, ¢ a — b, ¢
b — a. Ak v ktorejkoI'vek z tychto vézieb jedno ¢islo zaslepime, dostane ulohu na
sCitanie ¢i odc¢itanie. Tychto tloh existuje 6 typov. Predovsetkym typy a + b = ¢
a ¢ — a = 7. RieSenim tychto tloh sa vo vedomi ziaka nebuduje schéma, ale stibor
asociacii. Ked sa nés niekto opyta, kolko je 5 + 3, nevybavi sa v nasej mysli schéma,
ale spoj 5 + 3 — 8 a naSa odpoved je okamzita. Trochu inak je to s ulohami d'algich
4 typov:a + ? —=c, ¢ ?=0b 72+b—=1¢c ¢ b= c Ak mam vyriesit ulohu ?
13 = 15, tak moja odpoved nebude okamzita. Najprv si uvedomim, Ze treba riesit
ilohu ? = 13 + 15 a az potom s¢itam. Transformacia‘ 7 13— 15 ‘—>‘ 713 + 15 ‘
prebehne vnutri schémy (13,15,7) a tento krok vyzaduje isty, hoci asi velmi kratky,
cas. Pre prvika je ale iloha 7 3 — 5 vyrazne naroc¢nejSia ako tloha 3 + 5 — 7
Naroc¢nost je sposobené tym, 7e ziak eSte nema tato schému vytvoreni. Akonahle méa
ziak (tretiak-Stvrtak) tuto zékladnu reprezentaciu schémy triady vytvorent, dokaze

-----

napriklad metodou pokus-omyl, tak to znamena, ze ziak eSte nema dobre vytvoreni
schému triady v tejto reprezentacii.

ESte naroc¢nejSia je pre ziaka tloha, na rieSenie ktorej nestaci transformovat vztahy,
ale treba vnitri schémy odhalovat nové vizby, konstruovat nové objekty, tvorit hy-
potézy a tieto preverovat. Napriklad dve tlohy uréené druhdkom, ktori poznaji pojem
tridda pod menom ,rodinka“ a vedia ze dve rodinky, ktoré majia dve ¢isla rovnaké
a lisia sa iba v trefom ¢isle nazyvame susedné rodinky (napr. (2,3,5) a (2,5,7)):

Uloha 1. Cisla 3 a 9 doplit tretim ¢islom na rodinku; najdi vietky riegenia.

Uloha 2*. Vytvor dve susedné rodinky. Najmengie ¢islo prvej je 2, najvicsie ¢islo
druhej je 8.

Tretia tloha, urcena piatakom, je narocnejsia

Uloha 3. Vytvor tri rodinky. Najmengie ¢islo prvej je 1, najvicsie ¢islo tretej je 13.
Prvd a druhd rodinka st susedné a druha a tretia st susedné. (Uloha m4 tri rieSenia).

Podobnym sposobom je mo7zné zostrojit testovacie tlohy i pre iné reprezentacie
triddy. Jedno prostredie, ktoré umoznuje budovanie tridd na Grovni procesu a neskor
i konceptu teraz popiSeme.

5. Prostredie POCHODOVANIE

Pocitat sa dieta uci riekankou jeden, dva, tri, ... K pocitaniu nestaci vediet slova,
dieta musi vediet ako zosuladit slova s pohybom ruky, ktora pocita. Synchronizacia
slova a pohybu je teda vstupnou branou do aritmetiky. Ak pohyb ruky zamenime za
kracanie, dostdvame naSe prostredie. To uc¢itel zavadza v etapach. Napriklad:
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1. Ucitel pochoduje a sam pocita kroky. | 6. Pochodovanie povelom riadi Ziak.
2. Ucitel pochoduje a trieda po¢ita kroky. | 7. Kracame dopredu i dozadu.

3. Ziak pochoduje a trieda pocita kroky. | 8. Povel sa zapiSe Sipkami.

4. Pochoduju 2-3 7iaci a trieda pocita. 9. Pochodovanie sa sklada z 2 tusekov.
5. Pocitaji iba ziaci, ktorym to eSte nejde. | 10. Zavedieme s¢itanie a odcitanie.

Povely, ktoré pri pochodovani pouzivame maju tvar Pdt krokov dopredu, pochoduy,
teraz! Zaverecné slovo ,teraz“ je dolezité organizacne. Zlozitejsie povely, skladajice sa
z viacerych tisekov maju napriklad tvar Tri kroky dopredu, potom dva kroky dopredu
a nakoniec Styri kroky dozadu, pochoduj teraz!

Povely sa zapisuji pomocou Sipok. Napriklad uvedené vyssie povely budia za-
pisané: ‘ ————— ‘a‘ ——— ‘ —— ‘ e ‘

Po zvladnuti pripravnych etap pride na rad operacia s¢itania a potom i od¢itania.
Dvaja ziaci, Adam a Ema stoja vedla seba a velitel veli: Ema, tri kroky dopredu,
potom jeden krok dopredu teraz! Ema pochoduje 3 a potom 1 krok. Adam zatial
stoji. Teraz je Ema 4 kroky pred Adamom a urceny ziak méa dat jednorazovy povel
Adamovi tak, aby chlapec postupil dopredu a stal vedla Emy. Povel bude zniet Adam,
Styri kroky dopredu, teraz! V Sipkovom zéapise sa predstavenie zapise

EMA| 5—— | — alebo strutne | »—— | = |=| 5—>—— |

Podobne je zavedené i odcitanie. Napriklad odc¢itanie 5 — 2 = 3 vykoné dvojica
povelov: Ema, pdt krokov dopredu a potom dva dozadu, teraz! a Adam, tri kroky
dopredu teraz! V jazyku Sipkového zapisu: ‘ —o— o | ‘ :‘ ——— ‘

Ziaci bez tazkosti odpochodujt aj tlohy, v ktorych sa zacina kracat
dozadu a v ktorych je vysledkom krac¢anie dozadu. Napriklad pochodovanie

Po zavedeni operacie s¢itania i od¢itania, moézeme pristapit k iloham, ktoré za-
¢inaji vo vedomi ziakov budovat schému triady v reprezentacii krokov. St to tlohy
typu ‘ ——— |7 ‘ = ‘ — ‘ alebo‘ N - ‘ = ‘ — ‘alebo zlozitejsie, s doda-

to¢nou podmienkou: doplh 4 sipky do zapisu ‘ N oo ‘ = ‘ — |77 |, najdi aspon

tri rieSenia.

6. Komentare k prostrediu POCHODOVANIE

1. Pochodovanie je proces. Ked 7iak — figurant urobi tri kroky, robi operdtor zmeny.
Meni svoju polohu. Ziak, ktory si uvedomi, ze tri kroky dopredu a potom dva kroky
dozadu je to isté ako jeden krok dopredu vie s¢itat odc¢itat operatory zmeny. Toto
pocitanie je podstatne iné, ako tradi¢né pocitanie objektov. Objekt je nieco, ¢o mozno
opakovane evidovat zrakom, ¢asto i hmatom. Ked je v uc¢ebnici nakresleny obrazok
3 chlapcov a 2 dievéat, ma tilohu na sé¢itanie (3+2 = 5), rovnako i ilohu na porovnanie
tj. od¢itanie (3-2 = 1) ziak stale pred o¢ami. Krok takto evidovat nemozno. Prebehne
v Case, odznie a ostava po nom iba zaznam vo vedomi. Podobne je to s idermi hodin,
gblmi v sieti sipera a pod.

2. Neskor, ked sa 7iaci nau¢ia proces zaznamenavat, ostane informécia o procese
uchovana na papieri. To uz ale nie je proces sam, ale iba jeho zaznam. Tak sa z procesu
stane koncept, ¢i dokonca procept.
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3. Prostredie pochodovania je sprevadzané tromi jazykmi: akustickymi povelmi,
pohybmi figurantov a Sipkovymi zapismi. Ako vedlajsi produkt riesenia tloh v tomto
prostredi si ziak osvojuje spontanny preklad medzi jazykmi, ¢o je délezita schopnost
nielen v matematike. Viaceri didaktici ukazuji, ze pestrost matematickych jazykov
je organickou stic¢astou matematického poznavania. InSpiraciu pre koncipovanie té¢in-
ného vyucovania v ontogenéze mozeme néajst vo fylogenéze. Dodajme, Ze pre nase
badanie v oblasti jazykov su podnetné najmé prace L. Kvasza; pozri L. Kvasz (2006)
a dal§ie prace uvedené tu v zozname literatury.

4. Pochodovanie m4 este jednu prednost. Umozinuje ziakovi nadobtidat sktsenosti
s izolovanymi modelmi javu, ktory bude neskor zavedeny ako zaporné ¢islo. Ked totiz
budeme menit §ipkové zapisy na ¢iselné, bude rovnost" e | ‘ = ‘ — ‘
zapisana v tvare -4 + 3 — -1. Jej sémanticky zmysel je v prostredi pochodovania
jasny: ked urobim najprv 4 kroky dozadu a potom 3 dopredu, budem o 1 krok za
vychodzou poziciou. Nepozname Zziadny prvakovi zrozumitelny sémanticky zmysel
daného vztahu v konceptudlnom prostredi objektov.

Inak povedané, ziak prvej triedy je schopny pracovat so zapornymi ¢islami
v jazyku krokov i v jazyku §ipok, ale eSte nie v jazyku ¢islic. Dodajme, ze asi i jazyk
¢islic by nejeden prvak zvladol, ale tito moznost treba napred preskiimat experimen-
talne.

5. V tradi¢nom vyucovani sa procesom venuje mald pozornost. To je asi hlavna
pri¢ina toho, ze neskor zZiaci nie st schopni riesit dynamické tlohy, tj. ilohy, v ktorych
¢as hra dolezita tlohu (pozri nasledujtci bod). Mysel ¢loveka totiz inak pracuje
s procesualnou a inak s konceptualnou situdciou. Preto méa prostredie chodenia,
ako reprezentant procesualnych modelov aritmetickych vztahov, doélezité miesto pri
otvarani sveta aritmetiky defom. Pochodovania je dolezitym doplnkom tradi¢nych
prostredi, v ktorych sa ¢islo viaZe na stav, t.j. pocet urcitych objektov.

6. Ziaci na ZS majt problémy s rieSenim slovnych tloh o operdtoroch zmeny (tilohy
o veku, o stretavani sa bezca a motocyklistu, o naptistani bazénu viacerymi pritokmi
odrazu,...).. Ukazuju to mnohé vyskumy. Napriklad J. Ruppeldtova (2006) podrobne
analyzuje pri¢iny netspechov ziakov §tvrtého roc¢nika pri rieSeni tlohy:

Peter si nasetril nejaké peniaze. Najskor z nich minul 9 Sk. Potom z dalSieho vreck-
ového si uSetril 14 Sk. Celkovo pribudlo alebo ubudlo Petrovi z naSetrengjch penazi?
O kolko?

Riesitel nevie, kolTko penazi mal Peter na zaciatku a to robi mnohym Zziakom
tazkosti, pretoze v prvych triedach sa s touto myslienkovou schémou nestretéavali.
Nazdavame sa, ze ziaci, ktori od prvej triedy nadobudaju skiisenosti s pochodovanim,
budi schopni tlohu modelovat v prostredi krokov: najskor 9 krokov dozadu, potom
14 krokov dopredu da vysledok 5 krokov dopredu.

7. Prostredie SCHODISTE

Ked uz ziaci vedia v prostredi pochodovania riesit i ulohy o tridde, prejdeme na
dalsie prostredie na schodiste. To je vytvorené v triede iba virtualne, postupnostou
na zemi leziacich listkov s ¢islami 1, 2, 3, ... Dva susedné listky st vzdialené jeden krok
ziaka. Kazdy listok predstavuje jeden schod. Ziak, ktory mé stat na tretom schode sa
postavi k listku s ¢islom 3. Ked dostane povel Styri kroky dopredu, postipi na ¢islo 7.
Ziaci si to predstavuji ako postipit o 4 schody vyssie. Je asi zrejmé, ako sa v tomto
prostredi sc¢ita a odé¢ita. Napriek tomu uvedieme dve ilustracie:

Namiesto ,trojka” spoc¢iatku hovorime ,treti schod®“. Neskor ziaci sami tento jazyk
zjednodusia. Podobne ako pri pochodovani i v tomto prostredi po istej dobe za¢neme
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Vztah Povel ukazujuci platnost vztahu Sipkovy zapis vztahu

3+ 2 =15 | Postav sa na trojku a chod dva kroky do- || 3| —— |5
predu. Dostal si sa na pétku.

3 2 =1 | Postav sana trojku a chod dva kroky dozadu. || 3 | <« | 1
Dostal si sa na jednotku.

povely (a teda i pohyby) zaznamenavat pisomne. Sipkovy zapis vztahu je vlozeny do
boxu, ktory ma tri okna: prvé vstupné, druhé sipkové a tretie vystupné. V prvom
aj trefom okne st zapisané stavy ¢islami, v prostrednom je operator zmeny zapisany
Sipkami tak, ako to pozndme z pochodovania.

I tu, po zavedeni operacie s¢itania i odc¢itania, ktoré ziakom uz ziadne prob-
lémy nerobi, pristipime k tloham, ktoré vo vedomi ziakov buduji schému triady
v reprezenticii schodi§ta. Najprv st to tlohy, v ktorych je prazdne nie posledné,
ale prvé, alebo druhé okno boxu. Teda tlohy typu ‘ 3 ‘ - ‘ 7|, alebo typu

‘ _ ‘ e ‘ ) ‘ Potom pridu narocnejsie tlohy. Napriklad také v ktorych je

prostredné okno iba ¢iastoc¢ne prézdne:‘ 4 ‘ — | ‘ D
viacero rieSeni a treba najst vsetky.

Uloha 4. Dany je box s piatimi oknami‘ 4 ‘ - ‘ ‘ - ‘ 7 ‘ Zistite aké cisla
mozu byt v trefom okne, ak vieme, ze druhom a $tvrtom okne je dovedna 5 Sipok.

Neskor pridu i vyrazne naroc¢nejsie tlohy akou je tato tloha.

Uloha 5. Dané st tri prazdne boxy ‘ L ‘ . ‘ L ‘ Do Siestich krajnych
okien boxov doplinte Sest ¢isel 1, 2, 3, 4, 5 a 6 a do troch prostrednych okien boxov
devit Sipok ————— a «—<«<«+« tak, aby vznikli tri spravne zaznamy, pri¢om
v kazdom Sipkovom okne st Sipky iba jedného smeru. N&jdite to rieSenie pre ktoré
stucet troch cisel vo vstupnych oknach je ¢o najvacsi.

K poslednej tlohe sa vratime v komentaroch. V zavere kapitoly eSte ukazeme,
ako je mozné v prostredi schodiste modelovat aritmetické zapisy so zatvorkami; oso-
bitne s minusom pred zatvorkou. Znaku aj naslednému znaku zodpoveda

v prostredi schodista prikaz ,Celom vzad“, ktorému tu priradime znak f. Pri tejto

, alebo také, v ktorych existuje

konvencii bude tloha 3 + 5 - (2 — 4) = ? rieSena pochodovanim pomocou série
povelov:
Povel Akcia/pozicia figuranta
3 Postav sa na treti schod Stoji na schode 3 tvarou nahor.
+5 Chod 5 krokov dopredu Postipi 5 schodov nahor, stoji na 8.
schode
-( Urob celom vzad Stoji na 8. Schode tvarou nadol
2 Chod dva kroky dopredu Zide o 2 schody, stoji na 6. schode
-3 Chod 3 kroky dozadu Pospiatky stipne o 3 schody, stoji na 9.
schode
) Urob ¢elom vzad Stoji na 9. Schode tvarou nahor

Dodajme, ze zapis povelu je hluény‘ 3 ‘ oot oo | —e—e——1 ‘ ? ‘, ale

v dobe, ked sa tieto tlohy rieSia, nie je uz Sipkovy jazyk beZne pouzivany.

8. Komentare k prostrediu SCHODISTE

1. Tretiaci, ktori vedeli v prostredi schodista sc¢itat, od¢itat, zapisovat pohyby aj davat
povely dostali tlohu ‘ 2 ‘ e ‘ ? ‘ . Skor ako stihol figurant stipit na doteraz
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neoznaceny schod ,-1* uz jeden chlapec krical, ze treba dokreslit schod minus jedna.
Jeho vysvetlenie 7e to je ako pri vijtahu a v nemocnici maji ¢ poschodia minus 4 bolo
triedou vSeobecne akceptované ako zrozumitelné. Iny chlapec hned na kalkulacke
ukazoval, Ze tam je to tiez tak. Ukazalo sa, Ze jedno malé predstavenie a nasledujica
diskusia ziakov otvorili cestu do zapornych c¢isiel v reprezentacii adries. Dodajme, ze
so zapornymi ¢islami v reprezentécii stavov (dlhy) mali niektora ziaci triedy problémy
eSte aj v piatom roc¢niku.

2. Prostredie SCHODISTE je blizke znamemu prostrediu HADOV. V oboch st
stavy a operatory zmeny, v oboch mozno modelovat tlohy ako5 +4—-7+2-1-3=7
Ale v kazdom z tychto prostredi existuju situacie ktoré nemozno previest do druhého
7 tychto prostredi. Tak v prostredi schodov mézeme modelovat vyrazy zo zatvorkami,
ale v prostredi hadov sa to neda. Naopak, v prostredi hadov, mo6zeme modelovat aj
opericie nasobenia, ale v prostredi schodov sa to neda. Odlisnost prostredi dava
7iakovi moznost nadobudat roznorodé skisenosti, odhalovat vztahy roznych typov
a vytvarat siete vztahov, ktoré tvoria schému triady v roznych prostrediach a tym
hlboku ideu triady.

3. Vratme sa k tlohe 5. Pre ziaka Stvrtého ro¢nika nie je Tahké najst vSetkych
6 jej spravnych zaznamov a je pre neho velmi obtiazne zddévodnit, Ze iné rieSenia
neexistuju. Napriek tomu $pic¢kovy ziak, ktory méa vhlad do triddy v tomto prostredi
zisti, 7e zo vzfahu | »———— |« | =| — | (ten mimochodom prichadza
z prostredia pochodovania) vyplyva, ze stucet ¢isel v troch vystupnych oknach musi
byt o jednu viac, ako stucet ¢isel vo vstupnych oknach. Pretoze sicet vSetkych cisel je
1+2+3+4+4+ 5+ 6=21jenutne siucet vSetkych ¢isel v troch vstupnych oknach
rovny 10 a vo vystupnych oknach je rovny 11. Tym je uloha vyrieSena bez toho, aby
bolo treba hladat vSetky spravne zaznamy.

Zaver

Na zaver tri myslienky. Prvé dve rekapituluji zamer, ktory sme stadiou sledovali,
tretia sa tyka dal$ich informaécii, ktoré mozu byt ¢itatelovi uzito¢né.

A. Prvy vysledok §tudie je teoreticky. Je to kritickd analyza existujicej praxe
vyuCovania aritmetiky v prvych ro¢nikoch zakladnej skoly. Snazime sa ukazat, ze
nacvik paméitového i pisomného s¢itania a od¢itania, uskutoc¢iovany predovsetkym
pomocou jazyka ¢islic a sémanticky viazany dominantne na reprezenticiu c¢isla ako
stavu nedostatocne rozvija ziakovo matematické myslenie a vedie iba povrchovym
znalostiam. Riesenie didaktického problému vidime v orientacii vyucovania na schémy,
predovsetkym na schému triddy a to v ¢o mozno najréoznorodejsich prostrediach.

B. Druhym vysledkom §tidie je popis dvoch konkrétnych prostredi s ndznakom
didaktickej stavby, ktora vedie k budovaniu opisanych triad. Tieto prostredia boli
rozpracované pre potreby ucebnice pre 1. roc¢nik, ktort autor spolo¢ne s kol. D.
Jirotkovou a J. Slezdkovou-Kratochvilovou piSe pre nakladatelstvo FRAUS. Doda-
jme, ze v ramci stale prebiehajticeho vyskumu st rozpracovavané d alSie prostredia, ale
ich zaradenie do pripadne d'alsich u¢ebnic je limitované inova¢nou kapacitou ucitel skej
verejnosti, ktord nie je na masivny prival novych myslienok pripravena. Zda sa, ze tu
velmi naliehavo plati povestné ,menej je niekedy viac“.

C. Opisany vyskum, ktory je stale zivy, nie je izolovany. K podobnym vysledkom
dospievaju aj dalsi badatelia. Tu sme zmienili meno Z. Semadeniho, ale bolo by mozné
uviest desiatky mien dalsich.

Zaverom dovolte upozornit na novia knizku, ktord sa objavila na polskom trhu.
Knizka, ktorej autorkou je Ewa Swoboda (2006) je venovana budovaniu geometrickych



114 MILAN HEJINY

pravidelnosti u deti. Tento pojem je tizko prepojeny na pojem geometrickej schémy
a geometrickej Struktiry, teda na hlboké myslienky v oblasti geometrie, aby sme
pouzili terminologiu Semadeniho.
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Pripravenost Studentov distan¢nych foriem Studia
PdF TU na vzdeldvanie prostrednictvom IKT

PAVEL Hic, MILAN POKORNY

ABSTRACT. The paper deals with the readiness of students to use ICT, computer supported
learning, and e-learning during their study. The authors characterize results of a survey
made on a sample of 606 students, who study in a distance form of study at the Faculty of
Education, Trnava University.

Uvod

Moderné informacné a komunikac¢né technologie predstavuji jednu z efektivnych
alternativ na ziskavanie vedomosti. Aby vSak Studenti dokazali studovat prostred-
nictvom IKT, musia najma:

e vediet, 7e takato alternativa pre (samo)stiudium vobec existuje,
e mat urcité zakladné zrucnosti pri praci s PC, Internetom a technolégiami,

e mat bezproblémovy pristup k PC a Internetu.

Schopnosti prace s PC a pristup k Internetu st Specifické pre Studentov jed-
notlivych fakilt. Nema zmysel porovnévat zrucnosti Studentov Fakulty matematiky,
fyziky a informatiky UK so zru¢nostami Studentov PdF TU. Aby bol vzdelavaci
proces prostrednictvom e-learningu efektivny, musi kazda fakulta nielen pripravit ¢i
zakupit kvalitné elektronické kurzy, ale musi naviac poznat schopnosti svojich Studen-
tov. Preto sme sa nezamerali na prieskum, v ramci ktorého by sme oslovili ndhodne
vybrani vzorku Studentov z roznych fakualt SR, ale rozhodli sme sa pre pomerne
homogénnu vzorku, ktora tvorilo 606 Studentov externych foriem §tudia PdF TU.
Prieskum bol vykonany v septembri a oktobri 2005 pocas zapisu Studentov.

Zakladné tdaje o Studentoch

Ako sa da predpokladat, vac§inu Studentov externych foriem studia PdF TU tvo-
ria Zeny (okolo 70%). Zatial ¢o rozdelenie podla pohlavia je podobné pre denné aj
externé Studium, rozdelenie podla veku je znac¢ne odlisné. Rozdelenie vzorky podla
veku je uvedené v tabulke 1. Z daného rozdelenia vyplyva, Ze ¢o sa tyka pocitacovych
zrucnosti, nemozno vychadzat z vyskumov, ktoré st zamerané na cerstvych absolven-
tov strednych skol.

Vek Pocet studentov
do 25 rokov 126
25 29 rokov 132
30 34 rokov 109
35 39 rokov 92
nad 39 rokov 147
Tabulka 1
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Co sa tyka typu absolvovanej strednej Skoly, podiel strednych priemyselnych
a odbornych §kol a podiel strednych odbornych ucilist je priblizne 1:1. Iba priblizne
kazdy 25. Student externych foriem stidia na PdF TU je absolventom gymnazia.

Vicsina Studentov externych foriem §tidia PAF TU pracuje na plny avizok (az
88%). Tito $tudenti si teda ¢asovo velmi vytazeni, z ¢oho vyplyva potreba poskytnit
im informacie tak efektivne, ako je to len mozné. Pre tychto Studentov je vyhodné
minimalizovat pocet kontaktnych hodin a zvySit podiel samostudia prostrednictvom
kvalitnych materialov.

Zrucénosti a vedomosti nadobudnuté pocas stidia na strednej
Skole

V prvej ¢asti dotaznika sme zistovali, s akymi kategériami softvéru sa Studenti uéili
pracovat pocas ich Stidia na strednej Skole. Zistili sme, 7e s textovym editorom
sa ucila pracovat priblizne polovica respondentov a s tabulkovym procesorom asi
tretina respondentov. So zvy$nymi programami (grafické programy, databazové sys-
témy, programovacie jazyky) sa ucilo pracovat menej ako 10% respondentov. Pretoze
sme predpokladali, 7e odpovede budu zavisiet aj od veku respondentov, vyhodnotili
sme odpovede zvlast pre skupinu pozostavajucu z priblizne 25% najmladsich respon-
dentov (dalej skupina M) a zvlast pre skupinu pozostavajicu z priblizne 25% najs-
tarSich respondentov (skupina S). Ako sa dalo predpokladat, percentuélne zastupe-
nie Studentov, ktori pracovali pocas $tudia na strednej Skole s textovym editorom
¢i tabulkovym procesorom, je vyrazne vyssie v skupine M (a7 90% respondentov zo
skupiny M sa ucilo pracovat s textovym editorom a 70% z nich sa ucilo pracovat
s tabulkovym procesorom). Z uvedeného zistenia vyplyva, ze ak by sme dotaznik
robili aj so Studentmi denného Stiidia, ktorych vekové rozdelenie je tiplne iné, podiel
Studentov ovladajucich pracu s textovym editorom a s tabulkovym procesorom by
sa priblizoval hodnotam zistenym v skupine M, nie v celej vzorke respondentov ex-
terného Stadia. Taktiez mozno predpokladat, 7e v budtcnosti bude podiel Studentov
externého Studia prichadzajicich na vysoké skoly, ktori ovladaju zdklady prace s uve-
denymi dvoma kategoriami softvéru, postupne narastat.

Taktiez sme chceli vediet, ¢i sa Studenti pocas $tidia na strednej Skole stretli
s vyuzitim PC ako prostriedku na dosiahnutie vzdelavacich cielov v predmetoch in-
ych ako programovanie, vypoc¢tova technika ¢i informatika. Zial’, iba 6% respondentov
odpovedalo na tuto otazku kladne. Situacia nie je ovela lepSia ani v skupine M, kde
kladne odpovedal iba priblizne kazdy 6smy respondent. Mozno teda predpokladat, ze
chapanie PC a modernych technologii ako prostriedku na dosiahnutie vzdelavacich
cielov nie je u absolventov strednych skol dostato¢ne rozvinuté. Pocitace sa na stred-
nych skolach zvic¢sa pouzivajua iba ako objekty vyuky.

Praca s PC v stucéasnosti

V druhej casti dotaznika sme zistovali, s akym softvérom momentilne Studenti
pracuji a ako dokdzu vyuzivat sluzby Internetu. Zistili sme, Ze viac ako polovica
Studentov pracuje s PC denne, zatial ¢o iba 20% $tudentov pracuje s PC menej ako
raz za tyzden. Z tohto pohladu by teda Stadium prostrednictvom pocita¢a nemalo
byt neprekonatelnou prekazkou. Ako sa da predpokladat, Studenti najc¢astejSie pouzi-
vaju textovy editor (viac ako 80% Studentov ho pouziva minimélne raz za mesiac)
a tabulkovy procesor (47% Studentov ho pouziva minimélne raz za mesiac). Ostatné
druhy softvéru pouziva castejSie ako raz za mesiac menej ako sedmina Studentov.
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Co sa tyka frekvencie pozerania Internetovych stranok, priblizne 60% Studentov
si pozerda www stranky aspon raz za tyzden, ¢o je pomerne slusny zaklad pre zave-
denie studia prostrednictvom e-learningovych kurzov umiestnenych v LMS. Treba
v8ak spomenut aj to, Ze az 30% Studentov si www stranky nepozera vobec, ¢im sa
podla nasho nazoru izoluje od mnozstva uzito¢nych a Tahko dostupnych informa-
cii. Je trochu prekvapujice, ze vysledky o nieco lepSie vyznievaji v prospech starsich
Studentov. Taktiez existuji mensie rozdiely medzi muzmi a Zenami v prospech muzov.

Viac ako polovica §tudentov si pozera svoju mailovi schranku aspon raz za tyzden.
Opét sa ukazuju menSie rozdiely medzi star§imi a mlad8imi v prospech starSich Stu-
dentov a medzi muzmi a zenami v prospech muzov. Zial’, az 42% $tudentov nema
vlastni mailovi schranku, a teda ani navyk vyuzivat Internet ako prostriedok na
komunikaciu.

Zaujimalo nas aj to, ¢i si Studenti uvedomuja skutocnost, ze Internet mozno pouzit
aj na on-line komunikiciu. Prave toto vyuZzitie Internetu je velmi dolezité pri e-
learningu, nakolko integruje Studentov rozmiestnenych po celej republike do jednej
virtualnej triedy. V stilade s naSimi ocakavaniami neboli zistené vysledky optimistické.
A7 57% studentov nikdy nepouzilo chat, zatial ¢o iba priblizne kazdy piaty $tudent
pouzil tito sluzbu viac ako 50-krat za cely zivot. Co sa tyka pohlavia, opit st vysledky
priaznivejSie u muzov. Co sa tyka veku, tentokrat si vysledky priaznivejSie u mladsich
studentov. Treba vSak konstatovat, ze vyuzivanie tejto sluzby u naSich studentov je
nedostatoéné a v pripade zavadzania e-learningu vo viac¢som objeme by bolo nutné
vybudovat v nich presvedcenie, 7Ze chat nie je iba nieco, ¢o robia na Internete mladi,
ked sa nudia.

Pristup k PC a k Internetu

V tretej casti dotaznika sme zistovali, ¢i maji §tudenti dostato¢ny pristup k PC a k
Internetu. Pristup k PC sa javi ako optimisticky, nakolko az 90% Studentov uviedlo,
7e maju pristup k PC doma alebo v préaci. 48% studentov dokonca uviedlo, Ze pristup
k PC mé aj doma, aj v praci. Pouzitie elektronickych materidlov pre samostidium
(elektronické skripta, off-line kurzy) sa teda nejavi ako problém.

Situacia je horsia pri pristupe k Internetu. Iba dve tretiny Studentov ma Inter-
net bud doma alebo v préci. Pristup na Internet u priatelov ¢ prostrednictvom
kaviarne nie je pre podmienky §tidia akceptovatelny. PouZitie e-learningovych kur-
zov v prostredi LMS by teda spdsobovalo problémy az tretine Studentov, z ¢oho
vyplyva, Ze tieto kurzy mozu byt zatial pouzité iba ako jedna z alternativ (nie v8ak
jedind). Situacia je najhorsia vo vzorke mladych, kde pristup k Internetu (doma alebo
v praci) méa iba polovica Studentov.

Materialy, z ktorych by Studenti chceli studovat

V Stvrtej casti dotaznika sme zistovali, z akého materidlu by sa §tudenti ucili na-
jradsej. Skoro polovica §tudentov by sa najradsej ucila z vlastnych poznidmok z pred-
nasok (to je pri obmedzenom pocte hodin na dialkovom §tiadiu problematické). Pri-
blizne §tvrtina Studentov by najradsej pouzivala elektronicky kurz na CD a priblizne
patina klasické skripta ¢i uc¢ebnicu. Elektronicky kurz pristupny cez Internet prefer-
uje iba kazdy Strnasty Student. Situécia je vyraznejSie odlisnéa iba vo vzorke muzov,
kde elektronické skripta na CD st najobltbenejie az u 30% respondentov, avSak
aj v tejto skupine si najobltibenej$im materidlom vlastné poznamky z prednasok.
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Vo vsetkych sledovanych skupinach (muzi, Zeny, skupina M, skupina S) plati to isté
poradie obltibenosti:

1. vlastné poznamky z prednésok,

2. elektronické skripta na CD,

3. klasické skripta ¢i ucebnica,

4. elektronicky kurz pristupny cez Internet,

5. poznamky z prednasok od spoluziakov.

Co sa tyka uzito¢nosti jednotlivych materidlov, za najuzito¢nejsie st povazované
klasické skripta ¢i ucebnica spolu s elektronickymi skriptami na CD. Tento nézor
vyjadrili priblizne traja z piatich respondentov. Pozndmky od spoluziakov a kurz
pristupny cez Internet povazuje za uzito¢ny priblizne kazdy stvrty respondent. Mys-
lime si, 7e rozdiel medzi elektronickym kurzom na CD a kurzom pristupnym cez
Internet je sposobeny tym, Ze Studenti poznaju ovela viac nevyhod on-line kurzov
ako ich vyhod. Uvedomuju si, ze pri $tidiu kurzu pristupného cez Internet by museli
mat bezproblémovy a lacny pristup na Internet. Nakolko véi¢Sina z nich sa s tymto
sposobom §tiidia eSte nestretla, nepoznaji vyhody vzajomnej komunikacie prostred-
nictvom chatu, diskusného fora ¢i videokonferencie.

Viac ako 90% respondentov by sa snazilo obsah elektronickych kurzov vytlacit.
Vysledky st porovnatelné vo vSetkych sledovanych skupinach. Z odpovedi respon-
dentov vyplyva, ze by bolo vhodné pripravit ku kazdému kurzu (¢ uz on-line alebo
off-line) aj jeho tlacent podobu, nakolko vytlac¢enie obsahu kurzu umiestneného na
Internete je pomerne komplikované. Na jednej strane tym (v pripade on-line kur-
zov) stratime moznost sledovat pracu niektorych Studentov, na druhej strane mozno
predpokladat, Ze Studenti si to vytlac¢ia aj tak, avSak v pre nich ovela horSej a nek-
valitnejSej podobe.

Moderné technolégie ako zdroj informaécii

V zéavere¢nej Casti dotaznika sme zistovali, ¢i maji nasi externi Studenti skiisenosti
so Studiom prostrednictvom vyukového CD ¢i Internetového kurzu.

Iba priblizne péatina Studentov odpovedala, 7e Studovali prostrednictvom viac-
erych elektronickych kurzov a dalsia patina Studovala prostrednictvom jedného kurzu.
To znamend, 7ze az traja z piatich Studentov nemaji ziadne skiisenosti so Stidiom
prostrednictvom CD. Situdcia je nepatrne priaznivejSia v skupine muzov.

Co sa tyka Stidia prostrednictvom on-line kurzu umiestneného na Internete, iba
kazdy dvadsiaty Student ma urcita skusenost s tymto typom vzdelavania sa. Situacia
je nepatrne priaznivejSia v skupine muzov a najmenej priazniva v skupine studentov
do 25 rokov.

Viac ako polovica Studentov vSak ¢asto pouZiva Internet, ked potrebuje zistit
ur¢iti informéciu (vratane pocasia, kurzov, najnovsich sprav z domova a zo sveta,
...). Iba 11% studentov zatial Internet ako zdroj informécii nepouzilo.
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Zaver

7 odpovedi respondentov vyplyva, ze velka cast Studentov sa doteraz nestretla
s moznostou vyuzitia modernych informac¢nych a komunikac¢nych technologii ako
prostriedku na dosiahnutie uréitych vzdelavacich cielov. Nakolko §tiadium formou
e-learningu je podstatne odlisSné od §tidia prostrednictvom kontaktnych prednasok
a tlacenych skript, mnohi nasi studenti by mali s touto metédou znac¢né problémy. Na
druhej strane treba pripomennt, 7Ze existuje pomerne znacna c¢ast Studentov, pre ktoru
by vyuzitie modernych technologii vo vzdelavani predstavovalo efektivny doplnok ku
klasickému spdsobu vyucovania.
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Integrovana vyuka s matematikou na 1. stupni
zakladni Skoly

JITKA HLAVACKOVA

ABSTRACT. This paper deals with the integration of education with mathematics at the pri-
mary school. It is possible to use project method or show the links between different subjects
by the aid of fairy tales and games.

Integrovani vyuka

O potiebé integrované vyuky na zakladni Skole - specielné pak na 1. stupni 7S -
se hovoii nejen mezi odborniky!! z Ministerstva Skolstvi, mladeze a télovychovy, ale
i mezi pedagogy a rodici. Pokud si rodic¢e pro své déti nevyberou jednu z moznosti
alternativniho vzdélavani, jsou mnohdy nuceni hledat zakladni skolu, kter& nabizi ale-
spon néco méalo navic, nez ,,jen” zdkladni vzdélani. Proto je potieba zakladni skolstvi
stale rozvijet, obohacovat a zakiim nabizet zajimavé Skolni i mimoskolni ¢innosti.

Nérodni program rozvoje vzdélavani v Ceské Republice (tzv. Bila kniha) z roku
2001 uvadi: ,Skola musi usilovat o to, aby vzdélani meélo pro vSechny zaky smysl a
osobni vyznam. To vyzaduje nejen zmény obsahu vzdélavani, metod a forem vyuky,
ale i zmény klimatu a prostiedi gkoly.“'? D4 se ¥ici, Ze v souc¢asné dobé probiha mezi
skolami ,boj o zdka“. Neni vyjimkou, kdyz zakladni Skola nabizi rozsifenou vyuku
vybraného predmétu, napf. ciziho jazyka, télesné ¢ hudebni vychovy. Tento fakt
vSak jesté nemusi rodic¢e presvédcit o vhodnosti umisténi svého ditéte do podobné
zamétené Skoly, protoze v Ramcovém vzdélavacim programu pro zakladni vzdélavani
se uvadi, 7e skola by méla vytvaret nabidku povinné volitelnych pfedméti pro rozvoj
zajmu a individuadlnich predpokladi zaka.

K celkové zméné vyucovani na zakladni skole neptispéje pouze tvorba a nasledné
uplatiiovani Skolniho vzdélavaciho programu (gVP) vytvofeného na zékladé Ramcov-
ého vzdélavaciho programu pro zakladni vzdélavani (déale jen RVP ZV), ale aktivni
spoluprace a invence samotnych ucitelu, ktefi se piimo ucastni vzdélavaciho procesu.
Casto je na né kladen nesnadny kol motivovat zdky tak, aby je pravé probihajic
aktivity pritahovaly a zaroven obohacovaly.

V dnesni skole se o takto pojaté vyucovani snazi nejeden ucitel, stale je to vSak
malo. Zaci na 1. stupni zakladni Skoly jsou her, soutézi a pohadek chtivé, touzi
stale néco objevovat, poznavat - tento potencial je nutné vyuzit. Nejen projek-
tové vyucovani a pohadkové hodiny mohou byt dostupnym prostiedkem, ale také
jednoduse a vhodné propojend témata jednotlivych predmétii mohou dostatecné
pokryt ucitelovu snahu o integrovanou vyuku. V takovych aktivitach je potfeba vyuzit
také zakovu tvorivost.

s

Chybami se ¢lovék uci

Jedna pani ucitelka zaclenila multikulturni vychovu do vyuky osobitym zptisobem
vybrala si 5 narodnosti, o kterych jeji zaci neméli pfili§ tuseni. Ke kazdé z nich

1
1

lviz Melichar, J. Integrovand vyuka s matematikou, str. 23 30.
2viz Narodni program rozvoje vzdélavani v Ceské Republice, str. 11 12.
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v literatuie vyhledala jednu pohadku, ktera alespon ¢astecné vypovida o mentalité
lidi a konkrétni kultuife. Aby navodila spravnou atmosféru, prisla do hodiny jed-
nou oblecena jako Gejsa, podruhé jako indiadnka, jindy privedla c¢ernocha z jedné
africké zemd. Zaci vnimaji takovy pristup ucitele naprosto odlisné, nez klasickou fron-
talni vyuku. Cela hodina byla vénovana jazykové vychové s prvky multikulturality a
na otazku, zda by se do takto koncipované hodiny daly zatadit prvky matematiky,
odpovédéla jednoznacné kladné. Prestoze se inovaci vyuky matematiky nezabyvala,
po nasledném rozboru sama prichazela s navrhy, jak by se dala matematika bez prob-
lému zaclenit do této hodiny. Domnivam se, 7ze podobné ,nedostatky” prameni z toho,
ze kazdy ucitel preferuje urcéity predmét, kterému vénuje mnoho ¢asu a napadii. Neu-
védomuje si vSak, Ze na stejné téma lze objevit vhodna cviceni i v jinych pfedmétech.
Pro uvedenou ucitelku to znamena pouceni k priStim aktivitam, ostatni ucitele
predevsim ty budouci se to musime pokusit naucit béhem jejich studia.
Didaktickou hrou i pohéddkou Ize nejen dosahnou uspéchu u zaku, ale je i mozné
dospét k pozadovanému cili vyuky. Abych navazala na predeslé zkuSenosti, rada bych
predstavila jeden z pristupii k integrované vyuce na 1. stupni zakladni skoly.

Jak propojit matematiku s jazykovou vychovou

V hodiné Ceského jazyka (literatury) se ¢te pohadka O ¢ervené Karkulce. Po ¢teni
ptijde prevypravéni zaky, dramatizace a préace s textem (vyhledavani rymu apod.).
V matematice si vzpomeneme, se kterou pohadkou jsme pracovali v hodiné CJ a zéci
vypracuji matematické slovni tilohy, které pani ucitelka pripravila. Poté se zaci rozdéli
do skupin, ve kterych se pokusi transformovat pohadku do humorné formy. Tim nam
miuze vzniknout napi. pohadka O zelené Karkulce, O ¢ervené motorce apod., nechme
pracovat détskou fantazii. Zaci ve skupindch maji za kol nejen vymyslet piibéh
s koncem (nemusi psat, ale umét vypravét), zaroven na balici papir vytvorit patfi¢nou
ilustraci pfibéhu a na samostatné papiry vymyslet slovni tilohy souvisejici s piibéhem.
Neni tedy jednoduché vymyslet piibéh tak, aby se v jeho déji dal najit vhodny piiklad
k pocitani. Kazda skupina tedy vytvori takové malé portfolio, které bude slouzit
ostatnim skupinam jako soubor pracovnich listi. Kazda skupina postupné ptredstavi
svij pribéh spole¢né s ilustraci a pak zada ulohy ostatnim zakum.

Tyto aktivity nemusi probihat v jedné vyucovaci jednotce, ale mohou se zapojit
do kratkodobého projektu ¢i pouze zpestfit jedno skolni dopoledne, kde nehraje roli
zvonéni ani tradi¢ni prestavky. V obou ptipadech lze vyuzit mnoho dalSich moznosti,
jak propojit vyuku jednotlivych pfedméti do jednoho tématického celku.

Zavér

Vhodna inovace ve vyuce ze strany ucitele, je krokem ke zpfijemnovani vyucovaciho
procesu a tim tedy i k dosahovani cili vyuky. I Zaci oceni odli§nou formu vzdélavani
a nauci se chapat souvislosti mezi jednotlivymi pfedméty, coz mize pozitivné ovlivnit
jejich pohled na vzdélavani.
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O hladani inverznej relacie k funkcii

Y = \/x—Q\/x—1+\/a:+2\/x—1 s pouzitim

grafického programu graphmatica

KLEMENT HRKOTA, KLEMENT HRKOTA ML.

ABSTRACT. As the graphical program graphmatica has helped to find the inverse relation of

function y = \/:E —2Vrx—1+ \/3:—|—2\/3: —1.

Zrutny po¢tar najde inverznu funkciu (zatial nevie, 7e to bude relacia) vcelku
rychlo.

y=\r—-2Vr—1+\e+2V/xe—-1 / ?

y2—29::2\/$—2\/93—1\/x—|—2\/z—1 / 2
vt — dyPx + 4a? = 42? — 162 + 16

16 — y* 2

R e A e

16 — 4y? 4
Teda inverznou funkciou je funkcia y = 1+%2. Vtedy si ale uvedomi, ze vysledok je
podozrivo jednoduchy, ved funkcia inverzna k funkcii y = 1+ %2 je predsa funkcia y =
2v/x — 1 a to ma s pdédnou funkciou pramélo spolocné. Po kratkej kontrole vypoctu

nezostava mu, nez funkcie porovnaﬁ\/x —2Vrx —1+ \/x +2Vr—1=2yz—1/?2

2x+2\/x—2m\/x+2\/ﬁz4x—4

Vi—2a—To+ova—T=z-2 ; ?

2 —dr+4=2—4zx+4

L=P
Podozrenie v8ak pretrvava a tak to skisi s grafickym programom graphmatica.
Funkcia je zobrazena na Obr. 1 a vSetko sa objasni.
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Obr. 1

Funkcia y = \/:L' —2vr—1+ \/:L' + 2v/x — 1 nie je prosta, no jej prosta cast pre
x > 2 je skuto¢né zhodna s ¢astou funkcie y = 2v/x — 1. Tato skutocnost nebola
pri vypoc¢te inverznej funkcie odhalen& preto, lebo technika vypoé¢tu nezohladnila
dosledky neekvivalentnych tprav. Ak budeme pri vypocte postupovat nasledovne

yz\/x—2m+\/x+2m / 2

y2:2x+2\/x—2\/x—1\/x+2\/x—1 / 2
y? =2z + 24/ (v — 2)°

Y =22+ 2|z — 2|
Akx>2ak 1<z <2
v =4dr+4 y =4

Vypocet nas upozorni, Ze ide o inverzni relaciu k funkcii (Obr. 2) a podporny
technicky prostriedok by nebol nutny.
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Obr. 2

Adresa autorov:

RNDr. Klement Hrkota, RNDR. Klement Hrkota ml.
PGJB, Palackého 4 TNUAD, Studentska 2

911 01 Trenc¢in 911 01 Trencin

e-mail: hrkota@piar.gtn.sk, hrkota@tnuni.sk



Bernard Bolzano — vynimoc¢na osobnost i
nasledovaniahodny ucitel

DUSAN JEDINAK

ABSTRACT. This is an essay to pay tribute to and to remember Bernard Bolzano, a professor
of Religion, Logic, Mathematics and a devoted preacher on morality, ethics, and social issues,
a rare personality and a teacher worthy to follow.

Uvod

7da sa mi, 7ze prave na pdode Katolickej univerzity v Ruzomberku treba aj v nasich
postmodernych ¢asoch pripomenut Zivot a  dielo vyznamného myslitela, filozofa
i matematika, uc¢itela nadbozenstva i nadSeného spolo¢enského reforméatora, ktory bol
vo svojej dobe starostlivym a citlivym vychovavatelom, prisnym a spravodlivym ex-
aminatorom, pozoruhodnym a tspesSnym ucitelom s neoby¢ajnou popularitou i moral-
nou autoritou. Jeho nedelné prihovory k $tudentom boli zamerané nielen na otazky
nabozenské, ale aj etické, vychovné a socialne. Preberal problematiku pokroku a os-
vety, mravny zakon, lasku k vlasti i rovnost Tudi. VeImi dobre spoznal, Ze viera nds
nezbavuje povinnosti pouzivat vlastnyg rozum a naopak. Uznéval, ze zodpovedny ¢lovek
je povinny ziskavat zdovodnené presvedcenie aj o svojej viere. Posledni prednasku
k studentom zakon¢il znamou vyzvou Pavla z Tarzu (asi 8-68): Skimajte vsetko a do-
bré si podrzte (1Sol 5, 21).

Svedomity profesor

U7z tvodna prednaska presvedcila posluchacov prazskej univerzity, 7ze mlady, vy-
chudnuty, chorTavy profesor je rozhodnuty odovzdavat filozofické i matematické poz-
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natky s plnym nasadenim svojich sil a schopnosti, s laskou i pochopenim pre Stu-
dentské starosti svojich ziakov. Namiesto dohodnutej rebélie sa po jeho prvej pred-
naske ozval potlesk. Pocas celého ucitel'ského svojho posobenia (1806-1819) sa Ber-
nard Bolzano nevyhybal ziadnym $tudentskym a spolocenskym otédzkam (posluchéa-
¢ov bolo postupne okolo péttisic). Zdoraznoval ilohu celozivotného §tudia, lebo vzde-
lanie povazoval za nastroj formovania Tudského rozumu: Bez toho, Ze by sme precerio-
vali hodnotu, ktorid poznanie md, musime vsetci uznat, Ze nevedomost a omyl posobi
celému ludstvu nesmierne zlo... kazdy clovek, pokial je Zivi, md pokracoval vo svojom
vzdeldvani. Bolzano neskryval odhodlanie pre zmenu spoloc¢enskych pomerov ani
odvahu priekopnika nielen zdoévodnenych nabozenskych predstav, ale aj prislusnych
cirkevnych premien.

Zivotny osud

V Cechéch prezil cely svoj zivot. Narodil sa v Prahe 5. oktobra 1781 ako stvrté
dieta z dvanastich. Matka bola prazska Nemka, starostliva a zboznéa. Otec pochadzal
z Talianska, venoval sa obchodu so starozitnostami a umeleckymi predmetmi. Nadany
Bernard navstevoval nemecki zékladnu skolu a piaristické gymnézium, stikromne $tu-
doval taliané¢inu, francazstinu a gréc¢tinu. Pri stadiu filozofie (1796-1799) na prazskej
univerzite spoznal novy svet. Objavil netradi¢né suvislosti medzi matematikou,
logikou a filozofiou. Vsetky $kolské predmety Studoval velmi svedomito. Filozoficku
fakultu absolvoval s vyznamenanim a rozhodol sa este pre $tadium teologie (1800
1804). Absolvoval prisne skiusky z matematiky a fyziky, ziskal doktorat filozofie, stal
sa knazom (1805). Roku 1806 bol menovany za univerzitného uéitela nabozenstva,
napriek tomu, 7e mal povest talentovaného matematika (F.J. Gerstner ho povazoval
za jedného z najlepsich matematikov akych poznal) a uchadzal sa o profestru v tomto
odbore. Bolzano aj na poste univerzitného katechétu ucil studentov kriticky a neza-
ujato mysliet. Omnoho viac ako o Sirenie uzitocngch prdvd sa musime usilovat o to,
aby sa cvicenim u ludi rozvinula schopnost isudku... musime ich naucit samostatne
rozpozndvat nesprdvne usudky. Stal sa aj Clenom matematickej sekcie Kralovskej
Ceskej spolo¢nosti nauk (1815), neskor (1841-1848) aj sekretarom jej matematickej
a filozofickej sekcie. Bol aj dekanom filozofickej fakulty (1818). Odklon od uradne
stanovenych osnov ho priviedol k sporu s absolutistickou vrchnostou v Prahe i vo
Viedni. Za bludarske vety (112) z jeho kdzni (300), ktoré boli oznaené za neprispo-
sobené vierou¢nym pojmom a potrebam vtedajSej cirkevnej a vladnej moci, ziskal
,prisnou dutku“ a ,nespisobilost ke kazdé statni sluzbé®. Zosadili ho z miesta univerz-
itného ucitela (1819), poslali ho do vysluzby (s ro¢nou penziou 300 zlatych), zakazali
mu verejni ¢innost. Bol printteny orientovat sa viac na vedné odbory, v ktorych
mozno slobodne argumentovat

a dokazovat matematiku a logiku. V tichom prostredi Téchobuzi na Pacovsku (1823
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1841) 7il skromne v rodine priatela J. Hoffmanna, ¢o mu umoznilo venovat sa aj
uvaham o v8eobecnom ludskom poznani, o spravodlivejSom spolo¢enskom poriadku.
Pisal po nemecky, jeho prace vydali ziaci a privrzenci. Chatrné zdravie a tuberkul6zne
chrlenie krvi mu stazovalo zivot. Z jeho jedenastich strodencov sa dospelého veku
dozil iba jeden. V rodine brata Jana, v prazskej Celetnej ulici, stravil Bernard
Bolzano posledné roky zivota. Trapeny dlhodobou chorobou, zomrel na tazky za-
pal plac 18. 12. 1848. Za velkej ucasti prazského I'udu ho pochovali na Olsanskom
cintorine v Prahe.

Odborné matematické pojednania

Cenil som si na matematike len to, co je sucasne filozofiou. Prva Bolzanova
odborna praca bola z matematiky Uwvahy o niektorych predmetoch elemen-
tdrnej geometrie (1804). Dalsie matematické prace Prispevky k zdbévodnene-
jsiemu vykladu matematiky (1810), Binomickd poucka (1816), Rydzo an-
alyticky dokaz (1817), Tri problémy rektifikdcie, vypoctov pléch a objemov
(1817) a posmrtne objavené prace Nduka o funkcidch a Tedria ¢isiel (dokoncené
asi v rokoch 1833-1841, vysli po ¢esky tlacou az v rokul931) su vyrazom netradiénych
uvah a prostriedkov, ktorymi sa snazil spresnit matematické postupy. Nimi zanechal
trvali stopu pri vystavbe matematickej analyzy. V praci Rydzo analyticky dékaz
dokéazal vetu: Ak funkcia f(z) je v intervale (a,b) spojita a f(a).f(b) < 0, tak v
(a,b) existuje aspon jedno ¢ tak, 7e f(¢) — 0. Svojimi pracami bol predchodcom
Cauchyho, Cantora, Weierstrassa. Bolzano vyslovil nevyhnutni a postacujicu pod-
mienku pre konvergenciu postupnosti, podal presnii definiciu spojitej funkcie a nafor-
muloval o nej niekol'ko dolezitych viet. Popisal konstrukciu spojitej funkcie v uzavre-
tom intervale, ktora nie je monoténna v ziadnom ¢iasto¢nom intervale a ukazal, ze
body, v ktorych tato funkcia nemé derivaciu, lezia vsade husto v danom intervale. Za-
oberal sa a mal rozpracovanu teériu redlnych ¢isiel, v mladosti sa pokusal aj o dokaz
axiomy o rovnobezkach. Bolzano vysvetlil pojmy uzavrety, otvoreny a polouzavrety
interval, presne vymedzil pojmy limity a derivacie. Matematiku mozno definovat ako
vedu, ktord pojedndva o vSeobecnijch zdkonoch, podla ktoryjch sa veci musia riadit vo
svojej existencii.

Spoznal, 7Ze v matematike sa nemdzeme zaobist bez dokazu existencie. Pri kaz-
dom dokaze ziadal uviest v8etky predpoklady, pouzivat dané a neuchylovat sa k cud-
zorodym pojmom. Naznacil cesty k formalizacii niektorych dékazovych postupov. Mal
genidlnu intuiciu, kriticky a origindlne zameral svoju pozornost na precizne defino-
vanie zakladnych pojmov aj v inych vednych odboroch. Pozoruhodnym sposobom
predvidal cely rad zasadnych problémov modernej formalnej logiky a teodrie vedy.
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V' Bolzanovom diele stdle ostdva mnohé, ¢im by sme mohli po dnes inSpirovat (P.
Zlatog).

Hra predstav samych o sebe

/4

Bernard Bolzano poniikol dokaz existencie aktualneho nekone¢ného mnozstva
pravd samych o sebe. Pravda sama o sebe je fakt (vypoved, poznanie) o tom, ako
to skutocne je, bez ohladu na to, ¢ je to niekym myslené alebo vyslovené. Nieco je
pravda nie preto, Ze to tak pozndva Boh, ale naopak Boh to tak pozndva, pretoZe to tak
je. Bolzano vysiel z tejto predstavy: Existuje aspon jedna pravda sama o sebe. Ak by
to nebola pravdiva vypoved, tak by bola pravdiva vypoved: Neexistuje ziadna pravda
sama o sebe. Ale to by bola tiez pravda sama o sebe. S tym bude kazdy suhlasit, lebo
opacné tvrdenie odporuje samé sebe. Keby neboli pravdy samé o sebe, nemohli by
existovat ani Ziadne poznané alebo myslené pravdy. Bolzano tym povazoval existen-
ciu aspon jednej pravdy samej o sebe za rozumovo prijatelni pre kazdého. Potom uz
Tahko ukazal (indukciou, cez vypoved, 7e predchadzajice vypovede samé o sebe st tie7
novou pravdou o sebe), 7e pravd o sebe je moznych nekone¢ne vela. Pretoze krestan-
sky Boh je vSevediaci, obsiahne ich vSetky, to znamena nekone¢né mnozstvo pravd
bude aktualne (uskuto¢nené). BoZia prozretelnost sa tak stala obsiahnutim v8etkych
pravd — uskuto¢nenim (aktualizaciou) nekone¢ného mnozstva pravd samych o sebe.
Nekone¢né mnozstvo pravd samych o sebe je vo vedomi Bozom (Sensorium Dei).
Pre ¢loveka, ktory sa nediva Bozimi o¢ami, stracaja predstavy aktualneho nekonec¢na
svoje opodstatnenie.

Bolzano prijal nazor, 7e aktualne (uskuto¢nené) nekonefné mnozstvo pravd
samych o sebe je natrvalo pritomné v Bozej obrazotvornosti. Mnohi matematici uver-
ili v bezospornost pojmu aktualneho nekonec¢na, rozpracovali teorie, v ktorych pri-
jali zrejmé* spory za ,zdanlivé* (paradoxy). Nimi konstruované matematicko-logické
modely tieto tazkosti vysvetluju tak, Ze ich mozeme intelektuédlne prijat ako javy,
ktorymi st charakterizované nase predstavy o nekonecénych mnozinach. Rukami to
nemozno uchopit, ale rozum to pochopi.

Prenikava logika pojmov

Hlbokym odkazom v oblasti sémanticky zaloZenej koncepcie logiky sa stalo mon-
umentalne Bolzanovo Vedoslovie(Védoslovi s podtitulem Pokusy o zevrubné a
véetsim dilem 1 nové vylicent logiky se stdlym zretelem k jejimu dosavadnimu zpracov-
ant; stvorzviazkové; hlavné casti: Fundamentdlna nduka — problematika objektivnych
pravd, FElementdrna nduka  ponatie zakladnej logiky (pojmy, vyroky, tsudky),
Nduka o poznani analyza procesu myslenia, Heuristika  objavovanie vedeckych
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poznatkov, Samotné vedoslovie metodologia vedeckého postupu a oznamovanie jeho
vysledkov; 718 paragrafov), dokon¢ené asi v rokoch 1829-1830, ktoré vyslo anonymne
az r. 1837. Bolzano, vychadzajic zo svojich filozofickych a etickych principov, snazil
sa hladat postupy pri usporiadani pravd pre jednotlivé vedy a sposob ich vykladu
v ucebniciach. Predovsetkym som si stanovil pravidlo, Ze ma Ziadna zreymost predpok-
ladu nedonaiti k tomu, aby som sa citil zbaveny povinnosti hladat pren dokazy tak dlho,
pokial jasne neuvidim, Ze nemozno a preco nemozno pozZadovat Ziadny dokaz. Napriek
nadmernému rozsahu, rozvlacénej forme vykladu i tizkostlivej presnosti argumenta-
cie toto dielo prispieva k pozoruhodnej uprave logicko-metodologickych a filozoficko-
matematickych zakladov poznavania.

Vykrocéenie za pochopenim uskuto¢neného nekone¢na Paradoxy nekonec-
na, napisané v rokoch 18471848, ktoré prvy raz vysli r. 1851, obsahuju zakladné idey
o praci s nekone¢nymi mnozinami. Na tuto pracu sa odvoléval aj tvorca tedrie mnozin
Georg Cantor. Bolzano rozlisil kone¢nu, spocitatelni a nespocitatelni mnozinu,
uznaval aktualne nekonec¢no. Dokazal, 7e vlastna podmnozina nekonec¢nej mnoziny
moze byt s iou samou ekvivalentni. Bernard Bolzano dospel az k pojmom mohut-
nosti mnoziny a mohutnosti kontinua, ale nevyuzil ich. Medzi prvymi pochopil vyz-
nam nekonecna v matematike a vytusil dolezitost presnych definicii. Napisal: Konecné
a nekonecné sa vztahuje na urcité vnutorné vlastnosti predmetov a vébec sa netyjka
len ich vztahov k nasSej pozndvacej schopnosti ¢i dokonca k nasim zmyslom. S poz-
nanim Bolzanovych filozoficko-matematickych predstav rastie aj naSe presvedcenie,
ze sa da vystihnut mozné ako skutocné, Ze je pripustné obmedzenie neukonc¢eného,
7ze aj nekoneénu patri naprosta ur¢itost. V dnesnej psychoanalyze matematiky (teorie
mnozin) maja Bolzanove nazory o zmysle a vyzname aktualneho nekone¢na nezaned-
batelnu tlohu.
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Pozorne vnimal aj spoloCenské okolie

Otvorene a netradi¢ne sa vyjadroval nielen o problémoch nédbozenskych, mravnych,
ale aj o socidlnych a narodnych. Vnimal pravo poddanych na odpor proti ne-
spravodlivosti. Svoje utopické predstavy o riadeni spoloc¢nosti zverejnil Bolzano
v praci O najlepSom §tdte (prva verzia bola napisana v 20. rokoch 19. storodia,
v roku 1831 ju venoval svojej priatelke A. Hoffmannovej, neskor pracu doplial a up-
ravoval, dokon¢ena bola az v prvej polovici 40. rokov, rukopis koloval medzi priatel mi
a bol opisovany; tlacou praca vysla nemecky v roku 1932 a Cesky roku 1934). Je
odrazom idei o vSeobecnom blahu ako najvy$Som mravnom zékone, uznanim toho,
7e podstatné je ctit v kazZdom cloveku dostojnost ludskej prirodzenosti. Vzdy sa snazil
ukazovat ako zabranit neospravedlnitelnému zlu a neludskému trapeniu, ako spojit
tvorivy intelekt, nezistni spolupracu a sliziacu zodpovednost spolocenskej praxe. Nic¢
na svete nesmieme mat za istejsiu a nepochybnejsiu ako zasadu, Ze vSetci pozemstania
sa vyznacuji v podstate rovnakou prirodzenostou a maju v podstate rovnaké prdava...
Kazdy bohdc namiesto toho, aby si robil ndrok na zvldstne prejavy ucty, by mal citit
kvéli svojmu bohatstvu potrebu ospravedinenia a obhajoby.

Premyslavé naboZenstvo

Katolicky osvietenec Bolzano vedel, 7e vychova a vzdelavanie st uzitoénym pros-
triedkom pre zuslachtenie kazdého ¢loveka i Tudstva ako celku. Chcel ukézat
krestanstvo v silade s Tudskym intelektom a presved¢it o zmysluplnej spolupraci
nabozenskej viery a kritického myslenia v zivote kazdej osobnosti. Pri vijkladu kaZdé
pravdy, kterd se md stdti presvédcenim Zaki, je nutné tireba dbdti této zdsady: aby
vSechny namitky, které proti ni vzneseny, ..... , byly aspon krdtce dotceny, nebot setkd-
v se Zak pozdéji s nékterou z téchto namitek, které mu byly zamlceny, jest jen zridka s
to, aby ji bez ndvodu patricné roziesil, a jest pak ve své vite zmaten. Rozvoj kritického
myslenia je aj doménou logiky, metodologie vied i matematiky. V nich st podnetné
impulzy nielen pre vzdelanost (logicka stavba prejavu, znalost definicii pojmov, ar-
gumentmi podlozeny vyklad), ale aj pre mravnost, mudrost i cnost kazdého ¢loveka
v neziStnej ¢inorodej spolupraci celého Tudstva.

Z odkazu a pre spomienku

Pripomenme si eSte niekol'ko mySslienok, ktorymi sa ucitel ndbozZenstva a filozofie B.
Bolzano zapisal do stdc svojich kolegov i ziakov:

e Byt stastnym a ingch obstastnovat to je pravé poslanie c¢loveka... Priznajme
sa pred celym svetom, Ze potrebujeme ldsku, milovat a byt milovani.
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o Musime byt rozhodni. Prilnit k pravde, k dobrej veci ludstva a nie sa chciet za-
pacit nejakej skupine, nejakej siudnej stolici... Odvahu potrebuje aj ucitel, pretoZe
pravd osveta vidy nardZa na odpor: v kaZdej krajine sa ndjdu ludia, pre ktorych
je ¢istd pravda solou v ociach...

e Pravd wveselost nielenZe neuberd z ludskej dostojnosti, ale je aj podstatnou
podmienkou jej dokonalosti... Zo wvSetkijch moznijch spdosobov jednania vyber
vZdy ten, ktory po uwvdZeni vsetkych dosledkov najviac prispeje k blahu celej
spolocnosti.

o Muidry clovek nie je nikdy pysny a spupny; skor o sebe zmysla skromnejsie ako
ing... nechce panovat nad inymi, ale nechce tieZ byt ich sluhom...

Pedagogika ako stlad slov a skutkov

7 odkazu vyznamnych ucitelov, ktori dokazali zosuladit slova so skutkami a osobnym
Zivotom zostane vzdy nie¢o pozitivne vo vedomi ich ziakov, aj ked sa ich cesty rozidu.
Takou pedagogickou osobnostou bol bez pochyb aj profesor Bernard Bolzano, ktory
si eSte ako zaGinajici vychovavatel predsavzal: Mojou prvou povinnostou musi byt, aby
som st ziskal ldsku svojich Ziakov. Svojou vychovno-vzdelavacou ¢innostou povzbudil
mnohych v presvedceni, 7e pravdivé poznanie, cnostnd mravnost a nezi§tna osvetova
spolupréca prispievaju k dokonalosti [udského rodu. Pedagogické umenie je aj v tom,
systematicky zuslachtovat zaroven I'udsky um aj cit. K tomu patri aj skromné, dosto-
jné a laskavé vystupovanie v kole aj na verejnosti. Od ucitelov na zakladnych alebo
na strednych gkolach nemusime vyzadovat nadpriemerné vedomosti, ak ucitel bude
clovek dobry, so zdraviym rozumom a veselou myslou, ak bude mat trochu ldsky pre
povolanie a ak bude ndlezite pouceny, ako si v ucitelskej sluzbe pocinat.

Dnes je moZno zrejmé

Bolzano mal nesporne Spekulativne nadanie a schopnost kriticky posudzovat
logicku argumentaciu. Pontkal svoje nazory, ku ktorym sa dopracoval svojim in-
telektom sam, aj ked ¢asto neboli podporované doverou vSetkych. Napriek tomu,
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bol svojim okolim povazovany za zbozného, velmi vzdelaného a duchom osvieteného
knaza, ktory v nezi$tnej spolupraci s bliznymi napomahal blahu celého Tudstva. Ani
v hodindch najtazsej bolesti som nezakolisal vo viere v Boha a jeho prozretelnost. Ka-
tolicka krestanskost, ale aj duchaplné logicko-matematické predstavy mu prinésali
nepochybni radost krehkého tela a povznasajucej sa duSe. Vnimal kazda hlboku
nabozensku vieru i rozsiahle logicko-matematické vedomosti ako dve strany uni-
verzalne] mince — I'udskej intelektualnej schopnosti poznavat pravdu samu o sebe.
Dnes je moZno zrejmé, Ze univerzitny ucitel Bernard Bolzano zanechal zmyslu-
plny odkaz laskavej midrosti nielen v spolo¢ensko-nabozenskej oblasti, ale aj na
poli vedecko-matematickej metodolégie. Mozno aj pre nas, ucitelov matematiky na
vSetkych druhoch a stupnoch §kol, zostani aspon trochu inSpirujtce jeho slova: Slaby
matematik nebude nikdy mocnym filozofom... aby to, ¢o mozZno bolo povedané nejasne,
bolo vysvetlené jasnejsie, to, co je uplne nesprdvne, bolo odvolané, ale vsetko spravne
a pravdivé, aby co najskor bolo vseobecne prijaté.

Zije v naSich predstavach

Mudry a uslachtily Bernard Bolzano zostane dejinach zapisany ako vyznamny
matematik, logik, filozof i socidlny myslitel. Ako c¢lovek pokrokovy, ktory svoje
presvedcenie, vedecké i humanistické, nielen hlasal, ale aj 7il. Podarilo sa mu vytvorit
obdivuhodné dielo zjednocujiice morélne idedly s prisnou vedeckou metodou, prak-
tické postupy badania s teoretickou logikou, oduSevnenie pre pojmoviu usporiadanost
so skutoénymi formami pravdy a sveta. Myslienka Isokratova, ktori pouzil ako motto
svojej prvej vedeckej prace, je zaujimavym postrehom, vystiznou charakteristikou
i podnetnym impulzom: Vo wveddch © vo vsetkyjch ostatngch oblastiach neprindSaju
pokrok ti, ktori kicovite zotrvdvaju na ustdlenom stave vect, ale ti, ktori sa usiluju
o lepsie, ti, ktori sa odvdzia stdle menit vsetko, co nie je v poriadku.

Bernard Bolzano, profesor prazskej univerzity, mimoriadny zjav ¢eskej kultiirne;j
minulosti, si odzil svoj nelahky osud v silovom poli medzi etikou a matematikou,
nabozenstvom a logikou. Stal sa prikladom zostiladenia korektného vedeckého zaujmu
s uslachtilou Tudskostou mravnej autority. Prispel k harmonizacii pojmovej uspori-
adanosti so skutoénymi formami pravdy vo svete. Ako nezabudnutelna ucitelska os-
obnost viedol §tudentov ku kritickému a nezaujatému mysleniu, k odvahe sa slobodne
vyjadrovat a spravne argumentovat, aby pravda bola IahSie ndjdend, zrozumitelne-
jSie vylozena a ti¢innejSie pochopena. Zostane zapisany nielen medzi najprenikavejsich
myslitelov 19. storotia v Cechach, ale aj do mnoziny nezabudnutelnych postav eu-
ropskej kultirnej civilizacie.



134 DUSAN JEDINAK

Literatira

[1] BERKA, K.: Bernard Bolzano. Praha. Horizont, 1981.

|2] BOLZANO, B.: O logice (faksimile ptekladu). Praha: Paméatnik narodniho
pisemnictvi, 198]1.

[3]| BOLZANO, B.: O nejlepsim stdte. Praha: Mlada fronta, 1981.

[4] BOLZANO, B.: Paradozy nekonecna. Praha: Academia, 1963.

[5| BOLZANO, B.: Védoslovi. Praha: Academia, 1981.

|6] BOLZANO, B.: Viastni Zivotopis. Praha: Odeon, 1981.

[7] BOLZANO, B.: Vybor z filozofickyjch spisi. Praha: Svoboda, 1981.

[8] JARNIK, V.: Bolzano a zdklady matematické analyjzy. Praha: JCMF, 1981.

|9] LOUZIL, J.: Bernard Bolzano. Praha: Melantrich, 1978.
[10] PAVLIKOVA, M.: Bolzanovo piisobeni na praZské univerzité. Praha: UK, 1985.
[11] VOPENKA, P.: Podivuhodny kvét ceského baroka. Praha: Karolinum, 1998.

[12] ZLATOS, P.: Ani matematika si nemoze byt istd sama sebou. Bratislava: IRIS,
1995.

Adresa autora:

Trnavska univerzita - Pedagogicka fakulta
Priemyselna 4

918 43 TRNAVA

e-mail: djedinak@truni.sk



Vyuziti interaktivnich metod ve vyuce matematiky

MARIKA KAFKOVA

ABSTRACT. The article deals with the project called Global School aiming for including
modern methods into teaching of mathematics. The main characteristic feature of the Global
School is the cooperation of pupils of diferent schools where the pupils communicate with one
another exclusively via internet.

Obr. 1 — Zaci pii praci v Globalni skole

Uvod

Interaktivni vyuka je moderni vyucovaci proces, pfi némz soucasné spolupracuji stu-
denti a pedagogové. Dilezitou charakteristikou tohoto procesu je vztah mezi uve-
denymi tcastniky, ktery je zalozen na principu partnerstvi a spoluprace, kdy student
se stava aktivnim subjektem, ovliviujici prubéh a podobu procesu.

Zakladni matematické védomosti hraji diilezitou roli v budoucim zivoté kazdého
¢lovéka, a proto je nutné vyuku matematiky na skolach urc¢itym zptisobem vylepsovat
a zdokonalovat. Zeptame-li se zaku, jak je matematika bavi, odpovéd je vétSinou
stejna: ,Matyka je nudna a nezazivna“. 74ci také casto nevédi a neumf si predstavit,
k ¢emu jim matematické znalosti budou v zivoté dobré. Matematika je stéile jeSté na
vétsiné zakladnich, ale i stfednich skol vyucovana standardnim zpiisobem. Ucitel je
ten, jenz rozdava piikazy, tikoly, narizuje, napomina a nuti zaky k urcité ¢innosti. Zaci
sedi v lavicich, stoji na opac¢né strané ,barikady*, a proto se snazi dané tikoly a prikazy
plnit. Probiraji-li se napt. objemy téles v prostoru, zaci se vétS§inou nauci potiebné
vzorecky a pak Fesi jeden piiklad za druhym. Piiklady jsou nejcastéji typu: Je ddn
vdlec o rozmerech. . . Vypocti, jaky je objem vdlce. Malokdy je zakum ptedlozena tloha
z dané problematiky, kterd je zaméiena na piiklad z praxe. Zaci se tak nemusi prilis
zamyslet nad zadanym tikolem, matematika jim piipada nezazivna, a tak ji obvykle
fadi do skupiny neoblibenych pfedmétii. Seberealizace a predevsim kreativita zaki ve
vyuce tak predstavuje jen malou roli. Lze ¥ici, 7e urcita transformace c¢eského skolstvi
od stereotypu k tvofivé a zabavné ¢innosti zaku probiha velmi pomalu.
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Globalni skola

O interaktivni vyuku matematiky, charakterizovanou tizkou spolupraci zaki riznych
zakladnich a stfednich §kol usiluje projekt zvany Globdlni skola, ktery vznikl v min-
ulém roce na Pedagogické fakulté Jihoceské univerzity. V ramci Globalni gkoly je
vytvarena fada projektu a piikladi, pfi jejichz feSeni mohou 7aci uplatnit nejen své
dosavadni matematické znalosti a dovednosti, ale jsou i nevédomky seznameni napf.
s pojmem ,spoluzodpovédnost® za spravné vysledky. Uc¢i se komunikovat se svymi
vrstevniky prostifednictvim internetu a formou vhodnych piikladi ¢i projekti se uci
vnimat realitu okolnfho svéta. Snazi se samostatné pracovat s poc¢ita¢ovymi programy,
maji moznost vymyslet si sva vlastni feseni a tyto pak dale konzultovat se svym vir-
tualnim spoluzdkem. Zpusob prace a prubéh feseni danych tukoli zaky umoziuje na
druhé strané uciteliim blize nahlédnout do zptisobu jejich mySleni a tak je i lépe pocho-
pit. Ucitel ma moznost zjistit, jak se zak umi vypotradat s nestandardnim tkolem,
kolik ¢asu potiebuje na spravné feSeni, zda je schopen pitiklad vyfesit saim, jak dokaze
komunikovat se svym okolim apod.

Na tomto projektu Pedagogickd fakulta Jihoceské wuniverzity kooperuje
s Prirodovédeckou fakultou Masarykovy univerzity v zastoupeni Doc. RNDr. Eduarda
Fuchse, CSc. a doktorandky Mgr. Mariky Kafkové (vede a vyhodnocuje ¢innosti zakiu
jedné z virtualnich t¥id), ktefi jsou rovnéz ¢leny fesitelského kolektivu.

Diky Globdlni skole jsou zéaci do jisté miry sezndmeni s metodou e-learningu.
Matematické priklady a projekty, které jsou zakum predkladany, vychazeji viceméné
7 praxe, pricemz dulezitou charakteristikou danych projekti je propojeni matematiky
s ostatnimi predméty. Priklady jsou vybirany tak, aby byly zabavné a motivujici pro
dalsi studium matematiky.

Cilem projektu je, aby zak byl schopen:

e chapat svét v souvislostech,

e nahlizet na problémy z vice nez jednoho thlu pohledu,

e spolupracovat se svymi kolegy,

e predkladat sva feSeni a obh4jit si svij nazor,

e byt vstiicny k jinym nézortim a odlisnym feSenim,

e vyhledat si potifebné informace,

e vyuzit dosavadnich znalosti,

e orientovat se v informacnich technologiich, které jsou nedilnou soucasti dnesni

moderni doby.

Realizace

Jak uz bylo zminéno vyse, jedna se o spolupraci zaki riznych skol, pricemz komu-
nikace mezi nimi probiha pfres internetové prostiedi - tzv. spoluprace ,na dalku®.
Zakladnim prvkem v Globdlni skole je virtualni t¥ida, ktera se sklada z virtualnich
lavic, v nichz zaci pracuji na pridélenych prikladech. Zaci i ucitelé skol, které projevi
zajem o tento projekt, ziskaji zaregistrovanim do Globdlni skoly své uzivatelské jméno
a heslo, pod kterym se prihlasuji do systému. Poté jsou tedy vytvoreny t¥idy skladajici
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se ze zakovskych skupin, resp. ,Javic“. V kazdé ,lavici sedi 7aci z riznych skol. Komu-
nikace mezi sousedy probiha pouze prostiednictvim webovych stranek Globdlni skoly.
Jednotlivé Jlavice” pak tesi ulozené ptiklady, prficemz jedna z dilezitych podminek
pro splnéni prikladi je, ze Zaci musi spolupracovat a komunikovat mezi sebou, tzn. ze
na feSeni se musi podilet oba. Vzhledem k tomu, Ze Zaci zatim nemaji moznost tesit
dané tkoly ve shodném case, je vytvoren ke kazdému z nich elektronicky ,sesitek®,
do néhoz zaci zapisuji své napady a navrhy feSeni. Elektronicky ,sesitek umoznuje
nejen vzajemnou komunikaci mezi zaky, ale zaroven slouzi i pro moznou pozdéjsi
pedagogickou analyzu. Kazda ,lavice” si muze vybirat, v jakém poradi chce tkoly
fesit a urcovat si své tempo. 74ci sva feseni mohou odeslat ke kontrole pouze tehdy,
jestlize na teSeni spolupracovali oba a oba jsou piesvédceni o jejich spravnosti. Poté
jeden z zaki oznaci kol jako zodpovézeny a timto zpiisobem dava aviso virtualnimu
uciteli'®, 7e jsou s piikladem hotovi. Zaci vidi pouze usporadani vSech lavic, resp.
jakysi zasedaci poradek. Sledovat jednotliva feSeni piikladi jim je umoznéno pouze
ve své Jlavici, kdezto virtualni ucitel ma moznost nahlizet do vSech lavic. Virtualni
ucitel je v pozici radce, ktery poméahé, upresiiuje, kontroluje a schvaluje feSeni tkolu
a tim zajistuje zpétnou vazbu.

Diky webovému prostiedi Plone, jez Globdlni skola vyuziva, se zdk miize kdyko-
liv a kdekoliv (ve skole, popf. doma) piihlasit pomoci svého uzivatelského jména a
hesla, oteviit si svoji virtualni t¥idu, lavici a vybrat si ze seznamu tloh piiklad, ktery
se rozhodl fesit. Zobrazené ukoly jsou bud nové, rozpracované a nebo jsou jiz zod-
povézené. Zda-li je konkrétni kol spravné vyteSen, tzn. zodpovézen a tedy schvalen,
vidi Zaci na obrazovce pfimo u daného prikladu. Pokud zaci odeslou piiklad k ohod-
noceni a virtualni ucitel zjisti, ze feSeni piikladu spravné neni, vrati priklad zakim
k dopracovani. V ,sesitku“ pak kazdy vidi nejen navrhy feSeni svych spoluzaki, na
néz muze okamzité reagovat, ale také pripadny komentat od virtualniho ucitele.

Ve gkolnim roce 2005/2006 fesili 7aci napt. alohy nasledujiciho znéni:

e Sjizdéni vodopadu

Jak se sjizdéji vodopady? Cloveka uzaviou do pevné bedny vyrobené ,piresné
na miru" a vhodi bednu do feky nad vodopadem. Kdyz to dobie dopadne, pod
vodopadem jej z bedny vytahnou...

Mate za tkol provést vypocty pro vyrobu bedny
pro svého spoluzdka z lavice. Bedna musi presné
odpovidat jeho postavé, tak aby v ni mohl stat.
Rozhodnéte se, zda vytvotite bednu tvaru kvadru
nebo vélce. Rozméry si u spoluzéka zjistéte (a poslete
mu rozméry své). Vypocitejte objem a povrch takové
bedny. Vysledky méfeni a vypocet napiste do feSeni
ulohy. Jako nésledny tkol spocitejte, kolik litri vz-
duchu ztistane v bedné, jestlize se do ni spoluzik
vsoukéa (pocitejte s tim, 7e kolik kg ¢lovek vazi, tolik
litri mé objem). Jak dlouho by ¢lovék v takové bedné
prezil, pokud spotfebuje 7 litri vzduchu za minutu?
Na tyto otazky muzete odpovédét spole¢né.

Obr. 2 Vodopad

13Virtualni uditel je osoba, ktera kontroluje a uznava fegeni jednotlivych tkold.
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e Zavésné draky

Létani na velkych zavésenych dracich je jisté
vzrusujici. OvSem velice dulezita je presna vyroba
soucasti takového draka, tak aby se presné piekry-
valy.

Budete vystupni kontrolou vyroby velkych létacich
draki - budete kontrolovat, zda jsou dily shodné
a drak dobte poleti. Na této strance si spustite
aplety s pohyblivymi obrazky (lze s nimi hybat
my$i). Splite tkoly popsané u obrazka dole.

Az Cast 1 a Cast 2 vytesite, vlozte dokument a
popiste v ném, jak jste museli umistit body S1, S2
nebo vrcholy, aby se obrazce prekryvaly. Cela lav-
ice zodpovida za feSeni, to znamena Ze muzete své
odpovédi postupné vylepSovat a teprve nakonec
(kdy uz si myslite, Ze je feSeni uplné) zagkrtnout v
zelené nabidce stav: odpovézeno.

-

za bod S1 a pozorujte:

1. Nejprve si vyzkouSejte. ’
V tomto obrazku tahejte mysi

2 Pohybujte body S1 a

7 S521fak. aby se Zlutya
zeleny obrazec Uplng
preknyvaly. Napiste, jak
|ste museli obrazek
upravit.

.3 Pohybujte body $1a

7 G2 tak. aby se Zluly a
zeleny obrazec Gpiné
pfekryvaly. N apidte, jak
jste museli obrazek
upravit.

S

Obr. 4 Animace ptikladu

Obr. 3 Vyroba draku

Na téchto a dalsich tlohach pracovali napt. Zaci 1. roéniku Gymnazia v Brné a

7aci kvarty Gymnazia v Nymburce. Z téchto zaku byly utvofeny bud smiSené ,lavice*
nebo lavice* skladajici se jen z divek ¢i jen z chlapci. Prace na zadanych piikladech
nebyla zac¢lenéna do hodin matematiky, 7zaci fesili priklady ve svém volném case, coz
meélo za nasledek mensi aktivitu, nez jsme ocekavali. Z devétadvaceti vzniklych lavic
velmi dobfe pracovala Sestina, pficemz se jednalo o 4 divéi a jednu smiSenou lavici.
V dalsich nékolika lavicich byl skute¢né aktivnim pouze jeden ze dvou zaki, a proto
jim vzhledem ke stanovenym pravidlim nebyly ptiklady uznany. Ostatni lavice byly
bud pasivni, nebo se zapojovali jen ziidka.
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Podle dosavadniho prubéhu je zifejmé, 7e kdyz projekt Globdlni skola nebude
¢asem zapojen do vyucovaciho procesu napi. jako vybérovy predmét s alesponn dvéma
hodinami mési¢né, bude vzdy velmi tézké motivovat zaky k néjaké ¢innosti.

V druhé poloviné Skolniho roku byly zaktim piedlozeny dva rozsihlejsi projekty, na
které méli k dispozici nékolik mésicu. Na tomto projektu spolupracovali uz nejenom
7aci vyse zminénych skol, ale také napf. 7zaci z primy Gymnazia v Ostravé.

Zaci si nejprve vybrali projekt, na kterém chtéli pracovat a poté byli utvoreny
Sfrmy“ sklddajici se miniméalné ze ¢ty osob, které mély za tikol dany projekt vyfesit.
Jeden z projekti byl nazvan ,Sportovni aredl”. Na webové stranky byl zdkim vlozen
popis projektu s cilem jednotlivych firem. Protoze se jednalo o dlouhodobéjsi a rozsah-
lejsi tikol, bylo jeho feSeni usnadnéno tim, ze byl rozdélen do péti fazi, z nichz kazda
jasné definovala postup feSeni.

Cilem zakiu bylo vytvofit plan moderniho sportovniho arealu, resp. plan rozvrzeni
jednotlivych objekti v aredlu, pro ktery jista obec s ptthodnym nézvem Sportédkov
vyclenila pfilehlou louku o uréitych rozmérech a zaroven definovala své ptedstavy,
ze kterych by se mél aredl sestavat. Zaci si mohli nadefinovat navic i dalsf objekty
a s nimi souvisejici sluzby, které maji v arealu dilezitou a nepostradatelnou funkci.
Jednotlivé firmy si nejprve mély vymyslet nézev firmy, poptipadé vytvorit si své logo
a nazev sportovniho arealu. Poté nasledovalo urceni objekti a sluzeb nutnych pro za-
jisténi béhu” areadlu. K tomu slouzilo i stanoveni diilezitych idaji o sportovnich ob-
jektech, spravnych rozmérech hiist, pouzitych materidlech az po komplexni vybaveni
sportovnich objektu. VSechny tyto tidaje mély byt sepsany do komentéare predlozeného
s navrhem aredlu.

S vysledky své prace zaci, resp. firmy* vystoupi na malé konferenci, ktera se
uskutecni v fijnu 2006 na Pedagogické fakulté v Ceskych Budgjovicich, kde budou
jednotlivé projekty vyhodnoceny a poté vybran jeden pro ,realizaci®. ..
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Platforma e-learningowa w pracy z mlodzieza
uzdolniong do matematyki

HENRYK KAKOL

ABSTRACT. The aim of this paper is to give possibility of using linear combination of the
equations for the plane curves to solve some problems of analytic geometry.

W procesie nauczania matematyki mozna wyrézni¢ nastepujace komponenty:
e ksztaltowanie poje¢ matematycznych,

e rozwigzywanie zadan,

e prowadzenie rozumowan matematycznych,

e ksztaltowanie jezyka matematycznego.

Jednym z najwazniejszych skltadowych tego procesu jest rozwigzywanie zadan.
Stuza one bowiem jako §rodek do utrwalania zdobytych wiadomosci, wyrabiaja
okre$lone sprawnosci i umiejetnosci, wyrabiaja umiejetno$é¢ stosowania definicji i
twierdzen, pomagaja sprawdza¢ postepy w nauce i wyniki nauczania (kolokwia,
sprawdziany, egzaminy), z drugiej strony za ich pomoca ksztaltuje sie i definiuje po-
jecia matematyczne, uczy sie prowadzenia rozumowan matematycznych, dowodzenia,
ksztalci sie jezyk matematyczny, pokazuje sie zastosowania matematyki, ksztalci sie
wyobraznie. Sa one waznym czynnikiem aktywizujacym, stymuluja niejednokrotnie
rozwoj zainteresowan uczniow. Pokazuja, czym naprawde jest matematyka, bowiem
jak pisze Z. Krygowska [2|: Uczeri tworzy sobie takq koncepcje matematyki, jaka mu
ste ukazuje przez pryzmat rozwigzywanych przez niego zadan.

Wisrod wielu zadan, ktore rozwigzujemy w trakcie uczenia sie matematyki, mozna
wyrdzni¢ rozne ich typy |2|. Jednak najczesciej wystepujacymi zadaniami w nauczaniu
szkolnym sa zadania:

e Cwiczenia - wymagajace od uczniow sprawnosci rachunkowych, opanowania,
regut wykonywania dziatan, rachunku pamieciowego. Stuza zatem do utrwalania
i zmechanizowania okreslonych operacji. Rozwiazuje sie je przy malym zaan-
gazowaniu tworczym ucznia
i niktym wykorzystaniu teorii.

e Zwykle zastosowanie teorii - do ich rozwigzywania potrzeba wiecej zrozni-
cowanych czynnoéci, samodzielnosci, wiecej roznorodnych elementow teorii, a
w szczegOlnosei stosowania definicji i twierdzen. Rozwiazujac takie zadania
postepuje sie zgodnie
z pewnym znanym sposobem rozwigzywania podobnych zadan, wedtug pewnego
znanego algorytmu.

e Problemy - zadania, ktorych rozwigzania nie uzyska sie na danym poziomie
nauczania bez pewnej pomystowosci, bez szczypty choéby matematyczne]
wyobrazni, bo do ich rozwigzywania nie wystarcza ani wiedza, ani sprawnos¢
techniczna, ani nawet doswiadczenie
w rozwigzywaniu typowych zadan.
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Jaka role w nauczaniu matematyki spetniaja zadania  problemy? W jakim
celu rozwigzujemy takie zadania? Po co nauczyciel ich uzywa w praktyce szkolnej?
Odpowiedz wydaje sie prosta. Pozwalaja one odkrywaé¢ uczniéw o umystach cechuja-
cych sie niestandardowym sposobem podchodzenia do rozwigzywania zadan, cechu-
jacych sie pewnym blyskiem w znajdywaniu pomyshu na rozwigzanie zdania, jednym
stowem - pozwalaja wyszukiwaé¢ uczniow uzdolnionych matematycznie. Niejednokrot-
nie uczniowie rozwigzujacy takie zadania zaczynajg interesowac¢ sie matematyka, a
tym samym zmieniaja swoj stosunek uczuciowy do niej. Jednak najwieksza ich zaleta
jest fakt, ze stanowig one doskonaty material do rozwijania
i ksztattowania aktywnosci matematycznych. Podczas ich rozwigzywania uczniowie
uczg sie uogodlniania, postuguja sie analogiami, prowadza rozumowania matematyczne
itp. |1].

Jak pokazuje praktyka szkolna zadania — problemy nie czesto goszcza na lekcjach
matematyki. Dzieje sie tak z wielu powodéw. Juz choéby z najbardziej prozaicznego.
Braku czasu, bowiem na rozwiazywanie takich zadan potrzeba jest mnostwo czasu.
Nie wszyscy uczniowie my$lg i pracuja w tym samym tempie, nie wszyscy z nich
potrafia bra¢ czynny udzial w rozwigzywaniu takich zadan. Rozwigzywanie takich
zadan na forum klasy powoduje u wielu uczniow zjawisko tzw. facytilacji spotecznej
[5]. Z tych tez powodow zadania te rozwigzuje sie na kotkach matematycznych. 1 tu
pojawia sie kolejny problem. Mozliwosé jednoczesnego spotkania sie z uczniami, a w
szczegolnoscei, gdy zdecydujemy sie na prowadzenie szkolnego kota matematycznego,
nie moéwiac juz o kotach miedzyszkolnych.

Wszystkich tych niedogodnosci mozemy unikna¢ gdy do tego procesu wlaczymy
platforme e-learningowa [3|, |4]. Probe taka podjatem prowadzac ogélnopolskie kota
matematyczne na platformie e-dlaszkoly.pl (rys.1 ).
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Rys. 1
Prowadzone tam sa cztery rézne kota.

e Koto dla uczniow szkét podstawowych.

e Koto dla uczniéw gimnazjum.
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e Koto dla uczniow szkoét ponadgimnazjalnych.
e Kotlo dla uczniow przygotowujacych sie do Olimpiady Matematyczne;j.

Do kot tych moze zapisa¢ sie kazdy, nie trzeba wnosi¢ zadnej optaty. Po zalo-
gowaniu sie do odpowiedniego kolta uczestnik ma do przeczytania informacje zaréwno
natury technicznej, jak i merytorycznej (rys. 2).
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W Forum aktualnosci (rys. 3) uczestnik moze przeczytaé¢ o roznych problemach
technicznych zwiazanych z pracg na platformie: o sposobach komunikowania sie na fo-
rum wszystkich uczestnikow kota, o sposobie komunikowania sie tylko z prowadzacym
koto lub z wybranym uczestnikiem, jak pisa¢ teksty, jak pisa¢ teksty matematyczne,
jak zamieszczaé rysunki, zataczniki i co wazne; jak zamieSci¢ swoje zdjecie.
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W module Teoria (rys. 4) zawarte sa wiadomosci i wskazowki, miedzy innymi
heurystyczne z ksigzki G. Polya, ktore moga poméoc uczestnikom kota w rozwiazywa-
niu konkretnego problemu.
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W module Stownik (rys. 5)uczestnik kola moze znalezé te pojecia i definicje,
ktore z jednej strony wystepuja w zadaniu, z drugiej za$ strony w danym momencie
rozwigzujacy ich nie pamieta lub nie spotkal sie z nimi.
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Rys. 5

W kolejnym module Tresé zadania (rys. 6) uczestnik kota ma mozliwosé zapoz-

nania sie

z tredcig aktualnie rozwigzywanego zadania.
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W kolejnym module Uwagi, spostrzezenia i pytania (rys. 7) uczestnicy za-
mieszczaja swoje rozwigzania, watpliwosci, spostrzezenia.
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Rys. 7

Jest to najwazniejsze miejsce na platformie, a jednoczesnie najbardziej interesu-
jacy dla nauczyciela zbior wypowiedzi, uwag, pytan, rozwiagzan. Tutaj odbywa sie
prawdziwa dyskusja o roznych sposobach rozwiazywania zadan, dyskusja w dowol-
nym czasie, na ogo6l dyskusja rozpoczeta przez uczestnika kota i miedzy uczest-
nikami. Nauczyciel wtacza sie do dyskusji w tych momentach, ktére uzna za stosowne
(poprawianie btedow, udzielanie heurystycznych wskazowek itp.).

Zadania sa wysSwietlane kolejno, po rozwigzaniu poprzedniego, ktore w dalszym
ciggu jest dostepne uczestnikom kursu.

Prowadzacy kolo w tym systemie ma bardzo duzo narzedzi utatwiajacych jego
prowadzenie: przygotowywanie materialow w réznych postaciach, w tym animacji,
filmow, interaktywnych tekstow, sprawdzianéw elektronicznych. Moze tez $ledzié¢
prace wszystkich uczestnikow kota (rys. 8).
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Wsrod wielu zalet, jakie posiada ta nowa forma pracy z mtodzieza uzdolniona do
matematyki, nalezg takie jak:

zmuszanie uczestnikow do czytania,

umozliwianie indywidualnego tempo pracy,

uczestnicy moga pracowa¢ o dowolnej porze dnia i nocy,
zapobieganie zjawisku facylitacji spotecznej,

natychmiastowa pomoc w przypadku napotkania trudno$ci i to mozliwa z trzech
7rodel,

uczestnicy znaja sie nawzajem (nazwisko i zdjecie),

forum dyskusyjne uczy porozumiewania sie, dyskusji, jednym stowem: komu-
nikowania sie.

Do wad takiego systemu pracy niektorzy autorzy zaliczaja:

brak kontaktu z grupa, z nauczycielem,
samotnosc,
posiadanie umiejetnosci postugiwania sie komputerem,

posiadanie dostepu do Internetu.

Mysle, ze czas na pelniejsza analize jeszcze nie nadszedl. Dopiero sprawdzanie tej
nowej formy w praktyce szkolnej ukaze jej wszystkie zalety, jak i tez ograniczenia , a
takze wady. Jedno wydaje sie pewne. Jest to inna, nowa forma pracy, ktorzy burzy
tradycyjne sposoby uczenia si¢ nauczania, a nauczyciel prowadzacy takie koto musi
co najmniej raz dziennie pracowac¢ na platformie.

Literatura

[1] Kakol, H., Ratusiniski T., , Rola komputera w rozwiazywaniu matematycznych

2|

El

4]

zadan, Dydaktyka Matematyki, nr 26, 2004.

Krygowska, A. Z., Zarys dydaktyki matematyki, czes¢ 3, Wydawnictwa Szkolne
i Pedagogiczne, Warszawa 1977.

Lezanski J., Platforma e-learningowa jako narzedzie wspomagajgce proces
uczenia sie  nauczania matematyki (czesé 1), Matematyka i Komputery nr 22,
2005.

Lezanski J., Platforma e-learningowa jako narzedzie wspomagajgce proces
uczenia sie  nauczania matematyki (czesé 11), Matematyka i Komputery nr
23, 2005.

[5] Zajonc R. B., Social facilitation, Sciens 149, 1965.



146

HENRYK KAKOL

Adresa autora:

Prof. Dr hab. Henryk Kakol
Instytut Matematyki

Akademia Pedagogiczna w Krakowie
ul. Podchorazych 2

30-084 Krakow

e-mail: henkakol@ap.krakow.pl



The computer model of temperature fluctuations

ADAM KIERSZTYN, JUSTYNA PROCHNIAK

ABSTRACT. In this note we propose a method of analysis of changes of temperatures based
upon Markov chains theory. We also describe some problems arising during the creation of
the computer programme designed for simulation of the behaviour of air temperature which
was written on the basis of our approach. The discussed problems are presented in a manner
comprehensive for high school students.

Introduction

The aim of this article is to present without a complicated mathematical background
the possible way of teaching high school students how to use certain more advanced
tools of probability, e.g. Markov chains, as an analytical instrument, helpful in a com-
mon practice. Therefore we do not concentrate here on theoretical construction of
Markov chains, but instead we try to illustrate the use of Markov chains for the mod-
eling of changes of the air temperature. Firstly, we assume that the pupils are already
familiar with the notion of probability and random variable, at least on an intuitive
level. This assumption is compatible with educational program of higher schools in
Poland. Secondly, we assume basic knowledge of some language of programming. The
second assumption is necessary, because in order to simulate the changes of tempera-
ture we use a computer programme. Although we presuppose basic skills in computer
science, we are not going to teach the computer programming, but to explain some
rules according to which the machine works. The rules of operation of the mentioned
computer application are described below.

Description of the basic model

The first fact that we have to mention is observation of some regularity in temperature
changes. Indeed, it happens rather rarely that the considerable growth and next an
unexpected fall of air temperature during successive days is observed. When we notice
the above-mentioned dependence, we propose the pupils to find the distribution of
temperature changes. To specify the simplest method of approach to the problem,
let us take into consideration the following three states: F which means the lack of
changes, G the growth of temperature, and F' corresponding to fall of temperature.
On the basis of the former experience we try to fill up Table .

Table 1: The proposed probabilities of transitions

States G E F
€] 1/6 1/2 1/3
E 1/4 1/2 1/4
F 1/3 1/2 1/6

The above mentioned table presents the probabilities of transitions from various states
to another states. For example, the number in the cell of intersection of the second
column and the second row specifies how often two consecutive days characterized
by the growth of temperature occur. In turn the number which is placed in the
intersection of the fourth row and third column describes how often after the day
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with the decrease of temperature the lack of temperature change is observed. Note
also that whatever is the last state, the system have to pass in the next step to either
state GG, F, or I/, therefore the sum of probabilities in each row of our matrix should
be equal to 1.

It is clear that transition probabilities are chosen here in an arbitrary way sug-
gested by intuition, thus they need not reflect the real situation. At this stage of
considerations it should be pointed out the role played by historical observations.
Namely, instead of finding probabilities the statistical data can be used. The depen-
dence between the obtained in this way positive integers and transition probabilities
is quite obvious: to evaluate probabilities we only have to divide every value from the
table by the sum of numbers in the corresponding row.

Thus, for our purposes we do not use a typical matrix containing transition proba-
bilities of the considered Markov chain, but we apply the matrix consisted of frequen-
cies, expressed in terms of positive integers. It is motivated by the next part of our
research, namely the use of table of frequencies is much more efficient and easier in
computer implementation. Besides, by using integer numbers instead of real numbers
one can reduce remarkably the volume of computer memory needed.

Moreover, it turns out that replacing the values of temperature registered in par-
ticular days by means of its differences noticed between consecutive observations leads
to more effective method of programming. In addition, the storage of this kind of in-
formation is more convenient, and next it is easier to retrieve and to assign particular
data to the corresponding states.

Table 2: The substitution of differences for the growth and fall of temperature
Temperature | 10,5 | 12,2 | 11,3 | 13,6 | 14 | 13,8 | 11,7 | 12,1

Difference
of temperature 1,7 |09 23 |04 -02]-21]| 04

The problem of quantization

It is easy to see that the above described set of states is not detailed enough, so the
received results do not give us too much information and are not satisfactory. There-
fore instead of three states some more precise statements about the temperature are
required. On the other hand, we cannot store to lengthy information, and in conse-
quence we cannot distinguish too many various states, say the values of temperature
which differs only by a small fraction of degree, because then the transition frequen-
cies matrix would be to large. Having this in mind, we introduce the following states:
G, - the growth of temperature with the strength k, I} - the fall of temperature with
the strength k, and E = Ej - the equilibrium of temperature, where 1 < k£ < n, and
n is a fixed positive integer.

Now we want to specify the number of states and their ranges in the computer
program. It is desirable to have symmetry of ranges of particular states. For example,
the range of state GGy should differ from state F5 only by sign. As a result we define
the default state ranges as well as the total number of states and present them in
Table .



The computer model of temperature fluctuations 149

Table 3: Default numbers of states and the corresponding data intervals.

State Number of states
3 5 7 9 11

G5 [7 ; OO)
G4 [6; o) [5;7)
G [5 5 o0) 4;6) [355)
Gy [4 ;00) 2,55 5) 2;4) 0,5 3)
G 2 500) [154) 0,7 5 2,5) 0,5 ; 2) 0,2 ;0,5)
Eo (2,2 | ((1;1) | (-0,750,7) | (-05;0,5) | (-0,2;0,2)
i (co;-2] | (4;-1] | (-2,5;-0,7] | (-2;-0,5] | (-0,5;-0,2]
F, (oo 4] | (-5;-25 (-4;-2] (-3;-0,5]
Fy (-00 ;-5 (-6 ; 4] (-5 -3]
Fy (-0 ; -6] (-7;-5]
Fs (-00 ; -7]

With this definition of the set of states we are able to determine the direction of
temperature changes and their strength.

Implementation of the described method

Taking into consideration the above described theoretical sketch of an application of
Markov chains used in order to modeling the temperature fluctuations we start to
create a suitable computer program. First we have to choose the data structure to
store the transition matrix of our Markov chain. Likewise mentioned before, we do
not use the traditional matrix containing transition probabilities, but we replace it
with the matrix of frequencies. On the basis of the uniform distribution we choose
the state to which the system passes in the next step. The choice of it is based on
randomizing by means of computer a number which is not greater than the sum of all
values within a given row. Then we qualify this number to appropriate state taking
into account total numbers of various transitions. For instance, suppose that a fixed
row of the transition matrix is given in Table .

Table 4: Exemplary row in the transition matrix
States F2 F1 EQ Gl G2
Ey 21 43 87 46 13

The numbers appearing in the above table can be interpreted as follows: during the
whole examined history the system passed 21 times from the state Ey to state Fy,
43 times to state Fj, and so on. During modeling of the temperature fluctuations
our program choose in random way some number from the range [1,210]. Let us
assume that this number is equal to 97. It is easy to check that the next state is
again Fj, because we have 21 4+ 43 < 97 < 21 + 43 + 87. Obviously, for a large
number of observations made each element of the transition matrix is a non-zero
one. However, if we include successive changes of the transition matrix according
to observed temperature fluctuations, then we conclude that the considered Markov
chain is not stationary.

Further improvement of the model and statistical inference

Let us consider in short the possible improvement of our model. It appears that
we can do this by specifying states on the basis of a larger number of notations of
temperature made during few consecutive days.
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Example giving, for n = 4 the state can be described by a sequence G1F;FEyGs,
which provides the following information: 4 days earlier the growth of temperature
with strength 1 was noted, 3 days ago there was fall of temperature with strength
1, 2 days ago the lack of temperature change was noticed, while during the last
observation the growth of temperature with strength 2 was registered. Clearly, if the
sequence GG Fy EyGs is treated as a single state, then in the next step the process can
pass merely to the state of the form Fy EqGyA, where A belongs to the set {Gy, Eo, Fj,
for k=1,2,...,n}.

In such a case it is necessary to define new structure of data, because the use of
the traditional square transition matrix is inconvenient in view of its large size. Our
transition matrix is now rare in the sense that it contains a lot of elements which are
equal to zero. Intuitively we conclude that for such data structure instead of a table
rather a vector of numbers which includes the name of a state and frequencies of
transitions to the other states is more suitable. Owing to this modification of data we
get considerable reduction of the minimal computer memory needed for the treatment
of it.

One of the main aspects of programming is to provide suitable input data given
in an appropriate structure. The best source of information concerning temperature
are the meteorological institutions. After preparation of the computer application
and initiation of a suitable input data we can start the simulation of temperature
fluctuations.

Then we usually ask the following question: is our model indeed close to the real
state? We give the answer to that question when we draw a comparison of the model
and the real state. The easiest method relies on consideration of the last several
observations and the prognosis. For the comparison of the model and empirical data
we may use various statistical methods.

The simplest measure of distance between the empirical data and theoretical prog-
nosis is the average of absolute differences and variance of differences. The next
measure that can be used for investigations of efficiency of the proposed model is
Linnemann’s leaning coefficient. The strength of fitness of a model to empirical data
may be expressed also by Wold’s coefficient.

Analyzing the simulated behaviour of the temperature from the point of view of
the described above goodness of fit coefficients we see that in the most cases the
predicted and observed values are well-compatible. However, likewise in the most
probabilistic considerations or statistical inference, the constructed model does not
furnish a method valid in 100%, and it cannot be applied for the long period of time
prognosis.
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Strategie preformulovani problému

JAN KOPKA

ABSTRACT. Matematikové pFi feSeni problémi pouZivaji celou Tadu strategii. Clanek se
zabyjvd strategii pFeformulovdni problému a jejim specidlnim pFipadem strategii pTefor-
mulovdni problému do jiného jazyka. Uvedené problémy a jejich Teseni jsou pouZitelné ve
Skolské matematice.

Klicova slova: problém, strategie feSeni problému, strategie preformulovani prob-
lému, strategie vyjadieni problému v jiném jazyce, pravidelny pétithelnik, zlaty fez,
cela ¢ast raciondlniho ¢isla, neorientovany graf.

Rika se, 7e matematika neni ,divacky sport”. Je tfeba ji péstovat aktivné, pricem?z
feSeni problému a zkoumani je rychly a ic¢inny zptisob, jak zakim a studentiim ukazat,
co je matematika. Problémy se ve Skolské matematice vyskytuji od pocatku, jsou
v ni i dnes a budou v nf jisté i v budoucnu. Divodi pro jejich zarfazovani je mnoho,
napf. motivovani, objasiiovani idei, procvi¢ovani, ospravedlinovani vyuky matematiky,
prezkusovani znalosti, rekreace (aktivni odpocinek) atd. My se vSak v dali ¢asti
chceme pouze zlehka dotknout vkladani problémi s cilem rozvijet schopnost zaku a
studenttt problémy ftesit. To je také jeden z hlavnich cili vyuky matematiky.

Pokud matematikové fesi problémy, pouzivaji pti tom urcité strategie. Tyto strate-
gie jsou vlastné nastroje, které jim pomahaji pii hledani cesty k cili. Téchto strategii
je celd fada. Vyjmenujme zde nékolik téch nejzidkladnéjSich. Mezi vyzkumné strate-
gie muzeme zatfadit: pokus omyl, pokus ovéfeni korekce, systematické experi-
mentovani. Z dalSich strategii uvedme alespon tyto: analogie, zobecnéni, specializace,
konkretizace, cesta zpét, vypusténi podminky, urceni blizgiho cile, vyuziti na¢rtku (ge-
ometrickd cesta), sestaveni rovnice ¢i soustavy rovnic (algebraicka cesta), opakovani
ur¢itého postupu. Vice se ¢tenaf o téchto strategiich mize doc¢ist napf. v 2| nebo |3].
My se zde budeme zabyvat jesté jinou uzitecnou strategii, ktera se nazyva prefor-
mulovani problému.

Obr. 1

V tomto ¢lanku nebudeme piili§ teoretizovat. Z praktickych divodi budeme vse
ukazovat na piikladech pouzitelnych ve §kolské matematice. Strategie preformulovani
problému neni nikterak nova. Abychom o tom ¢tenafe presvédcili, zacneme piikladem
a7 7 antického Recka a to dokonce ze samotnych pocatki tohoto obdobi, tj. z doby
pythagorejcii. Matematici pythagorejské skoly byly mistry ve vyuzivani této strategie.
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Mozna vite, 7e jejich znakem byl pravidelny pétithelnik (viz obr.1). Byl to znak tajné
moudrosti (viz knizka [4] od prof. Vopénky). Dokonce i ve stiedovéku, tedy mnohem
pozdéji, byl pétitihelnik znakem riznych carodéji, i kdyz pravdépodobné netusili,
jakou moudrost a jakou tajnost tento znak predstavuje.

Ale vratme se do starovéku. Je samoziejmé, ze pythagorejci chtéli sviij znak, tedy
pravidelny pétiuhelnik, zkonstruovat. Nedafilo se jim to az do chvile, dokud neobjevili
jeho skryté tajemstvi. V pravidelném pétithelniku je dimyslné ukryt pomér zlatého
fezu a to takto: Je to pomér délky uhlopficky a strany.

Tak byl puvodni problém zkonstruovani pravidelného pétitihelnika preformulovan
na problém novy (viz schéma).

Problém 1: Sestrojte pravidelny pétiuhelnik.

Preformulovani

Problém 2: Sestrojte zlaty tez.

Pokud umime sestrojit zlaty fez, pak konstrukce pravidelného pétithelnika je jiz
trivialni zalezitosti..

Regen{ problému 1 tak velmi nadzorné demonstruje pouziti strategie preformulovani
problému. Toto feSeni vSak demonstruje i strategii uréeni blizsiho cile. Konstrukce
zlatého Tezu je bliz§im cilem pro puvodni cil, kterym je konstrukce pravidelného
pétithelnika. Pti feSeni problému se vSsak vyuziva i strategie grafického zndzornéni
(viz nize).

Protoze problematika kolem pravidelného pétithelnika je velmi zajimava,
odboc¢ime a vénujeme ji trochu delsi poznamku. Vlozime do ni i néco o zlatém fezu
pro piipad, Ze s nim ¢tenaf neni piili§ obeznidmen.

Poznamka o pravidelném pétiahelniku

Co je zlaty rez?

Necht je dana tsecka délky u. Bod Z déli tuto tsecku na dvé kratsi tisecky majici
délky x a y, pro néz plati:

u/r=x/y.

Bod Z se nazyva zlaty fez a ¢islo u/x se nazyva pomeér zlatého fezu.

Obr. 2

Jak Rekové konstruovali zlaty rez?

Odpovédét na tuto otdzku znamena ukézat, jak pro danou tusecku délky u kon-
struovali bod Z. Vyuzili k tomu pravothly trojihelnik s odvésnami v a u/2 (viz obr.
3) Pokud od piepony odecetli usecku délky u/2, dostali usecku délky z(viz obr. 3 a
2). Je videét, 7e Rekové pouzivali p¥i konstrukei ¢ists geometrickou cestu.
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Obr. 3
Pokud spoc¢itame délku tsecky z, dostaneme:
T = w a priblizné z = 1,618 u

Jak se zlaty rez v pravidelném pétiihelniku vyskytuje?

Na obr. 4 a) je pravidelny pétithelnik majici stranu délky v a plné jsou v ném
vyznaceny jeho dvé thlopficky. Je ziejmé, ze ctyiuhelnik ABCF je kosoctverec
se stranou v. Na obr. 4 b) je stejny pravidelny pétithelnik a dale je zde vyz-
nacen mensi pravidelny pétithelnik EFDGH se stranou délky w. Protoze vSechny
pravidelné pétithelniky jsou navzajem podobné, je podobny i pétitihelnik se stranou
v a mensi pétithelnik se stranou w. Pokud v obou pétithelnicich vytvorime pomér
délek uhlopticky a strany, dostaneme:

u/v=v/w,

D

RN
=/

a)

D
\ .
E F !
A B
b)
Obr. 4

Skutecné tedy plati to, co jsme jiz vySe uvedli: délka thlopiicky ku délce strany
jsou v pomeéru zlatého fezu. Navic prusecik libovolnych dvou thlopticek nevychaze-
jicich ze stejného vrcholu je zlatym fezem kazdé z nich.

Citujme z knizky [4] prof. Vopénky: V pravidelném pétiahelniku je tedy uve-
denym zpusobem ukryt pomeér, povazovany za nejkrasnéjsi ze vSech poméru. ... Znak
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pravidelného pétithelnika je znakem moudrosti, nebot v sobé krasu skryva, ale nevys-
tavuje ji na odiv.

Pravidelny pétiahelnik je vSsak také znakem tajemstvi. Jaké to bylo tajemstvi?
Rekové si pravdépodobné polozili nasledujici otazku:

Kterd dvé pFirozend ¢isla jsou v poméru zlatého fezu?

Odpovéd: Takova dvé piirozena ¢isla neexistuji.

Dikaz (sporem): Necht m je nejmensi pfirozené ¢islo pro néjz existuje pfirozené
¢islo n takové, ze m/n je pomér zlatého fezu. Pak ale plati, ze m/n = n/(m — n).
Cislo n je vSak mensi nez ¢islo m, a tak dostavame spor.

Diusledek: Uhlopiitka a strana pravidelného pétitihelnika jsou nesouméfitelné'.

Toto bylo podle prof. Vopénky nejhlubsi tajemstvi pythagorejské skoly ukryté
v jejich znaku.

Ale: T uhlopficka a strana ¢tverce jsou nesouméritelné. Dukaz je vSak trochu

Ten, kdo objevil nesouméritelnost thlopricky a strany ve ¢tverci byl pythagorejci
proklet, protoze znesvétil jejich znak. Nejhlubsim tajemstvim pravidelného pétithel-
nika byla pro pythagorejskou skolu pravé nesouméritelnost jeho thlopticky a strany.
Ted musela toto tajemstvi utajovat.!?

Tim naSe poznamka kondi.

Nyni uvedeme druhy piiklad. Je pfevzat z knizky [1]. Nez vSak vyslovime problém
3, pripomeneme ¢tenaii pojem, ktery se v ném bude vyskytovat. Je to celd cast
raciondlniho ¢éisla x, kterou znac¢ime [z|. Definujeme ji jako nejvétsi celé ¢islo y takoveé,
7e je mensi nebo rovné ¢islu z. Napi. [2/5] — 0, [16/3] — 5, [4] — 4.

Problém 3: Necht p a ¢ jsou nesoudélna prirozené ¢isla. Dokazte, Zze plati:

2] 2] [ s Jet] s et

q q q q 2

Aby bylo trochu jasnéjsi, o co v tomto problému jde, zvolime nejprve zcela ndhodné
néjaky konkrétni priklad (strategie konkretizace): Zvolime-li ¢islap = 5 a g = 7, jsou
tato ¢isla nesoudélna a podle zadaného vzorce pry plati, Zze pokud secteme termy na
levé strané formule (1), da se tento vysledek rozlozit zptisobem popsanym na pravé
strané této formule. Pro nasi volbu dostaneme:

6.5
7] -

9+ [ [+ - [

4.
:0+1+2+2+3+4:12:76:
G- -1

N 2

Ctenaf si miize podobny vypocet udélat jesté napt. pro p = 11 a ¢ = 9 (zvolena
¢isla jsou opét nesoudélnd) ¢i pro dalsi ndhodnou konkretizaci, aby lépe pronikl do
dané problematiky. Vhodné by bylo, kdybyste za ¢isla p a ¢ zvolili i ¢isla soudélna,
napt. 6 a 8, abyste vidéli, ze v tomto pfipadé formule (1) neplati. V tom pfipadé

4 Neexistuje délkova jednotka takova, aby délka thlopficky a strany pravidelného pétitihelnika
byly jejimi pfirozenymi nasobky.
'5Vice se ¢tenar muze docist o problematice vlozené do této poznamky pravé v knizce [4].
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by bylo pot¥eba nahradit rovnost ostrou nerovnosti. (Jakou?) Zduvodnéni i této vasi
spravné odpovédi najdete v nasledujicim textu.
Zda se, ze ditkaz uvedené ciselné — teoretické véty nebude snadny. Pokud si vSak

uvédomime, Ze termy [%} miZeme interpretovat v soufadnicové soustavé dimenze 2,

situace se podstatné zméni. Interpretaci muzeme provést takto:
Jestlize p, q jsou nesoudélna ¢isla, pak [%’] predstavuje pocet bodu s celo¢iselnymi

soufadnicemi (7, y), kde 0 < y < ip/gpro v8echna i = 1, 2, 3, ..., ¢-1.

Aby bylo to, co jsme pravé napsali ziejméjsi, vratme se opét k prvni vyse uvedené
konkretizaci. Polozili jsme p = 5 a ¢ = 7. Pokud budeme napft. term [%} interpretovat
pomoci bodu, dostaneme mnozinu bodu (i, y), kde i— 4 a y jsou cela &isla, pro néz
plati: 0 < y < 4.5/7, tzn. y — 1, 2. Hledanou mnozinou bodu je tak mnozina {[4, 1],
[4, 2]}. Pokud takovouto interpretaci udélame pro i — 1, 2, 3, 4, 5, 6 a ziskané body

znazornime v kartézském grafu, dostaneme “trojihelnik” na obr. 5:

o\

| e ] b | led | = | WD

112 3'4'5'&'?

Obr. 5

Nas nyni zajima, kolik bodu ziskany ,trojuhelnik® ma. Tento vypocet vsak jiz
popiseme obecné.

Problém 4: Urcete pocet bodii, které dostanete vyse popsanou interpretaci levé
strany formule (1).

Reseni: Pokud budeme interpretovat levou stranu vztahu (1) v soufadnicové sous-
tavé, dostaneme vnitini body s celo¢iselnymi souradnicemi trojihelnika O|0, 0], A [q,
0], Blg, p| (viz obr. 6). Tento trojihelnik doplnime na obdélnik OABC tak, 7e usecka
OB je jeho uhloptickou. Na této uhlopticce nelezi 7zadny 7z puvodné vyznacenych
bodi, protoze ¢isla p, q jsou nesoudélna. Nyni nas bude zajimat, kolik vnitinich bodi
s celo¢iselnymi soufadnicemi tento obdélnik méa. Je jich zfejmé (p — 1)(¢ — 1). Pavodni

trojihelnik OAB ma proto % vnitinich bodu s celo¢iselnymi soufadnicemi.
To je v8ak prava strana formule (1). Tim dukaz kondi.

Poznamenejme jesté, ze pokud jsou piirozena ¢isla p a ¢ soudélna, pak na tsecce
OB lezi alespon jeden nas bod s celo¢iselnymi soufadnicemi. V obdélniku OABC pak
tento bod po¢itame dvakrat. Dostavame tak na levé strané rovnosti (1) ostie vétsi ¢islo
nez na strané pravé. Pomoci interpretace jsme tak zjistili, Ze pokud bychom vypustili
podminku o nesoudélnosti ¢isel p a ¢, museli bychom ve formuli (1) nahradit symbol
= symbolem ,,>*.

Ale vratme se ke strategiim. Problém 3 jsme tak pievedli pomoci kartézské sous-
tavy soufadnic na problém 4, tj. do geometrie a tam jsme ho vyfteSili. Pouzili jsme
nejen strategii preformulovani problému, ale i strategii grafického znazornéni.
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Obr. 6

Ctenafi je jisté znamo, 7e klasické problémy geometrie (trisekce thlu, rektifikace
kruznice, atd.) byly pomoci analytické metody pieformulovany do algebry a tam
vyfeSeny. Autor se také prizna k tomu, 7e pied lety pieformuloval nékteré netrivialni
véty z teorie grup do teorie orientovanych grafi a tam se mu je podafilo dokazat. To
vSak jiz silné piekracuje ramec tohoto ¢lanku.

Zavér: Snad si ¢tenar prii feSeni vySe uvedenych problémi uvédomil, jak plodna
miuze byt strategie pireformulovani problému. Pfece vSak na konci naseho pojednani
upozornime na jednu skutec¢nost. Mezi preformulovanim prvniho a tietiho problému
je pomérné velky rozdil. Prvni problém jsme pieformulovali na problém zcela jiny,
nebot jsme si uvédomili, co v sobé pravidelny pétitihelnik skryva, a proto nas plan
znél nasledovné: Jestlize se nAm podafi sestrojit zlaty tez tisecky, pak dokdzeme ses-
trojit pravidelny pétitihelnik. Konstrukce zlatého fezu byla vlastné blizsim cilem pro
sestrojeni pravidelného pétiuhelnika. V piipadé tfetiho problému se nam podaftilo
preformulovat puvodni problém na novy problém, ktery byl s ptivodnim problémem
ekvivalentni. Dany problém jsme vlastné vyjadrili v jazyce jiné matematické teorie.
Tuto strategii mizeme nazvat Strategie vyjadfeni problému v jiném jazyce.
Tuto strategii muzeme povazovat za specialni ptipad obecnéjsi strategie zvané piefor-
mulovan{ problému. Ctenaf si jisté uvédomil, 7e i pii feSeni problému 3 jsme vyuzili
strategii grafického znazornéni. Uvedenda feSeni navic demonstruji, ze matematikové
pri feSeni problému vétSinou pouzivaji vice strategii, z nichz vSak néktera muze byt
yhlavni“. V na8ich feSenich byla tou hlavni strategii pravé strategie preformulovani
problému.

O ruznych strategiich neni potifeba ve Skole prilis hovotit, je vSak tfeba je na
konkrétnich problémech ¢i 1épe Feceno na feSeni téchto problémii soustavné trénovat.
To vSak dokaze predevsim takovy ucitel, ktery o téchto strategiich néco vi a hlavné,
ktery je ma dostatecéné procvic¢ené a dokaze je proto pouzivat v praxi. Stru¢né feceno:
Ucitel by mel mit tyto strategie v krvi a od neéj by tyto strategie mély prechdzet pri
praktickém pouZivanim do krve jeho studentii.
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Analyza Ziackych interpretacii a rieSeni diftiznej
tlohy o kockach

IvaNnA KOVAROVA

ABSTRACT. Fuzzy problems may be classified to non-standard problems. Fuzzy problems
develop pupils’ creativity and critical reading of text. In this paper we present the results of
an analysis of pupils’ solutions of one fuzzy word problem.

Diftizne slovné tlohy mozno zaradit medzi nestandardné tlohy v matematike.
Slovnymi tilohami sa zaoberaju publikacie |1], |2] a |3]. Proces rieSenia diftiznej tlohy
je zhodny s procesom rieSenia Standardnej slovnej tlohy. V trovni uchopenia situé-
cie v8ak ziaci interpretuji tlohu rozne. Preto diftizne tlohy by sa dali definovat ako
slovné ulohy, ktorych zadanie je interpretovatelné réznymi sposobmi. Problematika
difaznych tloh nie je doteraz podrobne rozpracovani. V poslednych rokoch sa jej
venuju Prof. RNDr. Milan Hejny, CSc. so spolupracovnikmi na PedF UK v Prahe.
V |4] sa zaoberaju rozmanitostou Ziackych rieSeni ale skiimaju ich z hladiska ucitela
a jeho eduka¢ného stylu. Vo vyskume ako nastroj pouzili ,vagne formulovani“ slovnu
tlohu. Zaujimavé ulohy podobného stylu st dostupné i na osobnej stranke prof.
Hejného [5].

V spolupréaci s 6smimi uc¢itelkami sme zadali Ziakom sériu troch diftiznych tloh.
Spolu sa zacastnilo 322 riesitelov v pétnéstich triedach (od piateho ro¢nika 7S po
prvy ro¢nik SPé). Chceli sme zistit postoje ziakov i ucitelov k rieSeniu tychto tloh.
V tomto ¢lanku sa zaoberdame ziackymi interpretaciami jednej zo zadanych tloh.
Uloha mala dve rozne zadania, vyber konkrétneho zadania sme ponechali na uéitelky.

A. Kolko kvadrov vie§ poskladat z dvanastich rovnakych kociek?

B. Kolko kvadrov vies poskladat z dvanastich kociek s rovnako velkou hranou?

Vo vidsine tried zostala volba na Ziakoch. Rozdiel videli len v dizke a zrozu-
mitelnosti vety, nie v roznych vykladoch zadani. Jedna z uciteliek, ktora predlozila
len zadanie B, svoju volbu komentovala slovami: ,/ Ttto tlohu som si vybrala, pretoze
ma zaujimalo, ¢i sa najdu Ziaci, ktori budia hladat kvader s rovnako velkou hranou.*
Jej predpoklad sa splnil. Medzi rieSiteImi sa nasli aj Ziaci, ktori sa nad kvadrom
s rovnako velkymi hranami zamysleli. Rozdielnost zadani sme predpokladali v tom,
7e zadanie B pripusta roznost kociek. Ani jeden 7iak nerozliil kocky z hladiska ich
zafarbenia alebo materialu. Zadanie ulohy vyvolalo Ziacke otazky, na ktoré ucitelky
nemohli odpovedat. Napriklad:

1. Kocky su rovnaké alebo len rovnako velké?
2. Musim pouzit v8etky kocky na jeden kvader alebo na viac kvadrov?
3. Mozu mi aj zvysit kocky?

4. Vzniknuté kvadre maja byt rozne alebo rovnaké?
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5. Je kocka kvader?

6. Otocenim jedného kvadra dostanem iny kvader alebo ten isty?

Ked maju 7iaci riesit ulohu, ktorej zadanie je nejednoznac¢né, zvicsa sa uspokoja
s rieSenim jedného pochopenia, nad inym sa velmi nezamyslaju. Zo Skoly su zvyknuti,
7e kazda informéacia v zadani je potrebna k rieSeniu. Tiez je zvykom jednoznacné
zadanie tlohy, ktoré sa da pochopit len jednym sposobom. Ked diftiznu tlohu vyriesia
v jednej interpretéicii, povazuji ju za vyrieSenu. RieSenia sme rozdelili do skupin
podla sposobu pochopenia. Na zaklade rieSeni sme sa pokusili interpretovat povodné
zadanie. Interpreticia je v nasom ponimani preformulované pévodné zadanie tak,
aby uz uloha nebola difuzna. Ziskali sme pédt obhajitelnych interpretacii (obmeny
povodného zadania).

1. Kolko existuje roznych kvadrov z prave dvanastich rovnakych kociek?

Takuto tlohu riegilo 16,8% Zziakov, pricom jej aspesnost bola skoro 80%. V tomto
pochopeni sa vyskytli dve metddy rieSenia:

e metdda pomocou rozkladu ¢isla 12 na stcéin prvocisiel
e metdda pomocou nacértu moznosti tvarov kvadrov

a nasli sa ziaci, ktori dané metody skombinovali.

Metdda rozkladu ¢isla na siacin prvocisiel bola spolahlivejsia, pretoZe tymto pos-
tupom ¢astejSie objavili i moznost 2x2x3 (pri grafickom rieseni bola tato moznost
zriedkavo objavend).
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Ziak riesil tlohu pomocou rozkladu ¢isla 12 na sadin prvodisiel. Tato metoda
bola ¢asto pouzita v rieSeniach ziakov vyssich ro¢nikov. Riesitel deviateho ro¢nika sa
zaobera i otdzkou rotacie kvadrov. Udal dve odpovede a ich rdznost aj slovne vysvetlil.
Pisomné argumentécia je vo vSeobecnosti v rieSeniach zriedkava.
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RieSenie 7iaka 6smeho ro¢nia je kombinaciou viacerych metod. Zvlastnostou je
vyuzitie objemu na odévodnenie rozkladu na prvocisla.

2. Najviac kolko rovnakych kvadrov sa da poskladat z prave dvanastich rovnakych
kociek?

Tuato alohu riesilo 28% ziakov s uspesnostou vyssou ako 95%.
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Postup spéajania kociek pouzila ziacka siedmeho roc¢nika, podobne ako vicSina
rieSitelov pri tejto interpretacii. RieSenie bolo zvac¢sa grafické, casto doplnené o
vypocet 12:2—6.
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Uvedené rieSenie siedmacky je jednym 7z troch rieSeni, v ktorych sa rieSitelia za-
oberali myslienkou rezania kociek. V snahe vytvorit viac kvadrov ako len Sest, kocky
rezali a spajali, ¢im sa im podarilo vytvorit osem kvadrov. Nad moznostou rozrezania
kociek na viac ¢asti, ¢im by mohli vytvorit Tubovolne vela rovnakych kvadrov, sa uz
nezamyslali.

3. Pouzitim dvanéastich rovnakych kociek boli postavené rovnaké kvadre. Aké mozu

byt tieto kvadre?

Takuto tlohu riesilo 15,5% Ziakov s uspesnostou 36%. Toto pochopenie je tizko
spaté s predchadzajicim, je len doplnené o vypocty 12:3=4, 12:4=3, 12:6=2, 12:12=1.
Ziaci si uvedomili, 7e 2 nie je jediny delitel ¢isla 12.
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Tento riesitel 6smeho ro¢nika mé ako jediny v rieSeni spomenuté mieSanie roznych
kvadrov. Ak by sa tejto myslienke hlbSie venoval, riegil by tlohu: Kolko existuje
roznych skupin kvadrov, ktoré st vytvorené pouzitim prave dvanastich kociek?

4. Kolko existuje roznych kvadrov obsahujicich maximélne dvanést rovnakych
kociek?

Takto modifikovanu ulohu riesilo 3,1% 7iakov. Uspesnost dorieSenia bola nulova, pre-
toze samotné rieSenie je velmi zdlhave.

5. Povodna formulacia zadania: ,Kolko kvadrov vies poskladat ... umoziuje
i napriklad obhajiteInu odpoved: 1%

Zadanie sa pyta rieSitela na subjektivny stav. Ak vie riesitel poskladat len napr.
kvader 1x2x6, odpoveda spravne. Zadanie by malo zniet: ,Kolko kvadrov sa da
poskladat. ..“16

6. Len necelé 2% 7iakov sa pokusalo ulohu riesit viacerymi sposobmi.

Nad moznostou viacerych interpretacii ulohy sa zamyslelo mélo 7iakov, zvicsa
7 vyS$sich ro¢nikov. Predchadzajuce Styri interpretacie sa daju rozdelit do dvoch
skupin. Prvu tvoria interpretacie ¢islo 1 a 4. Rozdiel medzi nimi je len v tom, ¢i
pouzit alebo nepouzit vSetky kocky. V druhej skupine st interpretacie ¢islo 2 a 3.
Uvazuje sa v nich nad skupinami rovnakych kvadrov. Ked sa riesitel zamyslal nad
viacerymi interpretaciami, tak len v rdmci jednej skupiny.

16Tato interpretdcia bola pridand a? po recenzii povodného prispevku doc. RNDr. Tren-
klerom, CSc.
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7. Ulohu neriesilo 7,8% 7iakov, pri¢om viac ako polovicu tvoria piataci. Pravde-
podobne to je sposobené tym, zZe pojem kvadra eSte nemaji osvojeny.

8. 27% riesitelov dlohu riegili zle.
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Z tohto rieSenia (i z mnohych inych) je zrejmé, Ze niektori ziaci nerozlisuju medzi
utvarmi v rovine a telesami v priestore. Mylia si tiez objem s obsahom.
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Rovnaky problém vidime aj v tomto rieSeni, je tu zameneny pojem stena a hrana.
Je samozrejmé, ze aj smer, ktorym sa ziak uberé je nevhodny.
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Z tohto rieSenia je zrejmé, ze ziak netusi ako by sa dopracoval ku spravnemu
vysledku. Pokusa sa neuvazene kombinovat vstupné ¢iselné idaje pomocou moznych
poctovych operacii.

7 analyzy rieSeni vyplynulo, 7e najcastejSia a aj najuspesnejSia interpretacia uve-
denej ulohy bola: ,Najviac kolko rovnakych kvadrov sa da poskladat z prave dvanas-
tich rovnakych kociek?*

Diftizne ulohy a ,uvedomeld” praca s nimi na hodinidch matematiky st jednou
7z metdd, ktorymi sa mozu rozvijat niektoré matematické kompetencie ziakov (naprik-
lad argumentacia, kritické CGitanie textu, zvySenie odborného sebavedomia). Dom-
nievame sa, zZe pri tomto type tloh je najdolezitejSia diskusia. Vzdy po vyrieSeni
tlohy ziakmi je nutné zadanie rozobrat a rozdiskutovat ktoré interpretacie si ob-
hajitelné oproti povodnému zadaniu a ktoré uz nie. Povazujeme za vhodné sa tejto
problematike i nadalej venovat. TieZ odporuc¢ame i ucitelom v praxi, aby sa ich
pokisili zaradit do zoznamu pouzivanych tloh na hodinach matematiky.
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Nekonecné rady v stredoskolskej matematike

JANA KRAJCIOVA

ABSTRACT. This article describes one experiment made in time of explaining the lesson
Infinete geometric series. It says on suitability of gradualized learnig with corespondence to
historical development of given concept.

V obdobi, ked sa deti predgkolského a mladsieho kolského veku uéia pocitat,
s velkou oblubou sa pretekaju, ktoré z nich vie pocitat ,,do viac“. Je fascinujice
pozorovat prvacika, ktory sa naucil pocitat v Skole do sto, ako nastojcivo kladie
otazku: ,Do kolko budem vediet pocitat v 2. triede?“. A neuspokoji sa s odpovedou,
ze ,do vela“, chce pocut konkrétne ¢islo. V tom c¢ase u diefata eSte nie je rozvinuta
predstava ani len potencidlneho nekonecna.

O nieco neskor uz pri pretekoch ,,Kto povie vicsie ¢islo?“ vie povedat ¢islo sto, tisic,
milion, milion milénov, atd. a sttaz prestane byt zaujimavou, lebo nikdy neskondi.
Objavi potencialne nekonec¢no: ku kazdému ¢islu vie zostrojit este vicsie.

Aplikujic biologicky princip, podla ktorého ontogenéza (individudlny vyvoj)
kopiruje fylogenézu (historicky vyvoj), na rozvoj myslenia, mézeme povedat, 7e rozu-
mové abstrakcia Sestro¢ného diefata je na urovni gréckeho matematického myslenia,
v ktorého ponimani je nekone¢no chéapané iba potencialne, ako moznost ist dalej.

Ak je potrebné priméft Studentov k pozornosti, staci zac¢at rozpravat o nekonecne
(napr. o Zenénovych aporiach alebo o réznych typoch nekone¢na). Jednou z tém
stredogkolskej matematiky, ktora umoznuje rozvijat pojem nekonecna, st nekonecné
rady (preberané spravidla v 3. ro¢niku gymnézia v ramci tematického celku Postup-
nosti a rady). Tu ziaci pracuju u7 s nekone¢nom aktualnym. V ramci tohto uc¢iva sme
uskuto¢nili v septime Gymnézia v Kosiciach, Alejova 1 v §kolskom roku 2003/2004
nasledovny experiment.

Ciel experimentu:

1. Vhodnym zaradenim odhadovych uloh do vyucovacieho procesu kopirovat fylo-
genézu rozvoja pojmu aktuilne nekonecno.

2. Presved¢it sa o tom, 7ze pojmy, s osvojenim ktorych maja Studenti vacsie prob-
lémy (v nasom pripade je to pojem nekone¢ny rad), aj v historii ¢akali dlhy ¢as
na matematické spracovanie.

3. Vhodnym zaradenim odhadovych tloh do vyuc¢ovacieho procesu motivovat Stu-
dentov.

Experiment prebiehal v niekolkych fazach ¢asovo rozvrhnutych tak, aby onto-
genéza rozvoja pojmu nekonec¢ny rad kopirovala jeho fylogenézu:

1. faza: Oboznamenie Studentov so Zeno6novymi aporiami.
2. faza: Matematizacia Zenonovej aporie s ndzvom Dichotémia.
3. faza: Vyplhanie zadani s odhadovymi tilohami §tudentmi.

1.fAza: Oboznamenie $tudentov so Zenénovymi apoériami.
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Priebeh:

Na jednej z hodin matematiky (asi dva tyZdne pred zac¢iatkom tematického celku
Postupnosti a rady) sme spolu so $tudentmi hovorili o Zenénovych aporiach
(bola to jedna z hodin, na ktorej §tudenti chceli vediet nie¢o o nekone¢ne, cheeli
vediet dokonca jeho definiciu).

Dichotomia (letiaci §ip) (tento text je zmesou dvoch povodnych verzii): Sip je
vzdialeny od ter¢a 1m, teda po vystreleni ma prejst drahu dlha 1m. Najprv musi
prejst polovicu drahy, potom polovicu zo zvy$nej polovice, potom opét polovicu
z tseku, ktory este ostal, potom... Toto rozpravanie sa nikdy neskonci, preto
$ip do terca nikdy nedoleti.

Historické pozadie:

Pri prvom stretnuti so Zen6novymi apoériami si ¢lovek povie, 7ze st to vtipné
nezmysly. Vyvratit ich nie je vobec problém. Staci, tak ako to urobil Diogenes,
trafif sipom do terca, a tak experimentilne dokézat, Ze aporia Dichotomia je
nepravdiva. Polarita rozumového a zmyslového, nastolena eleatmi, je pritomna
v historii matematiky dodnes. V dejinach preslo celé tisicrocie od formulovania
Zenoénovych aporii (5. storo¢ie p.n.l.) po ich vyriesenie (Nicole Oresme, 14.
storo¢ie). My sme na hodinach matematiky tato dobu skratili na 2-+4 tyzdne.

Postoj studentov:
Uvedme aspoii jednu (Misovu) reakciu:

,, To je blbost.”“

Studenti sa k tymto aporiam postavili podobne ako Diogenes. Vnimali rozpor
medzi rozumovym a zmyslovym chapanim problému (sved¢i o tom aj MiSova
reakcia), no nevedeli ho vyriesit. Na§ zamer bol splneny — nasadili sme im
chrobaka do hlavy a nechali sme ho tam Sarapatit dva tyzdne, kym sme sa k
tomu problému vratili opédt. Je potrebné podotknut, 7e cely rozhovor netrval
dlhsie ako 8 minut, takze naozaj islo len o ,nasadenie chrobaka do hlavy“ bez
hlbsej diskusie.

2.faza: Matematizicia Zendénovej apoérie s ndzvom Dichotdémia.

Priebeh:

Téato faza prebiehala na tvodnej motiva¢nej hodine k tematickému celku Pos-
tupnosti a rady (asi dva tyzdne po 1. faze a $tyri tyzdne pred 3. fazou zadi-
atkom uciva o nekone¢nych radoch).

1. Najprv sme ziakom polozili takato otazku: ,,Ak s¢itame nekoneéne vela
¢isel, moze byt sucet koneény (konkrétne redlne ¢islo)?. Nechali sme $tu-
dentov, aby kazdy sam podla svojho usudku zodpovedal na otazku, ucitel
ich nazory nekomentoval.

2. Nato sme sa opat vratili k Zenonovym aporiam, a to k aporii prvej —
dichotomii a spolo¢ne sme ju zmatematizovali.

3. V zavere sme sa vratili k 1. otazke a spolo¢ne sme sa zhodli na odpovedi.

Historické pozadie:

Otazka, ktort sme polozili Studentom, by za ¢ias Zen6na vobec nebola mozna.
Je totiz postavena tak, ze jej formulécia pracuje s aktualnym nekoneé¢nom. V
jej predpoklade (Ak s¢itame nekonecne vela ¢isel,. .. ) pracujeme s nekoneénym
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mnozstvom ¢isel, na ktoré sa pozerame ako na celok. A, ako sme uz skor spomi-
nali, stari Gréci pracovali iba s nekone¢nom potencidlnym.

Postoj Studentov:

Ad 1.

Ad 2.

Ad 3.

Iba dvaja z 18 pritomnych Studentov odpovedali na polozeni otazku (¢i
moze byt siucet nekonecne vela ¢isel kone¢ny) kladne a ako dovod svojej
odpovede jeden 7 tych dvoch (Lukas) uviedol:

,,Na sustredeni som nie¢o o tom pocul.”.
(Bol to viacnasobny tucastnik matematickych ststredeni.) Vicsina bola
presvedcena o tom, ze sucet nekonec¢ného poctu ¢isel nemoze byt konecny.
V triede bolo vSetko pripravené na to, aby nastala etapa naburavania
vzitych predstav. Najprv sme si spolo¢ne (pomocou vhodne kladenych
otazok) zmatematizovali Zenonovi aporiu. — dichotomiu, a to nasledovne:
, .. . , 1 . o 1

1m sa rovna polovici 7z jedného meltra (3m) plus polovica zo zvysku (;3m)
plus polovica zo zvy$ného tseku (gm) plus. ..
Teda dostavame rovnost

-1, 1,1, 1, 14
l=5+g+5tmtet
Nézorna predstava (ako aj uz spominany Diogenov experimentalny dokaz)
ich presvedcovala o tom, 7Ze vyssie uvedena rovnost ja pravdiva.

Uz tusili, ze odpoved na ivodniu otézku je kladna. Nastala faza o¢akavania,
ako sa to bude vyvijat dalej, ako si s tym matematika poradi. Na kone¢né
rozuzlenie si budi musiet Studenti (v stlade s historickym vyvojom) este
Styri tyzdne pockat.

3. faza: Vyplnanie zadani s odhadovymi tlohami $tudentmi.

Priebeh:
Sme na hodine matematiky, ktorej cielom je:

1.

precvi¢ovanie pocitania limit vyuzijic vzorce pre vypocet su¢tu prvych n
¢lenov geometrickej postupnosti,

motivacia pojmu nekone¢ny rad — odhadnutie suc¢tu nekonecne vela sc¢i-
tancov (v navéiznosti na prvé dve fazy experimentu).

Spominané ciele sme chceli dosiahnut tymto sposobom:

Ad 1.

Ad 2.

Studenti riegili (do zositov aj na tabulu) nasledujice wlohy.
1. Vypocitajte:
Im(A+3+5+5+ - +5mn)=
2. Vypocitajte:
n]i_{go(l_%4_%_%4_...4_(_1)("—1)2(”%1)):
Po vyrieSeni predchadzajicich dvoch limit ziaci dostali zadanie, v ktorom
mali odhadovat nekonec¢né sucty.
Cas na vypracovanie bol 20 miniit.
Kazdy ziak pracoval samostatne.
Zadanie vyzeralo nasledovne (v zatvorkach uvadzame spravne odpovede):
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V 1. az 7. ulohe odhadnite, ¢ suc¢ty nekone¢ne vela ¢isel su konetné alebo
nekonec¢né. Ak st konecné, odhadnite tento stucet. Nacrtnite myslienku,
ktora vas viedla k vysledku.

1 1 1 1 1 —
Li+d+lt b+t =

il
2. 1—54+1—t+5— =
5]
3. [12]4—%—]—%4-%_}_%4_...:
4. [%—l—]%+%—|-i+%+...:
o
(0. ¢]
6. 1+2+3+4+5+---=
|00
7. [13?—%4—%—’—%4—%—'—...:
2

Postoj Studentov (analyza rieSeni s odhadovymi tilohami):

Fakt, Ze nie vSetci Studenti triedy boli icastni na vSetkych fazach experimentu
(z dovodu chripkovej epidémie v ¢ase experimentu) sa neskor javil ako vyhoda.
Uspesnost Ziakov pritomnych na predchadzajicich hodinach bola vyssia ako u
chybajucich studentov.

Zaver: Autor ¢lanku sa domnieva na zaklade popisaného experimentu, ale aj inych
skusenosti z vyucovacich hodin, 7e mé velky vyznam, ked sa Ziaci s u¢ivom oboz-
namuji postupne. Problematika mé& postupne nahlodéavat ich predstavy, ¢im ziskaju
viacej skiisenosti a to im neskor pomoze k hlbSiemu pochopeniu uciva.
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Integracia matematického softvéru Derive do
vyucovacieho procesu na strednych skolach

INGRIDA KRASLANOVA

ABSTRACT. This article describes teaching of goniometry at upper secondary school by using
mathematical software Derive. We present some example of lesson in computer room dealing
with graphs of goniometric functions y = a.sin(b.x+c)+d, y = a.cos(b.x+c)+d, a,b,c,d €
R,a#0,b+# 0.

V predlozenom ¢lanku sa pokusime strucéne opisat nasu skisenost s experimentom
realizovanym na strednej Skole v Bratislave v gkolskom roku 2005/2006, v ramci
ktorého sme v experimentilnej triede zaviedli pocitacom podporované vyucovanie.
Pocas trvania experimentu prebiehalo vyucovanie matematiky na delenych hodinach
v pocitacovej ucebni vybavenej 15 pocita¢mi. So ziakmi experimentalnej skupiny
sme prebrali u¢ivo: Grafy zloZeniyjch goniometrickyjch funkcii y = a.sin(b.x + ¢) +
d,y = a.cos(b.x + ¢) + d. Predtym, ako uvedieme stru¢ny opis prvych dvoch po sebe
nasledujticich vyucovacich hodin, vysvetlime vyznam dvoch pojmov vyskytujtcich sa
v ¢lanku, pochadzajtcich z Brousseauovej teorie didaktickych situécii.

e Analyza a priori v ramci nej sa snazime odpovedat na otazky:

1. Aké miesto v matematickom poznani Ziaka na danej urovni zastdva zadanie
tlohy? Jedna sa o popis matematického poznatku, upresnenie, ¢i je novy
alebo stary.

2. Aké miesto v ponikanom didaktickom scendri zaujme rieSenie ulohy?

Ucitel rozhodne, kedy je vhodny moment na zadanie tlohy, zopako-
vanie znadmych a definovanie novych pojmov, aké pomocky a materidly
sa na hodine pouzija, predvida ¢as potrebny na riesenie, formu oc¢akavanej
odpovede, problémy a namietky ziakov,...

3. Popis aktivit Ziakov na dvoch tirovniach:

- lokalna tiroven — analyza moznych ziackych aktivit na explicitnej tirovni
(vstup ziakov do danej tlohy, vyuzitie kalkulacky, poé¢itaca, popis tlohy
a jej pozadované rieSenia  vypocty, dokazy, grafy,...) i na arovni implic-
itnej (berie sa ohlad na prostriedky, aké méa ziak k dispozicii na pripadna
kontrolu rieseni tloh — kalkulacka, graf,...)

- globalna tiroven — uréi sa naroc¢nost, troven prinosu, moznost zovseobec-
nenia tlohy, analyzuje sa iniciativa zo strany ziaka

4. Analyjza ocakdvani ucitela  zaujimaju nas oc¢akavané postupy v danej
¢innosti

e Analyza a posteriori je rozélenena na dve cCasti:

1. Popis efektivneho riadenia v triede a posteriori - snazime sa pozorovat),
ako ucitel riadi rozli¢né fazy upresnené v analyze a priori, sposob, akym
sa na ziakov obracia, akym Ziaci pracuju, aké uvahy ucitel vyuziva, aké su
prechody medzi vykladom a pracou ziakov,...
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2. Analyjza a posteriori efektivnych aktivit Ziakov - sucastou tejto analyzy by
mala byt i kvalitativna analyza, porovnanie Ziackych rieSeni s cielmi a
rieSeniami oCakavanymi ucitelom, analyzujeme, akych chyb sa ziaci pri
rieSeni dopustili (faktografické chyby, numerické, logické, formalne, ...)
(Berekova - Foldesiova - Regecova et al., 2003)

1. experimentalna vyucovacia hodina

Analyza a priori vyucovacej hodiny

Pred prvou experimentalnou vyucovacou hodinou Studenti nepoznaji pojem
zloZena goniometricka funkcia a podla ich slovnych vypovedi sa doposial nestretli
s programom Derive, teda nepoznaja ani jeho prostredie. Z uvedenych dovodov bude
cielom vyucovacej hodiny naucit ziakov pracovat so spomenutym programom. Ked7ze
hovorime o pomerne bohatom programe, ktory mozno vyuzivat v roznych oblastiach
matematiky, my sa spolo¢ne so $tudentmi zameriame iba na funkcie a nastavenia
stuvisiace s naSou problematikou. Aktivita, zdujem i Sikovnost Studentov na hodinach
matematiky sa v pocitacovej u¢ebni moze prejavit uplne odliSne, preto je naroc¢né
predvidat, kolko sa na hodine stihne prebrat. Ak sa 7iaci naucia pracovat s pro-
gramom pomerne rychlo (tzn. ak zvladnu nastavif diely na stradnicovych osiach,
zadat predpis funkcie a nésledne nacrtnut jej graf, rovnakou farbou zobrazit popis
grafu danej funkcie, graf priblizit, vzdialit, trasovat, ¢i vymazat,...), druhu ¢ast hodiny
mozeme venovat novému ucivu. Zavedieme pojem zlozena funkcia a preberieme s nimi
vplyv parametra a. Poc¢itac¢ova uCebna je vybavena aj tabulou, ktord nam umozni za-
znamenat nadpis uc¢iva, predpisy funkcii vS§eobecné i konkrétne,... Studenti budi mat
k dispozicii pracovné listy, do ktorych si budu pisat poznamky a prekreslovat grafy
funkcii z obrazovky pocitaca. Tieto listy budi moct Studenti vyuzit aj ako ucebny
text pri priprave na hodiny matematiky.

Priebeh hodiny

V prvej casti hodiny sme Studentov oboznamili s prostredim matematického soft-
véru Derive, predviedli sme im, ako funguje, naucili sa pouzivat pre nas podstatné a
potrebné funkcie a v pripade potreby menit nastavenia (farbu grafu, textu, polohu
stredu stiradnicovej sustavy,...).

V druhej ¢asti hodiny sme studentom vysvetlili pojem zlozena goniometricka funk-
cia y = a.sin(b.x + ¢) +d, y = a.cos(b.x + ¢) + d, a,b,c,d € R,a # 0,b # 0 a stihli
sme sa venovat i vplyvu parametra a na goniometrické funkcie. Ziakom sme rozdali
pracovné listy a ich tilohou bolo vypracovat ich, t.j. pomocou pocitaca nakreslit grafy
danych funkcii (viacero grafov do jedného obrazka, pricom kazdy graf mal byt nacrt-
nuty inou farbou, sithlasnou s farbou predpisu funkcie) a prekreslit ich do pracovného
listu, vyplnit v iom tabulku.

Ulohy:
1. fi:y=sinz, fo:y=—sinz, f3:y=2.sinx, f1 : y = —3.sinz (Obr. 1)
2.91:y=cosz, go:y=—cosx, g3 :y = —0.5.cosz, g4 : y =4.cosx (Obr. 2)

Ked mali $tudenti na obrazovke znézornené vsetky Styri grafy z prvej ¢i druhej
tlohy, vyzvali sme ich, aby ich porovnali, aby urcili ich obory hodnot a zaroven sa
pokusili zistif, ¢o presne sposobuje spominany parameter a. Na konci hodiny sme
spoloc¢ne so ziakmi vyslovili zaver  ako vplyva parameter a na tvar grafu funkcie
Yy = a.sinx, resp.: Yy = a.cos .



172 INGRIDA KRASLANOVA

Obr. 1

y=—3-SIN(x)

3

y=2-SIN(x)
2

Obr. 2

Analyza a posteriori vyucovacej hodiny

Nakolko boli §tudenti na hodine velmi Sikovni, stihli sme ich oboznamit so
zékladnymi funkciami softvéru Derive, nasledne im vysvetlit pojem zloZend gonio-
metricka funkcia a prebrat vplyv parametra a. Hodina prebehla podla planu, len
Studenti boli zo zac¢iatku menej disciplinovani, ¢o moze suvisiet so zmenou ucebne.
Po vyzvani si program otvorili a sicasne s naSim vykladom sa ucili s programom
pracovat. V tejto faze hodiny javili §tudenti velky zaujem o dianie. Niektori boli
pomals$i, nestihali a vela sa pytali. Mali sme vSak aj $tudentov, ktori si s kazdou
ulohou Tahko poradili, v programe sa zorientovali velmi rychlo, zistovali dalsie
funkcie programu, popripade pomahali susedom, ktori boli ,strateni“. V skupine
Studentov, ktori sa s programom rychlo ,skamaréatili, sa nachadzali predovsetkym
studenti, ktori na hodindch matematiky obzvlast nevynikali. Zékladné funkcie
i nastavenia programu zvladli bez vacsich komplikacii. Kym Studenti preskimavali
prostredie softvéru Derive, my sme sledovali, ¢o sa deje na monitoroch. Ak to bolo
potrebné, studentom sme pomohli, usmernili sme ich, pripadne sme im poukazovali,
na Co slazia jednotlivé ikony na liste. Potom dostali Studenti par minat na to,
aby sa s programom ,pohrali“, aby si zopakovali, ¢o sa naudili. Nakolko sa nam
javilo, ze Studenti zvladli v8etko, ¢o sme od nich ocakavali, v dalSej ¢asti hodiny
sme preberali nové ucivo. Studenti kreslili pomocou pocitaca grafy funkcii, ktorych
predpisy boli uvedené v pracovnych listoch, pricom mali tendenciu sa predbiehat, kto
bude hotovy ako prvy. Na naSe otéazky ohladom oboru hodnét ¢i periédy zadanych
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funkcii vedel odpovedat takmer kazdy vyvolany Student. HorSie to bolo s formulaciou
tvrdenia tykajiceho sa vplyvu parametra a na graf funkcie. Tu sme museli §tuden-
tom trocha pomoct, usmernit ich, i ked niektoré ich odpovede vystihli podstatu
nastoleného problému. Studenti sa v grafoch zobrazenych na obrazovke pocitaca
orientovali velmi dobre, vd'aka farebnému rozliseniu bol obrazok nazorny a prehladny.

2. experimentalna vyucovacia hodina

Analyza a priori vyucovacej hodiny

Na predoslej hodine sa Studenti oboznamili s programom Derive a prebrali sme
s nimi i vplyv parametra a. V tvode druhej experimentalnej hodiny planujeme zadat
Studentom zopéar prikladov, vdaka ktorym si zopakuju vplyv parametra a na grafy
funkcii a zaroven si pripoment aj pracu s programom Derive. V dal$ej ¢asti hodiny sa
poktsime prebrat vplyv parametrov b, ¢, d na grafy funkcii y = a.sin(b.z +c¢)+d,y =
a.cos(b.x + ¢) + d.Predpisy danych funkcii pre jednotlivé parametre buda uvedené
v pracovnych listoch, ktoré bude mat k dispozicii kazdy $tudent. Studentov vyzveme,
aby pomocou pocitaca nacrtli grafy funkcii, urcili ich periédu a obor hodnét, aby
ziskany graf zlozenej funkcie porovnali s grafom funkcie y = sinx, resp. y = cosx
a nasledne sa na zaklade tejto komparacie pokusili vyslovit zaver tykajici sa vplyvu
konkrétneho parametra na grafy prislusnych zloZenych funkcii. Podla skisenosti
z predchadzajucej hodiny predpokladame, 7e Studenti budu pracovat s nasadenim,
7e budu snazivi a aktivni, vdaka ¢omu by sme mali stihnut prebrat vplyv vSetkych
troch parametrov. Studenti budt pracovat pri pocita¢och samostatne.

Priebeh hodiny

Ulohy na preopakovanie uéiva:

1. ky:y=sinx, ky:y=—4.sinx

2. ly:y=cosz,ly:y=>5.cosx

Dalsia ¢ast vyucovacej hodiny bola rozdelend na tri c¢asti, v ktorych sme sa pos-
tupne venovali parametrom d,¢,b (v nezmenenom poradi) vystupujicim v predpise

zlozenych goniometrickych funkcii: y = a.sin(b.z + ¢) + d, y = a.cos(b.x + ¢) + d.
a/ Vplyv parametra d

y=3+C0S(x)

1
=

Obr. 3
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3

yl, y=1+SIN(x)
y:SIN(X)

m 2

Ty=—145IN(x)

-2

Obr. 4

1. fi:y=sinz, fo:y=1+sinz, f3:y=—1+sinz (Obr. 3)
2.g1:y=cosz, go:y=—2+cosz, g3:y =3+ cosz (Obr. 4)

b/ Vplyv parametra c

3. hy ry =sinx, hy 1 y = sin(z + ), hs : y = sin(z — 7/2) (Obr. 5)

by y=SIN(x)  y=SIN(x-m/2)

m 21

y=SIN(x+1)
Obr. 5

2

Yy=C0S(x) y=COS(x+m/2)

2m

y=COS(x-m/3)
Obr. 6

4. ki :y=cosz, ky 1y =cos(x+m/2), ks : y = cos(x —7/3) (Obr. 6)
¢/ Vplyv parametra b

5.my :y =sinz, my:y = sin(2x), mg : y = sin(z/4) (Obr. 7)

6.0 :y=cosz, ly:y=cos(z/2), l3: y = cos(4z) (Obr. 8)

2

Y| y=cos(x)  y=C0S(4-x) y=C0S(x/2)
NS S ANA AR ANAE S A4
AVAVIAEAVIAVES GVAVEVE

Obr. 7
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4 _Y=SIN(x)  y=SIN(2-x) y=SIN(x/4)

Mﬂ \/\Mn
-1 X

Obr. 8

Analyza a posteriori vyucovacej hodiny:

Prvych par minit vyucovacej hodiny, pocas ktorych sme sa venovali opakovaniu,
sme zistili, ze Studenti od poslednej hodiny nezabudli pracovat s programom Derive,
a 7e je vacSej casti skupiny jasné, ako ovplyviuje parameter a graf funkcie. Ostatni
Studenti si u¢ivo pripomenuli a ozrejmili vyrieSenim prvych dvoch tloh urcenych
prave na opakovanie. Pri preberani nového uciva sa Studenti najskor trocha bavili
so susedmi, ale po upozorneni sa zacali ststredit, zvedavo a so zdujmom rie§ili nas-
toleny problém. Vplyv parametrov ¢, d si uvedomili velmi rychlo, dokonca aj zaverecné
tvrdenie sa im podarilo spolo¢nymi silami sformulovat. Chvilku sme sa museli poza-
stavit nad smerom vodorovného posunu spésobeného parametrom ¢, pretoze velka
¢ast skupiny automaticky predpokladala, zZe zipornému znamienku zodpoveda posun
vlavo, kedZe na ¢iselnej osi s zaporné ¢isla vlavo od nuly. Ked sme $tudentov vyz-
vali, aby si pozornejsie vSimli grafy na obrazovke a vysvetlili si, preco ide o opa¢ny
posun, zdalo sa nam, 7e si vzniknuty problém ujasnili. Presunuli sme sa na parameter
b. Pocas kreslenia grafov a urcovania periody funkcii sa nevyskytli ziadne tazkosti.
Tie nastali v momente, ked mali §tudenti vyslovit zaver a pokusit sa najst vSeobecny
vztah vyjadrujuci dizku periody zlozenej funkcie v zavislosti od hodnoty parametra
b. Ku vztahu T' = 27 /b sa dopracovali iba najSikovnejsi studenti a po dokladnejsom
preskiimani grafov s nimi suhlasili aj ostatni. Pocas hodiny bola v triede dobra pra-
covna atmosféra. Pri sebe sediaci Studenti si navzajom pomahali, ¢i uz v pripade kom-
plikacii s programom alebo nejasnosti tykajicich sa matematiky. Medzi niektorymi
Studentmi sme spozorovali stitazivost a dokonca aj zvySenie sebavedomia.

Experiment, ktorého dve konkrétne vyucovacie hodiny sme v ¢lanku predstavili,
prebiehal v dvoch fazach (v Skolskom roku 2004/2005 a 2005/2006). V ramci neho sme
Studentov experimentéalnej aj kontrolnej skupiny na zaver otestovali. Dosledné kvali-
tativna a podrobné kvantitativna analyza ako i Statistické vyhodnotenie si momen-
talne vo faze spracovania. Az na zaklade konkrétnych finalnych vysledkov a dalSich
experimentov budeme kompetentni posudit pozitivny i negativny vplyv integrécie
pocitaca do vyucovacieho procesu.
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Vysledky maturantov z matematiky v ramci externej

Y wvwe® e

c¢asti maturitnej skiusky z matematiky vysSia tiroven
A v roku 2006

JANKA KURAJOVA STOPKOVA

ABSTRACT. The present article provides information about the Mathematics test, Level A,
i Slovak final exam at secondary schools. We present the overall results in Mathematics
and we mention the index of difficulty and items classification by the Target Demands on
Knowledge and Abilities in Mathematics.

Uvod

V ditoch 4. — 7. aprila 2006 sa konala externa ¢ast maturitnej skusky (dale; EC MS)
v predmetoch matematika, anglicky jazyk, franctzsky jazyk, nemecky jazyk, rusky
jazyk, Spanielsky jazyk a taliansky jazyk. Cielom externej ¢asti maturitnej skusky je
priniest porovnatelné vysledky pre ziakov z celého Slovenska.

Pre EC MS v predmete matematika boli pripravené testy dvoch trovni.
Ziaci si mohli vybrat, ¢ budu pisat test vy$Sej urovne A (maturitna skaska je
odporicana maturantom vSetkych typov strednych §kol so studijnymi odbormi, ktori
sa pripravuju na maturitna skasku z matematiky na vysSej trovni, alebo zékladne]
trovne B (maturitna skiuska je odpora¢ana maturantom vSetkych typov strednych
§kol so Studijnymi odbormi, ktori sa pripravuji na maturitni skisku z matematiky
na zakladnej trovni).

Charakteristika meracieho nastroja

Test z matematiky vyssia uroveri A obsahoval 30 testovych poloziek: 10 poloziek
s vyberom odpovede, 20 poloziek s tvorbou kratkej odpovede.

Dizajn testu bol taky, ze ako prvé nasledovali testové polozky s tvorbou kratkej
odpovede a nasledne testové polozky s vyberom odpovede zo 4 - 5 alternativ odpovede.

Za spravnu odpoved ziskal 7iak 1 bod, za nespravnu (alebo ak neodpovedal) 0
bodov. Vytvorené boli dva varianty testu (¢. 2014, ¢ 2030), ktoré sa ligili poradim
poloziek, resp. pri polozkich s vyberom odpovede poradim jednotlivych alternativ
odpovede.

Na vypracovanie testu externej ¢asti mali ziaci 120 minit. V tabulke 1 sme uviedli
obsahovu Strukttru testu.

Odpovede testov externej c¢asti maturitnej skasky zapisovali 7ziaci do
odpovedovych harkov, ktoré boli nasledne skenované (testové polozky s vyberom
odpovede aj s tvorbou kratkej odpovede). Test z matematiky vyssia troven A mal
celkovo vybornt reliabilitu (KR-20 = 0,847) ako aj oba jeho varianty.



178 JANKA KURAJOVA STOPKOVA

Tabulka 1: Obsahova Struktira testov z matematiky EC MS

Tematicky celok Pocet poloziek v teste

Uroven A | Uroven B
Zaklady matematiky 7 8
Funkcie 7 7
Planimetria 7 7
Stereometria 5 4
Kombinatorika, pravdepodobnost, Statistika 4 4

Metbédy spracovania dat a Statistické metody

Riesenia tloh testu EC Ziaci zapisovali do samoprepisovacich odpovedovych harkov.
Original bol zaslany na centralne spracovanie, kopia zostala v Skole. Odpovedové
harky boli zoskenované a takto ziskané data boli dalej elektronicky spracované. Po
spracovani odpovedovych harkov sme v ramci kontroly kvality dat vykonali pro-
cediry suvisiace s jednotlivymi premennymi: kontrola tiplnosti naskenovania ddt,
kontrola kédu Skoly, kontrola oznacenia variantov testu (kédov testov), kontrola kidu
Ziaka'" a jeho duplicitnosti v databdze, kontrola chybajiiceho oznacenia pohlavia Ziaka,
kontrola prepojenia kodu a pohlavia Ziaka, kontrola chybajiceho uvedenia znamky Zi-
aka'® kontrola bodovania,kontrola sprdavnosti kliicov odpovedi. Cielom uvedenych kon-
trolnych procedur bolo vydcistit data, zvySit ich validizaciu a prispiet k zvySene]
hodnovernosti a reliabilite spracovanych vysledkov. Vysledky prvej fazy spracova-
nia dat sme sumarizovali vo forme kontrolnych protokolov pre jednotlivé testy, ktoré
umoznuji kedykol'vek verifikovat proces spracovania dat. Vysledky boli vyhodnotené
v Statistickom systéme SPSS 13.00. Na spracovanie vysledkov maturitnej skusky
a polozkovej analyzy testov boli pouzité metody Statistickej deskripcie, inferencie
a vecnej signifikancie rozdielov. V deskriptivnych ¢astiach boli pouzité absolitne a
relativne pocetnosti, priemer, Standardna odchylka, Standardn& chyba priemeru, in-
tervaly spolahlivosti, standardnd chyba merania. Pre vypocet reliability testov bol
pouzity vzorec KR-20, pretoze vSetky ulohy boli hodnotené binarne.

Testovana populacia

V ramci externej ¢asti maturitnej skiisky v roku 2006, test z matematiky vysSia tiroven
A pisalo na 230 gkolach v SR 3 648 Ziakov!?. Medzi testovanymi Ziakmi prevladali
ziaci z bratislavského kraja (16,8 %). Islo predovsetkym o ziakov gymnazii (92,5
%) a ziakov zo Statnych skol (89,6 %). Tento test si zvolilo viac chlapcov (59,3 %)
ako dievéat. Medzi testovanymi ziakmi bolo 50,5 % ziakov, ktori mali na polro¢nom
vysvedéeni z matematiky v 4. ro¢niku zndmku 1. V tabulke 2 sme uviedli udaje
o pocte §kol a testovanych Ziakov rozdelenych podla krajov, v tabulke 3 podla typu
skoly.

1"Kéd 7iaka obsahuje rodné ¢islo 7iaka. Databaza viak neobsahovala meno a priezvisko 7iaka.

18Klasifika¢ny stupeii Ziaka v 1. polroku 4. ro¢nika z predmetu, v ramci ktorého pisal test externej
¢asti maturitnej skigky 2006.

9Tento pocet predstavuje 29,4 % ziakov z celkového poctu Ziakov, ktori pisali test z matematiky
bez ohladu na troven v roku 2006. Test z matematiky zakladna troven B pisalo 8 783 ziakov
s celkovou uspesnostou 56,9 %.
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Tabul'ka 2: Pocet $kol a ziakov podla kraja

Skoly Ziaci

pocet % | pocet %

Kraj | BA 38| 16.9% | 613 | 16.8%
TT 19 8.3% 454 | 12.4%
TN 19 8.3% 363 | 10.0%
NR 28 | 12.2% 376 | 10.3%
ZA 30 | 13.0% 504 | 13.8%
BB 32| 13.9% 493 | 13.5%
PO 32| 13.9% 379 | 10.4%
KE 32 | 13.9% 466 | 12.8%
Spolu 230 | 100.0% | 3648 | 100.0%

Medzi rokmi 2004 2005 klesal pocet testovanych ziakov z matematiky vyssia
urovein A: v roku 2004 pocas generalnej skusky Novej koncepcie maturitnej skagky
test pisalo 6 786 ziakov z 228 §kol zatial ¢o v roku 2005 to bolo 2 637 Ziakov z 179
skol.

Naopak medzi rokmi 2005 — 2006 pocdet maturantov z matematiky
vy$Sia tiroveni A mal rasticu tendenciu.

Tabul'ka 3: Pocet kol a ziakov podl'a typu $koly

Skoly Ziaci
pocet % | pocet %
Typ | GYM 190 | 82.6% | 3376 | 92.5%
skoly | SOS 29 | 12.6% 223 6.1%
7SS 8 3.5% 42 1.2%
SOU 3 1.3% 7 0.2%
Spolu 230 | 100.0% | 3648 | 100.0%

Celkové vysledky ziakov z matematiky vySSia Groven A

Priemerna tspesnost v teste celkovo bola 60,4 %.? Hranicu 33 % priemernej
uspesnosti nedosiahlo 298 ziakov. Ziaci, ktori pisali variant testu ¢. 2 014 dosiahli
priemernu uspesnost 60,4 % a ziaci, ktori pisali variant ¢ 2 030 dosiahli priemerni
uspesnost 60,5 %. Oba varianty testu z matematiky vyssia uroven A boli z hladiska
obtaZnosti testovych poloZiek porovnatelné.

Graf 1: Histogram rozdelenia tspesnosti ziakov

Ziaci dosiahli pri rieSeni testovych poloziek s tvorbou kratkej odpovede priemerni
uspesnost 60,2 % a pri rieSeni testovych poloziek k vyberom odpovede priemerni
uspesnost 60,8 %. Velmi pozitivnym javom je to, Ze test z matematiky vysSia troven
A bol z hTadiska obtaznosti jednotlivych ¢asti podla typu poloziek homogénny.

20Na porovnanie uvadzame, Ze Ziaci v teste z matematiky vyssia tiroveit A dosiahli pocas generalnej
skasky Novej koncepcie maturitnej skusky (GS NKMS) v roku 2004 priemernt dspesnost 42,4 %
a pocas maturitnej skasky v roku 2005 priemernt tspesnost 83,6 %.
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Tabulka 4: Psychometrické charakteristiky testu z matematiky vyssia arovein A

Test

MOGA

Pocet testovanych ziakov 3648
Maximum 100.0
Minimum 0.0
Priemer 60.4
Standardna odchylka 19.6
Intervalovy odhad tispeSnosti populacie - doln& hranica 22.2
Intervalovy odhad tispeSnosti populacie - horn4 hranica 98.9
Standardna chyba priemernej tispesSnosti 0.3
Interval spolahlivosti pre priemernu tspesnost - dolna hranica 09.8
Interval spolahlivosti pre priemernu tspeSnost - horna hranica 61.1
Standardna chyba merania pre tispesnost 7.7
Intervalovy odhad tspesnosti individualneho ziaka 15.0
Cronbachovo alfa 0.847

Ziaci gymnazii dosiahli pri rieSeni testovych poloziek s tvorbou kratkej odpovede
priemerni uspeSnost 61,9 % a pri rieSeni testovych poloZziek k vyberom Odpovede
priemernii tispesnost 62,3 %. Ziaci ostatnych strednych 8kol (SOS, SOU, ZSS) dosiahli
pri rieSeni testovych poloziek s tvorbou kratkej odpovede priemernu tspesnost 40,2
% a pri rieseni testovych poloziek k vyberom odpovede priemernt uspesnost 42,0 %.

Ziaci gymnazii dosiahli v teste z matematiky vyssia tiroven A priemernt tspesnost
62,0 % a ich vysledky boli lepsie ako ziakov ostatnych strednych §kol (priemernd
tspesnost 40,8 %).

Ziaci preSovského kraja dosiahli v teste z matematiky vySSia iroven A priemerni
uspesnost 67,1 % a ich vysledky boli lepsie ako narodny priemer (60,4 %).

Medzi vysledkami chlapcov (priemerna tspesnost 62,0 %) a dievéat (priemerna
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uspesnost 58,2 %) sme nezistili vecne vyznamné rozdiely.

Vybrané vysledky polozkovej analyzy

Obtaznost testovych poloziek sme hodnotili na zaklade porovnatelnosti variantov

testov, zo zastupného variantu ¢. 2014. Medzi velmi I'ahké polozky v teste z matem-

atiky vysSia droven A patrila polozka uvedend v priklade ¢. 1, ktord dosiahla

priemerna uspesnost 80,1 %. Polozka patrila do tematického okruhu stereometria
téma 4.5 telesd.

Priklad ¢. 1:

Kol'ko farby potrebujeme na natretie reklamného pttac¢a v tvare valca s polom-
erom podstavy 0,45 m a vyskou 2,5 m (podstavy nenatierame), ak spotreba farby na
1 m? je 0,2 kg? Vysledok uved'te v kilogramoch s presnostou na dve desatinné miesta.

Medzi stredne obtazné polozky v teste z matematiky vysSia troven A patrila
polozka uvedena v priklade ¢. 2 (priemerna uspesnost 46,8 %, polozka patrila do
tematického okruhu zdklady matematiky téma 1.4 rovnice, nerovnice a ich sustavy)
a v priklade ¢. 3 (priemerna uspesnost 50,0 %, polozka patrila do tematického okruhu
funkcie — téma 2.3 mnohocleny a mocninové funkcie, linedrna lomend funkcia).

Priklad ¢. 2:

r +y +z =1
Néajdite také realne cislo k, pre ktoré sistava x* — y 4+ kz =2 troch rovnic
20 2y -2z =1
s nezndmymi x, ¥y, 2 nema rieSenie.

Priklad ¢. 3:

Ktoré z nasledujicich tvrdeni o extrémoch funkcie f : y = % definovanej na
intervale (2; 3) je pravdivé? Pomdécka: Nacrtnite si graf funkcie f.

A. Funkcia f na (2; 3) nadobiida minimum pre x = 2 a maximum pre z = 3.

B. Funkcia f na (2; 3) nadobtida maximum pre z = 2 a minimum pre z = 3.

C. Funkcia f na (2; 3) nadobiida maximum, ale nenadobtida minimum.

D. Funkcia f na (2; 3) nadobiida minimum, ale nenadobiida maximum.

E. Funkcia f na (2; 3) nenadobiida ani maximum ani minimum.

Y

Medzi stredne obtazné polozky v teste z matematiky vysSia troven A patrila
polozka uvedend v priklade ¢. 4, ktora dosiahla priemernt uspesnost 46,8 % (polozka
patrila do tematického okruhu planimetria  téma 3.2 analytickd geometria v rovine).

Priklad ¢. 4:

Na priamkach urc¢enych rovnicami 3z — 5y + 15 = 0 a 3z — 5y + 6 = 0 lezi dvojica
rovnobeznych stran Stvorca. Urcéte s presnostou na dve desatinné miesta obsah tohto
Stvorca.

Zaver

Po zhodnoteni vSetkych sktmanych vlastnosti testovych poloziek, sme 7iadnu ne-
navrhli na zmenu bodovania. Test z matematiky vyssia tirovenn A bol pre maturantov
v roku 2006 stredne obtazny. Celkovo mozeme zhodnotit, ze kvalita testu z matem-
atiky vysSia droven A sa oproti 2 predchddzajicim meraniam maturantov v ramci
externej cCasti maturitnej skasky vyrazne zvysila. Na zaklade polozkovej analyzy
mozeme povedat, 7e v teste bolo(i) 10 testovych poloziek s obtaznostou viac ako
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50 %, 3 testové polozky boli pre ziakov velmi Iahké, 18 testovych poloziek, v ktorych
sme zistili rozdiely v obtaznosti pre Ziakov rozdelenych podla typu 8koly, 4 testové
polozky, v ktorych sme zistili rozdiely v obtaznosti pre chlapcov oproti dievéatam, 11
testovych poloziek s nerieSenostou viac ako 10 %. Test neobsahoval poloZky s vysokou
nerieSenostou. Nizka nerieSenost poloziek vypoveda o tom, 7e 7iaci mali dostatok na
vypracovanie jednotlivych casti testu.
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Zastosowanie materialow elektronicznych do
wspierania kursu rachunku prawdopodobienstwa
(The application of electronic materials to back up
probability theory course)

JAROSEAW LEZANSKI

ABSTRACT. In Teacher Training College in Bielsko-Biata we teach among others future
mathematic teachers. There is an experiment going on in our College. In this experiment
the probability theory course for future mathematic teachers is being backed up by electronic
materials provided via the Internet. E-learning platform extends the communication oppor-
tunities and offers a wide access to educational materials available there. This paper presents
the way of using e-learning platform to back up probability theory course. The content avail-
able on the platform show the presented material in a new way, which limits its passive
reception and make the user an active participant of the course. The materials present a
different approach to the proofs in a mathematical text. Instead of a static (ready) proof
there is an interactive proof. The each part of material contains an interactive module Check
Yourself which allows self-control of user.

Referat

W Kolegium Nauczycielskim w Bielsku-Bialej ksztalcimy miedzy innymi przysztych
nauczycieli matematyki. W naszym Kolegium prowadzony jest eksperyment polega-
jacy na wspieraniu kursu rachunku prawdopodobienstwa przy pomocy materialow
elektronicznych dostarczanych za posrednictwem Internetu.

Eksperyment zostal przygotowany w oparciu o wykorzystanie darmowego opro-
gramowania gtéwnie Open Source. W naszych dziataniach wykorzystujemy platforme
e-learning’owa Moodle. Narzedzie to umozliwia nam zaréwno dostarczanie opracow-
anych materialow studentom biorgcym udziat w eksperymencie jak réwniez moni-
torowanie sposobu ich wykorzystania, dokumentowanie pracy oraz dostep do narzedzi
komunikacyjnych umozliwiajacych porozumiewanie sie zaré6wno w trybie synchron-
icznym jak i asynchronicznym.

Materialy edukacyjne w formie elektronicznej dostarczane za posrednictwem In-
ternetu to niewatpliwie najbardziej atrakcyjna i majaca najwieksze mozliwosci forma
zwigzana 7z wykorzystaniem technologii w edukacji oraz z nauczaniem na odleglosc.
Jednakze od samego poczatku liczni autorzy wskazywali na stabo$ci i zagrozenia jakie
niesie ten typ edukacji. Przypomne tu najczesciej wskazywane.([1], |3])

Stabogci:

e Opor wobec pracy 7z komputerem,;

e Koniecznos$¢ przygotowania materialow w formie multimedialnej (kosztowne bo
czasochlonne i pracochtonne).

Z kolei najpowazniejsze zagrozenia to:
e Reakcja emocjonalna w sytuacji zmiany;

e Przywigzanie do tradycyjnej formy zajec;
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e Utrudnienia w budowaniu relacji spotecznych.

Mowiac o stabosciach i zagrozeniach nie wolno pominaé silnych stron i korzysci,
ktore wynikaja ze stosowania takiej formy.
Silne strony to:

e Dostep do zasobow bez wzgledu na miejsce i czas;
e Pelna funkcjonalnogc.

Mozliwosci:

e Odcigzenie od sprawdzania testow;

e Indywidualizacja nauczania;

e Zapobieganie facylitacji spotecznej.

Facylitacja spoteczna (|2], [4]) to zjawisko badane przez psychologoéw spotecznych
polegajace na tym, ze rzeczy trudnych i nowych tatwiej uczy¢ sie w samotnosci, a
zagadnienia opanowane lepiej doskonali¢ w grupie.

Obecnoé¢ obserwatorow wplywa na nasze emocje. Jezeli przed audytorium
wykonujemy zadanie, ktore dla nas jest proste szansa na sukces ro$nie. Zadania skom-
plikowane, lub takie, ktore sa dla nas nowoscia wykonywaé¢ bedziemy gorzej niz w
samotnosci.

Zjawiska tego rodzaju nalezy bra¢ pod uwage planujac wspieranie nauczania przy
pomocy platformy e-learning’owej. Psychologia spoteczna wyjasnia to zjawisko napie-
ciem wynikajacym z obecno$ci innych osoéb, ktore moga ocenia¢ nasze dziatania.
baczac ze sobg materiaty elektroniczne i tradycyjne formy zaje¢ mozemy wykorzystaé
to zjawisko jednoczesnie eliminujac jego negatywne strony.

Nalezy tak planowaé¢ przebieg nauczania aby pierwsze zetkniecie z nowym
materialem nastepowalo za pomocy materialow udostepnionych na platformie e-
learning’owe] a wiec w samotnos$ci natomiast doskonalenie umiejetno$ci powinno
odbywac sie podczas zaje¢ prowadzonych w grupie.

Laczac ze soba tradycyjne narzedzia ze wspierajacymi je materiatamii mozliwo$ci-
ami komunikacyjnymi platformy e-learning’owej mozna osiggnaé¢ wielorakie korzysci.

W prowadzonym eksperymencie staramy sie unikna¢ stabosci i zagrozen jed-
nocze$nie wykorzystujac mozliwosci i silne strony. Z tego powodu nie stosujemy w
czystej formie nauczania zdalnego ale blended learning czyli taczymy formy charak-
terystyczne dla tradycyjnego nauczania jak wyktady i ¢wiczenia z materiatami dostar-
czanymi za posrednictwem Internetu. Nie chodzi tu o mieszanie i komponowanie
roznych sposobow nauczania, ale koncentrujemy sie na efektach dydaktycznych.

Dostarczane studentom materiaty maja strukture modutowa. Kazdy modut zaw-
iera:

Materiaty do samodzielnej pracy;

Interaktywne narzedzie umozliwiajace samokontrole - "Sprawdz sie";

Standardowa liste zadan;

Forum dyskusyjne umozliwiajagce wymiane pogladéow dotyczacych prezen-
towanego materiatu.
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Oprocz tego kurs wzbogacony zostal o stownik poje¢ oraz elektroniczna ksiazke o
historii rachunku prawdopodobienstwa.

KOLEG‘UM NAUCZYCIELSKJE '-!I:':! Telogaama| 8} pebe Jarostes Leganaki
W BIELSKU-BIALEJ

Uuabiy Tomatyka
Uzy shaled dodben do hursu

Rachunku Prawdopodobienstwa

Kurs prremaczony |est dla studentdw 111 roku. F buse nalery korgystad
Dhnuugm 2 uils| |a|vn w witkladach | Swicianisch
&’ Forum aktuaine
A Hoami
Karia Wiondomado 5 fertare fechunky peossdupodetsefile g
1 =}
2 Presnia i usagi na IBmEE gt
| Matorisly do samod zelne; pracy
| Sprawdt v
) Lista sade
= nr.-:.- apama Jadad 2 Ry nr

(Rysunek 1  Struktura modutu)

Listy zadan sg udostepniane w postaci plikow PDF'. Fora dyskusyjne, stownik oraz
elektroniczna ksigzka o historii rachunku prawdopodobienstwa stanowia wykorzys-
tanie odpowiednich sktadnikow dostarczanych przez platforme Moodle. Materiaty do
samodzielnej pracy oraz narzedzie umozliwiajace samokontrole zostaty skonstruowane
przy uzyciu DHTMLa.

Staramy sie aby materiaty dostarczane studentom mialy kilka istotnych cech:

Modul nr 1 - Skonczona przestrzen probabilistyczma I
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(Rysunek 2 — Materiaty do samodzielnej pracy)
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e Materialy umieszczone na platformie nie stanowia dtuzszych fragmentow trady-

cyjnych ksigzek przetransponowanych na format elektroniczny. Na wy$wietlonej
przez uzytkownika stronie nie widaé¢ od razu calego dostepnego tekstu. Ob-
jasnienia i dodatkowe uwagi staja sie widoczne po umieszczeniu kursora myszy
na odpowiednich symbolach czy tez pojeciach wyr6znionych przy pomocy tla.
Pozwala to ogarnaé¢ jednym spojrzeniem najwazniejsze treSci wystepujace w
danym fragmencie. Taka struktura stwarza nowe mozliwoéci mogace z jednej
strony wspiera¢ proces lektury tekstu matematycznego, a z drugiej utatwia
zrozumienie tre§ci w nim zawartych;

Wprowadzane pojecia sa ilustrowane mozliwie duza iloscig réoznorodnych catos-
ciowych przykladow Nie tylko statycznych jak w tradycyjnych podrecznikach
ale takze dynamicznych;

Materiaty zawieraja interaktywne wskazowki, wspierajace ich uzytkownika w
rozumieniu danego zagadnienia i rozwigzywaniu zadan;

W materiatach w inny sposob prezentowane sa zawarte w tekscie matematy-
cznym dowody. W miejsce statycznego (gotowego) dowodu umieszczane sa
dowody interaktywne. Tekst dowodu pokazuje sie stopniowo i zawiera luki,
ktore uczacy sie powinien uzupeié aby zapoznaé sie z dalszymi fragmentami.
Jezeli nie potrafi tego zrobi¢ moze skorzysta¢ z odpowiedniej pomocy. Kolejny
krok dowodu zostanie wy$wietlony dopiero po poprawnym uzupekieniu luki.
Uzupetnianie poszczegolnych krokoéw nie jest zbyt trudne, powinno natomiast
spowodowaé zatrzymanie uzytkownika na prezentowanym kroku, wspomaga-
jac zrozumienie tego co w danym kroku dowodowym jest zawarte. Poprawne
uzupehienie tekstu uprawdopodabnia, ze zostal on przez uczacego sie zrozu-
miany. Wydaje sie, ze taki sposob lektury dowodu zmusza do aktywnosci, a
tym samym zapobiega mechanicznemu przechodzeniu do kolejnych krokéw, jed-
noczesnie pozwalajac na szybsza lokalizacje Zrodet ewentualnych trudnosci i
wskazanie sposobow ich eliminacji;

Materiaty zawieraja elementy dynamiczne takie jak animacje czy symulacje,
ktore lepiej niz statyczne ilustracje pomagaja zrozumie¢ omawiane tresci.

Sprawidi si¢ nr 1 Navigation and results — L imlﬁ] :

Pk b Wb _Jr_ b ]

W ops e masdio, iy 2 ks baals 1 2 ks crarne Lovugemy £ pojeranilos bt suracana 2 ks Provimuce ak
4 et R | L i T T
przstreed sdarzet elessertarnych dis tego dodwiadcrersa il

{1={(2, 0), (o, ®), (v =)} Hint

Zapropomy roded prowdop sdobeisters

“, o, 0 o,. L

(2. o) | (2. %) || (v. ®) [rr—r—
i bmdrv ek
"

P, || D= [. I =
. . ZP: =1

Liser answer =

(Rysunek 3 — Sprawdy? sie)
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Do kazdej cze$ci materialow dolaczony jest interaktywny modutl "Sprawdz sie"
umozliwiajacy samokontrole uzytkownikowi. Sa to zestawy zadan o charakterze
testowym. Zadania w czesci "Sprawdz sie" nie sg zbyt trudne i sprawdzaja znajomosé
podstawowych faktéw, oraz umiejetnosé postugiwania sie algorytmami omawianymi
w danym module. Po rozwigzaniu kazdego z zadan w tej czeSci uczacy sie otrzy-
muje natychmiastowa informacje zwrotng zawierajaca ewentualne wskazowki, ktore
umozliwiaja usuniecie ewentualnych brakow, jezeli takie zostaly ujawnione. W pelni
poprawne rozwigzanie wszystkich zadan w tej cze$ci podnosi samoocene uczacego
sie co do kompetencji w radzeniu sobie z materiatlem omawianym w danym module.
Tym samym podnoszac efektywnosé pracy na zajeciach w grupie. Praca z zadaniami
w czesci "Sprawdz sie" jest indywidualng praca kazdego korzystajacego z naszych
materiatlow i nikt inny nie ma wgladu w jej rezultaty. Element "Sprawdz sie" moze
by¢ przez uczacego sie wykorzystywany wielokrotnie w dowolnym czasie. Z tym, ze
przy kazdym wejsciu poszczegolne zadania w zestawie sa losowo wybierane z pewnej
grupy.

Na zakonczenie chciatbym zaprezentowa¢ odpowiedzi jakich udzielili studenci
bioracy udzial w eksperymencie na kila pytan, ktore im postawiliSmy po zakonczeniu
kursu.

Na pytanie: Czy zajecia z innych przedmiotéw matematycznych powinny by¢
wspierane podobnymi kursami na platformie e’learningowej?

TAK lub RACZES  ME lub RACZES ME
TAK

(Rysunek 4 Czy zajecia z innych przedmiotéw matematycznych powinny byé wspierane
podobnymi kursami?)

Odpowiedzialo 68 osob z tego 50 udzielito odpowiedzi tak lub raczej tak.
Na pytanie: Czy wiadomosci i przyktady zawarte w materialach pozwalaja na
opanowanie materiatu?
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Odpowiedziato 69 osob z tego 60 osob udzielito odpowiedzi tak lub raczej tak.

ZDECY DO WA NE RaCZE HE &) Rb
Tk ah RACTEl ZDEXY DO A HIE
Tal HE 1%

(Rysunek 5 — Czy zajecia z innych przedmiotow matematycznych powinny by¢ wspierane
podobnymi kursami?)

Na pytanie: Co myslisz o formie prezentowania dowodéw w materiatach do kursu
rachunku prawdopodobienstwa?

Gl

Al

o [ | [

POZYTYWNE  AlBIUGSLENTNE  NESATYINE

(Rysunek 6 o mys$lisz o formie prezentowania dowodow?)

Odpowiedzialto 63 osoby z tego 55 osob udzielito odpowiedzi pozytywnych, 3 osoby
udzielity odpowiedzi negatywnych a 5 ambiwalentnych.

Te wyniki zachecaja nas do rozwijania naszego kursu i dalszego doskonalenia
udostepnianych materiatow.
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Zistovanie nc¢innosti vyuc¢ovania matematiky a norm
referenced a criterion referenced tulohy

ANNA MACUROVA, DUSAN MACURA, STANISLAV BALCAK

ABSTRACT. V prispevku je ndvrh na vyuZitie siborov iloh rozlisujicich (NR) a overujicich
(CR) a na vyjadrenie vedomostnej trovne Ziakov stredngch $kol v matematike a na zistenie
ucinnosti vyucovania vo vybrangch tematickyjch celkoch.matematiky.

Uvod

Vyber tloh na overovanie Gc¢innosti vyucovania matematiky a vedomostnej tdrovne
ziakov v matematike na strednych gkolach je mimoriadne zlozita pedagogicka ¢innost.
Okrem pedagogickych skusenosti je nevyhnutné pri ilohach uréenych na hodnotenie
uc¢innosti vyucovania matematiky a vedomostnej tirovne ziakov v matematike dodrzi-
avat zasady, ktoré suvisia s rozsahom pozorovaného uciva. Stubory tloh, prostred-
nictvom ktorych navrhujeme zistovat ti¢innost vyucovania a vedomostni troven Zzi-
akov, st vyberané na zaklade pravidiel pre zostavovanie nestardandizovanych testov.
Existuju u¢itelia matematiky, ktori sa rozhoduja pri zaradovani tloh overujucich ve-
domostnu uroven ziakov v matematike na zaklade skiisenosti, poc¢tu oducenych hodin
a intuitivne a menej je hodnotena pomocou tloh osvojenych 7iakmi tac¢innost vyuco-
vania matematiky.

Charakteristika tloh

Podla interpretacie vykonov 7iakov st to
NR (norm referenced) rozliSujice zostavy

CR (criterion — referenced) overujice zostavy tloh.
Rozlisujiice NR sibory tloh vyjadruju vykon ziaka v porovnani so spoluziakmi.

Overujiace CR subory uloh vyjadruju vykon ziaka v mnozstve osvojeného uciva.

Uc¢el navrhnutych suborov tloh

Uvazujeme o stiboroch tloh pre ziakov strednych Skol.

Do vyucovacieho procesu je vhodné ich ako celky zaradit az po prebrati, resp. po
zopakovani prislusného tematického celku.

Rozsah udiva, ktory pokryvaji jednotlivé stibory tloh, zodpoveda vzhladom na
vybrané tematické celky zakladnym vedomostnym poziadavkam, ktoré su kladené na
ziakov v ramci pripravy na maturitni skisku z matematiky.

Ulohy riedia 7iaci na osobitnych listoch alebo podla charakteru tlohy zapisuju
odpovede, rozhodnutia do uc¢itelom pripravenych listov.

Forma tloh v stiboroch

V pripravenych NR a CR suboroch sa vyskytuji poziadavky presahujice ramec zak-
ladného uciva, pricom sa ponechava na uéiteloch, ktorymi alohami bude
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overovat uc¢innost svojho vyudovania a ktoré vyuzije ako kritérium ro-
zliSenia ti¢innosti vyucovania.

Ulohy st vyberané tak, aby overili vedomosti po stranke zapamitania, porozu-
menia a rieSenia uloh. Ak by boli sibory tuloh zamerané na zakladné ucivo, ktoré
by mal ovladat kazdy ziak, rozliSujeme formu tloh, ktord je dichotomicka, t.j.
vyskytuji sa tulohy s vyberom odpovede, alebo strukturalizované tlohy so Sirokou
odpovedou, pripadne produk¢éné a doplinovacie tlohy. V stiboroch sa mozu vysky-
tovat ulohy otvorené aj zatvorené, t.j. tlohy, ked odpoved tvori ziak alebo pri
zatvorenych tlohach vybera spravnu odpoved z niekolkych pontukanych moZnosti.
Pri otvorenych Strukturalizovanych tlohach su ziaci upozorneni, aké matemat-
ické tikony, pripadne algoritmy musia pri riegeni iloh dodrziavat. Ulohy otvorené so
stru¢nou odpovedou produkéné su tie, kde sa vyzaduje strucna, velmi kratka
odpoved, t. j. slovo, veta, definicia, ¢islo, symbol. Ulohy otvorené so stru¢nou
odpoved'ou dopliiovacie maju tvar neiplnej vety, kde sa ma odpoved doplnit.
Ulohy zatvorené s vyberom odpovede (polytomické tlohy) pontikajiu Ziakom
viace] odpovedi, z ktorych mé Ziak vybratf spravnu odpoved. (Optimalny pocet
odpovedi je 5). Pri zatvorenych prirad ovacich dlohéach Ziaci priraduju korespon-
dujice pojmy. Pri zatvorenych usporiadacich dlohach sa vyzaduje usporiadat
skupinu prvkov podla ur¢itého hladiska.

Nevyskytuji sa zatvorené dichotomické alohy, ktoré si vo forme tvrdeni, pri
ktorych ma ziak posudit: 4&no — nie, spravne — nespravne.

Nevyskytuji sa otvorené neStrukturalizované tlohy so Sirokou odpovedou,
pri ktorych je tazké posudit objektivne odpovede (mali by sa vyskytovat zriedkavo).

Pre uditelov je najzdlhavejsia faza v stvislosti s pripravou saborov dloh vyja-
drenie validity (obsahovej validity, kritériovej, pojmovej) a reliability. Reliabilita je
ukazovatelom presnosti a spolahlivosti merania dosiahnutych vyucovacich vysledkov
zvolenym siiborom tiloh. Meranie je reliabilné vtedy, ak pri viacndsobnom merani toho
istého objektu ziskame zhodné vysledky. (Aby stibor tloh, test, bol validny, musi byt
vysoko reliabilny. Ale vysoka reliabilita nezarucuje, 7e subor uloh je validny.)

Ulohy v stiboroch nie st vzdy rovnocenné. Niektorym tiloham sa priklada vicsi
vyznam. Aby boli zahrnuté tieto odlisnosti vo vyzname, prideluji sa uloham vahy
vyznamu. Ak subor obsahuje viac ako 10 tloh, pridelovanie vdh vyznamu zbytoc¢ne
komplikuje vyhodnocovanie.

Skoérovanie tiloh stiborov

Jednotlivé tlohy suborov sa neznamkuju, ale boduja. Pridelovanie bodov jednotlivym
tiloham sa nazyva skorovanie. Pri objektivnych tilohach sa pouziva binarne skérovanie,
pri ktorom st len dve moznosti

e 1 bod za spravnu odpoved

e 0 bodov za nespravnu, neuplni alebo vynechantu odpoved.

V otvorenych alohéach so §irokou odpovedou sa pouziva zlozené skorovanie. Ulo-
ham sa pridel'uje viacej bodov ako jeden a to za kazdy samostatne a
spravne uvedeny pojem, definiciu, vzorec a za kazdy samostatny krok
v rieSeni tlohy po jednom bode.

Pocas klasifikacia siborov tloh moézeme pouzit
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1. Arbitrarny postup  vopred sa stanovi klu¢ prevodu skore siboru tloh na
znamky. Urci sa najnizSie skore, ktoré sa eSte povazuje za tuspesny vysledok,
je to minimélne, prijateIné skore, hrani¢né.

2. gtatisticky postup — skoére dosiahnuté v sibore tloh sa neporovnava s vopred
stanovenym kritériom, ale s ostatnymi vykonmi ( strednou hodnotou skore)
dosiahnutou v tomto stibore tloh.

Casova dlzka rieSenia tloh obsiahnutych v siboroch tloh méze byt 40 az 80 miniit.
Ak predkladané siibory tilloh maju charakter vystupnej kontroly k istému tematickému
celku, cas, ktory bude Ziakom poskytnuty na rieSenie tuloh vyplyva z organizécie
vyucovacieho procesu.

Ukazky stborov taloh
FUNKCIE F,

1. Priradte k predpisu funkcie v stipci (a) nazov odpovedajiicej funkcie zo stipca

(b):

(a) y = —6a?
Yy =3z
_6
y=x+4

(b) kvadraticka funkcia
racionalna funkcia
linearna funkcia

mocninova funkcia

2. Napiste vSeobecny predpis funkcie

(a) kvadratickej
(b) logaritmickej

(c) sinus

3. Ktory graf nie je grafom ziadnej redlnej funkcie

a) b) c)

R

by
F 3

4. Uvedte tri rozne funkcie, ich predpis a graf.
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5. Nacrtnite grafy funkcif

10.

(a) y=(%)",
(b) y=(0,2)".

Uvedte, pre ktoré xplati:

3. 4
Y

(a) z° >z

(b) 2%t < 205

. Vypotitajte f(0), ak f:y=z+b, a,b € R.

Urcte, pre ktoré x € Rje f(x) =0, ak f:y =22 — 2z + 3.

Defini¢ny obor funkcie f :y = logs (logs 2?) je

(a) (0,00),
(b) (1,00),
(¢) (2,00),
(d) (3,00),
(e) ziadna z moZnosti nie je spravna.

Rozhodnite ktora odpoved z moinosti a) aZ c) je spravna pre hodnotu funkcie

f Y= smx—l—cosm’ ked o = —7

(a) Pre x = —7 nie je funkcia definovana.

(b) Funkéné hodnota je kladna.

(¢) Funkéné hodnota je zaporna.

FUNKCIE
Fy

. Prirad'te k predpisu funkcie v stipci (a) nazov odpovedajiicej funkcie zo stipca

(b):

(a) y = —62°
y = log (3z)
y = cos (2x)
y=z+4

(b) logaritmicka funkcia
goniometricka funkcia
linedrna funkcia

kvadratickd funkcia

2. Napiste vSeobecny predpis funkcie

(a) linearnej funkcie

(b) racionélnej funkcie
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a) ; b) c)
Y > Y
¥ 3
> \ T, > X
X A/ X
(c) kosinus
3. Ktory graf nie je grafom ziadnej redlnej funkcie

4. Uvedte priklad rasticej funkcie, predpis a graf.

5. Nacrtnite grafy funkcif

6. Uvedte, pre ktoré = plati
(a) x2 > 22,
(b) 2% < 202
7. Vypocitajte f(0), ak f :y =ax+b, a,b € R.
8. Urcte, pre ktoré z € R je f(x) =0, ak f:y = .

9. Defini¢ny obor funkcie f :y = logs (logs 2% — 1) je

(a) (0,00),
(b) (1,00),
(¢) (2,00),
(d) (3,00),
(e) ziadna z moznosti nie je spravna

10. Rozhodnite, ktora odpoved 7 moZnosti a) a7 c) je spravna pre hodnotu funkcie
fry= Colsx’ ked xr = —7.

(a) Pre x = —7 nie je funkcia definovana.
(b) Funkéné hodnota je kladna.

(¢) Funkéné hodnota je zaporna.
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Zaver

Vo vicsine pripadov sa tlohy zadavaji v pisomnej forme. Najlepsie je, ak kazdy ziak
mé k dispozicii kopiu tloh a odpovede zapisuje priamo na prideleny list. Ak to nie je
mozné, rieSenia tloh a odpovede piSe 7iak na samostatny harok. Niekedy mozu byt
ulohy zapisané na tabuli alebo premietnuté spatnym projektorom.

Ak ziak nemoze sediet samostatne, je potrebné vypracovat viacej variantov rov-
nakého siboru tloh, aby sa zabranilo vzajomnému ovplyviiovaniu spracovania tloh
bezprostredne susediacimi ziakmi. Varianty musia byt rovnocenné, a to nielen po
stranke obsahovej, ale i po stranke obtiaznosti jednotlivych tloh.

Ulohy uréené do stiborov a roznych zostav je vhodné dat posadif odbornikom a
ucitelom, ktori dobre poznaju obsah u¢iva, moznosti i schopnosti ziakov, ako aj teoriu
testovania a maju aj praktické skiisenosti s takymto hodnotenim ziakov.
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O intuicyjnym rozumieniu pojecia odleglosci

JOANNA MAJOR

ABSTRACT. This paper presents some remarks on understanding of distance by the pupils
and the students.

Prowadzac badania dotyczace rozumienia przez uczniow i studentéow pojecia
wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej zwrocitam uwage, ze badani wiaza poje-
cie wartosci bezwzglednej z pojeciem odleglodci |4]. Interesujacym wydawalo sie za-
tem sprawdzenie jak uczniowie rozumieja odlegltodé, ktora na poczatkowych etapach
edukacji matematycznej jest ksztaltowana intuicyjnie (etap przeddefinicyjny).

7 oczywistych powodow w szkole podstawowej i gimnazjum nie podaje sie definicji
odleglosci, ktora poznaja dopiero uczniowie klas matematycznych szkoty sredniej czy
osoby studiujace na kierunku matematyka?’.

Z pojeciem odlegtosci kazdy z nas spotyka sie od dziecinstwa. Postugujemy sie
tym pojeciem do opisywania zaleznoSci zachodzacych pomiedzy obiektami otacza-
jacej nas rzeczywistosci. Warto tu wspomnieé, ze kazde: Pojecie w sensie logiki jest
czym innym niz pojecie w znaczeniu psychologicznym. W ostatnim przypadku po-
jecie jest przezyciem, aktem czyjejs Swiadomosci, a wiec ma charakter indywidu-
alny 1 osobisty... Natomiast w przypadku pierwszym stoimy wobec sytuacji zobiek-
tywizowanej; nosnikiem pojecia jest — w uproszczeniu — zapis (tekst, nazwa, znak),
a wiec Srodki zmaterializowane w jezyku i dostepne obiektywnie |2]. Jak zauwaza
J. Konior: Blizsze i dalsze otoczenie, z ktorym jednostka wchodzi w kontakt od wczes-
nego dziecinstwa, stanowi punkt wyjscia jej rozwoju i Zrodto wszelkiego poznania. Na
drodze nagpierw zmystowych doznan poznawczych, a poiniej rozumowych przezyé poz-
nawczych powstajqg zaczqtki tzw. pojeé¢ potocznych, bedgcych zasadniczym sktadnikiem
wiedzy okreSlanej réwniez jako wiedza potoczna |3].

Czynnikami ktére pobudzaja i podtrzymuja proces ksztatltowania si¢ w umysle po-
je¢ potocznych sg utrwalane i wzbogacane doswiadczenia oraz stopniowo opanowywa-
ny jezyk potoczny. Nagromadzone w okresie przedszkolnym do$wiadczania wyko-
rzystywane sa w toku ksztalcenia poje¢ matematycznych. Zdobyte doswiadczenia sa
gtownym sktadnikiem ,matematycznej prawiedzy” ktora dysponuje dziecko rozpoczy-
naja swa szkolng edukacje.

Jak juz wspomniano wcze$niej pojecie odleglosci nie jest przedmiotem rozwazan w
szkole podstawowej czy gimnazjum. Pojawia sie ono na lekcjach matematyki niejako
,przy okazji”. Uczniowie postugujac sie tym pojeciem bazuja na intuicyjnym znaczeniu
terminu.

W dalszej czesci artykulu opisze fragment wynikow badan prowadzonych wérod
10 uczniéw zainteresowanych matematyka. Uczniowie ci uczeszczali do réznych gim-
nazjow w Krakowie i jego okolicach, byli tez uczestnikami zaje¢ kota matematycznego,

2 Metrykq w niepustym zbiorze X nazywamy odwzorowanie o : X x X — [0,+00), spetniajgce
warunki:

1. o(z,y)
2. o(z,y)
)

0
3. o(z,z) < o(z,y) + oy, 2) dla dowolnych x,y,z € X (warunek trdjkgta).

=0« z =1y dla dowolnych z,y € X;
(y,x) dla dowolnych x,y € X;

Y
)

Liczbe o(z,y) nazywamy odlegtoscig punktéw x iy. Pare (X, 0) nazywamy przestrzeniq metryczng
(zob. [1]).
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ktore prowadzitam??. W badanej grupie uczniow znalazly sie 2 osoby uczeszczajace
do drugiej klasy gimnazjum, pozostate osoby to uczniowie trzeciej klasy. Uczniowie
w chwili prowadzenia badan mieli 14-15 lat.

Prowadzac badania prositam uczniéw m. in. o zapisanie odpowiedzi na nastepujace
polecenie: Wyobraz sobie sytuacje, w ktérej musisz opowiedzieé¢ kolezance
lub koledze co to jest odleglos$é. Zapisz jak objasnilby$ znaczenie tego
terminu.

Ponizej zaprezentuje fragmenty prac uczniow gimnazjum, w ktorych charakteryzu-
ja oni odlegtosé.

e Odlegtosé to jest odcinek, droga zawarta miedzy dwoma punktamsi, odlegltosé
zawsze wyrazona jest w liczbach naturalnych;

Odlegtosé to przestrzen miedzy roznymi obiektami, na osi okreslona lub nieokre-
Slona ilo$é jednostkowych odcinkow;

e Mozna powiedziec, ze odlegtosé jest to odcinek na prostej ograniczony punktami
potozonymi w dwoch miejscach;

Odlegtosé jest to dtugosé miedzy punktamsi;

e (Odlegtosé to jest miara dalekosci z tego do tamtego.

7 wypowiedzi uczniow wynika, ze kojarza oni odlegtos¢ z droga jaka nalezy przeby¢
od punktu do punktu, badz z przestrzeniag miedzy punktami lub tez z odcinkiem,
ewentualnie z jego dtugoscia. Jeden badany kojarzy odleglosc¢ z liczba.

Interesujacym, a zarazem zaskakujacym dla mnie faktem bylo spostrzezenie, ze
pojecie odlegltosci jest podobnie charakteryzowane, ,definiowane” przez studentow
studiow matematycznych, a wiec osoby o do$¢ duzym doswiadczeniu matematycznym.
Prowadzac zajecia w grupach studentow I i I1I roku matematyki Akademii Pedagog-
icznej w Krakowie poprositam kazda z os6b o pisemna odpowiedZ na podane wyzej
polecenie. Warto nadmieni¢ tu, ze zarowno studenci I jak i ITI roku poznali w czasie
zajeé na studiach, a wiec przed prowadzonymi badaniami, definicje przestrzeni me-
trycznej. Zagadnienia zwigzane z pojeciem odleglosci byty przedmiotem rozwazan na
zajeciach z analizy matematycznej, w ktorych uczestniczyty badane osoby. Analizujac
odpowiedzi stwierdzitam, ze studenci nauczycielskiego kierunku studiow matematy-
cznych okreslaja odlegtosé jako:

nagkrotszy odcinek miedzy punktami — 1 osoba;
e dlugosé odcinka miedzy punktami 2 osoby;

e [iczbe wyrazajgcq diugosé odcinka 1 osoba;

e najkrotszq droge miedzy punktami — 4 osoby;

o liczbe rzeczywistg — 2 osoby;

e [icze dodatnig 3 osoby;

e liczbe nieujemng — 1 osoba;

e liczbe kilometrow miedzy miastami — 2 osoby;

o funkcje spetniajgcq warunki 1-3 z definicji metryki (por. przypis 21 ze strony
196) 10 osob;

22Kolo organizowane jest przez Krakowskie Mlodziezowe Towarzystwo Nauk, przy wspolpracy z
Centrum Mtodziezy im. dr H. Jordana w Krakowie.
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o funkcje przypisujgcg dwom elementom liczbe rzeczyunstq 1 osoba;

e droge przebytq z jednego punkt do innego 4 osoby.

Studenci kojarza wiec pojecie odleglosci z sytuacjami zyciowymi, w ktorych np. dla
kierowcy samochodu odlegltoé¢ to liczba kilometréw do przebycia. Niektorzy badani
kojarza odlegto$¢ 7z najkrotsza droga np. miedzy miastami, zas najkrotsza droga
kojarzy im sie z odcinkiem. Niewielu studentom odleglosé¢ kojarzy sie z pojeciem
matematycznym, gdzie odlegtos¢ dwoch punktow jest pewng liczbg nieujemng. Mozna
powiedzie¢, ze podawane przez studentow okreslenia wskazuja, ze wiekszo$¢ z nich
myslac o pojeciu odlegtosci nie odwoluje sie do poznanej w czasie studiéw definicji,
ale podobnie jak mlodsi uczniowie do ,pierwotnego” intuicyjnego (czesto niezgodnego
7 matematycznym) znaczenia pojecia odlegtosé. Wart zaznaczenia jest tez fakt, ze nie
zauwazyltam znaczacej zmiany myslenia o pojeciu odleglosci u studentéow starszych
w poréwnaniu z mysleniem o tym pojeciu studentéw I roku matematyki.

Wyniki prowadzonych przeze mnie badan ukazaly réwniez, ze uczniowie gim-
nazjum potrafia w pewnych sytuacjach poprawnie postugiwaé sie pojeciem odleglosci.

W dalszej cze$ci omoéwie odpowiedzi ucznidw rozwigzujacych nastepujace zada-
nie 1.

a) Zaznacz na osi liczbowej wszystkie punkty odlegte od punktu 0 doktadnie o 3 jednos-
tki.
b) Zaznacz w ukltadzie wspohrzednych wszystkie punkty odlegte od punktu (0,0) doktad-
nie o 3 jednostki.
¢) Zaznacz na osi liczbowe]j wszystkie punkty odlegte od punktu 0 o mniej niz 3 jednostki.
d) Zaznacz w uktadzie wspotrzednych wszystkie punkty odlegte od punktu (0,0) o mniej
niz 3 jednostki.
e) Zaznacz na osi liczbowej wszystkie punkty odlegte od punktu 2 doktadnie o 1 jednos-
tke.
f) Za?znacz w uktadzie wspotrzednych wszystkie punkty odlegte od punktu (2,2) doktad-
nie o 1 jednostke.
g) Zaznacz na osi liczbowej wszystkie punkty odleglte od punktu 1 o doktadnie lub mniej
niz 3 jednostki.
h) Zaznacz w ukladzie wspotrzednych wszystkie punkty odlegte od punktu (1,1) o
doktadnie lub mniej niz 3 jednostki.
i) Zaznacz na osi liczbowej wszystkie punkty odlegte od punktu 1 o wiecej niz 2 jednostki.
j) Zazmacz w ukltadzie wspotrzednych wszystkie punkty odlegte od punktu (1,1) o wiecej
niz 2 jednostki.
k) Zaznacz na osi liczbowej wszystkie punkty odlegte od punktu —1 doktadnie o 3 jed-
nostki.
1) Zaznacz w uktadzie wspohrzednych wszystkie punkty odleglte od punktu (—1,—1)
doktadnie o 3 jednostki.
m) Zaznacz na osi liczbowej wszystkie punkty odlegte od punktu 2 doktadnie o 0 jednos-
tek.
n) Zaznacz w ukladzie wspohrzednych wszystkie punkty odlegte od punktu (2,2) doktad-
nie o 0 jednostek.

Na podstawie analizy odpowiedzi do zadania 1 stwierdzitam, ze badani sa w stanie
poprawnie wskaza¢ na osi liczbowej wszystkie punkty odlegle od danego o pewna
(o mniej, nie wiecej, niemniej, wiecej) liczbe jednostek.

Swiadczy o tym fakt, ze kazdy badany poprawnie rozwiazal zadania 1a, 1c, le, 1g,
1i, 1k i Im. Wskazywanie punktéw odlegtych od danego punktu o ustalona (o mniej,
nie wiecej, niemniej, wiecej) liczbe jednostek w ukladzie wspotrzednych wiekszosci
uczniow sprawiato juz trudnosci. Tylko jeden uczen poprawnie rozwigzat zadania 1b,
1d, 1f, 1h, 1j, 11 i 1n. Pozostali uczniowie nie poradzili sobie z rozwigzaniem tych



O intuicyjnym rozumieniu pojecia odlegtoSci 199

zadan. Na przyktad trzej badani odpowiadajac na pytanie 1b wskazywali punkty o
nastepujacych wspolrzednych: (—3,0); (3,0); (0,3) i (0,—3). Jeden z tych uczniow
po poprawnym rozwigzaniu zadania la przystepujac do rozwigzywania zadania 1d
powiedzial: to chodzi o punkty na osiach, o wspotrzednych mniejszych od trzech, t.
odlegtych od osi o trzy jednostki, tak jak w poprzednim zadaniu 1c. Badany zaznaczyt
przy tym cztery punkty.

Inni badani pracujacy nad zadaniem, ktorzy podali nieprawidlowe rozwigzanie,
zaznaczali w ukltadzie wspohrzednych punkty (x,y), ktorych wspohrzedne spetniaja
warunek = € [-3,3] 1y € [-3,3].

Oto rozwiazanie jednego z uczniow.

N

N
£

- RN
N
N
=

N

Podobne btedy, do podanych wyzej, popetniali uczniowie rozwigzujac kazde z
pozostalych zadan (tj. zadania 1d, 1f, 1h, 1j, 11 oraz 1n). Mozna przypuszczaé, ze os-
oby, ktore przedstawiaty bledne rozwigzania, dokonaty niewlasciwego uogolnienia.
Uczniowie po poprawnym rozwigzaniu zadania w przypadku jednowymiarowym,
bez zadnej refleksji nad poprawno$ciag wyniku, podali rozwigzanie dla przypadku
dwuwymiarowego. Nie dostrzegli oni popelnionego przez siebie btedu, pomimo iz
podczas badan, podczas rozmoéw prowadzonych tydzien po rozwigzywaniu przez nich
zadan z kwestionariusza badan wykazali sie oni znajomoscig definicji kota i okregu.
Mozna przypuszczaé, iz przyczyna bledow jest niepetlna i niedostatecznie ugrun-
towana wiedza dotyczaca poje¢ geometrycznych a w tym np. poje¢ okregu i kota.
Mamy tu bowiem sytuacje, w ktorej rézne pytania i zadania wyzwalaja odmienne
skojarzenia i reakcje uczniow, ktore niekiedy pozostaja ze soba w sprzecznosci.

Prowadzone przeze mnie badania ujawnity takze duze trudnoéci uczniow zwigzane
z niemoznoscig zaakceptowania przez nich, ze odleglo$¢ miedzy dwoma punktami
moze wynosi¢ 0 oraz z trudnosciag zaakceptowania, iz mozna méwic o odlegtosci dwoch
punktow pokrywajacych sie. Badani uczniowie gimnazjum twierdzg bowiem, ze: nie
mozna mowic o odlegtosci dwoch punktow, ktore sie pokrywajq; nie ma czego$ takiego
jak odlegtosé miedzy punktami pokrywajgcymi sie; nie ma bo nie ma odcinka miedzy
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tymi punktami; nie ma Zadnej dtugosci miedzy tym punktamsi. Zacytowane wypowiedzi
badanych zdaja sie stanowi¢ potwierdzenia sformutowanej wyzej hipotezy.

Ujawnione trudnosSci ucznidw zwigzane z rozumieniem pojecia odlegltosci moga
stanowi¢ punkt wyjscia do rozwazan zwigzanych z planowaniem procesu edukacji w
szkole podstawowej, gimnazjum i szkole §redniej. Bazowanie na pojeciach niepraw-
idtowo rozumianych w sposob intuicyjny moze byé¢ przyczyna niezrozumienia innych
poje¢. Moze mie¢ to miejsce nawet w przypadku poje¢ naukowych, tj. rozwijajacych
sie w planowej wspoOlpracy ucznia z nauczycielem. Z taka sytuacja mamy do czynienia
np. w przypadku wartosci bezwzglednej liczby rzeczywistej, ktorej jedna (a zarazem
najbardziej popularna) definicja odwotuje sie do pojecia odleglosci.
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Vedomosti Studentov 3. ro¢nika matematiky v
oblasti elementarnych Skolskych tloh z poctu
pravdepodobnosti

MACIEJ MAJOR

ABSTRACT. The paper deals with elementary understanding of probability by 111 year students
before their starting learn theory of probability.

Vysledky, uvedené v tomto ¢lanku, st pokracovanim vysledkov vyskumu usku-
to¢neného autorom na 37 Studentoch 3. ro¢nika Akademie Pedagogicznej v Krakowe
pred zaciatkom ich kurzu pravdepodobnosti. Cast vysledkov tohto vyskumu uz bola
publikovana v |2|.

Cielom vyskumu bolo zistit ako Studenti hodnotia troven svojich poznatkov z
pravdepodobnosti zo strednej Skoly a zaroven ukazat, aka je skutocna tdroven ich
vedomosti z tejto oblasti matematiky (kol'ko si pamétaji zo strednej Skoly). Na druhej
strane, vysledky vyskumu moézu sluzit ako kritérium na analyzu vysledkov, ktoré
mame v umysle ziskat v dalSom vyskume po skon¢ni kurzu pravdepodobnosti. Praca
je akymsi pokrac¢ovanim vyskumu uskuto¢neného v Polsku v rokoch 1986 - 1990
kolektivom pracujicim v rdmci Rezortového programu zakladnych vyskumov?® na
tému stav vedomosti a matematickej pripravy Studentov uditelského odboru (pozri

[11)

~

Studenti vypliiali dotaznik, ktory obsahoval 8 otazok a tloh.

DOTAZNIK VYSKUMU

1. Ohodnot nasledujiice tvrdenia v rozmedzi od 1 do 10.

Poznamka: 1 znamend, ze s tvrdenim vdbec nestuhlasis, 10 znamend, Ze s tvrdenim
liplne sthlasis.

a) Pocet pravdepodobnosti dobre ovladam zo strednej gkoly. ......

b) Pocet pravdepodobnosti mi na strednej Skole robil problémy. ......
¢) Pojem pravdepodobnosi poznam zo strednej $koly. ......

d) Pojem pravdepodobnosti mi na strednej skole robil problémy. ......

e) Vlastnosti pravdepodobnosti dobre ovladam zo strednej skoly. ......

2. S ¢im sa ti spaja pojem pravdepodobnosti? Napi§ svoju odpoved.

3. Napi§ definiciu pravdepodobnosti.

e

Predstav si nasledujicu situdciu: musi§ spoluzikovi vysvetlit, ¢o to je pravdepodob-
nost. Napig, ako by si objasnil(a) vyznam tohto pojmu.

Opis suvislosti pravdepodobnosti s inymi, tebe zndmymi, pojmami.
Napfis, aké pouzitie pravdepodobnosti v praxi poznés.

Uved matematické vety tykajiice sa pravdepodobnosti, ktoré poznas.

© N o o

Uved priklady 3 uloh (problémov), v ktorych vystupuje pojem pravdepodobnosti a

Y

nazna¢ schematicky plan ich rieSenia.

23 Resortowego Programu Badan Podstawowych RP. III. 30.
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V ¢lanku [2] sme prediskutovali vysledky ziskané analyzou odpovedi na otéazky
1, 2, 5 a 6. Uskutocnena analyza odpovedi studentov ukazala, ze Studenti 3. ro¢nika
matematiky, napriek dost vysokej mienke o svojich vedomostiach z poc¢tu pravde-
podobnosti, maji velmi slabé asociacie tykajice sa pojmu pravdepodobnosti, nev-
idia spojenie pravdepodobnosti s inymi matematickymi pojmami, a tiez nepoznaju
jej pouzitie v praxi. V tomto ¢lanku uvedieme zavery ziskané analyzou odpovedi na
otazky 3 a 7.

Ako sme uz uviedli, analyza odpovedi §tudentov na otazku 1 (pozri [2|) ukézala, ze
respondenti dost vysoko hodnotili svoje vedomosti (zo strednej $koly) z oblasti pravde-
podobnosti a uvadzali, Zze chapu pojem pravdepodobnosti a jeho vlastnosti. Cielom
otazky 3 bolo zistit, ¢ Studenti ovladaji (pamétaju si) kolska definiciu pravdepodob-
nosti, pripadne, ¢i ju ovladaju skor intuitivne. Mala teda umoznit kontrolu pravdivosti
odpovedi na otazku 1. Otézka 7 sa tyka matematickych viet z oblasti pravdepodob-
nosti. Vo vyskume sa jednalo o zistenie, ¢i si Studenti pamétaji zakladné vlastnosti
pravdepodobnosti. Porovnavacia analyza odpovedi na jednotlivé otazky dotaznika
umoznila pozorovanie eventudlnych rozdielov medzi tym, ¢o Studenti skutocne vedia
a ich predstavami o svojich vedomostiach.

Po analyze odpovedi §tudentov na otazku 3 moézeme povedat, Ze ani jeden z re-
spondentov neuviedol bezchybnu definiciu pravdepodobnosti. VA¢sina $tudentov (24
7z 37) na tiato otazku neodpovedala vobec. Najcastejsie uviedli, Ze si nepamétajua, os-
tatni napisali iba znak “ ” (poml¢ka) alebo nechali miesto na odpoved prazdne. Iba
13 Studentov sa aspon pokusilo odpovedat na tato otazku. Mozno konstatovat, 7ze v
niektorych pripadoch sa jednalo o pokusy o tzv. “klasicki definiciu pravdepodobnosti”
(Laplaceovu definiciu). Respondenti napisali, Ze pravdepodobnost je:

— pomer poctu moznosti danej udalosti ku celkovému poctu moznosti (2 Studenti);

— pomer vyskytu tejto udalosti ku mnoZine vsetkyjch udalosti (1 $tudent);

~ pomer ﬁ—é, kde A C X, pricom X je l[ubovolnd neprdzdna mnoZina udalosti
(1 Student);
- %, A C Q, Q — mnozina vsetkjch elementdrnych kombindcii, P(A) —

mnoZina vietkych elementdrnych kombidcii mnoZiny A (1 Student).

V odpovediach niekol'kych studentov mozno vidiet spojitost s axiomatickou defini-
ciou pravdepodobnosti:
c¢islo uréujiice hodnotu viskytu danej ndhodnej udalosti (1 Student);

— suhrn elementarnych udalosti, ktorym je priradend ciselnd hodnota z mnoZiny

(0,1) (1 Student);
sanca vyskytu nejakej udalosti spomedzi vietkych moznijch udalosti (1 Student);

moznost nastania udalosti pri losovant (istd udalost - pravdepodobnost sa rovnd
1, nemoznd udalost - pravdepodobnost sa rovnd 0) (2 Studenti).

Dvaja Studenti sa pokusali opisat pojem pravdepodobnosti tvrdenim:

predvidanie urcityjch udalosti v dangch podmienkach;
moznost vyskytu danej udalosti.
Medzi odpovedami sa naslo i tvrdenie: pravdepodobnost je cast matematiky.

Citované odpovede ukazuju, 7e Studenti nevedia (nepamitaji si a sami nedokazu
vytvorit) definiciu pravdepodobnosti. Znalost tohto pojmu je povrchné a v zasade
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intuitivna. Pouzitie intuicie pri pojme pravdepodobnosti je velmi v8eobecné a ¢asto
ma daleko k skuto¢nému matematickému vyznamu tohto pojmu. Vel'mi mélo respon-
dentov sa pokusilo uviest formalnu definiciu pravdepodobnosti.

Analyzou odpovedi §tudentov na otazku 7 sa ukazalo, ze az 20 respondentov ne-
dokazalo uviest ziadnu matematicka vetu tykajuce sa pravdepodobnosti. Ostatni Stu-
denti uvadzali jednu az tri vety. NajcastejSie uvadzanou bola veta o pravdepodobnosti
zjednotenia dvoch udalosti. Buhuzial, v mnohych odpovediach chybali predpoklady
a samotné vety boli formulované nespravne. Studenti pisali:

P(AUB) = P(A)+ P(B) — P(AN B) (2 studenti);

- P(AUB) = P(A)+ P(B) (1 student);

P(AUB) = P(A)U P(B) (1 student);

ANB# 0= P(AUB) = P(A)U P(B) (1 student);

- ANB=0= P(AUB)=P(A)UP(B) — P(AN B) (1 $tudent);
ANB=(0= P(A)UP(B)=P(AUB)— P(AN B) (1 student);

V dvoch dotaznikoch bolo formulované tvrdenie o pravdepodobnosti opac¢nej (do-
plnkovej) udalosti:

AUB=Q, ANB =0 = P(A) =1— P(B);
~ P(A) = P(Q) - 1.

Dalsie formulované vety:

— P(Q) =1 (2 studenti);
— P(A) <1 (2 studenti);
0 < P(A) <1 (1 student);
— Pravdepodobnost vyskytu istej udalosti je 1 (1 $tudent);
— Pravdepodobnost vijskytu istej udalosti je 1 a nemoznej udalosti je 0 (1 §tudent).

V troch pripadoch studenti uviedli ako vetu vzorec na podmieneni pravdpodob-
nost:

P(A|B) = P(A)U P(B);
P(A|B) = P(A) N P(B);
- P(A|B) = %, za predpokladu, Ze AN B = ().

Dvaja studenti uviedli nasledovné tvrdenie:

- P(A) =

Y

QI

ktoré nie je pravdivé, ked chyba predpoklad, ze pravdepodobnostny priestor je kla-
sicky.
Okrem toho Studenti ako vety pravdepodobnosti uvadzali:
— wzorec na vypocet kombindcii (3 Studenti);
vzorec na vypocet varidcii bez opakovania (2 $tudenti);

vzorec na vypocet varidcii s opakovanim (2 Studenti);
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vzorec na vypocet permutdcii (2 Studenti).

Studenti ako priklad vety pisali tiez nasledujice vety, ktoré vsak necitovali, iba
vymenovali ich nazvy:

— Laplaceova veta (2 Studenti);
Bernoulliho veta (1 Student);
Bernoulliho zdkon velkijch ¢isel (1 $tudent).

Medzi odpovedami sa naSla aj takato:
P(A)=0NPB)=0= P(ANB) =1.

Podrobna analyza citovanych odpovedi nas viedla k formulovaniu nasledujicich
Zaverov:

1. Studenti neovladaju podstatné vety Skolskej pravdepodobnosti.
2. Vety kombinatoriky povazuju za vety pravdepodobnosti.

3. Vyslovujic vetu nemaji potrebu formulovat predpoklady, pri ktorych je veta
pravdiva. Uspokoja sa s formulovanim samotnej tézy vety.

4. Dokonca si neuvedomuji, ze udalost je mnozinou a pravdepodobnost udalosti
je ¢islo. Sved¢i o tom nevhodné pouzivanie symbolov “47 a “U” ako aj “-” a “N".

Prevedena analyza potvrdila, Ze Studenti 3. ro¢nika matematiky napriek tomu,
7e dost vysoko hodnotia svoje vedomosti z pravdepodobnosti, maju dost ibohe poz-
natky z tejto oblasti. Chapanie pojmu pravdepodobnosti u nich jenoznacne vedie do
obyc¢ajného chapania tohto slova. Pravdepodobnost je vic¢sinou Studentov vnimané
cez prizmu tloh, ktoré riesili na strednej Skole. Tie sa v prevaznej vacSine tykaju
klasickej pravdepodobnosti. Mnoho Studentov zacinajucich kurz pravdepodobnosti
mé rieSenie uloh nerozlu¢ne spojené s vypoc¢tom mocnosti mnoZiny €. Podla naSej
mienky, na odpovede Studentov na otazku 7 mal velky vplyv doraz, kladeny na stred-
nej Skole na pouzitie kombinatorickych vzorcov (na vypocet poc¢tu permutacii, variacii
a kombindcii).

Netiplné vnimanie pojmu pravdepodobnosti jednozna¢ne mdze byt zdrojom chyb
a problémov v dal3ej etape vzdelavania v oblasti pravdepodobnosti. Sme toho nazoru,
7e mnoho respondentov mé nejasny obraz pravdepodobnosti - jednotlivym pojmom
nerozumeji a nie si schopni pomoct si elemntarnymi matematickymi pojmami.
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Elektronicky podporované vzdelavanie
elementaristov

MAREK MOKRIS

ABSTRACT. In the following subscription we are describing the experience with implementing
of the electronically supported education for the primary school teachers studying externally.
Introductory mathematical discipline in their preparation is being described.

Dynamicky a neustéale sa rozvijajici sposob elektronického spracovavania, prenosu
a archivéacie informécii prenikol do vSetkych oblasti Tudskej ¢innosti. Do vzdelavania
Coraz CastejSie vstupuju nové technologie a vyraznym spodsobom zacinaji ovplyvio-
vat komunikiciu a interakciu medzi u¢itelom a ziakom. V ostatnom obdobi sa do
popredia v priprave ucitelov pre primarny stupen vzdelavania dostéva elektronicky
podporované vzdelavanie. Podla P. Klenov¢ana (2004, s. 139) méZeme v stucasnej dobe
pozorovat pomerne velky rozmach vyucovacich metod, ktoré si podporované poci-
ta¢mi a roznymi siefovymi systémami. Stithrne st nazyvané ako e-learningové metody.
Su jednou 7z alternativ, ktora by mala zabranit neziaducemu znizovaniu irovne vyuco-
vania.

Podla P. Hanzela (2004, s. 107-108) e-learning (elektronické vzdelavanie) mnohi
autori pouzivaju len na oznacenie dvoch aktivit:

S — elektronické spracovanie informécii vhodnych pre dany vzdelavaci proces,

P prenos informécii pomocou elektronickych komunikaénych sieti k uzivatelovi.

E-learning ma ovela §ir§i vyznam. Predstavuje kvalitativne novy pristup k re-
alizacii vzdelavania, ktory je zalozeny na aplikacii softvérovych produktov. Okrem
aktivit S a P musi e-learning zvysit efektivitu pri:

C poskytovani sluzieb studentom (zakaznikovi),

D — distribticie produktov a sluzieb (v smere uéitel — $tudent),

A riadenia vzdelavacieho procesu.

V skolskom roku 2005/2006 doslo na PF PU v Presove k zmene matematickej
pripravy ucitefov pre mladsi Skolsky vek. Zmena nastala vo filozofii, obsahu, ale aj
v metode §tadia. Studentom prvého rocnika externého stidia boli spristupnené online
kurzy v prostredi MOODLE a poskytnuta moznost navstevovat tzv. podporné kurzy,
ktorych tlohou bolo eliminovat problémy spojené s e-vzdelavanim zo strany Studentov
(nedostupnost Internetu, nedostato¢né zru¢nosti s pracou na Internete a obsluhou
PC, atd.). Do podpornych kurzov sa zapojilo az 97 % $tudentov. V MOODLE sa
zaregistrovalo 72 Studentov zo 119, ale realne ho vyuzivali len 7.

V tomto prispevku uvedieme blizsiu charakteristiku kurzu Uvod do §tidia matem-
atiky umiestneného v MOODLE, ktory je prvou matematickou disciplinou v profesi-
jnej priprave ucitelov elementaristov v podmienkach PF PU. Cielom tohto predmetu
je pozitivne ovplyviiovat postoje Studentov k matematike, nadvéizovat na znalosti
z matematiky, ktoré ziskali na zakladnej a strednej Skole, precizovat matematické
vyjadrovanie a vytvarat jednotiaci pojmovy systém. Ciele tohto kurzu sme museli
prisposobit aktualnej edukacnej realite, ktora hovori o klesajticej tirovni matemat-
ickych vedomosti. T4 sa prejavuje, podla V. Jodasa (2004, s.11, podla Brinckova.
J Sobotkova, Z; 2005), v poslednych pétnastich rokoch pri prechode 7iakov medzi
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jednotlivymi stuptiami §kol a podla J. Brinckovej a Z. Sobotkovej (2005, s. 81) evidu-
jeme aj pokles obltibenosti matematiky, ktory je evidentny uz vo vysSich ro¢nikoch
ZS. Vyskum na PF UMB v Banskej Bystrici ukizal, Ze schopnosti Studentov-
elementaristov ziskat, spracovat, vyhodnotit redlne informécie v texte, v tabulke,
v grafe a v mape nie si na pozadovanej trovni (L. Gerova  P. Klenovéan, 2006,
s. 82). K analogickym zaverom dospel aj vyskum na PF PU (M. Mokris, 2006). I.
Scholtzova — V. Zelova (2006, s. 233) uvadzaji, ze matematicky diktat by mohol byt
medzistupiiom medzi pisomne zaddvanou tilohou v Skole a situiciami, s ktorymi sa
Ziaci stretavaji v redlnom Zivote a je pri nich potrebné pouzit matematicky aparat.
E. Simétkova (2006, s. 263) zdoraziuje, 7ze okrem odbornych poznatkov z matem-
atiky potrebnych pre edukaciu na prvom stupni A potrebuje absolvent aj poznatky
z matematiky ,pre zivot“. Na dalsi neziaduici jav upozoriuje B. Tomkova (2005, s.
87): Vyzera to tak, akoby §tudentom viac ako objavovanie, hladanie stuvislosti a pre-
myslanie vyhovovalo memorovanie poznatkov.“. Podla A. Pridavkovej (2004, s. 210)
u budicich uéitelov matematiky na 1. stupni ZS je tiez potrebné rozvijat schopnost
uvazovat nad matematickou ulohou systematicky. Je to dolezité predovsetkym z toho
pohladu, 7e takéto schopnosti a zru¢nosti budu rozvijat ako uéitelia.

7Z uvedenych dovodov ma obsah predmetu Uvod do §tiidia matematiky tieto te-
matické okruhy:

1. Svet ¢isel z pohTadu historie (Zapis ¢islic a ¢isel v Egypte, v Grécku a u Slovanov;
Rimske ¢islice a ¢isla. Poziény a nepozi¢ny c¢iselny systém. Povod arabskych
¢islic),

2. Komunika¢ny jazyk aritmetiky (éitanie a zapis Cisel. Ciselné mnoZziny a inter-
valy. Citanie a interpretacia udajov z grafov a tabuliek),

3. Prirodzené ¢islo, celé ¢islo, delitelnost (Kritéria delitelnosti. Prvodcislo, zloZené
¢islo. Eratostenovo sito. Slovné tlohy.),

4. Poctové operacie v mnozine N, Z a ich vlastnosti (Pisomné algoritmy stcasné
aj historické),

5. Vyroky, rovnice, nerovnice a determinanty rieSenia slovnej tlohy (Vyroky s uda-
jom o pocte. Linedrna rovnica a nerovnica s jednou premennou, rovnica -
rovnost, nerovnica — nerovnost. Slovné tlohy),

6. Racionalne ¢islo, po¢tové operacie v mnozine Q a ich vlastnosti (Racionélne
¢islo, zlomok, zlozeny zlomok, zmiesané ¢islo),

7. Desatinné ¢islo, desatinny zlomok, percento, iracionalne a realne ¢islo,

8. Komunika¢ny jazyk a elementarne vztahy v geometrii (Primitivne a odvodené
pojmy v geometrii. Grécka abeceda),

9. Planimetria— rovinné utvary a ich charakteristiky (Rovinné ttvary a ich charak-
teristiky. Obvod a obsah. Jednotky dlzky a plochy),

10. Stereometria  priestorové utvary a ich charakteristiky (Povrch a objem prie-
storového utvaru. Jednotky objemu),

11. Matematika pre zivot - jednotky ¢asu, hmotnosti, zaklady Statistiky,
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12. Matematické a nematematické paradoxy (Optické klamy. Nekorektné aplikacie
matematickych tvrdeni. Humor v matematike.).

Uvod do $tidia matematiky sa vyucoval v rozsahu 1 h \ tyzdeii prednagka a 2h
\ tyzdenn seminar v dennej forme §tudia a pre externych Studentov bol v ponuke
podporny kurz s dotaciou 12 kontaktnych hodin. Predmet bol hodnoteny zapoc¢tom
a jednou z poziadaviek na udelenie zapoctu bolo uspesné absolvovanie zaverec¢ného
testu.

V dal8ej casti uvedieme analyzu tloh z testu zameranych na schopnosti Studen-
tov vyhodnotit redlne informacie v texte a prostrednictvom matematického aparatu
zaujat k nim stanovisko.

ULOHA

V novinach uverejnili spravu: ,, Plyndrenskd spolocnost zvysila cenu plynu k 1.1.2005
0 5%. Po zmendch na trhu s ropou ju k 1. februdru zniZila o 5%.* Hovorca spolo¢nosti
na zaklade toho tvrdi: ,,Cena plynu vo februdri bude rovnakd ako pred zdraZenim,
ktoré bolo 1. janudra.“. Posudte pravdivost tvrdenia hovorcu plynarenskej spolo¢nosti
a uvedte aspon jeden matematicky argument, ktory vychadza z uverejnenej spravy
v novinach, ktorym by ste svoje stanovisko zdovodnili.

Analyza:

Uloha bola zamerana na problematiku percentualneho poétu. Zo 104 $tudentov
dant tlohu vobec neriesilo 29,81 % (31 studentov), 49,04 % (51 $tudentov) vypraco-
valo nekorektné riesenie a 21,15 % (22 Studentov) tlohu vyriesilo spravne s pouZzitim
vhodného matematického argumentu.

Najcastejsie nekorekiné riesenia:

U*WM f*l’“ WJM od JMQr aedeho- bl

| No ved™ kd” tto ,;»o”vodaalcwp Aoy me ot 109/ 2’76'4'&' /‘N Vg
5/ oz A je 057 w ,;o’fo«w« [ CuoTes et o— S/
F Ao aorn fo0+/. 4‘ Ar,um'«c'- e wwrnate

Z analyzy tlohy a na zéklade zaverov z inych vyskumov (odvolavame sa na ne
v iivodnych ¢astiach prispevku) sme dospeli k zaveru, ze schopnosti §tudentov korek-
tne aplikovat matematické poznatky v realnych Zivotnych situéciach si na nedosta-
to¢nej arovni. Neustale klesajuci zaujem o ucitelské profesie spdsobuje, Ze na ped-
agogické fakulty sa hlasia zaujemcovia so skor negativnym postojom k matematike.
7 tychto dovodov si myslime, Ze prva matematicka disciplina v profesijnej priprave
ucitelov pre mladsi skolsky vek by mala byt venovana vytvaraniu pozitivneho vztahu
k matematike a systematizovaniu matematického kurikula nielen strednej, ale aj zak-
ladnej 8koly a nezabudnutelnym faktorom by mal byt aplika¢ny charakter zadavanych
tlohy z realneho zivota.

24 Charakteristika d'al§ich tloh bude uvedena v plnej verzii élanku M. Mokrig (2006).
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Ro6zne sposoby rieSenia netypickej slovnej alohy
devat az desatro¢nymi ziakmi

BARBARA NAWOLSKA, JOANNA ZADLO

ABSTRACT. Text exercises constitute a special kind of problem solving case. The ability to
solve such problems can have a practical effect on pupils’ general problem solving skills. This
ability can be a useful pattern in many difficult situations. This article presents the results
of research concerning the ability of pupils aged 9-10 to solve non-standard text exercises.

Hlavnym cielom rieSenia slovnych tloh na prvom stupni zakladnych 8kol je pod-
nietit rozvoj tvorivého ¢loveka. Ide najmé o utvaranie takych mentalnych dispozicii
ziaka, ktoré by prehlbovali napaditost, flexibilnost a originalnost jeho myslenia, ako
aj osobitné, pre matematiku charakteristické zrucnosti: analyzu, syntézu, generaliza-
ciu, porovnavanie, klasifikaciu, spravne usudzovanie, abstrakciu, utvaranie definicii,
algoritmizaciu, atd. Sposob myslenia diefata by mal byt pruzny a otvoreny. V tomto
kontexte je dolezité, ,aby rieSenie slovnej tilohy bolo tiplne samostatné, aby sa ziak
popri samotnom mysleni a praci uc¢il ako rozpoznat a vyriesit problém, autonémne
skontrolovat postup a ako eliminovat chyby“ (Sokotowski 1996, s. 168).

Vyznamnou prednostou slovnych tloh je, ze st jednotlivymi pripadmi celej prob-
lémovej situacie. Tym, 7e ich ziak riesi, u¢i sa, ako si poradit nielen vo zvlaStnom
pripade, ale v kazdej problémovej situéacii (bezného Zzivota), ¢im sa buduje ur¢ité
paradigma uvazovania.

V najvseobecnejSom ponati je problémovou ilohou taka forma tlohy, ktori pod-
met nedokdze vyriesit s pomocou vlastngch vedomosti, schopnosti a ndvykov (Kozie-
lecki 1992: s. 119). Aby to dokazal, musi podmet prekrocit hranice svojich aktualnych
dispozicii a experimentovanim najst ¢i vygenerovat rieSenie a napokon zvézit jeho
opodstatnenie.

Je nutné zdoraznit:

problémové tulohy maju vzdy podmetovy charakter. To, ¢o predstavuje rieSi-
teI'nu alohu pre jedného ¢loveka, nemusi byt otdznym pre inych, ktori uz auto-
maticky poznaju rieSenie. Pre dalSich mozZe rovnaka situacia radikalne prerastat
ich moznosti vysporiadania sa hou. V tomto kontexte nie je problémovou tlo-
hou pre tretiaka uloha z prvej triedy (je totiz trividlna), ale ani uloha ur¢ena
ziakom na druhom stupni (pretoZe sa vymyka tretiackym moznostiam).

— problémové tlohy vyzaduju vediet vyuzif a skoordinovat vela myS8lienkovych
postupov ako napriklad produktivne i reproduktivne myslenie, paméatové a mo-
torické procesy. Prezentovat rieSenie problémovych tloh iba ako prejav tvorivého
myslenia je neopodstatnené. Ide skor o reorganizaciu aktuédlnych vedomosti,
schopnosti a skisenosti. Aby sme si poradili v skuto¢ne problémovej situécii,
potrebujeme nielen mnoho vediet, ale aj dokazat s prisluSnymi vecami manipu-
lovat. Cim vi&im poctom ,aktiv podmet disponuje, tym je vacsi predpoklad,
7e sa uspeSne dokaze vysporiadat s naro¢nejsimi problémami.

7 metodického hladiska mozno slovné ulohy rozdelit na:
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1. Otvorené, bez prisne vymedzeného charakteru, v ktorych je sibor vychodis-
kovych informécii netiplny, a preto exituje viacero moznych spravnych riesent,
podobne ako v umeleckej préci ¢i tvorbe roznych teorii vyucovania. Medzi takéto
ulohy patria v matematike napr. hra na obchod alebo tlohy spojené s hfadanim
moznych otazok v kontexte urcitej situacie.

2. Uzavreté, dostatocne vymedzené tak, aby existovalo iba jediné spravne rieSe-
nie tlohy. Vad8ina slovnych tloh je prave uzavretymi (por. Kozielecki 1992:
s. 121,122).

Podla J. P. Guilforda sa problémové tlohy delia na:
1. konvergentné, majice jedno spravne riesenie;
2. divergentné, pripustajice niekol'ko spravnych rieseni.

Vigsina slovnych tloh v uc¢ebniciach mé konvergentny charakter, ¢o moze vyvola-
vat chybni ziacku predstavu, Ze vzdy existuje iba jedno spravne rieSenie problémovej
situdcie 1 ulohy.

Nie v8etky slovné tilohy st problémovymi tilohami, v pravom zmysle vyzadujtacimi
tvorivi ¢innost. Mnohé z nich (azda vi¢sina) predpokladaji uplatnenie urcitej, detom
znamej schémy, a tak s aj pertraktované. Vzhladom na to, 7e problémova tuloha sa
podstatne viaze na podmet, ta ista illoha nemusi od jednej skupiny ziakov vyzadovat
kreativnu ¢innost, u inej si v8ak narokuje koncepéné uvazovanie.

Okrem predchadzajucich deleni mozno tulohy rozcélenit na typické a netypické
z hladiska ich uplatnenia vo vyucovacom procese. Typicka tiloha mé uzavrety a kon-
vergentny charakter. Naopak netypické tloha je zvycajne otvorenym problémom s vi-
acerymi moznymi rieSeniami. Alebo nemusi mat Ziadne rieSenie, ak napriklad st v
spore predpoklady zadania tlohy alebo jej ciel s predpokladmi nestuvisi. Okrem toho
medzi netypické tilohy patria aj také, ktorych rieSenie nepredpokladi pouzitie ziakom
u7 znamej schémy, ale dieta musi rieSenie samé najst ,vytvorit®.

Pretoze textové ulohy plnia vaznu tlohu v matematickom vzdelavani matema-
tiku sa totiz ucime prostrednictvom rieSeni tiloh —, nasSim zamerom bolo zistit prave
to, ako si s ich rieSenim poradia 9- a 10-ro¢ni Ziaci (v si¢asnom systéme vzdelava-
nia v Polsku to znamena na konci druhého a tretieho ro¢nika zékladnej Skoly po
absolvovani povinného nultého ro¢nika, resp. materskej skolky). V ramci vyskumu
sme vybrali 3 netypické tlohy, ktoré sme dali riesit 51 ziakom v druhom a 65 v
trefom ro¢niku krakowskych zékladnych $kol. Vzhladom na ramec prispevku sa v
nasledujicom texte budeme zaoberat analyzou iba jednej z tloh, ktort povazujeme
za najvhodnejsiu.

Uloha:

Agdtka ma v pokladnicke 6 minci, spolu za 42 grosov. O aké mince moZe ist?

Ide o netypicku tlohu, pretoze jej rieSenie nie je jednoznacné. Existuji Styri
moznosti ako mdéze mat 6 minci spolu hodnotu 42 groSov. Netypickost tejto tlohy
stvisi aj s absenciou znamej schémy rieSenia (pouZitie predpisu ¢i rovnice). Prave to
moze byt pri¢inou, pre ktord si niektori ziaci nemusia vediet poradit s rieSenim, od
inych zasa vyZzaduje racionalnu stratégiu usporiadania znamych (6 minci, hodnota
42 groSov) i skrytych faktov (nominélne hodnoty polskych minci 1 gr, 2 gr, 5 gr,
10 gr, 20 gr, 50 gr, 1 z}, 2 zt, 5 zl), ako aj schopnost najst vhodny sposob kddovania
vSetkych moznosti. Podmienku tlohy mozno matematicky najjednoduchsie formulo-
vat ako rozklad ¢isla 42 na sucet s¢itancov s hodnotami z mnoziny {1,2,5,10,20}.
Mince s hodnotami va¢simi ako 20 gr nemozno pouzit, pretoze by bola prekrocené
pozadovana hodnota 42 gr.
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Sest minci moze mat spolu hodnotu 42 gr nasledovne:

421 =110+ |10+ (10| + |10+ |1 |+ |1
421 =110+ 10|+ 10|+ | S5 | +]|d|+]2
42| =120+ 10|+ | 5 |+ 5 |+]1T]+]1
42 =120+ | S |+ | 5 |+ | D |+ |DH]+]2

7 analyzy materidlu zozbieraného od 116 ziakov v druhom a tretom ro¢niku vy-
plyva, ze:

— 3 ziaci spravne vyriesili ilohu s uvedenim vsetkych moznosti reprezentacie hod-
noty 42 gr prostrednictvom 6 minci;
75 vyriesilo tlohu ¢iasto¢ne, pricom nasli 1, 2 alebo 3 moznosti;

36 ziakov sa pokusilo najst rieSenie tlohy, ale ani jeden nanaSiel Ziadnu zo
spravnych moznosti (iba uvazovali o obsahu tlohy);

— 2 7iaci sa vobec nepokiisili vyriesit tlohu; jeden z nich odovzdal nepopisany list

papiera, druhy bez uvedenia dovodu napisal, ze ,, Ulohu nie je mozné vyriesit “.

Podrobny stuhrn vysledkov uskuto¢neného vyskumu sa nachadza v nasledujice]
tabulke:

Sposoby riesenia Pocet Pocet Pocet Spolu| %
ziakov ziakov ziakov
v 2. ro¢. | v 3. ro¢. | vobochroc.
4 moznosti — 3 3 3 2,58
) 3 moznosti 2 11 13 11,20
Spravne 5 oSt 3 11 13 75 [11,20
1 moZnost 27 22 49 42,20
¥ — 7 8 15 12,93
pocet minci +
nominaly +
Chybné = 5 — 5 36 1,72

pocet minci +
nominaly +
Y — — 2 2 1,72
pocet minci +
nominaly +

42:6 7 5 12 10,34

6 + 42 2 - 2 1,72

,divné 1 2 3 2,58
Iné nepopisany pa- | 1 1 2 2 1,72

pier alebo

veta ,,nemozno

vyriesit”

Spolu 51 65 116 116 | 100%

Popis:

Y. oznacuje sucet hodnot minci, + oznacuje porozumenie predpokladom tlohy, — oz-
nacuje nedostatoc¢né porozumenie predpokladom; napr. ,,> +, pocet minci 4, nomi-
naly —“ znamend, ze ziak porozumel suc¢tu 42 grosSov, poctu pouzitych minci, ale
nezvazil mozné nominalne hodnoty minci.
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7 predchadzajicej tabulky je zrejmé, Ze medzi poc¢tom druhdkov a poc¢tom tre-
tiakov, ktori spravne vyrie§ili llohu, je zna¢ny rozdiel. Starsie deti castejsie nasli viac
ako jedno mozné rieSenie a napokon aj vSetky, mladsie boli najuspesnejsie v hladani
prave jedného spravneho vysledku (27 osob), len nemnohi z nich (4 osoby) objavili
dal§ie moznosti, pricom ziadnemu druhdkovi sa nepodarilo najst uplne rieSenie.

Uplne riegenie objavili traja 7iaci z tretieho ro¢nika, ktori uviedli vetky styri
pripady, v ktorych méa Sest minci hodnotu 42 gr.

Takmer 43 % ucastnikov vyskumu (27 druhdkov a 22 tretiakov) uviedlo jednu
spravnu odpoved. Znacéna cast aktérov (49 zo 116 osdb) bud hladala, ale nezis-
tila iné moznosti, alebo (¢o je pravdepodobnejsie) si rieSenie automaticky spajala
s jedinou spravnou moznostou. Z toho vidiet, Ze mnohi Ziaci sa uz zzili s rieSenim
typickych tloh, ktoré majia vzdy len jedno rieSenie. V situdcii, ktorou sa zaoberame
(aloh s va¢sim poc¢tom spravnych odpovedi), ¢innost Ziakov teda mnohokrat kon¢i
najdenim jedného spravneho rieSenia, pri¢im deti uz nepocituja potrebu hladat iné,
dalgie moznosti. Podl'a nich proces riesenia tlohy kon¢i uvedenim jednej odpovede.

Viac ako jedno, no nie vSetky mozné rieSenia naslo 26 ziakov (13 deti dve a 13 tri
spravne odpovede). Tieto deti si uvedomovali, Ze existuje viacero spravnych riesen,
no napriek tomu sa im nepodarilo najst vSetky. Pozoruhodné je, Ze spomedzi nich
boli iba 4 druhéci a az 22 tretiaci. To moze sved¢it o vacsej schopnosti starsich ziakov
rieSit netypické ulohy.

Analyza nespravnych rieSemi nepoukazuje na zjavné rozdiely v chybach ziakov
druhého a tretieho ro¢nika. Obe skupiny pri hTadani rieSenia robili podobné chyby:

az 15 osob sice dodrzalo vysku pozadovaného celkového finanéného obnosu
(42 gr) minci platnej nominalnej hodnoty, ale zaroven zabudlo na ich uréeny
pocet. V tychto pripadoch rozlozili ¢islo 42 na sucet 3, 5 alebo 7 s¢itancov:

Darek: 2 gr + 20 gr + 20 gr — 42 gr. To si mince 2 gr, 20 gr, 20 gr [3 mince];
Jakub: 5 gr, 10 gr, 5 gr, 10 gr, 5 gr, 5 gr, 2 gr |7 minci;

Dawid: 1 gr + 1 gr + 20 gr + 5 gr + 5 gr + 5 gr + 5 gr = 42 gr. Odp. To
mozu byt 4 patgroSovky, 2 mince po 1 gr a 20 gr |7 mincil;

Rafat: 10 +10 + 10 + 10 + 2 = /2 |5 minci];
Ela: 20 gr + 10 gr + 5 gr + 2 gr + 5 gr — 42 gr |5 minci].

2 ziaci mali na zreteli pozadovany pocet minci a ich nominélne hodnoty, no
zabudli na ich urcent celkovii hodnotu 42 gr, napriklad:

Adrian: Méze ist o mince 20 gr, 10 gr, 5 gr, 5 gr, 2 gr, 2 gr |spolu 44 gr|;
Wiola: 10, 10, 10, 10, 10, 2 |spolu 52 gr|.

2 7iaci nereSpektovali nominalne hodnoty polskych minci a nasli rozklad ¢isla
42 na sucet 6 Iubovolnych s¢itancov, napriklad:

Mateusz: 10 + 8 + 2 + 8 + 2 + 12 — }2 Odp. MézZe ist o mince 10, 8, 2, 8, 2,
12 [8- a 12-groSové mince];

Kasia: 10 gr + 10 gr + 10 gr + 6 gr + 5 gr + 1 gr — 42 gr |6-groSova minca].

— az 12 7iaci riesili dlohu tak, ze vyuzili typovil schému z aritmetiky a vydelili
42 : 6 alebo:

— odpovedali: Su to 7-groSové mince;

uskutocnili vypocet bez akéhokolvek komentéra;
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jeden ziak napisal: Nemdm 7-groSové mince a ni¢ viac;

zistili, 7e najdené ¢islo sa nezhoduje so skuto¢nostou a vzdali sa hladania iného
rieSenia.

Do skupiny tychto Ziakov je potrebné zaclenit este jedného (trinasteho), ktory
tvrdil, Ze tlohu nie je mozné vyriesit, avSsak na odovzdanom papieri boli len vygu-
mované vypocty. Ukazalo sa, 7e Slo o delenie. Ziak asi vyuzil typovi schému arit-
metiky, vydelil ¢isla, a ked si uvedomil, Ze nema k dispozicii sedemgroSovi mincu,
vygumoval vSetky predchadzajice vypocty a napisal, ze tillohu nemozno vyriesit.

— 2 ziaci s¢itali 6 + 42. Aj oni pouzili schému rieSenia typovej tlohy. No na-
priek tomu nemozno tvrdit, 7e sa pokusili analyzovat obsah ulohy, skor z textu
,wvylovili“ dané ¢isla a uskutocnili s nimi jednu zo Styroch moznych a im znamych
aritmetickych operacii. Nahodou sa stalo, 7e Slo prave o sc¢itanie, alebo si s¢ito-
vanie vybrali ako najmenej naro¢ny a najviac ovladany vypocet.

Damian napisal: 6 min + 42 gr — 48 Minci bolo 48;
Monika: 6 + 42 — 46 Agdta md 46 penazi.
— 3 ziaci uviedli ,divné” rieSenia:
Kamil napisal: 500 gr + 100 gr + 20 gr + 20 gr + 2 gr = 642 gr. Cize 642 gr;
Natalia odpovedala:

Moébzu to byt 7-groSové mince. Potom uviedla nazorny dokaz:

OO00O0O00O- 0000000 = 42. Mozno sa domnievat, ze ide o osobitny

sposob zapisu sucinu 6 - 7 = 42.

Sara zasa nakreslila 6 velkych kruhov, do kazdého napisala ¢islo 1 a vedla
kazdého z nich skratku zi. Niz8ie nakreslila 42 krazkov, do kazdého napisala
¢islo 1 a vedla skratku gr.

V rieSeniach pertraktovanej ulohy sa ukézali znacné rozdiely v schopnostiach deti
zacastiujucich sa vyskumu jednak medzi ro¢nikmi (druhy v porovnani s tretim),
jednak medzi jednotlivymi ziakmi z jednej triedy. Iba méloktori (2,58%) nasli aplne
spravne rieSenie netypickej slovnej tlohy — museli totiz sticasne zvazit zrejmé i nie
o¢ividné fakty, vybrat vhodny aritmeticky model pre slovnt tlohu a v neposlednom
rade tiez racionalne kodovat vsetky moznosti. Az 64,60% z celkového poctu deti
si poradilo s tlohou len ¢iastocne. Im sa nepodarilo najst vSetky spravne rieSenia,
va¢§ina pri§la iba na jednu dobru odpoved. Priblizne 33% tlohu nevyriesilo, pri¢om
polovica z nich sice porozumela zmyslu tlohy, ale urobila také chyby ako: nespravna
hodnota, chybny pocet minci, zI¢ nomindlne hodnoty minci. Ostatok ziakov obsah
tlohy nezviazal so znamou situdciou praktického zivota. T1 rieSenie spojili s pouzitim
akejsi matematickej formuly, v ktorej figurovali dané ¢isla zo zadania tulohy, tak, aby
dostali ¢iselnt odpoved. Nezaujimal ich vztah ziskanych vysledkov vo&i skutoc¢nosti,
svoje odpovede nedokazali overit.

Ako bolo uvedené na zaciatku, jednym z cielov rieSeni tilloh méa byt rast tvorivého
¢loveka. Ziskané vysledky vyskumu sa nezdaju byt povzbudivé. Sotva niekol'ki Ziaci
sa prejavili ako plne kreativni. AvSak, zda sa, ze dalsi sa takymi mozu onedlho stat,
pokial ich tvorivost uéitel vhodnym spésobom podnieti. Totiz, na prvom mieste sim
ucitel predstavuje postavu tvorivého ¢loveka, a teda je povinny pomahat Ziakom
kreativne riesit otvorené problémy i netypické ulohy. Znepokojuje, 7e velka skupina
deti (viac ako 16%) postupovala automaticky, schematicky a bezmyslienkovito, za ¢o
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nepochybne niesie zna¢ny diel zodpovednosti sam ucitel. Vyvstava otazka, ¢i vobec
eSte existuje Sanca zmenit tento stav, ¢i je mozné, aby sa ziaci stali kreativnymi
a schopnymi reflexie? Bez radikalnych zmien v sposobe prace s detmi vSak odpoved
nemoze byt kladna.
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Statistickd analyza Ciselné hry Sportka

PAVEL NOVAK

ABSTRACT. This paper presents some notes of statistical analysis of numeric game Sportka.

Uvod

Historie sazkové hry Sportka ma v Ceské republice dlouholetou tradici. Prvni losovani
probéhlo uz v roce 1956 a od této doby doslo jen k nékolika malym organiza¢nim
zménam. Prvni losovani probihala vzdy jednou tydné, ze c¢tyfticeti deviti cisel jich
bylo vylosovano Sest. Od roku 1965 se losuji dva tahy, v roce 1977 ptibylo navic tzv.
dodatkové ¢islo a od roku 1995 probiha losovani dvakrat tydné. Na webu akciové
spole¢nosti Sazka jsou dostupné vysledky vSech losovani.

Zvlastnosti v jednotlivych tazich

Za zvlastnosti budu povazovat tahy, ve kterych byly vylosovany skupiny po sobé
jdoucich ¢isel. Napiiklad v 43. tydnu roku 2001 byla v 1. tahu vylosovana ¢isla: 9,
25, 26, 27, 44 a 49, byl to tedy tah, ve kterém se objevily tii po sobé jdouci ¢isla.
Nebo naptiklad ve 38. tydnu roku 1962 byla tazena cisla 6, 29, 43, 44, 45 a 46, tedy
dokonce ¢tvetice po sobé jdoucich ¢isel. Nezajimavy neni ani tah 41. tydne roku 1963,
tehdy byla losovana ¢isla 1, 2, 4, 44, 45 a 46, jde tedy o tah s jednou dvojici a jednou
trojici po sobé jdoucich c¢isel. Jen méloktery sazkatr by asi ¢ekal, ze v jednom tahu
pujde za sebou dokonce pét po sobé jdoucich ¢isel. To se ale skute¢né stalo, napiiklad
v tahu ze 42. tydne roku 1989 byla vylosovina pétice 17, 18, 19, 20, 21 a c¢islo 26.
Uvedené piiklady nas motivuji k tomu, abychom se ptali po pravdépodobnostech
téchto kurioznich tahii.

Pravé dvé dvojice po sobé jdoucich ¢isel v jednom tahu

Zkoumejme tedy napftiklad pravdépodobnost, 7e v daném tahu budou vylosovany
pravé dvé dvojice po sobé jdoucich ¢isel. Zajimaji nas tedy tahy, jako byl napiiklad
ten z 32. tydne roku 2001, kdy byla vylosovana ¢isla 2, 20, 29, 30, 45 a 46.

Abychom zjistili pravdépodobnost takovychto tahii, musime se nejprve ptat, kolik
je vSech moznych tahi, tedy kolik je zptisobi, jak ze ¢tyfticeti deviti ¢isel vybrat Sest.
To je ale zfejmé 6ti ¢lennd kombinace ze 49 prvki, tedy:

(469) = 13983816

Nyni se zaméfime pouze na tahy se dvéma dvojicemi po sobé jdoucich ¢isel.
Pokusme se sestavovat takovéto tahy. Zacneme tak, zZe pevné zvolime ony dvé dvojice
a jedno samostatné ¢islo. Prvni takova volba je 1-2, 4-5 a 7, zbylé ¢islo musi byt 9
nebo vyssi. Oznacime-li toto posledni ¢islo jako ¢g plati pro néj tedy ¢ € {9,...,49}.
Tato mnozina mé 41 prvku, k nasim pevné zvolenym dvojicim a jednomu ¢islu na-
jdeme tedy 41 tahi.
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V dalsim kroku jen posuneme ono pevné samostané ¢islo a budeme se tedy ptat
kolik tahii najdeme k pevné zvolenym cislim 1-2, 4-5 a 8. To jsou takové, pro které
ce € {10,...,49}, je jich tedy stejné jako prvki této mnoziny, to je 40. Dal bychom
postupovali analogicky, pevné zvolené samostatné c¢islo by bylo 9, pak 10, atd. az
47. Pékné je to vidét z prvni bunky nasledujici tabulky. Takto jsme tedy spocitali
vSechny tahy s dvojicemi 1 2 a 4 5. Je jich tedy }:iﬁli.lVésledovalo by posunuti
druhé dvojice. Zjistili bychom tak, kolik je tahi s dvojicemi 1-2 a 5-6. z druhého
rfadku nasi tabulky je dobie patrné, ze takovychto tahu je }jﬁi 1. A analogickou
tuvahou bychom dosli k tomu, ze tahi s dvojicemi 1-2 a 6-7 je Ziil 1, atd, posledni
mozné volba pro druhou dvojici je 44 45, a dvé samostatna ¢isla musi byt 47 a 49,
mame tedy jen jednu moznost, neboli 2321 1. V8ech taht, se dvéma dvojicemi, z nichz

a1 g
jedna je 1 2, je tedy soucet vSech téchto dil¢ich moznosti, tedy Z Zz
j=1 i=1
Uz je asi ziejmé, ze v dalSim kroku zjistime, kolik je takovychto tahi s dvojici
40 j
2-3. Z tabulky je vidét, ze je jich Z Z 1. Pokud uvazime vSechny mozné volby prvni
j=1 i=1
dvojice, zjistime, 7ze vSech moznych tahu, které najdeme vySe popsanym postupem je
a4 kg
20 20

k=1 j=1 i=1
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12 45 7 {9,...,49} |41 mozn.
8 {10,...,49} | 40 morn. | Y i

47 49 1 mozn.
56 8 {10,...,49} | 40 mozn.

40 ]
9 {11,...,49} |39 mozn. | Y i | Y Y i

47 49 1 mozn.

44 45 47 49 1 mo7n. Zz Ziz

23 56 8 {10,...,49} | 40 mozn.

40
9 {11,...,49} | 39 morn. | Y i

=1
40 7
>
j=1 i=1
47 49 1 mo7Zn.
1
44-45 47 49 1 mo¥n. Z@
=1
1 1 i
41-42 44-45 47 49 1 mo¥n. i ZZZ

7

1 j=1 i=1

Nyni si jesté musime uvédomit, ze jsme zatim uvazovali tahy typu dvojice-dvojice—
¢islo—¢islo (pokud dodrzime setazeni podle velikosti, tak jako doposud), ale uz ne tahy
typu napt. ¢islo dvojice dvojice ¢islo. Mame tedy srovnat do fady prvky takovéto
mnoziny: {¢islo, ¢islo, dvojice, dvojice}. To je ¢tyfprvkova mmnozina, kterd ma dva
ruzné prvky, z nichz kazdy se dvakrat opakuje. To jslou ale permutace s opakovanim.

Pro jejich pocet plati v naSem ptipadé vztah: = 6. Vime-li navic, ze plati

2! 2!
LA n+ 2
nasledujici vztah: ZZ 1= ( 4 ), muzeme pocet tahi s dvéma dvojicemi
k=1 j=1 i=1
spocitat takto:
4 k3 m
6 , =6 - = 814 506.

Existuje tedy 814 506 tahii, které obsahuji pravé dvé dvojice po sobé jdoucich ¢isel.
Tento polet miuzeme samoziejmé odvodit i jinak, velmi pékné odvozeni je napt. v [1].
Pomiize ndm pritom nasledujici predstava. Ve sbérnach sportky v Polsku se ve vitriné
s 49 c¢isly oznamuje vysledek losovani rozsvicenim vylosovanych ¢isel. Pfedstavme si
tedy ocislované koule v fadé v potadi od 1 do 49, a ze vysledek je zaznamenavan
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rozsvicenim Sesti kouli s vylosovanymi ¢isly Je to, jako by vSechny koule byly bilé a
po vylosovani se zbarvily Cervené. v nasem piipadé to znamena, Ze mame mezi 43
bilych kouli umistit dvé ¢ervené dvojice a dvé ¢ervené koule, tak aby spolu nesousedily.
Umistéme tedy 43 kouli do fady a pokusme se spocitat kolik je takovych mist, kde
budou dvé cervené dvojice a zbylé dvé cervené koule oddéleny alespon jednou bilou
bilymi koulemi. Celkem je tedy 44 takovych mist, z nichz mame vybrat ¢tyfi. Mame
tedy vybrana ¢tyii mista, a jeSté nam zbyva rozhodnout, kam umistime samotné koule
a kam dvojice. To jsou opét kombinace s opakovanim, vime uz, ze takovych moznosti
je Sest. Vsech tahu se dvéma dvojicemi po sobé jdoucich ¢isel je tedy:

44
6(4) = 814 506.

Pravdépodobnost, ze se v daném tahu objevi pravé dvé dvojice po sobé jdoucich
Cisel je tedy:
6-(%) 13983816

(¥) 814506

= 0,0582

Porovnejme jesté tento vysledek se skutecnou hodnotou. Mame k dispozici 2511 nedél-
nich tahti Sportky, z nich bylo pravé 157 tahii se dvéma dvojicemi. Empirickd hodnota
této pravdépodobnosti je tedy 22 = 0,0600. Je vidét, Ze tyto dvé hodnoty se lisi a7

2511
v fadech desetin procent.

Losovaci zarizeni

Jak uz bylo fec¢eno v tivodu, ¢iseln& hra Sportka ma dlouhou historii a béhem let se
vystfidalo i mnoho losovacich zafizeni. Je tedy prirozené ptat se, pro¢ se jich vys-
tridalo tolik, a zda opravdu vSechna zafizeni byla spravedliva, tzn. zda nepreferovala
nebo naopak neznevyhodnovala nékterd cisla. Zaméime se tedy napf. na losovaci
zatizeni, které se pouzivalo v letech 1976 1979. Mame k dispozici historii 208 tahii.
Nyni nas budou zajimat ¢etnosti jednotlivych ¢isel (pocty tahii, kdy byla vylosovana).
Ptejme se, které cetnosti maji pravdépodobnost mensi nez 0,05.

Ziejmé se jedna o Bernoulliho posloupnost nezéavislych pokust. éetnosti, které
hleddme musi spliiovat podminku:

n

3 (Z) P < 0,05 2)

k=0

kde n je pocet tahi, které mame k dispozici, tedy n = 208, p je pravdépodobnost
vylosovani kazdého ¢isla v jednom tahu. Ve Sportce se losuje Sest ¢isel ze Ctyficeti
deviti, tedy p = 4%, q je pravdépodobnost opac¢ného jevu, tedy nevytazeni daného
¢isla v jednom tahu. Pro nas je ¢ = 1 — %. Mezni cetnost k; pro nas bude nejvétsi
mo7né k, pro které je jesté splnéna rovnost (2). v naSem piipadé je k; = 17.

Pro horni odhad (zase na hladiné pravdépodobnosti 0,05) musi podobné jako v (2)

platit:
n n n
(k)p K (k: + 1)p T (n)p =005 @

A mezni ¢etnost ks pro nas bude nejmensi mozné k, které jesté vyhovuje rovnosti (3).
v nasem piipadé je ko = 34. VSechny cetnosti jsou vyneseny v grafu na Obrazku 1.
Je vidét, 7e ne vSechna c¢isla vyhovuji. Naptiklad ¢islo 17 bylo ve 208 tazich tazeno
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Obréazek 1: Graf ¢etnosti jednotlivych losovanych ¢isel pro losovaci zatizeni, které se
pouzivalo v letech 1976-1979. silnymi linkami jsou vyznaceny maximéalni a minimalni
¢etnost pii hladiné pravdépodobnosti 0,05. Je vidét, ze nevyhovuji ¢isla 4, 14 a 17; 6
a 8.

pouze 15krat, my jsme ale odvodili dolni odhad pti pravdépodobnosti 0,05. Je vidét,
7e tedy toto losovaci zafizeni tplné spravedlivé nepracovalo. Mozné, 7e pravé to bylo
divodem, 7e se pouzivalo jen Ctyfi roky.
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Bariera oczywistosci w poczatkowym nauczaniu
matematyki

7ZBIGNIEW NOWAK

ABSTRACT. In education process there is always a great difference in level of knowlage and
skills between the teacher and the student. In some circumstances it may lead to the kind
of didactic trap, because everyone who already "knows and is able to do" silently accepts a
threshold of evidence of these knowlage and skills, beyond whom questions related to teaching
are that simple (evident) that there is no need to explain them any more. This threshold is
called by the author "a barrier of evidence”. The article is about a core of this phenomenon,
its symptoms and didactic consequences in primary teaching of Mathematics

Gdy bytem dzieckiem, mowitem jak dziecko,
Czutem jak dziecko, myslatem jak dziecko.
Kiedy za$ statem sie mezem, wyzbytem sie
tego, co dzieciece.

Sw. Pawel, 1. Kor. 13. 11.

Istota bariery oczywisto$ci

Dla kazdego cztowieka, a w szczegdlnosci dla specjalisty w jakiejs dziedzinie, pewien
zakres wiedzy lub umiejetnosci jest juz tak elementarny i banalny, iz w horyzoncie
jego $wiadomosci nie pojawia sie nawet idea niezrozumiatosci i nieumiejetnosci, a co
za tym idzie takze koniecznosci, a nawet mozliwosci dalszego ttumaczenia. Milczaco
przyjmujemy wiec istnienie swego rodzaju atomow wiedzy i umiejetnosci, ktorych
prawdziwosé¢ i oczywisto$é narzuca sie w sensie kartezjanskim?® per se. Poréwnanie
to jest o tyle ciekawe, iz jak poucza teoria i praktyka fizyki XX wieku, atom jako kres
prostoty i w budowie i ttumaczeniu Swiata okazal sie bariera pozorna, a droga w gtab
materii i ku prostocie zda sie nie mie¢ granicy.

Omawiane zjawisko, w réznym zapewne nasileniu, mozna zaobserwowaé¢ w za-
kresie kazdej dyscypliny wiedzy i umiejetnodci i na kazdym etapie ich poznawania.
Szczegoblnie jednak widoczne i istotne jest ono w szkole, edukacja bowiem, niejako
7 samej istoty rzeczy, jest zawsze spotkaniem ,mistrza” i ,profana”; tego ktory wie i
umie oraz tego, ktory dopiero musi poznaé i sie nauczy¢, co w pewnych okolicznos-
ciach moze prowadzi¢ nauczyciela do popadniecia w swoistg putapke dydaktyczna,
ktora nazwano tu ,barierg oczywistos$ci”. Bedzie ona rozumiana jako:

Zindywidualizowana (subiektywna) i nieswiadomie przyjmowana przez uczgceqgo,
dolna granica w trudnosci w rozumieniu jakieqos zagadnienia lub w wykonywaniu
pewnych czynnosci, poza ktorg — w jego mniemaniu - rzecz nie wymaga, a nawet nie

dopuszcza dalszego objasniania®®.

B Por. Oczywistoéé (1.) W: A. Podsiad (2001) Stownik Terminéw i Pojeé Filozoficznych, Krakéw,
wyd. PAX, s. 578,579
26patrz. Z. Nowak (1998) Przygotowanie nauczycieli klas poczatkowych do dostrzegania i pokony-

wania bariery oczywisto§ci w nauczaniu. W: I. Adamek (red.) Idee i strategie edukacji nauczycieli
klas I — III i przedszkoli, Krakow, wyd. WSP, s. 142.
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narazona jest edukacja wczesnoszkolna. Wynika to z wyjatkowo wielkiego rozziewu
merytorycznego wystepujacego w zakresie wiedzy 1 umiejetnosci miedzy malym
dzieckiem, a dorostym specjalista (réznica ilosciowa) oraz przede wszystkim, jak nas
poucza psychologia rozwojowa, z konstytutywnie odmiennego sposobu odzwierciedla-
nia $wiata i jego konceptualizacji przez mate dzieci (roznica jakosciowa). O ile bowiem
mate dzieci funkcjonuja na poziome myslenia przedoperacyjnego, lub co najwyzej kon-
kretnego-operacyjnego, to nauczyciel — na poziomie operacji formalnych?7,

Innym, nie mniej wptywowym czynnikiem, jest swoiste ,spoteczne obnizenie progu
wrazliwosci”, wynikajace z tego, iz hic et nunc omawiany zas6b wiedzy ma charakter
niejako oczywistosci spotecznej. Nie wszyscy znajg sie na fizyce jadrowej, ale prakty-
cznie wszyscy umieja czytac, pisa¢ i rachowaé. Umiejetnosci te sa banalne zapewne
juz dla nieco starszych dzieci.

Szczegolnie narazeni na putapke zaistnienia bariery oczywistosci sa studenci ped-
agogiki i nauczyciele poczatkujacy w zawodzie. Warunkiem naszego rozumienia siebie
nawzajem i porozumiewania jest milczaco przyjmowane zalozenie o pewnej psy-
chologicznej wspolnocie, wzajemnym podobienstwie spostrzezen, wyobrazen mysli,
emocji itd. Powoduje to, iz w sposOb oczywisty i konieczny projektujemy na in-
nych swoje wlasne do$wiadczenia, przypisujemy im wlasne sposoby konceptualizacji
Swiata, wyrazania go i przezywania. Zatraciwszy swa dziecieco$¢, a nie majac jeszcze
zyciowych lub zawodowych doswiadczen z matymi dzieé¢mi, studenci sg wiec sktonni
traktowa¢ je w sensie mentalnym i sprawnoSciowym jak réowiesnikow, przypisujac
im wtasne procesy myslowe, emocje, przekonania, jezyk i biegtos¢ manipulacyjna.
Potwierdza to w jakim$ stopniu kazda obserwacja praktyk szkolnych.

Dydaktyczne konsekwencje wystepowania bariery oczywistosci sa zawsze negaty-
wne, niemniej szczegOlnie grozne skutki moga przynies¢ w edukacji elementarnej,
gdzie niewiedza i niejasnosci dotycza niejako fundamentéw przysztego gmachu wiedzy,
powodujac iz wszystko, co bedzie na nich fundowane bedzie niejasne i niepewne.
Zwazywszy ogolnorozwojowe walory nauczania matematyki, jak i to, iz bedzie ona
podstawa nauczania kilku innych przedmiotéw, mamy tu do czynienia z sytuacja
podobng do uszkodzen genetycznych, ktére im wezesniej nastapia, tym rozleglejsze i
fatalniejsze przynosza ze sobg skutki.

Ponizej zostana omowione typowe przyktady wystepowania bariery oczywistosci
w edukacji matematycznej matych dzieci i wskazane sposoby radzenia sobie z nia, a
co zawsze istotniejsze jej zapobieganiu.

Przyklady wystepowania bariery oczywisto$ci w nauczaniu ma-
tematyki

Liczba i liczebniki

Liczby naturalne, ktore jak zwykl mawia¢ Leopold Kronecker, darowal nam do-
bry Bog, sa nieztym przyktadem oczywistosci. Poniewaz dzieci artykuluja sprawnie
i czesto nawet bez pomytek liczebniki, sktonni jesteSmy sadzié¢, iz maja uksztal-
towane pojecie liczby, a nieprawidtowg sekwencje liczb, czy opuszczenia i powtorzenia
sktadamy na karb pomytek, do ktérych przeciez dziecko ma prawo. fatwo wykazaé, iz
dziecko nie tyle ma uksztaltowane pojecie, co zna tylko jego nazwe. Jak wiec stusznie
stwierdzil Terencjusz: gdy dwdch mowi (lub robi) to samo, to nie jest to samo (Si duo

2TPor. J. Piaget, B. Inhelder (1993) Psychologia dziecka, Wroctaw, wyd. Siedmiorog.
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faciunt idem, non est idem), a nauczyciel powinien to przyja¢ nie tylko do wiadomosci
ale 1 do stosowania.

Dziatania i formuly matematyczne

Podobnie podchodzimy do pierwszych dziatan wykonywanych przez dzieci. Dziecko
podaje wlasciwe wyniki dodawania i odejmowania, sadzimy wiec, iz sa one owocem
wykonanej operacji, podczas gdy dziecko reprodukuje zapamietane obrazy i sekwencje
stowne. Dla dorostego oczywiste i tatwiejsze jest wykonanie dziatania, dla dziecka
zapamietanie i odtworzenie. Jezeli nawet efekt jest identyczny, to przeciez z punktu
widzenia dalszego uczenia si¢ matematyki, nie sa to sytuacje poréwnywalne.

Ztudna jest tez sama oczywistos¢ matematyzacji Swiata, kiedy u§wiadomimy so-
bie, iz cale jego niepowtarzalne bogactwo i setki tysiecy stow stuzace do jego opisu
dziecko musi sprowadzi¢ do dwoch, a potem czterech dziatan. Dodajmy, iz bogactwo
to nie zawsze musi by¢ zgodne z intuicja. Pewna konkretna czynnosé np. ,zjadl” raz
moze mie¢ zgodna z intuicja interpretacje jako odejmowanie, ale w setkach innych
mozna ja zapisa¢ jako dodawanie, mnozenie i dzielenie. Jednorodnosé¢ przykladow
moze doprowadzi¢ do nieuzasadnionego i btednego utozsamienia pewnej czynnosci z
jednym tylko dziataniem.

Proste zadania z trescia

Szczegolnie fatalne skutki przynosi bariera oczywistosci w rozwigzywaniu zadan z
tredcig. Zadania z klasy pierwszej i drugiej sa zasadniczo zadaniami jednodziatan-
iowymi, co w tradycyjnej nomenklaturze okresla sie jako ,zadania proste”, co w tym
wypadku jest synonimem stowa , tatwe”. Jezeli wiec zadanie, z samej nazwy jest tatwe,
a dzieci, nim nawet nauczyciel zdota przeczytac¢ do konca tre$¢, znaja wynik, to oczy-
wista konkluzja jest, iz rozumieja zadania i umieja je rozwiazywaé, co nauczyciel
chetnie przyjmuje do wiadomosci. Jezeli jednak przyjrzeé¢ sie sprawie blizej, okaze
sie, iz czesto dziecko nie zna nawet tresci zadania i pytania, a dziala wedle uksztat-
towanego z walna pomoca nauczyciela schematu, wedle ktorego tre$¢ nie jest istotna,
nie trzeba jej nawet stuchaé, trzeba natomiast wyltowi¢ z niej liczby i dodacé, zazwyczaj
nie udzielajac nawet odpowiedzi. Poniewaz w klasie I albo si¢ dodaje, albo odejmuje,
dziecko stosujac opisany proceder ma z tego tylko powodu 50% szans na trafienie.
Praktycznie znacznie wieksze, poniewaz jak dowodza obserwacje praktyki szkolnej,
przyktady na dodawanie sg zawsze czestsze i liczniejsze niz na odejmowanie.

Nawet, jezeli metoda ta zawiedzie, bo zadanie bylto tym razem na odejmowanie,
to tatwo jest skorygowaé (pozornie) btad podajac wlasciwa formule, co nauczyciel
odbierze jako owoc krytycznej refleksji, ignorujac fakt, iz przy dwoch dziataniach
tertium non datur.

Dziecko, ktoéremu udalo sie kilkakrotnie w ten sposob zgadna¢ wynik, i ktore za-
pewne zostalo dodatkowo pochwalone za szybkos$¢ dziatania, nabedzie przekonania,
iz jest to dobry, najlepszy nawet sposob rozwigzywania zadan. Kiedy jednak na dal-
szych etapach ksztalcenia wobec komplikacji tresci i formul zgadywanie przestaje
by¢ skuteczng metoda rozwigzywania zadan, uczniowie nagle okazuja sie wobec nich
catkowicie bezradni, totez obserwuje si¢ masowa nieumiejetnosé rozwiazywania zadan
przez dzieci w klasach starszych, ktore staja sie ich prawdziwa pietqg Achillesa.
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Schematy dziatania i konwencje

Matematyka, jak kazda inna dyscyplina wiedzy postuguje sie pewnymi powszechnie
znanymi konwencjami. Tak np. formuly piszemy zazwyczaj horyzontalnie zgodnie 7z
kierunkiem pisma — od lewej do prawej, podobnie kreslimy rozne figury geometryczne,
tak by ich podstawy, byly usytuowane poziomo. Tak jest tatwiej i zapewne tadniej.
Na oznaczanie niewiadomej uzywamy ostatnich liter alfabetu, zwtaszcza litery ,x”,
ktora wkrotce staje sie dla uczniow synonimem niewiadomej. Okazuje sie jednak, iz
to, co dla nauczyciela jest oczywistag umowa, dla dziecka moze sta¢ sie¢ konstytuty-
wnym elementem wiedzy. Jakze czesto dzieci staja bezradne wobec dziatan zapisanych
wertykalnie lub w tabelach, nie mogg rozpoznaé¢ figur geometrycznych tylko z tego
powodu, iz sa nietypowo umieszczone na kartce w stosunku do jej dolnej, poziomej
krawedzi, albo nie potrafig rozwiazac¢ rownania, gdzie zamiast ,x” jest wstawiona inna
litera.

Zapobieganie pojawianiu sie bariery oczywistos$ci

W kwestii zapobiegania i przezwyciezania wystepowania bariery oczywistosci, bez
watpienia najwazniejsze 1 zapewne najtrudniejsze jest uswiadomienie sobie jej ist-
nienia, ktore ma charakter pewnej nieuchronnogci. Uwrazliwieni, mozemy w przy-
sztosci eliminowaé sytuacje, w ktorych wystapita i uprzedza¢ tym samym jej mozliwe
pojawienie sie. Jak powiedziatl kiedy$ C. Freinet: dobry nauczyciel nie tym rozni sie
od ztego, ze nie popetnia btedow, tylko tym, ze stara sie je popetnié tylko raz.

Zapewne najskuteczniejsza nauczycielky jest tu wlasna, refleksyjna praktyka. Jest
to jednak nauka kosztowna, tym bardziej, iz nasze rachunki ptaca uczniowie. Do-
bre skutki w przypadkach rozpoznanych przynosi ich omawianie i analiza. Wielka
warto$¢ perswazyjnag ma stawianie studentow w sytuacji dziecka lub w sytuacjach
analogicznych, ale odpowiednio trudniejszych. Tak zbawienne skutki przynosza proby
kaligraficznego pisania w zeszycie i na tablicy czy zapis liczb i wykonywanie dziatan
w systemach niedziesiatkowych.

Najwazniejsza jednak rzecza prawdziwym i jedynym kluczem do unikania i prze-
lamywania bariery oczywistosci jest uparte dazenie do wyrabiania u dzieci nawyku
nieskrepowanego pytania zawsze i o wszystko. Jak pisat juz bowiem Piotr Abelard:
Pierwszym kluczem madrosci jest wytrwate i czeste stawianie pytan. Dzieci musza
ksztalci¢ sie w przeswiadczeniu, iz nie ma ztych i glupich pytan, a brak jest, co
najwyzej wiedzy by na niektore z nich odpowiedzie¢. Ubolewaé¢ nalezy, iz jedna z
pierwszych rzeczy, jakich sie dzieci dowiaduja o nauce i szkole, jest spostrzezenie,
ze nie nalezy mie¢ watpliwosci, zadawaé pytan, czemukolwiek sie dziwi¢. Truizmem
jest twierdzi¢, iz potakiwanie przez uczniow nauczycielowi, moze by¢ zrodlem jego
satysfakcji zawodowej tyle tatwej, co ztudnej i krotkotrwate;j.

Konkludujac powyzszy wywod wypada wiec stwierdzi¢, iz gtownym problemem
w wystepowaniu bariery oczywistosci i jej przezwyciezaniu jesteSmy my sami, nasze
poczucie wiedzy i wyzszosci intelektualnej, niepamieé¢ probleméw wlasnego dziecin-
stwa. Nauczyciel powinien wiec w sobie pielegnowaé¢ postawe zdziwienia, nie przyj-
mowania niczego za oczywiste. W swoich ,Zapiskach autobiograficznych” Albert Ein-
stein pisze, ze tym, co by¢ moze przesadzito o jego sukcesie byto przechowanie
dzieciecego dziwienia sie rzeczom, ktore wiekszo$¢ z nas stajac sie dorostymi zaczyna
uwaza za oczywiste?®. Gdyby tak bylo w istocie, to dzieciece zdziwienie, stawiajace nas
w obliczu koniecznosci uswiadomienia sobie rzeczy na pozor oczywistej i przemyslenia

ZEinstein A. (1996) Zapiski autobiograficzne, Krakéw, Wydawnictwo Literackie, s. 14.
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jej tak, by moc ja uprosci¢ i wyttumaczy¢, moze by¢ tyle owocne dydaktycznie dla
ucznioéw, co ubogacajace nauczyciela i Swiat dorostych w ogole.
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Moznosti vyuzitia manipulativnych ¢innosti pri
vyklade geometrickych vztahov

HAaNA OMACHELOVA

ABSTRACT. Playing is a typical activity of children. Suitable implemented manipulating
activities in explanation can also have an effect as a play. The article treats of possibility to
use different manipulating activities in explanation of geometric terms and relations. It also
describes the method of modeling the geometric relations using paper folding. The article
contains description of a lesson that was based on the "paper folding method" and applied
in the 6 class of primary school.

Kracové slova: vyklad, manipulativne ¢innosti, prekladanie papiera, Stvorec, obdlznik,
uhly, uhlopriecky, medzipredmetové vztahy

Uvod
D4 sa povedat, ze vo vyucovacom procese sa striedaju tri fazy:

e vyklad
e upeviovanie vedomosti
e precvicovanie uciva

Zaujimavé tulohy vicsinou ucitelia volia na ivodné motivovanie ziakov eSte pred
vykladom novych pojmov. Takisto aj pri upeviiovani vedomosti a pri precvico-
vani uciva sa castejSie najde priestor na rozne zaujimavé matematické hadanky
a hlavolamy. Ale ako je to s vykladom? Ako mozeme tito dolezita fazu realizovat pre
7iakov ¢o najzaujimavejSou formou? Akym sposobom sa daju zaviest nové matemat-
ické pojmy a vztahy medzi nimi tak, aby si ich ziaci osvojili ¢o najrychlejSie a s ¢o
,hajmensou namahou*?

Skola a hra

Myslienka ,8kola hrou“ je nam dobre zndma a mali by sme sa fiou ¢o najcastejSie
riadit. Hra je jednou z najtypickejsich ¢innosti dietata  ziaka. Dalsou typickou
¢innostou ziaka je ucenie sa. J. Brinckova [1,s. 9| hovori, ze ,ulenie je vysledkom
¢innosti a prostrednictvom ¢innosti sa vyvija“. Ako jednu z moznych ¢innosti, po-
mocou ktorych sa daju rozvijat geometrické predstavy ziakov menuje ,materidlovi
¢innost (manipulacia s objektmi, so stavebnicou, kartickami, plastelinou, vystriho-
vackami,...)“. Prave takéto rozne manipulativne ¢innosti maja velmi blizko ku hre
a je vhodné ich do vyucovacieho procesu ¢o najcastejsie zaradovat.

Préaca s predmetnymi modelmi zohréava aj podla V. Sykoru [4,s. 68| dolezita ulohu
v pojmotvornom procese geometrickych poznatkov. Spominany autor poukazuje
na moznost modelovat priamku, bod, tsecku, uhol, trojuholnik, mnohouholnik
a mnozstvo dalsich pojmov pomocou prekladania papiera. Nas tato metdda zau-
jala, pretoze skladanie papiera a vytvaranie origami je obltibenou ¢innostou Ziakov.
Tu sa nam naskytla moznost vniest podobnu pracu aj do vyucovania matematiky.
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Metodu ,prekladania papiera® sme odskagali v Siestom ro¢niku ZS pri vyklade
uc¢iva o obdlzniku, Stvorci a ich vlastnostiach. V nasledujicom texte sa pokisime
popisat priebeh vyucovacej hodiny a reakcie ziakov na tuto pre nich doposial novi
metodu.

Stvorec, obdlznik a prekladanie papiera

V udive o rovnobeznikoch sme vyhradili jednu vyucovaciu hodinu obdlzniku, §tvorcu
a ich vlastnostiam. Nasim cielom bolo vysvetlit Ziakom nasledujice vlastnosti §tvorca
a obdlznika a dokazat ich pomocou prekladania papiera:

1. Stvorec je pravouhly rovnobeznik, ktorého vSetky strany si zhodné

2. vSetky vnitorné uhly kazdého Stvorca st pravé

3. kazdy Stvorec ma dve navzdjom zhodné uhlopriecky

4. uhlopriecky kazdého Stvorca st navzajom kolmé, zhodné a rozpoluji sa

5. obdlznik je rovnobeznik, ktorého kazdy vnitorng uhol je pravy a ktorého kazdé
dve susedné strany st rozne dlhé.

6. uhlopriecky kazdého obdlznika si navzajom zhodné, rozpoluji sa, ale nie si
navzdjom kolmé

Ziakom sme rozdali vopred pripravené S§tvorce, ktoré sme vystrihli zo
stvoréekového papiera. Stvoréekovy papier sa nam zdal vhodny aj preto, lebo sme
mohli vyuzit jeho pravouhli siet a jeho jednotlivé dieliky mozu posluzit aj ako jed-
notky dizky.

Ako vidime, vo vetach ide o dokazy zhodnosti dlzok (stran, uhlopriecok,...), zhod-
nosti uhlov a o velkost uhlov a kolmost (pravy uhol). Ako priklad uvedieme dokaz
vlastnosti 1 a dokaz vlastnosti 4. Ostatné vlastnosti sa daju dokazat analogicky.

V.1: stvorec je pravouhly rovnobeznik, ktorého vSetky strany si zhodné

Dokaz: Prva ¢ast vety  Stvorec je pravouhly (pojem rovnobeznik uz Ziaci poz-
nali vopred) mozeme dokazat bud odmeranim vel'kosti vniitornych uhlov uhlomerom,
alebo §tvorec prilozime k predmetu, o ktorom vieme, Ze mé pravy uhol (list papiera),
alebo mozeme vyuzit pravouhli Stvorcovi siet, z ktorej je Stvorec vystrihnuty. Zhod-
nost stran sa da overit bud odmeranim pomocou pravitka, alebo spocitanim Stvorcov
Stvorcovej siete popri stranach Stvorca, alebo prekladanim Stvorec prelozime tak, 7e
vSetky strany sa nam prekryju, alebo sa prekryju najskor protilahlé strany a potom
susedné strany (obr.1). Ziakom pritom naznacime princip tranzitivnosti zhodnosti
dvoch navzajom susednych a dvoch protilahlych stran.

Obr.1: Dékaz zhodnosti stran Stvorca
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V. 4: uhloprietky kazdého Stvorca st navzajom kolmé, zhodné a rozpoluji sa

Dokaz: To, ze st uhlopriecky navzajom kolmé znamena, Ze zvieraji pravy uhol.
Pojem kolmosti uz ziaci poznaju. To ze kolmost plati pre uhlopriecky stvorca jednodu-
cho dokazu pomocou skladania - §tvorec prekladame pozdlz uhlopriecok az kym sa
vSetky uhly zvierané uhloprieckami neprekryju (Obr. 2). Tym dokazeme, 7e uhly uhlo-
priecok st zhodné. A kedze ide o Styri zhodné uhly, ktoré rozdeluju rovinu, musia
mat velkost 90 °.

Obr. 2: Uhlopriecky Stvorca su navzdjom kolmé

Pri rozpolovani sa uhlopriec¢ok pouzijeme podobny postup. Stvorec prelozime cez
priesecnik uhlopriecok a vidime, ze sa prekryji obe polovice uhlopriecky. To zopaku-
jeme aj pre druhi uhlopriecku (Obr.3).

Obr. 3: Uhlopriecky sa navzdjom rozpoluji

Pri dokaze zhodnosti uhlopriecok musime prelozit Stvorec cez stred tak, aby sa
uhlopriecky navzajom prekryli tak ako na obr. 4 ( poznamka: je dobré, ak si ziaci
predtym jednotlivé uhlopriecky farebne vyznacia kazda inou farbou).

Obr. 4: Dokaz zhodnosti uhlopriecok

Dokazy vlastnosti obdlznika si podobné. Jedinym rozdielom bude dokaz casti
vlastnosti 6 — uhlopriecky obdlznika nezvieraju pravy uhol. Pokial ozna¢ime
priese¢nik uhlopriecok ako bod S, potom vrcholové uhly pri vrchole S nevieme na
seba prelozit tak, aby sa vSetky navzajom prekryli ako to bolo u Stvorca.
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Skladanie papierovych §tvorcov a obdlznikov 7iaci videli skor ako hru. Pri takejto
¢innosti ma ucitel okrem toho moznost ¢asto opakovat pojmy, ktoré si Ziaci maju
osvojit. Na spominanej vyucovacej hodine sme sa pokisili overit, do akej miery si
7iaci preberané ucivo osvojili. Dali sme im kratky test, niekolko otézok, na ktoré
mali odpovedat len ANO  NIE. Otéazky zneli:

1. Uhlopriecky Stvorca zvieraji uhol 90 °.

2. Obdiznik je pravouhly roznobeznik.

3. Uhlopriecky obdlZnika zvieraju pravy uhol.
4. Vsetky vnutorné uhly Stvorca si pravé.

5. Uhlopriecky Stvorca nie si zhodné.

Vicsina ziakov odpovedala na vSetky otazky dobre. Len asi dvaja traja ziaci
odpovedali spravne na 2 a menej otazok. Dokonca 7ziak, ktory bol podla uéitelov
tzv. ,problémové dieta“ a niekolkokrat prepadol, odpovedal spravne az na 4 otazky
z piatich, ¢o povazujeme za velky uspech.

Metoda skladania papiera sa nam teda pri vyklade vlastnosti §tvorca a obdiznika
osvedcila. Odporucame ju vyuzivat aj pri zavadzani inych geometrickych predstav.
Ziakov praca bavila, pokladali ju skor za hru ako za ucenie.

Trochu medzipredmetovych vztahov na zaver

Na zaver vyucovacej hodiny, ktord sme tu opisali zostalo par minut ¢asu. V ramci
medzipredmetovych vztahov sme mali pripravené ukazky z dejin umenia ([3], str.227-
233), pri ktorych sme si ukézali, Ze §tvorcami a obdlznikmi sa nezaobera len matem-
atika, ale aj umenie (geometricka abstrakcia). Na otazku, ¢ sa z geometrickych tit-
varov dé robit umenie, Ziaci jednohlasne odpovedali: ,Nieee“. O to vicsie bolo ich
prekvapenie. Zastavili sme sa pri obraze ,Krava“(Obr.5) od Thea van Doesburga. Na
otazku, kolko zelenych Stvorcov je na nom namalovanych, 7iaci hned odpovedali,
Styri. A to bol opét chyték, az do konca hodiny treba aktivne pocivat! Stvorec je
len jeden, ostatné st obdlzniky. Samotny nazov obrazu bol pre ziakov prekvapenim,
a takymto veselym zistenim sa hodina skoncila.

Nemenej vyznamny bol aj vychovny moment vyucovacej hodiny, kedy boli Ziaci
printteni do urcitej miery spolupracovat. Hoci kazdy ziak mal svoj kus papiera, ktory
skladal, nasli sa aj chvile, kedy sa musel poradif so spolusediacim, ako treba ¢o
poskladat a dokazat. O to vic§ia bola ich radost, ked aj bez pomoci u¢itela dokazali
objavit geometrické zakonitosti.

Prave takéto hodiny, pri ktorych ziakom podame ucivo zaujimavou formou, ¢asto
velmi blizkou hre, st silnym motiva¢nym a aktivizujicim prvkom nielen pre Ziakov,
ale aj pre ucitela.
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Obr. 5: Obraz ,Krava®* (Museum of Modern Art, New York) od Thea van Doesburga
(1883-1931).
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Rozne pohl'ady na algoritmy zakladnych operacii.

EDpIiTA PARTOVA

ABSTRACT. Paper deals with different approaches of teaching algorithms of arithmetical
operations, with special emphasis to use different types of counters.

Uvod

Jednou z kltc¢ovych tém, v ucéebnych osnoviach matematiky, na 1. stupni ZS si algo-
ritmy zakladnych operacii. Ciele vyucovania tohto celku sa v§ak menia s meniacim sa
technickym rozvojom. Este v sedemdesiatych rokoch 20. storo¢ia by nikto nepochybo-
val o nutnosti pohotového pouzivania pisomného pocitania, hoci uz existovali kalku-
lacky. Necakane rychly rozvoj techniky umoznil rozsirenie kalkulaciek, ale aj osobnych
pocitacov v kazdej oblasti Tudskej ¢innosti. Poc¢itanie na papieri vystriedalo poc¢itanie
elektronické. Tejto zmene sa musi prisposobit aj vyucovanie matematiky. Odborna
literattira v sucasnosti uvadza trojaké algoritmy zédkladnych operécii: pamétoveé, elek-
tronické a pisomné. Rozne algoritmy vyzaduju rozne vychodiskové poznatky a ziak
si moze zvolit algoritmus operacie podla toho, ktoré poznatky ovlada bezpecne.
Pamétové algoritmy vyzaduju znalost zakladnych spojov, rozklad jednociferného ¢isla
na sicet, desatinny rozklad, vlastnosti operacie. Pisomné algoritmy vyzaduju pre-
dovsetkym zéapis podl'a stanoveného pravidla (zapis uplatiiuje desatinny rozvoj), zak-
ladné spoje, zriedkavejsie sa uplatnuju vlastnosti operécie. Elektronické algoritmy
predpokladaju stlacanie tlacidiel na elektronickych pocitadlach v presne ur¢enom po-
radi. Vyhodné je poznat zékladné spoje a pravidla zaokruhlovania, ¢o umoziuje ra-
dovo odhadnit vysledok. KedZe na kalkulacke nemo6zeme sledovat priebeh pocitania
je nutna kontrola vysledkov, k ¢omu je potrebné poznat vztahy medzi jednotlivymi
operaciami V tomto prispevku sa budeme venovat len algoritmom sé¢itania a odd¢ita-
nia.

Konstrukcia zakladnych spojov s¢itania

Da sa predpokladat, ze suc¢ty jednocifernych ¢isel vnikli na zaklade modelovania po-
mocou drobnych podmetov neskoér na pocitadlach. Historické zdroje ukazuja, 7e v
roznych krajinach, sa pouzivali rozne pocitadla a tie ovplyvnili aj spdsob pocitania,
ktory pretrval aj pri pocitani bez pocitadla. Na Slovensku, ale d& sa povedat, Ze
v celej strednej Europe je najrozsirenejsie stovkové guldckové pocitadlo, na zaklad-
nych skoldch sa pouziva aj dvadsiatkové. Scitanie a odc¢itanie na tomto pocitadle
vyuziva usporiadanie gul6¢ok po 10 v jednom rade a predpoklada znalost vSetkych
rozkladov desiatky na dva sé¢itance a rozklady jednocifernych c¢isel. Na obrazku 1 je
ukazka zakladného spoja sc¢itania s prechodom cez desiatku: 7 + 8 =15. Pocitadlo
znazorije Standardny postup pre s€¢itanie: 7+8=7+(3+5) = (7+3)+5 =10+5=15,
pri¢om je zvyrazneny sposob rozkladu ¢isla 8 tak, aby sa ulahcilo pocitanie. Tento
postup vyzaduje aj znalost asociativneho zédkona pre s¢itanie.
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obrdzok 1

Niektoré pocitadla su vyrobené tak, 7ze v kazdom rade je 5 a 5 guldc¢ok zafar-
benych inou farbou. Téato farebnost nie je samotucelna, umozihuje znazornit dalsi
mozny postup pocitania. Ak ide o sc¢itanie dvoch jednocifernych ¢isel vacgich ako 5,
mozeme postupovat takto: 7+8 = (245) +(5+3) =2+ (5+5) +3 =2+ 10 + 3 =

=10 + 2 +3—10+45—15. Rozlozili sme ¢islo 7 na 542 a ¢islo 8 na 5+43. Scitali sme
545, (¢o je jeden z najlahsich zékladnych spojov) a potom 243, ¢o je uz spoj bez
prechodu cez desiatku. Obrazok 2 znazoriuj tento rozklad, ktory pracovne nazyvame
patkovy rozklad.

00®- -
o

obrdazok 2

V azijskych krajinach sa pouziva iny druh gul6¢kového pocitadla: radové poci-
tadlo. Sklada sa z bambusovych ty¢i s guld6ckami, ktoré si upevnené v rame. Stredna
vodorovna ty¢ deli pocitadlo na dve casti a slizi na vyznacenie Cisel na pocitadle.
Gulocky v hornej ¢asti maji hodnotu 5, v dolnej ¢asti maji hodnotu 1. V réznych
stlpcoch sa vyznacuju ¢islice roznych radov.(pozri obr. 4) Na ¢inskom suan pan podi-
tadle st v kazdom rade 2 pathodnotové a 5 jednohodnotovych guliek, z ¢oho vyplyva,
7e tzv. spoje s prechodom tu majiu rozne urovne. Napriklad tlohu 3 + 4 — 7, ktoru
my rieS§ime prisunutim Styroch guliek k trom, na suan pan rieSime takto: najprv
prisunieme 3 jednohodnotové guldcky k strednej priecke, ale uz nemozeme pridat
dalsie 4, preto tlohu riesime pridavanim jednej pathodnotovej gulo6¢ky a odoberanim
1 jednohodnotovej. Matematicky by sme mohli vyjadrit : 3 + 4 =3 + 5 - 1. Spoj
7 + 8 — 15 sa rie§i rozkladom na 5+x s tym, 7ze na tomto pocitadle mozeme za-
menit 2 pitky za 1 desiatku a 5 jednotiek za 1 pitku. Cinsky abakus sa dostal do
Japonska, a ¢asom sa zmenil na Soroban, ktory obsahuje v hornej ¢asti ramika jednu
pathodnotovi a v dolnej §tyri jednohodnotové gulo¢ky na kazdej tyci. Zakladny spoj
7 +8 =15 rieSime metodou nahradenie jedného sc¢itanca desiatkou: 7 + 8 =7 + 10 -2
—17 - 215, teda ¢islo 8 nahradime ¢islom 10, lebo 7410 T'ahko s¢itame. Mali sme
pripocitat len 8, ¢o je menej ako sme pridali, teda rozdiel musime eSte odcitat. K
tomu, aby sme zistili ko[ko musime este od¢itat od vysledku 17 musime zistit rozdiel
10 - 8 (obr. 3). Znézornenie tohto postupu je na naSich poé¢itadlach komplikovany, az
nelogicky Na sorobane vSak je jedinym moznym sposobom rieSenia tlohy: 7+8=15.
[lustracia je na obrazku 4, kde pohybujuce sa gul6¢ky st znazornené bielou farbou.

7+8 =@7+10)-2=17-2=15
7 +10 = 17
Pl

obrazok 3
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7 7+10 17-2
obrdzok 4

Algoritmy scitania

Moderna pedagogika preferuje vyznam porozumenia pred memorovanim, preto aj
moderné metody vyu¢ovania matematiky sa stustreduji na porozumenie javov a pos-
tupov.

Tradi¢né vyucovanie algoritmov c¢iselnych operacii bolo zamerané na precvico-
vanie algoritmov viacnasobnym opakovanim, a porozumenie bolo povazované skor za
sprievodny jav ako za ciel. Porozumenie v elementarnej matematike sa ¢asto dosi-
ahne pomocou modelovania a znazornenia. Uz od historickych dob sa pouzivali poci-
tadla na modelovanie matematickych vypoc¢tov. Na obrazku 5 je ilustracia séitania
v starovekom Egypte (24+38), kde vidime zoskupovanie jednotiek po 10 a nahrade-
nie znakom desiatky. Napriek tomu, Ze egyptska ¢iselna ststava nebola pozi¢na (tym
sa 1i8i od na8ej desiatkovej ststavy), princip zoskupovania pouZzivame aj dnes pri
konstrukcii postupu séitania.
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obrazok 6

Dalsia ukazka je z japonskej ucebnice a znazoriuje postup sc¢itania 28 + 15 = 43
(obr.6). Na modelovanie sa tu pouziva suprava kociek, ty¢iniek a dosiek, zostavena
tak, 7e 1 tyc¢inka sa sklada z 10 malych kociek a jedna doska z desiatich tyciniek. Aj
v tomto pripade pouzivame zamienanie 10 jednotiek nizsieho radu za jednu jednotku
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vysSieho radu. Rozdiel medzi dvoma modelmi je v tom, 7e na obrazku 6 je tycinka
skuto¢ne desatkrat vicsia ako jedna kocka. Obrazok ukazuje zaroven aj problém zné-
zornenia dynamického modelu na papieri. Postup je znazorneny v troch fazach. Tento
model je vhodny na pracu so skutoénymi predmetmi. U¢itel by nemal povazovat mod-
elovanie za strateny c¢as, naopak skuto¢né pocitanie prebieha prave pocas konstrukcie
modelu sc¢itania.

Algoritmy odcitania

Pochopenie algoritmov od¢itania ¢asto vystupuje ako prvy problém pocas matemat-
ického vzdelavania. Ziaci pochopia pojem odéitania spravidla v situaciach, kde ide o
odoberanie, ale dalSie aspekty operacie s va¢sinou osvojené povrchne napr. od¢itanie
v situdciach dopocitania alebo porovnévania rozdielom. Ani vlastnostiam od¢itania sa
nevenuje patri¢na pozornost. Prilisn& snaha dosiahnut, aby Ziaci ¢o najskoér pocitali
podla algoritmu vedie k opakovaniu predvedeného algoritmu bez hlbSieho porozume-
nia. Ak ziakom dame moznost narabat s vhodnymi pomockami, napr. pocitadlami,
sami by mohli objavit algoritmus od¢itania. Je mozné, ze ten sa bude ligit od al-
goritmu, ktory pouziva ucitel, ale pre ziaka bude vyznamnejsi, pretoze ho ovlada
bezpecne. Pri modelovani by sa ucitelova ¢innost mala obmedzit na riadenie a kon-
trolu aktivity ziakov. Samozrejme ziak len vtedy moze objavit novy postup, ak ma
dostato¢né predchadzajice poznatky o operéacii. Spomenieme aspon vlastnost za-
chovania rozdielu:a-b — (a + ¢) - (b + ¢). V st¢asnych u¢ebniciach matematiky sa
prezentuju rozne algoritmy od¢itania, ¢o malo podporit volbu najvhodnejsieho algo-
ritmu pre ziaka. Skutoc¢nost je také, ze ziaci sa ucia vSetky postupy, naviac musia si
ich pamétat podla rozpravkovych postav (nie podla podstaty algoritmu). Jednotlivé
postupy potom pouZivaji podla zadania v pracovnom zoSite, alebo podla in§trukcie
ucitela. Uvedieme niekolko postupov od¢itania s prechodom cez desiatku, ktoré by
7iaci mohli sami objavit.
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a) Od¢itania rozmiefianim
Podobne ako pri séitani aj pri od¢itani je ¢asto uzito¢né rozmenit 1 desiatku na 10
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jednotiek. Nasledujici postup vhodne vyuziva tento rozklad.

2—8 ned4 sa, preto si rozmenime 1 jednotku vysSieho radu na 10 jednotiek nizSieho
radu: 2 + 10 = 12. Na mieste desiatok zostalo 5 jednotiek. Odéitame 5 — 2 = 3.
Modelovanie postupu vidime na obrazku 8.

b) Od¢itanie pripo¢itanim nuly
Tento postup sa casto povazuje za totozny s vyuzivanim zachovania rozdielu pri rov-
nakom zvic¢Seni dvoch ¢isel. Teraz ide o pripocitanie a nasledne o odé¢itanie desiatky,
teda o pripoc¢itanie nuly. 2 - 8= neda sa riesit, preto pouzijeme pravidlo: k ¢islu 62
pripocitame ¢islo 10 (jednotiek) a od ¢isla 28 odé¢itame to isté ¢islo, 1 (desiatku).
Teraz odcitame:12- 8—4
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obrdzok 9

¢) Zvicsit obidve ¢isla o 10 jednotiek
Iny pristup k odc¢itaniu s prechodom cez desiatku je zalozeny na vysSie uvedenej
vlastnosti odéitania. Na obrazku 10 je ukazka pisomného odéitania 62-28. Podla Stan-
dardného postupu mame odcitat 2 - 8, ¢o sa neda riesit, preto pouzijeme pravidlo:
pripoc¢itame k ¢islu 62 ¢islo 10 jednotiek a k ¢islu 28 to isté ¢islo, 1 desiatku. Teraz uz
rieSime: 12- 8= 4. V ¢isle 28 pripoc¢itame k desiatkam 1 desiatku, a od¢itame 6-3=3.
Tento postup sa najcastejSie pouziva vo vyucovani, ale pri vysvetlovani principu sa
¢asto vyskytuju chyby aj v ucebniciach.

’ ’mk_\ 52 + 4 56
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P obrdzok 11

1 1

obrazok 10

Na tom istom principe je zalozeny postup znazorneny na obrazku 11. Namiesto
desiatky sme pripo¢itali k obom ¢islam 4, tak aby sme druhé ¢islo (16) doplnili na
celu desiatku. Tento postup sa da velmi néazorne modelovat pomockou znazornenou
na obrazkoch 6 a 8.

Elektronické algoritmy

Elektronické pocitanie v 21. storoc¢i je realita, ktortt moderné vyucovanie musi ak-
ceptovat, a vyuzivat pre didaktické ciele. Na jednej strane sc¢itanie a odc¢itanie na
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kalkulacke vyzaduje len zapamétanie postupu, ktory je rovnaky pre vSetky operacie
na rozdiel od pamétovych a pisomnych algoritmov. Na druhej strane pocitajici musi
urobit skusku spravnosti ak chce mat istotu, ze vysledok je spravny. Pri ostatnych
algoritmoch potreba skusky spravnosti nie je tak evidentna, lebo ziak ma moznost
kontrolovat kazdy krok algoritmu. Ak pocitame na kalkulacke mozeme kontrolovat
len vysledok, najjednoduchs§ie pomocou inverznej operacie. Narasta vyznam vztahov
medzi opericiami, ale aj vlastnosti operacii a raidovy odhad vysledku. Napriklad pri
vypocte rozdielu 50000-18000, tilohu nahradime tlohou 50-18. Vysledok je priblizne
30 a podla analogie vysledok pdévodnej tlohy je priblizne 30 000. Treba upozornit
na presnost odhadu. Pri odhade na stovky vznikne chyba 50, ale pri odhade na de-
sattisice odchylka moze byt az 5000. Prikladom na pozorovanie zavislosti moze byt
nasledujtica tloha: vypocitaj a pozoruj vysledky: 6-2, 7-3, 8-4, 9-5, 10-6, 11-5.

ZAaver

Nové technické pomocky prinasaju nové postupy pocitania, umoziuju aj novy pohlad
na zname algoritmy alebo podporuji ich zefektivnenie. Ucitelia musia neustéle hfadat
postupy pocitania, a pozivat pomdcky, ktoré si pre nové generacie ziakov pritazlivé.
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Konstruktivizmus ve vyucovani matematice

JAROSLAV PERNY

ABSTRACT. V souvislosti s transformaci naSeho Skolstvi, kde za zdkladni jsou povaZovdny
kompetence Ziki, vyvstdvd potreba zmeén ve vjuce. Jednou z moznosti je konstruktivismus
ve vyucovdni matematice, kdy Zdk nepiejimd hotové poznatky, ale sdm si je vytvdri. V priloze
jsou ukdzky takového pristupu.

Klicéovad slova: konstruktivismus, kompetence, aktivita, poznatky, reSeni problémai, aplikace

Uvod

V soucasné dobé dochazi v CR i SR k transformaci Skolstvi, ktera reaguje na soucasné
potieby spole¢nosti, zejména v souvislosti se vstupem do Evropské unie a s vyzkumy
provadénymi OECD. Zakladnimi dokumenty pro tyto zmény jsou Narodni program
rozvoje vzdélavani v CR, tzv. Bila kniha a Narodny program vychovy a vzdeldvania
SR spolu s koncepcii ,Milénium.

V tomto dokumentu jsou za zakladni povazovany klicové kompetence zaki, coz
znamend odklon od encyklopedického reprodukovani poznatki k vytvaieni schopnosti
tyto poznatky ziskdvat a pouzivat v praxi. To klade zvySené naroky na stavajici
ucitele, zejména na jejich kompetence a mély by tomu odpovidat i zmény v ptipravé
budoucich ucitelii.

Kompetence Zdaka souhrn védomosti, dovednosti, schopnosti, postoji a hodnot
duilezityjch pro osobni rozvoj a uplatneni, zejména pro vytvdrent zpusobilosti presahu-
jicich do mimoskolniho prostreds.

Kompetence ucitele — soubor profesnich dovednosti a dispozic, kterymi by mél
byt vybaven ucitel, aby mohl efektivné vykondvat své povoldani a to jak v oblasti odborné
predmeétove, tak 1 didakticko-metodické a pedagogicko-psychologickeé.

V soucasné dobé humanizace vzdélavani zazniva i ve svété obava, 7Ze matem-
atika jako ucebni pfedmét miize byt na Skolach zruSena. Otazkou je, jak by pak
zaci ziskali kompetence charakteristické a specifické pro vzdélavani v matematice.
Materialy OECD uvadéji nasledujici:

1. Matematické mysleni (pochopeni matematickijch pojmaii)

2. Matematicka argumentace (zdivodriovdni a dokazovdni)

3. Matematické modelovani (,matematizace” reality a vytvdreni struktur)
4. Vymezeni problému a jeho feSeni (strategie a metody)

5. Znakové reprezentace a jejich transformace (zndzornéni objekti)

6. Symbolika a technické dovednosti (tzv. ,matematickd kultura®)

7. Komunikace (vyjddreni a preddvdni informact)
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Velky vyznam zde maji i informac¢ni a komunika¢ni technologie vyuzivané ve
vyucovani matematiky, jako napt. spravné pouziti vyukovych programi pro mate-
matiku, ve kterém jsou mezi Skolami i uciteli zna¢né rozdily.

Jednou z moznosti jak tyto zadouci zmény realizovat v matematice a tim posilit
jejl pozici je konstruktivni piistup v jejim vyucovéani, kterému je v poslednich 10
letech ve svété vénovana znacna pozornost. Ten vychazi z myslenek konstruktivismu
jako sméru v psychologii a socidlnich védach druhé poloviny 20. stoleti.

Co je konstruktivisticky pristup?

Konstruktivismus pedagogicky vychdzi ze spojeni konstruktivismu kognitivni-ho
a socidlntho a prosazuje, aby se ve vyuce vyuZivalo FeSeni konkrétnich Zivotnich
problémai, tvorivého myslent, prdace ve skupindch, manipulace s predméty, ndzorngch
pomicek, ¢i interaktivnich pocitacovych programii.

Aktivnimi propagatory myslenek konstruktivismu v na$i didaktice matematiky
jsou zejména M. Hejny a F. Kufina, ktefi uvadéji, 7e ,matematické poznatky nelze
zakum prenést, lze prenést pouze piislusné informace, ale poznatek si musi kazdy zak
vnitiné vytvorit®.

Pokud je vyucovani matematiky provadéno transmisivné, tj. predavanim hotovych
poznatku a instrukci, je to cesta sice pomérné rychla, muze snad rozvijet pamét, ale
neorientuje se na porozuméni, nedava podnéty k tvofivosti a muze snadno vést k for-
malismu. Mize nastat paradoxni situace, ze ,Zak umi fesit tlohu, aniz by ji rozumél.”
Resi jindpodobou, analogii, ¢asto formélné, ale pokud dostane jiny neznamy problém,
neumi ho fesit.

Pti konstruktivistickém pristupu je zak motivovan k aktivité, k poznavani tim, ze
jsou mu predkladany problémy a problémové situace jejichz feSenim si sam poznatky
a poznatkovou strukturu vytvari. Podstatnou slozkou aktivita zédka je hledani souvis-
losti, tvorba pojmi, zobechiovani tvrzeni a jejich dokazovani. Pritom vyuziva svych
zkuSenosti ziskanych v bézném zivoté i ve skole, coz zejména tam vyzaduje prostiedi
a ucitele podnécujici tvorivost. Zna¢ny vyznam ma také komunikace ve t¥idé s zaky
a ucitelem i vyuziti dalSich medii.

Toto formulovali M. Hejny a F. Kufina v tzv. ,Desateru konstruktivismu®:

1. Aktivita  matematiku chdpeme predevsim jako specifickou lidskou aktivi-
tu, nikoli jen jako jeji vysledek, ktery se obvykle formuluje do souboru definic, veét
a dikazi.

2. Redent dloh  podstatnou slofkou matematické aktivity je hleddni souvislo-
sti, resent uloh a problémai, tvorba pojmi, zobecriovdni tvrzent a jejich dokazovdni.
Popsanygj proces miize probihat v matematice samé nebo v jiné oblasti lidského poznani.

3. Konstrukce poznatkid  poznatky, nejen matematické, jsou neprenosné.
Prenosné jsou pouze informace. Poznatky vznikaji individudiné v mysli pozndvajiciho
cloveka.

4. ZkuSenosti  wvytvdreni poznatki se opird o informace, je vsak podminéno
zkusenostmi pozndvajictho. U Zdku zkuSenostmi z redlného Zivota 1 z prileZitosti
nabizenych ve skole.

5. Podnétné prostiedi zdkladem matematického vzdéldvdani konstruktivistic-
kého typu je wvytvateni prostiedi podnécujiciho tvotivost. Nutngm predpo-kladem je
tvorivy ucitel, dostatek podnéti a priznivé socidlni klima tridy.

6. Interakce ackoli je konstrukce proces individudlni, prispivd k jeho rozvo-ji
socidlni interakce ve tiidé (diskuse, formulace, argumentace ... ).
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7. Reprezentace a strukturovdni pro konstruktivisticky pristup k vyucovdni
je charakteristické péstovani nejriznéjsich druhi reprezentace a strukturace matem-
atického svéta.

8. Komunikace — pro konstruktivistické vyucovdani v matematice md znacngj vyz-
nam komunikace ve tride a péstovani rizniych jazyki matematiky.

9. Vzdélavact proces vzdélavaci proces v matematice je nutno hodnotit min-
imdlné ze t1i hledisek. Pruni je porozumeéni matematice, druhé je zvlddnuti matemat-
ického Temesla, treti jsou aplikace. Matematiku ucime jejim provozovdnim.

10. Formdlni pozndni — vyucovdni transmisivni (pieddvdini informaci), nebo
instruktivni (preddvdni ndvodi) umoznugje reprodukci poznatki, nékdy bez porozumeént,
které se rychle zapominaji a takové pozndni je pseudopozndnim, vede k formalismu.

Jaké je misto konstruktivistického pristupu ve vyuce na zak-
ladni Skole?

V. Spilkova v prispévku Kdo je to ucitel a jak md byt vzdéldvdan? uvadi:

LVichodiskem soucasniyjch promeén celoevropského ucitelského wvzdéldvdni jsou
promeny v pojeti ucitelské profese. Ucitel je chdpdn jako facilitator Zdakova vijvoje a
ucent, ktery se snazi dotahnout kaZdého Zika k jeho osobnimu maximu, vvddi do veéct,
pomdahd mu se orientovat, podnécuje ho, vybavuje pocitem kompetence, sebedivéry, Ze
je ten, kdo umi, kdo dokdze...*

LV tomto pojeti se vyrazné zvysuje ucitelova odpovédnost za dité a vysledky jeho
uceni v nejsirsim slova smyslu, rostou ndroky na schopnosti ucitele analyzovat vlastni
cinnost, argumentovat své pojeti prdace, diskutovat a spolupracovat s kolegy, rodici @
sirsim socidlnim okolim.“

B. Kosova v publikaci Rozvoj osobnosti Ziaka doporucuje:

,Pro rozvoj persondlnich a socidlnich kompetenci Zaki by ucitel mél tolerovat
(zdjmy, potieby, odlisnosti), podporovat (samostatnost v mysleni a jedndni, vztah
k pozndni, spoluprdci), vyZadovat (disciplinu a odpovédnost, hodnoceni a sebehodno-
ceni), ofekdvat a tvotit podminky (pro otevienou komunikaci) a odmitat (atmosféru
strachu, slepou posluSnost a primeérnost)

Moznou odpovédi na tyto vyzvy je pravé konstruktivistickd koncepce piipravy
uciteli, kterda predstavuje klicové teoretické vychodisko soucasnych promén ucitel-
ského vzdélavani. Je zde kladen diiraz na osobnostni rist, na proces aktivniho kon-
struovani a tvorivého osvojovani ucitelské profese na zakladé vlastni ¢innosti, vlast-
nich zkuSenosti a prozitki, sebepoznavani a objevovani studentt ve spolupréci s uciteli
a ostatnimi studenty.

Podle V. Spilkové

, Konstruktivisticky pristup ke vzdélavani znamend radikdlni obrat v nahliZeni
na procesy ucent, na smysl Skoly, cile skolniho vzdéldvdni, na role ucitele a Zika, na
pojeti vhodnych vyucovacich a ucebnich strategii.*

, Ucéent je chdapdno jako proces objevovdni, konstruovdni a rekonstruovdni poz-
natki, postoji, dovednosti, hodnot na zdkladé vlastni cinnosti a dosavadni zkuSenosti
Zaki s pomoci ucitele a v kooperaci se spoluZdiky. Klade se diraz na porozumeéni a
schopnost pouziti poznatki k FeSent problémaii v situacich redlného Zivota, na posilovdni
odpovédnosti Zdki za vlastni uceni se ap.“

Rozvijeni tvofivosti a poznavani pomoci konstruktivistickych ptistupii je zalozeno
na dvou zakladech. Prvnim je rozdéleni poznavacich procesii na konvergentni a diver-
gentni, druhym je rozdéleni postupu feseni problému na algoritmické a heuristické. I
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kdy7z je matematika svym charakterem disciplinou, kter& pfi poznavani a feSeni prob-
lémi vyuziva spise konvergentni procesy a algoritmické postupy, presto se zejména pii
seznamovani s ni a jejim ,,objevovani, které probiha pravé na zakladni skole, vyrazné
vyuzivaji divergentni pfistupy a jsou uplatiiovany heuristické postupy a tvorivé c¢in-
nosti. Je to nejen proto, aby 7aci lépe chapali matematiku, méli ji radi a byli silné&ji
motivovani, ale i proto, aby se formovaly matematické schopnosti, které mohou byt
zékladem pro tvorivé feSeni zivotnich a pracovnich problémii. V tomto smyslu nej-
sou konvergence a divergence, resp. algoritmus a heuristika opozita, ale spiSe procesy
aditivni a simultanni.

Reseni problémii je komplexni ¢innost vyuzivajici postupy algoritmické, heuri-
stické a ¢innostni. Z toho vyplyva, 7ze ve vyuce matematiky by mél ucitel uplatiovat
problémy blizké readlnému zivotu, kde se tyto procesy stiidaji.

Proc¢ se myS$lenky konstruktivismu v nasi §kole (zatim) nedafi
naplnovat?

Jiz v sedmdesatych a osmdesatych letech 20. stoleti oficidlni Skolské materidly od
ucitele pozadovaly, aby ucil tvotivé, rozvijel logické mysleni zaki, odboural memo-
rovani, zvySoval potifebu zaki po porozuméni apod.

Dnes jsou nasSe znalosti o moznostech zménit kvalitu vyucovani daleko rozsahlejsi,
ale jejich pronikani do skol je velice pomalé. Domnivam se, 7e néktefi ucitelé nejsou
na tyto konstruktivistické pristupy k vyucovani pripraveni. Souvisi to i s dosavad-
nim zpusobem provérovani zakovskych kompetenci, napf. pii prijimacich zkouskach
na stiedni Skoly. Ucitelé daji prednost piimé pripravé zaki na tyto zkousky pied
naroc¢néjsim , kultivovanim® jejich matematického mysleni.

Ukazuji se dvé hlavni pri¢iny tohoto jevu. Prvni tkvi v setrvacnosti skolského
systému, druha v urcité apatii spolec¢nosti smérem k vyznamu §koly pro vlastni vyvoj.
Zkvalitnovani vyucovani je totiz bytostné zavislé na kvalité ucitele a spole¢nost zatim
nedokaze pro jejich naroc¢nou profesi a p¥ipravu vytvorit patficné podminky.

To do urcité miry potvrzuje jiz zminény piispévek V. Spilkové:

LwStrategie pripravného a dal§iho vzdéldvdni uciteli patii k bilym mistim ve vzdéld-
vact politice a neyméné FeSengm otdzkam v celkovém kontextu transfor-mace ceského
Skolstvi. Neexistuje zdkladni koncepcni materidal, ktery by v jako standard formulo-
val poZadavky na kvalitu absolventi wucitelstvi a rdmcoveé vymezil jejich pripravu.
Neni to konkretizovdno ani ve zminéné Bilé knize, coZ spolu s autonomii vysokijch
skol zpiusobilo Zivelny aZ chaoticky vijvoj. Navie, pravdépodobné v souvislosti s poZa-
davky akreditace a snahy konkurovat ,oborovym* fakultam, dochdzi na pedagogickijch
fakultdch k dalsimu posilovdni oborové slozky studia na ukor profesni, coZ situaci spise
zhorsuge.“

Jak smérovat studenty-budouci ucitele ke konstruktivismu ve
vyuce?

Je znamo, Ze edukac¢ni styl, ktery si ucitel vytvotri v prvnich letech svého pedagog-
ického ptisobeni, je vice ovlivnén vzory pedagogi, ktefi budouciho ucitele ucili, nez
teorii, kterou mu nabidne vysoka skola.

Je proto tfeba, aby se studenti i pii svém studiu na fakulté setkavali s konstruk-
tivistickym pristupem, aby jim byl umoznén prozitek z vlastniho vytvareni novych
poznatkli metodami a formami, které budou sami vyuzivat pti vyuce svych zaki. Pri
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vykladu bychom méli vysokoskolskou matematiku propojovat s tou, kterou budou
budouci ucitelé ucit. Pfi seminafich studentiim neptfedklddat hotové poznatky, ale
vést je k tomu, aby je sami odhalovali.

Jsou to napf. heuristické a badatelské metody problémového vyucovani, metoda
zkoumani pii feSeni problému (propagovana prof. J. Kopkou), projektové vyucovani,
apod.

V kurzech vysokoskolské piipravy predméti matematika a didaktika matematiky
snazim, aby studenti ucitelstvi mohli uplatnit a dale rozvijet svou tvofivost jako
vyznamnou profesni kompetenci ucitele, aby si mohli osvojit principy konstruktivi-
stického piistupu k vyuce matematiky.

Jsou to napf. semestralni prace studenti, kde jako téma mohou volit bud matem-
atickou pohadku nebo projekt. Projekt miize byt matematicky, ale vétsinou integruje
matematiku s dal§imi predméty. Matematicka pohadka slouzi k motivaci, kdy matem-
atické tlohy nebo matematické poznatky jsou zakim predkladany v netradi¢nim
,havu“. Nékteré texty byvaji i verSované.

Casto se stava, ze tento projekt ¢i pohadka studenta natolik zaujme, Ze pieroste
v diplomovou praci, véetné praktické realizace s 7zaky. Nékteré zvlasté zdarilé a tech-
nicky kvalitni prace byly pfimo pfijaty do tisku pro ucitelskou vefejnost. (,,Po stopdch
Robinsona Crusoe”, ,,Lesni hrdtky s matematikou®). Jiné byly velmi uspé§né v repub-
likovém kole SVOC (,Matematickd soutéz s Kiemilkem a Vochomirkou®, ,,Projekt —
prostorovd predstavivost”, ,, Geometrické hry pro utvdfeni predstavivosti Zdiki na 1.
stupni 75“).

Ukéazky projekti a pohddek studenti a problémové tlohy pro studenty jsou v
priloze.

Zavér

Zprava Ceské inspekce v prosinci 2004 konstatuje pomérné dobrou kvalitu vyuky
matematiky na 1. stupni 7S a znepokojujici situaci na 2. stupni a vySe. To potvrzuji
i nase vyzkumy, které ukazuji, 7e matematika na 1. stupni 7S je vétSinou druhy
nejoblibenéjsi predmét po télesné vychové, ale jeji oblibenost v paté a zejména ve
vys§ich tridach klesa. Jisté to souvisi i s rostouci obtiznosti matematiky, ale také se
zde pouzivanymi metodami a formami prace, které nékdy prestavaji byt ve vyssich
tridach aktivizujici a konstruktivistické.
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Priloha:
MPP1 Bure$ovd Jana (2.st. ZS): O nenasytné osoZravé pfimce
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Bylo jednou jedno Osové soumérné kralovstvi v roving, kde zily jen osové soumérné
geometrické utvary. VIadl zde kral Ctverec se ... osami soumérnosti, spolu s krdlovnou
Rovnostranny trojihelnik, kterd méla ... osy soumérnosti. V8ichni dvofané, obdélniky
se ... osami soumérnosti, i poddani, rovhoramenné trojihelniky s ... osou soumérnosti,
se méli spolu radi a 7ili stastné.

Néahle se v kralovstvi objevila nenasytnd a zla osozrava piimka. Ackoliv piimka
vede od ... do ..., rozhodla se byt jesté delsi, a tak zacala krast geometrickym titvarim
kralovstvi jejich osy soumérnosti. V kralovstvi nastal zmatek, z osové soumérnych
utvaril, napt.: ... nebo ..., se stavaly nesoumérné obecné geometrické utvary.

714 novina o nenasytné osozravé piimce se dostala i na kralovsky zamek. Kral
Ctverec vyhlésil, 7e kdo zlou pfimku premtze, dostane tu¢nou odménu. Prvni se
prihlasil statny rovnoramenny lichobéznik, s ... osou soumérnosti, ale nez se stacil
rozhlédnout, sebrala mu primka jeho osu soumérnosti a byl z ného obecny nesoumérny
lichobéznik. Dalsi odvazlivec byl kosoc¢tverec se ... osami soumérnosti, ale i ten byl
brzy piimkou obelstén a okraden o osy soumérnosti, takze se z néj stal nesoumérny

A7 nakonec se objevil cizi udatny princ, ktery se dal do boje s ptimkou. Vzdy
kdyz mu nenasytna piimka sebrala osu soumérnosti, nabidl ji dalsi. Mél jich tolik, ze
to pfimka vzdala a odesla pry¢ z tohoto kralovstvi.

Jakym rovinnym geometrickym iutvarem byl udatny princ?

MPR1 Pilafovd Radka (2.st.ZS): Soumé&rnosti

Projekt: Didakticka hra a soutéz

Aktivita: Zaci jsou vyzvani, aby napsali na tabuli hilkovym pismem abecedu
velkych pismen bez ¢arek a hackia. Ucitel navrhne jeji rozdéleni na dvé skupiny,
hranata (A,E,F H,...) a obla (B,C,D,...). Pak vybere jedno pismeno z hranatych
(napt. F) a dva 7 zaka provedou zobrazeni tohoto pismene v osové, resp. stiedové
soumeérnosti na tabuli, ostatni zaci do sesitu. (viz obr.)

2 1 1 2 2_{ a2

5 5 5 _/ 1%, e el

A

3I

Pak si zaci rozdéleni do skupin po 4 vylosuji listek se dvéma 4 pismennymi jmény,
rozdéli si mezi sebou pismenka a zobrazi je u prvniho jména v osové soumérnosti a
u druhého jména ve stfedové soumérnosti. Skupina, kterd zobrazi pismena spravné a
nejrychleji vitézi.

Nabizené dvojice jmen: NELA - EMIL, HANA - IVAN, ZITA - ALAN, NINA -
ALEX, ZINA - ILEK, ANNA - KLEM, LENA - MIKA.

PU1 Problémovd iiloha pro studenty: Dé&leni étvercii na &tverce
Pokuste se postupné rozdélit ¢tverec na 1, 2, 3, .... a7 16 ¢tverci (nemusi byt
stejné velké). Lze ziskat vSech 16 moznosti?
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Lze ¢tverec rozdélit na jakykoliv pocet ¢tvercu vysSich nez 167
Je mozno tuto hypotézu dokazat?

Napft.: FeSeni pro 10 11 12 13 Ctvercit

PU2 Problémowvd tloha pro studenty: Odvalovani hraci kostky

Zkoumejte ,Odvalovani hraci kostky“ jako algebraickou strukturu, kde mnozinou
jsou pohyby pfi odvaleni hraci kostky a operaci je skladani odvaleni. Pro popis pohybi
lze vyuzit permutace. Pokud stény hraci kostky oznac¢ime hodnotami, které maji
a stanovime pofadi stén horni (H), pedni (R), prava (P), leva (L), zadni (Z) a dolni
(D), pak napi. odvaleni ze zadkladni polohy ZP dopifedu pies dolni pfedni hranu

do polohy P1 se da popsat pomoci permutace
1 2 3 4 5 6
5 1 3 4 6 2

ZP Pl

Oznacte pohyby dopfedu na jih (J), dozadu sever (S), doprava vychod (V), doleva
zapad (Z), bez pohybu identita (I) a skladani (7).

Zkoumejte vlastnosti této algebraické struktury, napt. dplnost, komutativnost,
neutralni prvek apod.

Zkoumejte, jakému zakrytovému pohybu krychle odpovidaji jednotliva odvaleni a
jejich skladéni, napft.

Odvaleni JV odpovida permutaci

1 2 3 4 5 6
( 5 1 3 4 6 2 )
ktera je rotaci kostky kolem télesové uhlopricky urcené vrcholy CE o whel +120°.
Oznacime Rggo.
Adresa autora:
Pedagogicka fakulta
Technicka univerzita v Liberci
Halkova 6
461 17 Liberec
e-mail: jaroslav.perny@tul.cz



Geometricka prezenticia pravdepodobnostného
priestoru a pravdepodobnost udalosti ako obsah
utvaru

ADAM PLOCKI

ABSTRACT. We propose a process of visualization of a discrete probability space and a process
of its construction. Probability can be viewed as a measure of extent.
In our case probability is presented as a volume.

Diskrétny pravdepodobnostny priestor a na ttvar nanesena siet
ako jeho geometricka prezentacia

Definicia 0-1.. Nech s € Ny, a Q = A{wj,wyws,...,ws}. Rozde-
lenim pravdepodobnosti na mnoZine £ nazy'fvame kazdi mnezapornu funkciu
p: Q — R takd, 7e p(wy) + p(wa) + p(ws) + - +p(ws) =1

Ak p(w1) = p(ws) = p(wz) = -+ = p(ws) = <, tak funkciu p nazyvame klasickym
rozdelenim pravdepodobnosti na mnoZine 2.

Definicia 0-2.. Predpokladajme, ze Q2 je ITubovolnou s-prvkovou mnozinou (s > 1)
a 7e p je rozdelenim pravdepodobnosti na tejto mnozine. Nech Z = 2. Uvazujme o
funkcii P : Z — R, pri¢om pre A € Z

0, ak A =),

P(A) = pw),  ak A={w},
Zp(w), ak A je aspon dvojprvkovou mnozinou.
weA

Trojica (2, Z, P), ktora tymto sposobom vznikla z dvojice (€2, p), je pravdepodob-
nostnym priestorom v zmysle axiomatickej definicie pravdepodobnostného priestoru
(pozri 9], s. 124). Taku trojicu alebo dvojicu (€2,p) ¢o je ekvivalentné mnazy-
vame diskrétnym pravdepodobnostngm priestorom. Ak su vSetky hodnoty funkcie p
kladné, tak dvojicu (£2,p) nazyvame netrividilnym pravdepodobnostnym priestorom.
Ak p je klasickym rozdelenim pravdepodobnosti na mnozine €2, potom dvojicu (€2, p)
nazyvame klasickym pravdepodobnostniym priestorom.

V tomto ¢lanku sa zaoberame iba dvojicami (€2, p), v ktorych je mnozina )
konecna. Takéto dvojice nazyvame konecné pravdepodobnostné priestory.

Definicia 0-3.. Nech F oznacuje stibor ttvarov v rovine, ktoré maji obsah. Ak
A € F, potom my(A) oznaluje obsah tutvaru A a int(A) jeho vnitro. Predpokladajme,
7e S ={1,2,3,...,s}, pricom s € Ny a plati, 7e

i) FeFald<my(F)<+oo,

(i) VjeS: [F;CFANF; € FAmy(F;) >0,

(i) VjikeS: [j#k= nt(F;)Nint(Fy) =10,

(iv) FAUFRBU...UF,=F.

Mnozinu 2 = {F} : j € S} nazyvame siefou nanesenou na dtvar F' a jej prvky (atvary
F;) okami tejto siete.
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Definicia 0-4.. Nech mnozina {F} : j € S} je sief nanesena na ttvar F' s kladnym
obsahom. Funkcia p : {Fj : j € S} — (0, +00), pricom

p(r) =2 e jes, ()

je rozdelenim pravdepodobnosti na mnozine 2 = {F; : j € S}. Dvojicu (€2, p) nazy-
vame diskrétnym pravdepodobnostnym priestorom generovangm sietou nanesenou na
utvar F.

B Na obrazku 1 su tri pravdepodobnostné priestory generované siefami nanesenymi
na tri atvary s kladnym obsahom. Pravdepodobnostny priestor generovany sietou
nanesenou na stvorec na obrazku 1c) je dvojicou (€2, p.), pricom

Qc = {K17K27K3} a pC(Kl) = %7 pC(K2> = %’ pC(K3) — % .

F2 Kl
Fy

F3 Ts K3
Fy T3 Ty Ko

a) b) c)

Obr. 1. Utvary s nanesenymi sietami ako prezentécia kone¢nych pravdepodobnostnych priestorov

InSpiraciou takejto geometrickej idey tvorenia (konStruovania) netrivialnych
diskrétnych pravdepodobnostnych priestorov boli detské skladacky, z ktorych na-
jznamejSou je tangram (por. 1| a pozri obrazok 2).

T3 T
K
T Ts
R
T>
Obr. 2. Tangram so siedmymi tanami Obr. 3. Obsahy tanov

B Tangram z obrazku 2 vznikol nanesenim siete na Stvorec. Okami tejto siete
st: trojuholniky T3, 15, T3, Ty, Ty, Stvorec K a rovnobeznik R. Tieto oki sa
nazyvaju tany. Ak vychodiskovy Stvorec ma obsah 1, potom funkcia pp, ktord
kazdému tanu priraduje jeho obsah, je rozdelenim pravdepodobnosti na mnozine
Qr = {11, T, T3, T4, T5, K, R}. Dvojica (Qr, pr) je teda netrividlnym diskrétnym pre-
vdepodobnostnym priestorom. Urcenie funkcie pr je geometrickou tlohou. Obrazok 3
poskytuje napovedu jednej z idey jej rieSenia.

B Na obrazku 4 st dve skladacky, ktoré vznikli rozrezanim Stvorca na 32 casti.
Pozrime sa na kazdu z tychto skladaciek ako na siet nanesent na jednotkovy Stvorec.
Ur¢it pravdepodobnostné priestory generované tymito sieftami v podstate znamena
vypocitat obsahy niektorych utvarov, a teda ide o geometricka ulohu.
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17 18

24 19
165N 25026 7 11

32 27

31 28
23 30 | 29 20
22 21
7 6 5
14 13
a) b)
Obr. 4. Dve skladacky ako niektoré verzie tangramu

12

V uvedenom kontexte to znamend, Ze na urcenie netrividlneho diskrétneho prav-
depodobnostného priestoru stac¢i na jednotkovy Stvorec naniest siet, ktorej okami st
utvary s kladnym obsahom.

Ekvivalencia tutvarov vzhladom na rozklad a ekvivalencia
pravdepodobnostnych priestorov

Definicia 0-5.. Pravdepodobnostné priestory (21,p1) a (Qq, p2) sa nazyvaju ekviva-
lentngmi, ak existuje bijekcia g z mnoziny 2; na mnozinu €2, taka, ze

Vwe QW Vo edy: [W=g(w) = p(0) =p1(w)].
O bijekcii g budeme hovorit, ze urcuje ekvivalenciu a ze zachovdva pravdepodobnost.

B Je morné dokazat, ze dva pravdepodobnostné priestory generované dvoma sietami

nanesenymi na Stvorce na obrazku 4 su ekvivalentné.
1

[NIE

4

F{
0 G

[SIE
[SIE

Fy Go

a) b)
Obr. 5. Dva ekvivalentné pravdepodobnostné priestory ako geometrické objekty

B Dva pravdepodobnostné priestory generované sietami na obrazku 5 st ekvivalentné.
Bijekcia, ktora urcuje tato ekvivalenciu, je funkcia g z mnoziny {Fy, F1} na mnoZinu

{Gy, G}, pricom
g(FJ) = Gl—j pre j = 07 L.

Dva klasické pravdepodobnostné priestory (€21, p1) a (€22, p2) st ekvivalentné vtedy
a len vtedy, ak mnoziny ; a €25 maji rovnakd mohutnost.

Definicia 0-6.. Nech S = {1,2,...,s} a s € Ny. Hovorime, 7e ttvar F' so siefou
Sp={F;:j €S} attvar G so siefou Sg = {Gy, : k € S} su ekvivalentné vzhladom
na rozklad, ak existuje bijekcia g z mnoziny Srp na mnozinu Sg taka, ze pre kazdé
j €S, ak G; = g(Fj), tak oko G; je obrazom oka F; v zhodnom zobrazeni (izometrii),
ktoré je otocenim, posunutim, alebo ich zlozenim.

B Utvarmi ekvivalentnymi vzhladom na rozklad st trojuholnik 7 so siefou
{11, T, T3, Ty} a stvorec K so sietou {K;, Ky, K3, K4} na obrazku 6. Bijekciou je
v tomto pripade funkcia g z mnoziny {71, T5, T3, T4} na mnozinu {Ky, Ky, K3, K4},
urcend predpisom
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g(1;) =K, pre j=1,2,34

Dokaz tohto faktu je geometrickou tlohou. Ideu matematickej argumentacie mozu
ziakovi napovedat konkrétne manipulédcie s modelmi tychto ttvarov. Ide o rozrezanie
modelu trojuholnika podla ¢iar siete a skladanie Stvorca z takto ziskanych ok.

B Dva Stvorce so siefami na obrazku 4 su ttvarmi ekvivalentnymi vzhladom na
rozklad.

Ko
Ty
Ky
T K3
p Ky
T3
a) b)
Obr. 6. Trojuholnik T' so siefou a §tvorec K so siefou ako tutvary ekvivalentné vzhladom na
rozklad

Ak dva utvary so siefami su ekvivalentné vzhladom na rozklad, potom pravde-
podobnostné priestory generované sietami nanesenymi na utvary si ekvivalentné.

Oy

K Ry 01

Ky Ry

a) b) c)
Obr. 7. Stvorec K so siefou, rovnobeznik R so siefou a obdlznik O so siefou ako ttvary

ekvivalentné vzhladom na rozklad

B Na obrazku 7 su tri atvary so siefami, kazdé dva z nich st ekvivalentné vzhladom
na rozklad. Kazdy zo spominanych ttvarov so sietou generuje diskrétny netrivialny
pravdepodobnostny priestor. Kazdé dva 7 tychto priestorov st ekvivalentné. Urcenie
kazdého z tychto priestorov ako dvojicu (€2, p) je geometrickou tlohou na vypocet
obsahu niektorych ttvarov.

Diskrétny nadhodny pokus a jeho stochasticky model

O |[DISKRETNY NAHODNY POKUS| Diskrétnym ndhodngm pokusom nazyvame experi-
ment (realny alebo pomyselny), o ktorého priebehu i vysledku rozhoduje iba nahoda,
pri¢Gom mnoZina moznych vysledkov tohto experimentu je kone¢né alebo spocitatelna
a pre kazdy vysledok je mozné urcit a priori pravdepodobnost s akou sa experiment
skonéi tymto vysledkom. (pozri [3|, s. 16 — 17 a tiez |6], s. 13).

Na vyucovacich hodindch sa zaoberame realnymi nidhodnymi pokusmi, pretoze
ziak také pozna z roznych hier, s takymi sa stretdva v kontexte roznych ¢innosti spo-
jenych s losovanim prvku z niektorej mnoziny (vy¢itanka pred nahanackou, losovanie
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jednej osoby 7o siboru s 0s6b pomocou zéapaliek, atd.) Na hodinach geometrie v
zédkladnej gkole sa hovori o liste papiera alebo doske stola ako o obdlzniku, futbalova
lopta sa nazyva gulou a zapalkova krabicka je prikladom kvadra. Tieto konkrétne ob-
jekty umoziuju spravne porozumiet podstatnym vlastnostiam (uz) matematickych
objektov ako obdl7nik, gula alebo kvader.

B Pomyselnym diskrétnym nadhodnym pokusom je hod symetrickou mincou. Hod
konkrétnou mincou (a takou hadze ziak vo svojich hrach) je realnym nahodnym
pokusom. Diskrétnymi nahodnymi pokusmi st:
— n-nasobny hod mincou,

opakovanie hodu mincou tak dlho az padne rub,
— opakovanie hodu mincou tak dlho az rub padne trikrat za sebou,

n-nasobny hod kockou,
— opakovanie hodu kockou tak dlho az prvy krat padne Sestka (takymto ndhodnym
pokusom sa zacina hra ,,éloveée, nehnevaj sa“).

O |[STOCHASTICKY MODEL DISKRETNEHO NAHODNEHO POKUSU| Diskrétny pravde-
podobnostny priestor (2, p) nazyvame stochastickgm modelom diskrétneho nahodného
pokusu ¢ (alebo kratsie stochastickym modelom pokusu §), ak € je mnoZinou vSetkych
moznych vysledkov pokusu ¢, pricom funkcia p kazdému vysledku priraduje pravde-
podobnost s akou sa pokus 6 moze skoncit tymto vysledkom (por. [7], s. 26 a 37).

Stochastickym modelom diskrétneho nahodného pokusu je klasicky pravdepodob-
nostny priestor vtedy a len vtedy, ak vSetky vysledky tohto ndhodného pokusu st
rovnako pravdepodobné.

B [STOCHASTICKY MODEL LOSOVANIA GULE Z URNY U| V urne U su §tyri biele
gule, tri ¢ervené a jedna zelena. Losovanie gule z tejto urny U je ndhodnym pokusom
Oy s troma moznymi vysledkami:

wp: vylosovand gula bude biela,

we: vylosovand gula bude Cervena,

w,: vylosovand gula bude zelend.
Stochastickym modelom tohto losovania dy je dvojica (Qy, py), pricom

W = {wp,we,ws} 2 pulws) = § =5, po(we) = §, pu(ws) = 5.

Pravdepodobnostné priestory (Qy,py) a (e, pe), t.j. pravdepodobnostny priestor
generovany sietou na obrazku 1c), st ekvivalentné. Bijekcia, ktora urcuje tito ekvi-
valenciu, je funkcia g : Qy — €., pricom

g(wb> = Kl: g(wc> = K3 a g(wz) = K2-

Pravdepodobnostné priestory pripominaji hotové ,obleky”. Poc¢et pravdepodob-
nosti ako ¢ast matematiky sa zaobera ich tvorbou, t.j. ich ,Sitim“, nezavisle od toho
¢i su, alebo nie st modelmi nejakych nahodnych pokusov. Pre dany nahodny pokus
sa 7z tejto ,kolekcie oblekov* vybera ,oblek, ktory sedi“. Takto postupuji technici,
ekonémovia, sociologovia, ktori v svojich vyskumoch pouzivaji stochastické metody
(ide o fazu matematizicie v procese pouZivania matematiky.) Ale najcastejSie pre
dany nahodny pokus sa ,oblek, ktory sedi“ (a teda jeho stochasticky model) ,Sije na
mieru“. Toto ,Sitie na mieru“ (ako je ukazané v [6] a [9]) moZe byt Siroko chapanou
matematickou aktivitou.
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Tangram pravdepodobnostného priestoru ako jeho geometricka
prezentacia

Pravdepodobnost priradena vysledku diskrétneho ndhodného pokusu je niektorou
mierou tohto vysledku, ktortt mozeme interpretovat (a sucasne vizualizovat) ako ob-
sah.

O |TANGRAM PRAVDEPODOBNOSTNEHO PRIESTORU| Nech (€, p) je netrividlny
pravdepodobnostny priestor. Prvky mnoziny €2 intrepretujme ako oka siete nane-
senej na $tvorec s obsahom 1 (alebo kratsie jednotkovy Stvorec) takym sposobom, 7e
pre kazdé w € €, ¢islo p(w) je obsahom oka w. Jednotkovy §tvorec s takto nanesenou
siefou nazyvame tangram pravdepodobnostného priestoru (€2, p).

Ak dvojica (2,p) je pravdepodobnostny priestor generovany siefou nanesenou
na jednotkovy Stvorec, potom je tento Stvorec so siefou sticasne tangramom tohto
pravdepodobnostného priestoru.

B Stvorec so siefou na obrazku 1¢) je tangramom pravdepodobnostného priestoru
(Q, pe) generovaného touto siefou. Na obrazku 8 je tangram pravdepodobnostného
priestoru (Qy, py), ¢ize stochastického modelu losovanie gule z urny U.

3
8
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1
8

Wp We Wz

Wy We Wy

We Wp
Wy

a) b) c)
Obr. 8. Tri tangramy pravdepodobnostného priestoru (Qy, pr)

Kazdy netrividlny pravdepodobnostny priestor (£2, p) mozeme predstavit pomo-
cou jeho tangramu. Tento tangram je geometrickou prezenticiou tohto priestoru
(pozri [10]) a stucasne didaktickym prostriedkom, ktory umoziuje vizualizaciu takych
abstraktnych pojmov poc¢tu pravdepodobnosti ako udalost a jej pravdepodobnost.

B |[TANGRAM STOCHASTICKEHO MODELU HODU KOCKOU K_g| Uvazujme o kocke
K _g, na ktorej stenach st rozmiestnené ¢isla od 1 do 8 (jej telesova siet je vlavo na
obrazku 9). Vysledkom hodu takouto kockou je ¢islo na hornej stene po hode kockou
(padnuté ¢islo).

Ll oA
g g

Obr. 9. Siete dvoch osemstennych kociek: K1 _.g a K11112333

Stochastickym modelom hodu kockou K;_.g je pravdepodobnostny priestor (g, px ),
pricom

Qx ={1,2,3,4,5,6,7,8} a px(j) =5 pre j € Q.

Tri tangramy tohto klasického pravdepodobnostného priestoru (Qg,pr) si na
obrazku 10.
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Obr. 10. Tri tangramy stochastického modelu hodu kockou K;j_.g

B Na obrazku 9 vpravo je siet kocky Kj1112333. Stochastickym modelom hodu touto
kockou K1119333 je pravdepodobnostny priestor (s, pg), pricom

Qs = {]‘72’3} a p8(1) = %7 p8(2) = %a p8(3) = %

Pravdepodobnostné priestory (2s,ps) a (€2, p.) (t.]. priestor generovany sietou na
obrazku 1c¢) st ekvivalentné. Bijekciou, ktora urfuje tuto ekvivalenciu, je funkcia
g : Q. — (g, pricom

g(K;)=j pre j=1,23.

So spominanym kon$truovanim tangramu pravdepodobnostného priestoru gen-
erovaného siefou nanesenou na utvar s kladnym obsahom sa mozu spajat konkrétne
operacie na modeloch tutvarov a sieti. Takéto konrétne ¢innosti, pripominajtce
skladanie puzzle, mozu inspirovat myslienkové operacie, podielajice sa na konstrukeii
tangramu ako matematického objektu.

Stochastické modely nahodnych pokusov uskutoc¢inovanych po-
mocou mince a ich tangramy

B [STOCHASTICKY MODEL HODU MINCOU| Vysledky hodu mincou k6dujme &islicami:
0: padne lice,
1: padne rub.
Stochastickym modelom hodu mincou je pravdepodobnostny priestor (a7, par),
pricom

Qu ={0,1} a pu(0) = pu(1) = 3.

Tangram stochastického modelu hodu mincou, t.j. pravdepodobnostného priestoru
(Qar, par), je na obrazku 11a).

11
10 01

00
a) b)
Obr. 11. Tangramy stochastického modelu hodu mincou a modelu dvojnasobného hodu mincou

B [STOCHASTICKY MODEL n-NASOBNEHO HODU MINCOU| Vysledkom n-nasobného
hodu mincou je n-¢lenné variacia mnoziny {0,1}. Jej j-ty ¢len je vysledkom j-teho
hodu. Vsetkych vysledkov tohto ndhodného pokusu je 2™ a vSetky st rovnako pravde-
podobné (vyplyva to z faktu, ze v kazdom hode st lice a rub rovnako pravdepodobné).
Stochastickym modelom n-nasobného hodu mincou je teda klasicky pravdepodobnos-
tny priestor (Quar, Poar), pricom
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Quar = 0.1} a pay(w) = & pre kardé w € {0,1)".

27L

Tangram stochastického modelu dvojnasobného hodu mincou je na obrazku 11b).

011 | 101 011 111 011 | 101

010 111 010 | 110 001 111

001 110 010 110 010 110

000 | 100 000 | 100 000 100

a) b) <)

Obr. 12.  Tri tangramy stochastického modelu trojnédsobného hodu mincou

Tri tangramy stochastického modelu trojnasobného hodu mincou st na obrazku 12.
Kazdy z nich je utvarom so sietou ekvivalentnym vzhladom na rozklad s kazdym
tangramom na obrazku 10. Z toho vyplyva, Ze trojnasobny hod mincou je mozné
simulovat hodom kockou K;_g.

Nech ¢ je funkcia z mnoziny {1,2,3,4,5,6,7,8} (t.j. mnoZiny vysledkov hodu
kockou Kj_.g) na mnozinu {0,1}® (t.j. na mnoZinu vysledkov trojniasobného hodu
mincou) urc¢enou nasledovne:

k: 1 2 3 4 b} 6 7 8
g(k): |/ 001 | 010 | 011 | 100 | 101 | 110 | 111 | 000

Tato funkcia g urcuje ekvivalenciu dvoch pravdepodobnostnych priestorov: stocha-
sticktho modelu hodu kockou K;_.g a stochastického modelu trojndsobného hodu
mincou. Je siucasne ,slovnikom™ na preklad vysledku hodu kockou K;_.g na vysle-
dok trojnédsobného hodu mincou. Ak vysledkom hodu kockou K;_.g je ¢islo k, potom
povieme, 7e vysledkom trojnasobného hodu mincou je g(k).

Tangram stochastického modelu nahodného pokusu, ktory prebieha vo viacerych
etapach, mozeme tvorit delenim jednotkového Stvorca v etapach. Predpokladajme,
ze vertikalne ¢iary delenia zodpovedaji neparnym etapam, horizontélne parnym. Pri
takomto predpoklade tangram stochastického modelu hodu mincou a tiez stochastick-
ych modelov dvoj- a trojnadsobného hodu mincou maja tvar ako na obrazku 13.

0 1 0 1

1] o1 11 1] 010|011 100 | 111
0 1
o| o0 01 0| 000 | 001 | 109 | 101
o 0 1 y O 1 g 0 1

Obr. 13. Tangramy stochastickych modelov: hodu mincou, dvoj- a trojnasobného hodu mincou

ako vysledky delenia jednotkového §tvorca po etapach

B Nech s € Ny. Nahodny pokus 67 je opakovanim hodu mincou tak dlho, az padne rub,
ale ak po s hodoch rub nepadne ani raz, potom sa pokus kon¢i. Je to nahodny pokus s
nadhodnym poc¢tom etap. Ak rub padne prvy raz v n-tom hode, pricom n < s, potom
taky vysledok oznacujeme (kodujeme) ¢islom n (n = 1,2,3,...,s). Ak rub nepadne
v ziadnom z s hodov mincou, potom taky vysledok pokusu ¢] ozna¢me ¢islom 0.
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Obr. 14. Tangram stochastického modelu nahodného pokusu 6%

Vysledok n je osobitnym vysledkom n-nasobného hodu mincou, a teda jeho pravdepo-

dobnost sa rovna %, Cize (%)" pren=1,2,3,...,s. Vysledok 0 je osobitnym vysled-
1 1

kom s-nasobného hodu mincou, a teda jeho pravdepodobnost sa rovna 5, ¢ize (5)5.

Stochastickym modelom ndhodného pokusu 67 je preto pravdepodobnostny priestor
(Qq,p1), pricom ; ={1,2,3,4,...,s} a

pl(n):(%)" pre n=1,234...,5 a pl(O):(%)s.

Na obrazku 14 je tangram stochastického modelu ndhodného pokusu 45.

Tangram pravdepodobnostného priestoru a pravdepodobnost
udalosti v tomto priestore ako obsah ttvaru

B Uvazujme o nahodnej hre, ktorej sa zacastiuji dvaja hraci H; a Hy. Hréci striedavo
hédzu mincou a vitazi ten, kto prvy hodi rub. Ak rub nepadne v zZiadnom z prvych s
hodov mincou, tak sa hra kon¢i remizou. Predpokladajme, ze hra¢ H; hadZe mincou
prvy (ma teda pravo prednosti). VSimnime si, 7e v tejto hre sa uskutoc¢iiuje nahodny
pokus 4.

Hra¢ H, zvitazi vtedy a len vtedy, ak nastane udalost
A = {rub padne prvy raz v neparnom hode mincou}.

Hrac¢ Hy zvitazi vtedy a len vtedy, ak nastane udalost
B = {rub padne prvy raz v parnom hode mincou}.

Rozhodnutie o tom, ¢i je uvedena hra spravodliva, vedie k vypoc¢tu pravdepodob-
nosti udalosti A a B v pravdepodobnostnom priestore (€21, p;), a teda v stochastickom
modele ndhodného pokusu 93.

Nech s = 8. Na obrazku 15 je tangram stochasticktho modelu ndhodného
pokusu 6%. Tmavé okd (okd oznacené Eslami 1,3,5,7) reprezentuji vysledky pri-
aznivé udalosti A, biele okd (oznacené ¢islami 2,4, 6,8) reprezentuju vysledky pri-
aznivé udalosti B.



Geometricka prezentacia pravdepodobnostného priestoru ... 253

6

8
0

Obr. 15. Tangram stochastického modelu pokusu 6§ a mnozina tmavych 6k ako udalost A

V uvedenej geometrickej prezentacii pravdepodobnostného priestoru (21, p1) je
udalost A mnozinou tmavych 6k, a teda niektorym geometrickym ttvarom. Prav-
depodobnost udalosti A je obsahom tohto utvaru. Udalost B ako mnozina bielych
ok je inym ttvarom a pravdepodobnost udalosti B je jeho obsahom. Z obrazka 15
je zrejmé, 7ze obsah tmavého dtvaru je dvakrat vacsi ako obsah bieleho utvaru, cize
P(A)=2-P(B).

Obréazok 15 je vizualizaciou nielen pravdepodobnostného priestoru (€2, p;) (ako
stochastického modelu ndhodného pokusu 6%), ale aj niektorych udalosti a pre-
dovSetkym ich pravdepodobnosti (ako Sanci hra¢ov na vifazstvo v ndhodnej hre).
Tento obréazok je osobitnym prostriedkom argumentécie.

Uvedena nahodna hra nie je spravodliva. Hra¢ H; ma dvakrat vicsie Sance na
vitazstvo nez hrac¢ Hy. Pravo prednosti je tu pre hraca H; vyhodou. Formulacia tychto
uzaverov je fdazou interpretdcie v procese rieSenia niektorého mimomatematického
problému (ide o spravodlivost nahodnej hry). RieSenie tohto problému je siucasne
ilustraciou procesu aplikacie matematiky. Toto rieSenie sa skladalo z troch etép:

— fdza matematizdcie, t.j. konStruovanie stochastického modelu pokusu, ktory hraci
uskutoc¢novali v hre;

— fdza vypoctu, t.j. spolitavanie (v tomto pripade pomocou geometrickych prostried-
kov) pravdepodobnosti udalosti A a B — to bola uz ¢isto matematicka tloha;

faza interpretdcie, t.j. formulovanie tsudkov vztahujicich sa na vychodiskovi
mimomatematicki situdciu, ktoré vyplyvajia z fazy vypoctu.

Viac o organizacii tychto troch faz procesu pouzivania matematiky na prikladoch
stochastiky je mozné najst v knihe [6].

B Na obrazku 16 su siete troch kociek: dvanaststnenej Ko, Seststennej Kg a osem-
stennej Ksy.

A
DG L
Sy EE oA




254 ADAM PLOCKI

Hod kazdou z tychto kociek je naAhodnym pokusom. Jeho vysledkom je padnuté ¢islo,
t.]j. ¢islo na hornej stene kocky po hode. Kocky Ko, Kg a Ky st rekvizitou v nasle-
dujiicej ndhodnej hre. Kazdy z dvoch hracov ma svoju kocku, na pokyn kazdy hadze
svojou kockou a zvitazi ten, komu padne vicsie ¢islo.

Dokazeme, 7e v takejto hre kocka Kj, dava hracovi vicsiu Sancu na vitazstvo,
nez kocka K¢ dava jeho superovi. Kocka K15 je teda lepsia nez kocka Kg. Tento fakt
symbolicky zapisujeme K5 > Kg. Prostriedkom argumentéacie je obrazok 17. Ide o
geometrické prostriedky organizacie fazy vijpoctov.

Uvazujme o troch pravdepodobnostnych priestoroch:

(Q12-6, P12—6), ktory je modelom hodu dvomi kockami: K5 a K.

(Q6_s, P6—s), ktory je modelom hodu dvomi kockami: K4 i Ksg,

— (Q28_12, ps_12), ktory je modelom hodu dvomi kockami: Kg i K,
Obrazok 17 predstavuje protokol z konstrukcie tangramov tychto troch pravdepodob-
nostnych priestorov.

K Ksg K2
3
 EnYad REES)/s, : 3
GALK_) (_)L., 4 3
4 3
1 4 g‘,r)
1 4 3
1 0 2
: 02
1 0 2
222233333333 Kqo 6 Kg 0004444 4 Kg

a) b) c)

Obr. 17. Tri tangramy troch pravdepodobnostnych priestorov a udalosti ako atvary

Predpokladajme, 7e v uvedenej hre jeden 7z hra¢ov hadze kockou K, a jeho stper
kockou K. Tmavy atvar na obrazku 17a), t.j. mnozina tmavych 6k tangramu — si
to okd 21 a 31, predstavuje udalost

A = {na kocke K5 padne vicsie ¢islo nez na kocke Kg}.

Pravdepodobnost tejto udalosti je obsahom tmavého utvaru.

Biely atvar na obrazku 17a), t.j. mnozina bielych 6k tangramu su to oka 26 a
36, predstavuje udalost

B = {na kocke K¢ padne vécsie ¢islo nez na kocke Kis}.

Obsah tmavého ttvaru je vacsi ako obsah bieleho utvaru, a teda P(A) > P(B),
¢ize hrac¢ hadzuci kockou Kio mé v opisanej hre vicsie Sance na vitazstvo ako jeho
stiper hadzuci kockou Kg. Takze kocka Ki5 je ,lepsia“ nez kocka Kg, ¢ize Ko > K.

Z obréazka 17b) vyplyva, ze K¢ > Kg, z obrazka 17c¢) zas vyplyva, ze Kg > Kjs.
V pripade kociek K9, K¢ a Kg plati

K12 > K6 a K6 > KS, a Kg > Klg.

Relacia > na mnozine kociek { Ko, K¢, Kg} nie je teda tranzitivna. Medzi tymito
kockami neexistuje ,najlepsia“. Pre kazdu z tychto kociek medzi dvoma ostavajticimi
existuje ku nej kocka ,lepsia‘“.

V tejto argumentacii je prezentaciou pravdepodobnostného priestoru jeho tan-
gram, udalost je mnozinou 6k tangramu, a teda niektorym atvarom, pravdepodobnost
udalosti je obsahom tohto ttvaru.

Netranzitivnost relacie > na mnozine kociek { K¢, Kg, K12} je paradoxom. Tento
matematicky fakt moze mat v realite nasledujicu interpretaciu. Predpokladajme, 7e
hracovi je pontiknuté pravo prednosti pri vybere svojej kocky v opisanej hre. Jeho
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stuper vyberie svoju kocku z dvoch ostatnych. Z netranzitivnosti relacie > vyplyva, 7e
vyuzivanie prava prednosti v popisanej situécii nie je pre hraca racionadlnym rozhod-
nutim.

Zaver

V préci je ukazané:

ako ingpirovat preklad matematickych faktov zo symbolického jazyka matematiky
do ikonického jazyka a opacne,
— ako do stochastickej argumentacie zaclenit geometrické prostriedky,
— ako vypocet pravdepodobnosti udalosti mozno zamenit za vypocet obsahu geo-
metrickych utvarov.
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Problémy studentov matematiky s pochopenim
pojmov urcity a neurcity integral

ZBIGNIEW POWAZKA

Uvod

V rokoch 2002 - 2005 boli na Akademii Pedagogicznej v Krakove realizované vyskumy
na vzorke Studentov prvych troch roénikov zamerania matematika. Vyskum bol ven-
ovany pochopeniu zikladnych pojmov matematickej analyzy. Vyskumy preukazali
viaceré tazkosti, chyby a falosné predstavy spojené s tymito pojmami. V tejto
praci predstavime a vysledky vyskumov v oblasti integralneho poc¢tu a nadviazeme
na pracu Guncaga [4]. Pojmami spojitosti a diferencovatelnosti sa zaobera praca
Guncaga/Powazka |5].
Vyskumnymi nastrojmi boli

sondazna anketa dotykajuca sa tazkosti Studentov suvisicich s pojmom inte-
grovatelnosti funkcie,

test jednorazového vyberu obsahujuci teoretické zadania,

- pisomné prace, v ktorych Studenti ries§ili kalkulativne tlohy,
- rozhovory s vybranymi Studentmi.

Vyskumné metoda spocivala v analyze vysledkov hore uvedenych ¢innosti (pozri
|7]) s cielom zistenia irovne osvojenia a porozumenia integrovatelnosti funkcie a jej
sivis s inymi pojmami matematickej analyzy.

Pojem integrovatelnosti funkcie sa pocas kurzu matematickej analyzy na
Akademii Pedagogicznej v Krakove prvykrat objavuje na konci prvého roc¢nika studia
a v tejto etape sa objavuje aj definicia primitivnej funkcie. Pred koncom druhého
ro¢nika $tudia je spracovana problematika integralneho poc¢tu funkcie viac premen-
nych. Treti ro¢nik je zamerany na krivkové a plosné integraly. Kurz matematickej
analyzy je ukonéeny teériou miery, pojmom integralu vzhfadom na mieru a v sucas-
nosti aj Lebesguovym integralom.

Definicia Riemanovho integralu funkcie jednej premennej na intervale (a, b) je for-
mulovan klasicky pomocou pojmu normalnej postupnosti delenia intervalu a existen-
cie limity postupnosti aproximativnych sictov, ktora nezavisi od vyberu normalne;j
postupnosti delenia intervalu ako aj vyberu bodov z intervalov delenia v prislusnom
integralnom sicte. Mozeme tiez skiimat Darbouxov dolny a horny integral. V tomto
smere sa ukazuje suvis medzi existenciou integralu ako aj meratelnosti prislusnej
mnoziny v zmysle Jordana. Pri tomto sposobe vyucovania je prirodzené pouzit po-
jem integrovatelnosti funkcie pre funkcie viac premennych.

Psychologovia a odbornici v oblasti tedrie vyucovania matematiky klada doraz
na fakt, Ze pocas preberania uvedenych pojmov sa tvoria v mysli §tudenta obrazy
a predstavy tychto pojmov. Tieto predstavy sa ¢asto nezhoduji s uvedenymi poj-
marmi. épirélovité koncepcia vyucovania, zalozena na navrate k preberanym pojmom
na roznych urovniach zovseobecnenia, sa moze urcitym spdsobom pric¢init o zvidSenia
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adekvatnosti obrazu pojmu so samotnym pojmom. Tento proces je zvycajne pomerne
zdlhavy. O tom, & sa naozaj tento proces realizoval, sa mozeme dozvediet vdaka
vyskumu aspektov ucenia, do ktorych Nowak v [10| zaraduje: verbalne vedomosti, in-
telektualne techniky, poznavacie stratégie, motorické schopnosti a techniky. Autorka,
citujic Lompschera [8] tvrdi, Ze verbalne vedomosti sa skladaju zo Styroch navzajom
prepojenych casti. Patri k nim: poznanie faktov, sposob konania, prepisov konania
ako aj kritéria hodnotenia. Nizsie uvedena tiloha poukazuje na to, ze sposoby konania
st rychlejSie osvojené studentmi ako definicie alebo tvrdenia.

Uloha 1.

Pri preberani tematickych celkov primitivna funkcia, neurcity integral a metody
jeho vypoctu, sme zadali Studentom nasledovnii tlohu: Urcte vsetky redlne hodnoty
parametra m , pre ktoré primitivna funkcia k funkcii f(x) = 2> —x+m — 1,2 € R,
spliia jednu z wvedengch vlastnosti:

a) obsahuje inflexnyj bod,
b) je rasticou funkciou na svojom definiénom obore,
¢) neobsahuge lokdlne extrémy.

Najvicsia skupina zo vzorky 30 studentov, ktori riesili uvedenu tlohu, najprv urcila
neurcity integral funkcie f a néasledne vyuzivala aparat diferencidlneho poc¢tu na ski-
manie monoténnosti, extrémov ako aj inflexnych bodov funkcie. Az pri rozhovore
so Studentami, ktori rieSili tato ulohu, sa ukazalo, Ze vypocet neurcitého integralu
bolo zbytotné, ked vyuzijic definiciu primitivnej funkcie uvedené zadanie vedenie k
skiimaniu danej kvadratickej funkcie f s parametrom m.

V tejto suvislosti si moézeme polozit otazku, preco Studenti riesili uvedenu tulohu
pomocou vypoctu primitivnej funkcie. Pri¢inou moze byt to, Ze skimani Studenti
si lepsie zapamaitali metody integrovania, vypocitali vela kalkulativnych aloh inte-
gralneho poc¢tu a neuvazovali, ze pouzijic definiciu primitivnej funkcie a prislugné
tvrdenia diferencialneho poc¢tu mohli zjednodusit svoj postup.

Vysledky vyskumov

Ako uz sme uviedli v prvej ¢asti, pojmy integralneho poc¢tu vytvarajia v mysli Studenta
svoj obraz. Obrazom rozumieme poznatkova Strukturu, pravidla, schémy, stratégie
manipulacie s nimi, intuitivne predstavy, fakty, vlastnosti prijaté ako pravdivé v
dosledku logickej analyzy, pamitové a formalne vedomosti (pozri [14], |13], [1], |2].
[12], [9]). Postupujic podobne ako Major v [9] opiSeme niektoré prvky pochopenia
pojmu integrovatelnosti funkcie, ktoré sme ziskali vyskumom $tudentov. Musime v8ak
zobrat do tvahy, 7e tieto prvky savisia nielen s porozumenim tohto pojmu, ale aj s
jeho vlastnostami. Problémy sa prejavia pocas prace s aplikdciami pojmu a ich vicSina
stuvisi s rozdielom medzi pojmom a jeho obrazom v mysli Studenta. Preto Pawlik v
|11] konstantuje, Ze sa Tah8ie objavia chyby a falo$né uvahy $tudentov. V tejto Casti
¢lanku charakterizujeme tazkosti, ktoré sa objavili u studentov.

V ankete bola $tudentom polozena otazka, ktort z nasledujicich $tyroch definicii

- neurcitého integralu,

- integralu ako funkcie hornej hranice integrovania,
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- Riemannovho integralu Tubovolnej ohranic¢enej funkcie,
- Riemannovho integralu Tubovolnej spojitej funkcie

povazuju za najjednoduchsiu. Za najjednoduch$iu povazovali Studenti prva definiciu,
stvrta definicia bola pre nich druha najjednoduchsia. Druha a tretiu definiciu povazo-
vali Studenti za najtaz8iu. Tieto vysledky ukazuju, 7ze Studenti preferovali vyuzivanie
algoritmov pred teoretickym zdovodinovanim spojenym s dokazmi tvrdeni.

Uloha 2.
Jedna z testovych otdzok mala nasledovné znenie: Nech f : (a,b) — R a sticasne nech

F(z) = [ f(t) dt,x € (a,b). Dokdzte, ktoré z uvedengch tvrdeni si pravdivé:

a) Ak funkcia f je integrovatelnd, tak funkcia F je diferencovatelnd.
b) Ak funkcia f je integrovatelnd, tak funkcia F je spojitd.

¢) Ak funkcia F je diferencovatelnd, tak funkcia f je spojitd.

d) Ak funkcia F je diferencovatelnd, tak funkcia f je monoténna.

Vy$e 38 % studentov zo skimanej vzorky vybralo nespravnu odpoved. Z toho vy-
plyva, Ze uvedeni Studenti nerozumeji pojmu integralu ako funkcie hornej hranice in-
tegrovania. Toto chapanie integralu je dolezitym néstrojom matematickej analyzy pre
charakterizovanie vlastnosti podintegralnej funkcie f. Pritom odpoved b) je spravna,
ale odpoved a) je nespravna. Nespravnu odpoved a) uviedlo 26 % Studentov. Plati
totiz, 7e ak funkcia f je spojité, tak funkcia F' je diferencovatelna.

Uloha 3.

Tato testova tloha bola zamerana na pochopenie definicie Riemannovho integralu:
Dand je funkcia f: {a,b) — R. Dokdzte, ktoré z uvedenych tvrdeni je pravdivé:

a) Funkcia f je integrovatelnd v zmysle Riemanna na intervale {(a,b) prdve vtedy,
ked je f spojitd na tomto intervale.

b) Ak funkcia f je spojitd na intervale (a,b) , tak funkcia f je integrovatelnd v
zmysle Riemanna na tomto intervale.

¢) Ak funkcia f je integrovatelnd v zmysle Riemanna na intervale {(a,b) , tak je
spojitd na tomto intervale.

d) Ak funkcia f je integrovatelnd v zmysle Riemanna na intervale {(a,b) , tak je
monotonna na tomto intervale.

32 % studentov zo skumanej vzorky vybralo niektori z nespravnych odpovedi
a), ¢), d). Z prikladov 2 a 3 vyplyva, 7e Studenti nevedeli vyu7it svoje doterajsie
vedomosti a aplikovat ich pri rieSeni tloh. f)alej nenasli vzajomné vztahy medzi pre-
beranymi pojmami. Vo svojich odpovediach Studenti vyuzili nasledovné prvky intu-
itivnych predstav integrovatelnosti funkcie, pricom vedeli najst aj ich aplikacie (pozri
tab. 1)
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Tabulka 1
Por. ¢. | Aplikicie pouzité Studentmi Pocet odpovedi
1 Obsah rovinného ttvaru 56
2 Objem priestorového utvaru 47
3 Dlzka rovinnej krivky 43
4 Objem a povrch rota¢ného priestorového ttvaru 10
5 Povrch priestorovej plochy 6
6 Konvergencia funkcionalnych radov 10
7 Rozvoj funkcie do Fourierovho radu 2
8 Vypocet primitivnej funkcie 6
9 Aplikicie vo fyzike 4
10 Integral ako funkcia hornej hranice integrovania 1

Respondenti vyuzili vSetky aplikacie, s ktorymi sa stretli pocas vyucovania.
7 poc¢tu odpovedi vyplyva, 7Ze mohla nastupit zdmena aplikacii integralneho poctu
funkcie jednej premennej s aplikdciami integralneho poc¢tu funkcie viacerych premen-
nych. U vicSiny Studentov sa vyskytli len tri aplikacie integralneho poctu: obsah,
objem a dlzka krivky. Neméozeme mat istotu, ¢ pod pojmom objem si §tudent pred-
stavoval objem priestorového telesa alebo objem telesa, ktoré vznikne rotaciou grafu
funkcie jednej premennej. Takisto nemozeme mat istotu, ¢i pod pojmom obsah si
predstavovali obsah rovinného ttvaru alebo povrch priestorovej plochy.

V odpovediach studentov sa prejavila ich nepresnost pri formulovani vlastnych
vypovedi. Necitili potrebu presného vyjadrenia toho, ¢o mali na mysli pouzivajtic
pojmy obsah, povrch alebo objem.

Vyuzijac situacény kontext pojmu integrovatelnosti funkcie, predstavime témy
uloh, ktoré vytvorili §tudenti. Vac§inu tloh tvorili kalkulativne tlohy. Tento fakt
potvrdzuje to, ¢o sme uz konsStatovali v priklade 1, Ze Studenti sa lahSie naucia
metody vypocétu ako sposoby dokazovania tvrdeni a pochopenie definicii. Preto si
mozeme polozit nasledovné otazky: Akgm spésobom chceme riesit ilohu? alebo Co
vyjadruje jej zadanie? ako aj Preco postupujeme uvedenyym sposobom?

Niektoré ulohy formulované studentmi boli tak jednoduché, ze nevyzadovali pouzi-
tie integralneho poc¢tu. Niektoré tilohy boli nasledovné:

- Vypocitajte obsah vtvaru ohraniéeného krivkami: v = —x, y =0, y = 3z — 2.

- Vypocitajte obsah ttvaru ohraniceného siuradnicovymi osami x a y a grafom
funkcie y = —x 4 2.

- Vypocitajte objem rotacného telesa, ktoré vznikne rotdiciou grafu funkcie y =
—x + 2, x € (0,2) okolo 0si x.

Ziadnu 7 uvedenych tloh nie je potrebné riesit pomocou integralneho poctu a vys-
tacia pre ich rieSenie poznatky ziskané na strednej skole alebo na gymnaziu. Dalsie
tlohy vytvorené Studentmi boli zaujimavejsie, niekedy vyzadovali rieSenie skladajice
sa z niekolkych ¢asti. Medzi nimi boli tulohy, ktoré vyzadovali pouzitie urc¢itého aj
neurcitého integralu.

Dalsia cast ankety bola zamerana na zistenie typov tloh integralneho poctu, ktoré
Studenti povazuju za problematické. Vo svojich odpovediach uviedli ilohy na:

- vyzadujice pouzitie definicie Riemannovho integralu, napr. pri urceni limity
postupnosti, aproximativnych sam danej funkcie, ak vedeli, 7e uvedena funkcia
je integrovatelna,
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- skiimanie moznosti integrovania funkcionalneho radu ¢len po ¢lene,

- urcenie suctov istych typov mocninovych radov pri pouziti metody integrovania
radu ¢len po Clene,

- komplikovanych integralov trigonometrickych funkeii,
- skiimanie konvergencie nevlastnych integralov,
- ur¢enie dlzky rovinnej krivky.
Objavili sa aj vSeobecnejsie odpovede, 7z ktorych niektoré uvadzame:

- To zawisi od funkcného predpisu zadanej funkcie, ktord vystupuje v ulohe na
obsah rovinného ttvaru alebo v ulohe na vypocet objemu telesa, ktoré vznikne
rotdciou grafu funkcie.

- Su aj také ilohy, z ktorych nie je na proy pohlad jasné, akiym spdsobom je mozné
ich riesit.

Spomedzi niekol'ko konkrétnych prikladov uvedieme nasledovny:

Kuvdder, ktorého spodnd podstava je obdiznik D, ktory lezi v rovine zy a je ohraniceny

priamkamiz = ¢, x =d, ¢c < d, y = e, y = f, e < f bol zrezangj plochou z = i—z + z—;
Autor ulohy zabudol presne formulovat, ¢o je potrebné urcit. Iste mal na mysli

objem vzniknutého telesa. Tato nedokoncena tuloha poukazuje na to, 7Ze samostatné

formulovanie tloh Studentmi je pre nich dost naroc¢né. Je preto potrebné rozvijat

u Studentov schopnost presného formulovania tloh, pretoze to vyuziji vo svojej praci

S0 svojimi ziakmi.
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Komputer w procesie rozwigzywania problemoéw
matematycznych czyli rola gier komputerowych w
nauczaniu matematyki

TADEUSZ RATUSINSKI

ABSTRACT. Computer sometimes helps pupils with their homework. But usually is being
used as “game machine”. Pupils use computer for pleasure and entertainment. Maybe we
can give them games which can teach them “solving math problem” with fun? In this paper
I try to show the example.

Komputer juz na state zagoscit w naszych domach. Stuzy do edycji tekstow,
wyszukiwania informacji w Internecie, jednak najczesciej wykorzystywany jest do
rozrywki. W wiekszosci wypadkow uczniowie po lekcjach siadaja przed nim by sie
odprezy¢ przy grach komputerowych. Czy nie mozna by potaczy¢ przyjemnego z
pozytecznym. Czy nie warto by da¢ uczniom narzedzia, ktore nawet nieSwiadomie
uczyltoby rozwiagzywania matematycznych probleméw poprzez zabawe?

Matematyka w duzej mierze kojarzy sie z rozwigzywaniem zadan. Nie jest to
stwierdzenie bezpodstawne, poniewaz zadania odgrywatly, odgrywaja i beda odgry-
waly ogromna role w nauczaniu matematyki.

W Zarysie dydaktyki matematyki” Prof. Anna Zofia Krygowska dokonata
nastepujacej klasyfikacji zadan:

e metodologiczne, (uczen powinien sobie przyswoi¢ typowe elementy metod
matematycznych takich jak dowodzenie, klasyfikowanie, uogolnienie, specy-
fikacja, upraszczanie rozumowania),

e (wiczenia (zadania te ksztaltuja u ucznia zdolno$é dobierania poznanych algo-
rytméw postepowania do danej sytuacji),

e zadanie — zwykte zastosowanie teorii (uczen rozwigzujac zadanie uczy sie korzys-
ta¢ z poznanej wiedzy teoretycznej; rozumienie teorii umozliwia mu rozwigzanie
zadania),

e problemy (w zadaniach tych kluczowa role odgrywa tzw. umiejetno$é myslenia
i rozumowania matematycznego),

e gry i zabawy (gry sprzyjaja rozbudzaniu aktywnosci intelektualnej dziecka;
moga tez by¢ nosnikami tresci matematycznych dzieki czemu staja sie waznym
punktem w procesie nauczania matematyki),

e matematyczne niespodzianki (zasada nauczania poprzez zadania tego typu
polega na takim sformutowaniu polecenia lub takim doborze danych, by uczen
popehit btad w rozumowaniu) [3].

W literaturze istnieje szereg innych klasyfikacji zadan matematycznych 2|, |5], |6].
W przewazajacej wiekszosci tych podzialow gry i zabawy dydaktyczne wyrozniane sa
jako oddzielny typ zadan, zdolny jednak realizowaé¢ funkcje pozostatych typow zadan
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matematycznych. Jest to jedna z podstawowych zalet gier dydaktycznych, ktore moga
pelnié¢ role zadan éwiczeniowych, problemowych, prowokujgcych, .. ..

, ,Fakt, ze gry imitujace prawdziwg walke wpltywaja wybitnie na rozwdéj intelektu,
byt znany i uznany od dawna, jednak niemal nie wykorzystywany w nauczaniu szkol-
nym. Dopiero ostatnio, poszukujac nowych $rodkéw nauczania, dostosowanych do
wspolcze$nie stawianych celow ksztalcenia, odkryto ogromne dydaktyczne walory gier
w nauczaniu matematyki” [4|. Wykorzystanie gier i zabaw jest jedna z metod wyt-
warzania wérod uczniow zainteresowania matematyka, ktore sprawia, ze ich nastawie-
nie do tego trudnego przedmiotu staje sie pozytywne. Z kolei pozytywne nastawienie
jest niezbednym elementem sukcesu dydaktycznego.

Gry dydaktyczne, jako metody ksztalcenia znajduja coraz szersze zastosowanie
w szkotach. Wykorzystywanie gier w nauczaniu matematyki posiada wiele niekwest-
ionowanych zalet. Bez zadnych watpliwosci mozna powiedzieé¢, iz gry spelniaja trzy
podstawowe funkcje:

e motywujaca do podjecia wysitku intelektualnego,
e dydaktyczng, ucza pewnych tresci i metod matematyki,

e wychowawcza, czyli ucza zasad pracy w zespole [4].

Chciatbym przyblizyé¢ jedna z takich gier, ktora wykorzystujac mozliwosci
komputera dostarcza doskonalego materiatu do rozwoju intelektualnego uczniow.
Krolewskie domino jest gra z pogranicza gier logicznych i strategicznych. Gra, w
ktorej mozliwosé poszukiwania strategii wygrywajacej, wptywa na rozwoj logicznego
mys$lenia.
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Przeznaczona jest dla dwoch graczy. Jej gtowng zaleta jest przyjazny i mity dla
oka interfejs uzytkownika, dzieki ktoéremu gra jest bardzo atrakcyjna pod wzgledem
graficznym. Rozgrywce towarzyszy réwniez subtelny motyw muzyczny i rozbudowany
system dzwiekow.

Po uruchomieniu gry pojawia sie ramka z zasadami, ktore obowigzuja w trakcie
rozgrywki (rys. 1). Ramka jest wyswietlana tylko przy pierwszym uruchomieniu gry.
Potem dostep do zasad jest mozliwy z poziomu menu po wybraniu opcji ,,Zasady
gry”. Gdy gracze zapoznaja sie z zasadami potwierdzaja swoja gotowosé¢ przejscia
dalej przyciskiem ,Ok” znajdujacym sie w dolnej czesci okna pomocy.

Po ustaleniu kolejnosci graczy (metoda losowania kostkami) gracz ma mozliwosé
dokonania wyboru motywu graficznego pionkéw, ktérymi bedzie prowadzit rozgrywke.
Ilos¢ dostepnych rodzajow pionkéw jest niewatpliwie duza zalety gry, gdyz sama gra
nie bedzie dla uczniéw zbyt monotonna. Obaj gracze maja mozliwo$¢ wyboru klocka
sposrod szesnastu dostepnych motywow (rys. 2).

Rys. 2

Po akceptacji motywu graficznego pionkéw gracze dokonujg wyboru wielkosci
planszy oraz rozmiaru kostki (rys. 3).

Wybor sposrod czterech dostepnych plansz gry (4x4, 5x5, 6x6 i 7x7) jest
roOwnoczesnie wyborem stopnia trudnosci. Im wieksza plansza tym wieksza liczba
ruchéw, ktore zawodnicy muszg przewidzie¢ w kolejnych posunieciach. Gracze maja
rowniez mozliwos¢ wyboru pomiedzy dwu- i trzy-segmentowym pionkiem. Po za-
twierdzeniu wyboru gracze przechodza do wlasciwej gry (rys. 4).

W oknie gry mozna wyrézni¢ trzy gtowne grupy elementow, ktore tworza w
rezultacie caty plansze. Po bokach ekranu znajduja sie dwa przyborniki obydwu
zawodnikow, w ktorych znajdziemy takie elementy jak klocki: poziomy i pionowy,
statystyki gry informujace o liczbie przegranych (wygranych) danego zawodnika oraz
etykiety z imionami graczy. Trzecig grupe tworzy kwadratowa szachownica, na ktorym
gracze umieszczaja na przemian swoje klocki.

Zasady sa bardzo proste. Zawodnicy umieszczaja na szachownicy na przemian po
jednym ze swoich klockow: pionowy lub poziomy, tak by nie nachodzity na siebie. Gra
toczy sie do momentu, az kolejny ruch nie bedzie mozliwy.
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15 Howa gra

Rys. 4

Wygrywa ten z zawodnikow, ktory wykona swéj ruch jako ostatni. Pojawia sie
wowczas ramka z pucharem informujaca o zwyciestwie jednego z graczy (rys. 5).

Na tym etapie dostepne sa dwa przyciski, odpowiedzialne za nawigacje. Przycisk
,Nowa Gra” daje mozliwos¢ rozpoczecia zabawy od poczatku wybierajac inne ustaw-
ienia rozgrywki, natomiast przycisk ,Wyjdz z Gry” powoduje catkowite opuszczenie
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gry. Zawodnik, ktory zwyciezyt w biezacej rundzie otrzymuje punkt, ktory jest dopisy-
wany do liczby zwyciestw widocznej w elemencie ,Statystyka gry”. Z kolei przegrany
otrzymuje punkt, ktory zostanie dodany do liczby przegranych réwniez widocznej w
elemencie ,Statystyka gry”.

Rys. 5

[stnieje mozliwos¢ wyzerowania stanu zwyciestw i przegranych opcja ,Wyzeruj
licznik” dostepna z poziomu gloéwnego menu, jak rowniez w kazdym momencie roz-
grywki zawodnicy moga opuscié¢ gre lub rozpoczaé ja od nowa.

Gra nalezy do gier strategicznych. Aby mie¢ pewno$¢ wygranej nalezy odkryé
pewna strategie, prowadzaca do zwyciestwa. Zalezy ona jednak od wyboru planszy
oraz od wielkosci kostek do gry (dwu- lub trzy-segmentowych).

Strategia wygrywajaca w przypadku plansz 4x4 oraz 6x6 w polaczeniu z kostkami
dwu-segmentowymi lub trzy-segmentowymi faworyzuje gracza, ktory uktada kostki
jako drugi. Aby wygra¢ gracz ten musi ktasé swoje klocki symetrycznie do kostek
przeciwnika wzgledem punktu srodkowego szachownicy (rys. 6).

W przypadku plansz 5x5 oraz 7x7 i trzy-segmentowego klocka strategia wygry-
wajaca istnieje dla gracza rozpoczynajacego rozgrywke. Wystarczy, ze umieSci on
swoj pierwszy klocek na $rodku szachownicy (rys. 7), a nastepne bedzie umieszczac
symetrycznie do klockow przeciwnika wzgledem pola $rodkowego szachownicy.

W pozostalych konfiguracjach plansz i klockow brak jest jednoznacznej strategii
wygrywajacej. Gwarantuje to konieczno$é¢ przewidywania oraz analizowania przez
graczy kolejnych posunie¢, co przyczynia sie do rozwijania logicznego myslenia oraz
postaw tworczych.

Juz pierwsze proby wykorzystania tej gry pokazaly jak jest ona skutecznym
narzedziem. W wiekszosci wypadkow poczatkowo gra jest do$¢ chaotyczna. Jednak
juz po kilku rozgrywkach w wiekszosci wypadkoéw uczniowie dostrzegaja strategie
prowadzaca do zwyciestwa. Poniewaz dobo6r planszy gry dokonywany jest po ustal-
eniu kolejnosci w jakiej gracze rozpoczynaja rozgrywke osoba, ktéora poznata wszys-
tkie strategie wie jak nalezy postepowac¢ by wygra¢ lub co najmniej uniemozliwic¢
stosowanie strategii przeciwnikowi.
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5(jsTOR) ¢

Rys. 7
Zauwazy¢ mozna, ze gra posiada kilka istotnych cech:
e wymaga mySslenia strategicznego i logicznego,
e by wygrac¢ nalezy odkry¢ pewng strategie,

e ma przyjazng i mily dla oka grafika,

posiada ciekawe tto muzyczne,

e ma przyjazny interfejs uzytkownika.
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Oprawa graficzna i dzwickowa zwieksza grywalno$é, ale réwniez zaciera granice
pomiedzy treSciami matematycznymi i tym co dla gracza jest najwazniejsze, czyli
satysfakcja i radoscig wyplywajaca z samej gry.

,Gry strategiczne wykorzystywane w dydaktyce musza byé¢ zawsze dostosowane
do mozliwosci intelektualnych dziecka i nie sg tatwe w stosowaniu. Wymagaja od
nauczyciela szczegdlnego wyczucia w kierowaniu ich przebiegiem tak, aby z jedne]
strony nie wyrecza¢ uczniow w odkrywaniu poszukiwanej strategii, a z drugiej nie
zaprzepaszczac¢ walorow motywacyjnych gier np. przez zniechecenie dziecka do poko-
nania zawartych w tych grach trudnosci” [1].

Opisana gra Krdolewskie domino jest jedng z kilkudziesieciu gier dydaktycznych
opracowywanego pakietu dydaktycznego. Praca nad takim projektem jest bardzo
czasochlonna, ze wzgledu na wysitek jaki trzeba wlozy¢ nie tylko zaprojektowanie
samego algorytmu i wykonanie programu, ale réwniez konieczno$¢ zadbania o szate
graficzna przyjazng dziecku. Rowniez oprawa muzyczna i dzwiekowa wymaga od au-
tora wiele inwencji. Jednak warto poswieci¢ tym elementom sporo uwagi i czasu, gdyz
okazuje sie, ze takie gry dydaktyczne moga z powodzeniem konkurowaé¢ z komer-
cyjnymi grami rozrywkowymi. Dobrze dopracowana gra edukacyjna moze staé sie
obiektem zainteresowania nawet wymagajacego, rasowego gracza. Pod przykrywka
kolorowej i mitej dla oka grafiki a takze ciekawej muzyki i dodatkowych efektow
dzwiekowych, w latwy sposdb mozna przemycié mechanizmy odpowiedzialne za ksz-
taltowanie logicznego i tworczego myslenia oraz umiejetno$ci odkrywania strategii.
Che¢ wygranej jest bowiem naturalnym czynnikiem wspomagajacym odkrywanie
strategii wygrywajace;j.

Wydaje sie, ze gry dydaktyczne tego typu sa wlasciwe dla ucznia niezaleznie
od wieku. Wspomagaja bowiem rozwdj myS$lenia, ktoéry powinien by¢ podstawowym
celem edukacji w szkole. Konieczno$¢ realizacji tego celu wynika ze znaczenia jakie
ma ono dla wspoélczesnego spoteczenstwa. Nie ma bowiem spotleczenistwa, ktore
liczytoby sie na arenie miedzynarodowej, a ktore nie posiadatoby w swoich strukturach
sprawnych mechanizmoéow ksztaltowania myslenia. W tym skomplikowanym procesie
zwraca sie gtowng uwage jednak co najwyzej na myslenie krytyczne, umiejetnoscé
dyskusji, analize oraz logike. Stanowi to tylko cze$¢ rzeczywistego procesu mysle-
nia i dlatego powinien on by¢ uzupeliony o myslenie tworcze i strategiczne, akty-
wne rozpoznawanie probleméw, rozwijanie umiejetnosci planowania oraz nabywanie
umiejetnosci obserwacji. Rozwdj myélenia nie jest mozliwy we wspotczesnej szkole bez
powszechnego wprowadzenia komputerow, ktére umozliwiaja nauczanie na nowych
plaszczyznach niedostepnych dotychczas w procesie nauczania standardowego.
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O troch zdrojoch a troch sacastiach vyucovania
pravdepodobnosti

BELOSLAV RIECAN

ABSTRACT. Firstly three mathematical levels are considered: elementary, infinitesimal and
Kolmogorovian. Secondly three points of view are mentioned: intuitive, technical, and geo-
metric.

Vyucovanie pravdepodobnosti vac¢§inou nebyva silnou strankou nasej matematic-
kej vychovy, pokial len nejde o vychovu $pecialistov. Pritom aplikicie poukazuju na
¢oraz vacsiu potrebu stochastického myslenia. Na druhej strane v priebehu staroci
sa forméalny opis pravdepodobnostnych pojmov ustalil na pouzivani matematickych
teorii, ktoré s viac - menej vSeobecne dostupné. Vidim tri Garovne v ich pouzivani.

Prvou je elementarna turoven. Pre pochopenie pravdepodobnostnych javov
a zakonitosti je potrebny urcity stupen abstraktného myslenia, vic¢Sinou dolezitej-
§i ako znalost vysledkov elementarnej matematiky. Peknym prikladom st préace
A.Plockého [3].

Druhou je droven zaloZend na infinitezimalnom pocte (kratko kalkule).
V tejto drovni st uZ uzivatelovi dostupné prakticky vSetky formulacie a vypocty
potrebné pre bezné aplikacie. Na druhej strane, otazny je uz i dokaz linearity stred-
nej hodnoty

E(ag + 0n) = aE(§) + BE(n),
¢i odvodenie vzorca pre vypocet disperzie
o0
B((¢ - BQP) = [ (o - BQPS@)s
—00
Teoriu pravdepodobnosti stavia na spolahlivy matematicky zaklad az pouzitie
teorie miery (Kolmogorovova tedria), ktora predstavuje tu tretiu trovei, treti zdroj.
Lenze vo vSetkych troch trovniach, troch matematickych aparatoch, sa zaroven
vyskytuju tri myslienkové pochody.
Prvym je matematicka formulédcia intuitivne prijatych pojmov. Napr. preco je
nezavislost opisana rovnostou P(A N B) = P(A).P(B)? Alebo, preto je vhodné
stredntt hodnotu spojitej ndhodnej premennej charakterizovat ako integral

[e.e]

E(¢) = / £ f (x)da?

—0o0

Alebo, preco je vhodné definovat disperziu pomocou rovnosti

D(§) = E((¢ — E(¢))*)?

Druhym je technické stranka, vypocty, ktoré vlastne nevyzaduja stochasticki in-

tuiciu a invenciu. Napr.
n n .
Zk<k)p’“(1 —p)" " =np
k=0
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v elementarnej teorii,

(z—a)?

1 / __Q_d
— ze 22 dr=a
V2T

v teorii kalkulusovej, ¢i
o

/ ¢dp = / xdF (z)

—00

v tedrii Kolmogorovove;j.
Treti pristup je geometricky, napr. rovnost

P(AUB)=P(A)+P(B)—-P(ANnDB)
v teorii elementarnej, implikacia

E—a

g

¢~ N(a,0%) = ~ N(0,1)

v teorii kalkulusovej, ¢i implikacia
&, m nezavislé = g o £, h o 1) nezavislé

v tedrii Kolmogorovove;j.

7 uvedeného nam vychadza takyto didakticky uzaver: Tak ako zvyc¢ajne nedokazu-
jeme linearitu strednej hodnoty, ale sa na u odvolavame, tak by sme mali potlacit
vobec technicki stranku, a to vo vSetkych troch trovniach. A tym ziskat priestor na
uvahy ideové, na priklady podporujice stochastické myslenie.
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Deélitelnost a ciselné soustavy — demonstracni
program

MicHAL ROHACEK, PAVEL TLUSTY

ABSTRACT. Obsahem prispévku je informace o programu, ktery napomdhd nejen pii vijuce
matematiky na Z8S. Program umozZnuje uZivateli prevody mezi desitkovou soustavou a sous-
tavamsi o jiném zdkladu, pracovat s pocitadlem, zobrazovat zdpis ¢isla podle Eqyptani, Baby-
loniant o Mayu nebo ovétovat délitelnost ¢isla. Ddle ukazuje na nékteré praktické aplikace
délitelnosti v kaZdodennim Zivoteé.

Uvod

Proc¢ vlastné tento program vznikl? Meél by dopliovat vyuku matematiky a infor-
matiky na ZS, kde se nyni zac¢inaji rozjizdét a definovat ramcové vzdélavaci programy.
Dosud se totiz ucitelé skoro viibec nevénovali ¢iselnym soustavam o jiném zakladu
nez 10, ted maji moznost zacit, nebot nejsou tolik svazovany osnovami a také mohou
napiiklad propojit déjepis s matematikou ¢i informatikou apod.

Cilem prace je ptiblizit délitelnost zakim na Zé, ukizat jim fadu usnadnujicich
kritérii a nebo jim ukézat jiny systém soustavy nez desitkovy a také na ném napiik-
lad definovat principy aritmetickych operaci. Program by mél v nékterych otazkach
napomoci. Prostiedi se neustale vyviji, je ladéno a upravovano na zakladé pripominek
uzivateli ¢i pri zjisténi chyb.

Program je uloZen jako exe-soubor, nevyzaduje tedy zadny ndkup nového soft-
waru. Uzivatel si ho mize stdhnout na strankach PF JU pod katedrou matematiky
¢i obdrzet e-mailem, kontakt miro81@seznam.cz.

Prostredi

Program je vytvoien v prostifedi Imagine Logo, ktery vznikl v roce 2001 a je nepifimym
nasledovnikem Comenius Loga. Imagine je nova generace prostiedi a programovaciho
jazyka Logo. Byl vyvinut pro zaky, studenty a ucitele, ktefi chtéji provadét aktiv-
ity Sirokého rozsahu, jako kresleni a animovéni, prezentace svych projekti na Inter-
netu, tvorba multimedialnich aplikaci, modelovani, vyvijeni projekti a mikrosvétu
pro matematiku. Imagine mé objektové orientovanou strukturu, podporuje hierarchii
objektit a chovani a paralelni nezavislé procesy. Hlavnim cilem prostiedi Imagine je
poskytnout studentiim, ucitelim a tvircim pedagogickych aplikaci lakavy a silny
nastroj pro uceni (se). Prostiedi je kompletné lokalizovano do ¢eského jazyka.

Program vznikl pfi tvorbé diplomové prace a mohl by se definovat jako kalkulacka.
Uzivatel se zde muze opfit o napovédu, kterdA mu zde ,zajisti* spravny chod pro-
gramu, spravné zobrazovani. Pomoci my$i a poklepani se pohybuje mezi jednotlivymi
strankami a vykonava jednotlivé piikazy. Cisla do textovych poli zadava na numerické
klavesnici.

Dosavadni moznosti programu

Uzivatel zde napiiklad zada ¢islo v desitkové soustavé a program zobrazi ¢islo ve
dvojkové ¢i jiné ¢iselné soustavé (obr. 1). Oproti tomu na dal§i strance (obr. 2),
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prepinani modrym puntikem, zadé cislo napiiklad v soustavé o zdkladu pét a to se
zobrazi jak v desitkové soustavé, tak jesté v soustavé o zdkladu, ktery si sim zvolil

(oranZové pole).

&) p01-016
Pievod z desitkové soustavy do soustavy o zéalladu: sbsah
021111111111111111111111111111111] “l pieved
03[12112122212110202101 o
[ D ol o
04[1333333333333333]
05[13344223434042] soustava o zaklac: Epuisds
06 [553032005531] [182015511151]
07 [104134211161]
08[17777777777] napoveda
005478773671
[ ! Vasim tikolem je do Eerveného pole napsat Cislo
10[2147483647] D i
od do ( cozje 2731 minus 1)
111002220281
L ! a do zeleného pole napiste ziklad soustavy:
12 [411112308107] . ) O
¢islo od 2 do které chcete prevést.
13 [28211104101010
[ 1 Kliknéte na tlacitko "preved " a Eislo se prevede do soustav
14 [l6521210931] 5 , "
napsanych vlevo a do soustavy, kterou jste zadali.
15 [12871466117] £ o o 5
Program dale vykresli alfanumericky zapis €isla v soustave
16 [7 151515151515 15] N . Y. . - 5
o zakladu 12 a 16. Cislo 0 je ve vech soustavach nulou.
Obr. 1
&) p01-016

Prevod ze soustavy o zakladu:

do desitkove soustavy:

obsah

02 [1111111111111111111111111111111

a do soustavy o zakladu [10

[2147483647)

03 [12112122212110202101

04 [1333333333333333 e+ | | EEENNGRIN
05 [13344223434042  =s-coo | RGN
06 [553032005531 ¢ | NN
07 104134211161 =r-coro| N
08 17777777777 <o | [
09 [5478773671 s | GG
2147483647

100 2 [2 112 1[0 [2 [8 1 | oo

Obr. 2




Délitelnost a Ciselné soustavy — demonstracni program 275

Déle je tady naznacen princip poc¢itadla (obr. 3), to poméaha s prevodem ¢isla
(pocet kament) do soustav o zakladu dvé, t¥i, ¢tyfi a pét. Diky tomu se studenti

nazorné dozvédi, jak se vlastné prevadi ¢islo z desitkové soustavy do soustavy o jiném
zakladu.

2 p01-016

B

(1 1] ®
2. fad 1. iad Jednotky 2. fad 1. tad Jednotky

Obr. 3

Nebo je zde databaze obrazku, diky kterym uzivatel pozna historicky zapis ¢isla
Egyptant, Mayu a Babylohanii (obr. 4).

& p01-016

Iy ¢t m

Historie ¢iselnych soustav

Obr. 4
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Program dale obsahuje obecné znamé kritéria délitelnosti (obr. 5). UZivatel zada
¢islo a po ovéieni se zobrazi zda je ¢i neni ¢islo délitelné. Posledni stranka naznacuje
uziti délitelnosti v kazdodennim zivoté.

& p01-016 CEX]

Obecné znama kritéria délitelnosti v desitkové soustaveé

Piirozené ¢islo n = SiHSEGEE jo delitelné Rl HEL

dvéma prave tehdy, konci - i nékterou z cislic0:2:4:6: 8. . ANO
tremi prave tehdy, je - i jeho ciferny soucet délitelny tiemi. i ->9 ANO
Etyl"‘mi prave tehdy. je - i jeho posledni dvojéisli delitelne ctyrmi. . NE
l’)éti prave tehdy, konei - i €islici 0 nebo 5. . NE
Sesti prave tehdy, kdyz je delitelné dvema a tremi. ANO ANC ANO
osmi prave tehdy. je - li jeho posledni trojeisli delitelné osmi. - NE
nebo pravé tehdy kdys tislo, kiers vznikne odiefenin eifty = Setfengho tisla na misié 0=
et oy e e e oA R s canikIeha Sicl s Halli el e BN =%
deviti prave tehdy, je - i jeho ciferny soucet délitelny deviti. 45 == 9 ANO
deseti prave tehdy, kon¢i - li €islici 0. . NE

jedenécti prave tehdy, jestlize soucet ¢islic lichych radn 17 Jjeroven souctu cislic
sudych iadi 28 anebo se fyto soucty li#i o nasobelk jedenacti. 11, ANO
dvanacti prave tehdy, kdyz je delitelné tiemi a étyimi ANO NE NE

Obr. 5
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Aplikacie vektorového poctu vo vyucovani
stereometrie na strednej Skole

LuciA RUMANOVA, JANKA DRABEKOVA

ABSTRACT. This paper suggest problem of teaching solid geometry. We are specializing to
relation between vector calculus and solid geometry, concretely if the students know to apply
their knowledge in solving of solid geometry problem. We describe preparing and realization
of our experiment as well as results and possible solution of given problem.

Uvod

Problémom vo vyucovani stereometrie je nadviznost obsahu vyucovania stereometrie
a obsahu vyucovania ostatnych vyucovacich predmetov. épeciﬁck;’fm problémom je
vSak nadvéznost, koordinacia vo vyucovani jednotlivych tematickych celkov v ramci
samotnej stereometrie. Podobna situécia je urcite aj v inych celkoch matematiky.

Ide nam predovsetkym o vztah vo vyucovani stereometrie a vektorového poctu.
Menej alebo vobec sa venuje pozornost moznostiam aplikovat vektorovy pocet pri
rieSeni stereometrickych tloh, ktoré sa v inych tematickych celkoch vyucuja z hl'adiska
syntetickej, pripadne analytickej geometrie.

Pripomenme si, ze so zakladmi vektorovej algebry ¢i analytickej geometrie sa Stu-
denti stretavaju uz na zékladnej Skole. Neskor sa s pojmom vektora a s operaciami
s vektormi Studenti oboznamia v 1. ro¢niku strednej skoly v ramci vyucovania fyziky
a v matematike sa potom stretavaji s vektormi v 3. ro¢niku strednej skoly. Tento
tematicky celok je nasmerovany predovsetkym k zavedeniu poznatkov analytickej ge-
ometrie (rovnice priamok v rovine i v priestore, analytické vyjadrenie rovin, polrovin,
polpriestorov, neskor k analytickej geometrii kuzelose¢iek a gulovej plochy).

Uz velmi malo priestoru vo vyucovani stereometrie zostava na aplika¢né ulohy
7 inych vyucovacich predmetov (fyzika, geografia, geologia a podobne). Studenti viasi-
nou neobjavia pri rieSeni stereometrickych tloh suvis s inymi vyucovacimi predmetmi,
a preto svoje nadobudnuté vedomosti nevedia a ani sa nepoktsaji aplikovat.

Priprava experimentu

Uvedené problémy by sme mohli zhrnut nasledovne:

e Studenti na strednej Skole sa ucia izolovane nasledujice tematické celky: ax-
iomaticka vystavba geometrie, syntetickd geometria, analytickd geometria, vek-
torovy pocet. Z toho vyplyva, 7e vzajomna nadviznost réoznych pristupov k
stereometrii je minimalna, resp. Ziadna.

e Studenti na strednej skole v stilade so sti¢asne platnymi u¢ebnymi osnovami ne-
maju moznost dostato¢ne aplikovat poznatky vektorového poc¢tu v inych oblas-
tiach matematiky, okrem uz spominanej analytickej geometrie, a ak, aj tak v
tomto pripade viac§inou iba formalne.

Problém sme overovali experimentalne, a preto sme sa najskor snazili najst taka
stereometricku tlohu, ktora by nam dala potrebna odpoved.
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Snazili sme sa najst taka ulohu, ktora by nebolo mozné riesit jednoduchym
pouzitim niektorého z naucenych algoritmov, a ktora sa da riesit v roznych teoret-
ickych ramcoch. Uloha by mala byt netypickd v porovnani s ilohami nachadzajucich
sa v uCebniciach matematiky, ale mali by sa dat pri jej rieSeni vyuzit tiez vedomosti
z viacerych oblasti matematiky, pripadne najst pri rieSeni danej tlohy aj suvislost
s inymi vyucovacimi predmetmi.

Po roznych uvahéch v silade so zasadami tedrie didaktickych situacii (Brousseau,
Sierpinska, ...), v ramci didaktickej situacie S3 (noosfericka didakticka situacia) sme
prestudovali stredoskolské ucebnice matematiky a rozhodli sme sa nakoniec vyuzit
tlohu 7 francizskej stredoskolskej uc¢ebnice matematiky Mathématiques Geometrie

Premiére S-FE ako aplika¢na tlohu na pouzitie operacii s vektormi.

Uloha znela: Dana je kocka ABCDEFGH a body K, L, M, N tak, ze bod K je
stredom podstavy EFGH, bod L je stred usecky AB, bod M patri usecke AE tak, 7e
plati

AM| = S |4B]

a bod N patri usecke BG, kde

1
BN| = £|BG|

Dokazte, 7e body K, L., M, N lezia v jednej rovine.

Sme si vedomi, ze formulécia tlohy by mala byt taka, aby neobsahovala navod na
rieSenie a aby ,nepontikala“ alebo nenaznacovala metdédu, ktorou sa ma tloha riesit.

Studenti sa mozu s ohladom na ich vedomostn trovei zaoberaf rieSeniami tlohy
v roznych ramcoch. Uvadzame moznosti rieSenia danej tlohy, ktoré tzko sivisia
s niektorymi tematickymi celkami stredoskolskej matematiky:

Q1: Vektorové riesenie — vyuzijeme kolinearnost alebo komplanarnost vektorov

Q2: Analytické rieSenie  napiSeme vSeobecni rovnicu roviny urcenej tromi
s danych Styroch bodov a ukdZzeme, 7e aj Stvrty bod je bodom tejto roviny

Q2 ’: Analytické riesenie — napiSeme parametrické vyjadrenie roviny urcenej
tromi s danych Styroch bodov a ukiZeme, Ze aj $tvrty bod je bodom tejto
roviny

e ()7 Analytické rieSenie — napiSeme parametrické rovnice dvoch priamok
z danych §tyroch bodov a nésledne zistime ich vzajomnii polohu (¢i tvoria rov-
inu)

e ()3 Syntetické rieSenie  zostrojime na kocke rez rovinou a zistime, ¢ zvysny
bod je tiez bodom tejto roviny (bodom rezu)

e (), Vektorové rieSenie  vyuzijeme vlastnosti taziska urcitej sastavy bodov
s pridelenymi ,yvahami®.

Uvedieme dve konkrétne rieSenia danej ulohy. Prvé bude syntetické rieSenie Qs,
ktoré sme oCakéavali v rieSeniach Studentov najcastejsie a druha ukazka bude (podla
nas) rieSenie, o ktoré sa mozno $tudenti ani nepokisia, nakolko musia aplikovat ve-
domosti 7 fyziky, a to je vektorové rieSenie s vyuzitim vlastnosti taziska Q.

Syntetické rieSenie Q3 :
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Ulohu riesime tak, 7e zostrojime na kocke ABCDEFGH rez rovinou uréenou
bodmi L, M, N a zistime, ¢i bod K patri rovine LM N:

1. ML;M € ABF;L € ABF; ML € ABF

Obr. 1

2. P,Q; ML € ABF;BF € ABF;EF € ABF;P=MLNBFANQ=MLNEF
PN;P e BCG;N € BCG; PN € BCG

X,Y;PN € BCG; BC € BCG;FG € BCG; X = PNNBCAY = PNNFG
LX;L € ABC; X € ABC,LX € ABC

QY;Q € EFG;)Y € EFG;QY € EFG

Z;FEH € EFG;QY € EFG;Z =FEHNQY

8. MZ;M € ADH:;Z € ADH;MZ € ADH

9. rez MLXYZ

- W

N o

Treba este dokazat, ze aj stvrty bod patri rovine urc¢enej tromi z danych Styroch
bodov. Uvadzame niekolko roznych typov dokazov:

1. Jednoduchymi vypoétami vieme dokazaft, ze dizky tseciek YG a ZE sa rovnaji
(vid nasledujtci obrazok 2). Vychadzali sme napriklad z podobnosti trojuhol-
nikov, a ak zistime, 7e x = %a, tak bod K € LM N.

Obr. 2
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Z podobnosti trojuholnikov MAL a MEQ vyplyva, 7e |QE| — a. Potom x—i—éa =

2:E:>:E:§a

To znamend, 7e priamka prechadza stredom K steny FFGH kocky ABCDE-
FGH, a teda bod K patri rovine .

2. DA sa tiez konstrukéne ukazat incidenciu bodu K

Obr. 3

a roviny MLN, ak dokézeme rovnobeznost priamok ZM, KL, PN (resp. LB,
MN, 7Y).

Nech je rovina « ur¢ena bodmi M, N, L. Dokazeme, 7e¢ K € MLN.

Priamka PN patri rovine BCG a LK patri rovine 3. KedZe rovina ( je
rovnobezna s rovinou BCG, tak aj priamky KL a PN st rovnobezné (obr. 3).
Z ¢oho teda vyplyva, ze KL C a(L € o) a K € MLN.

Vektorové rieSenie Q4:

i _aih

” .-'- ?H e
.
£inl l
_r.N:!I
i T _r/'\-l
:.'.$'| i|1| I.I|:'|
Obr. 4

Uloha sa da riesif s vyuzitim taziska, a preto je vhodné uviest na tomto mieste
jeho definiciu:

Nech si dané dva rézne body roviny A, B a dve redlne ¢isla a, b,_)ktory’isdcvet je

H

@ny od nu_lg);, potom existuje jeding taky bod G, pre ktory plati: aGA+bGB = 0 a
AG = CLLH)AB. Pre kazdy bod M plati:

—_— 1 — —

MG = L5 (aDA +MB).

Bod G sa nazjva taZisko systému {A(a), B (b)}.
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Analogickym sposobom mo7no pojem taziska definovat pre Tubovolny konec¢ny
pocet bodov v rovine i v priestore. Napriklad tazisko systému {A (a), B (b),C (¢)},
— s

pricom a + b+ ¢ # 0, je bod G, pre ktory plati: aG—/i + bGB + cGC = 0 alebo

MG = i (aMA +bME + c)C).

Tazisko Gsystému {A (a), B (b)} je bod kolinedrny s bodmi A a B a tazisko G
systému {A (a), B (b),C (¢)} je bod, ktory je s bodmi A, Ba Ckomplanarny.

V' rieSeni tlohy pridelime hmotnost vrcholom kocky podla obrazku (obr. 4).

Zvysné body povazuje uz za taziska:

K je taziskom E(1), G(1);

L je taziskom A(2), B(2);

M je taziskom A(2), E(1);

Nje taziskom B(2), G(1).

Uréime tazisko G: {A(2), B(2), G(1), E(1)}.

Z uvedenych vlastnosti taziska, G je taziskom systému {M(3), N(3)} aj systému
[K(2), L(4)).

— —

Potom plati, ze body K, L, M, N lezia v jednej rovine, lebo MG = %MN a
— —

LG =2LK.

Realizacia experimentu

Experiment pozostaval z danej tlohy a prebehol v dvoch etapach, pri¢om experi-
mentu sa zucastnilo 108 studentov strednych §kol (Bratislava, Nitra).

Na zaciatku sa vSetci Studenti oboznamili s podmienkami, ktoré bolo potrebné
dodrzat. Na§ experiment vyzadoval samostatni pracu Studentov, pri¢om na rieSe-
nie ulohy mali 25 minut. Pri rieSeni mohli pouzivat pisacie a rysovacie potreby a
k dispozicii mali aj Stvorcéekovy papier, ¢o vac¢Sina Studentov vyuzila. Studenti boli
dalej vyzvani k rieSeniu ulohy vSetkymi moznymi sposobmi a mali uplatnit vSetky
nadobudnuté vedomosti.

Vysledky §tudentov v experimente uvadza nasledujica tabulka (tabulka 1):

Vektorové riesenie tlohy (Qq) 2 studenti

Analytické riesenie tlohy (Q2) 15 studentov
Syntetické rieSenie tilohy (Q3) 92 studentov
Zostrojenie rezu na kocke rovinou z danych bodov 38 studentov

Uvedomenie si dokazu incidencie §tvrtého bodu v rovine | 6 Studentov
Student dokaze, ze dlzky usetiek YG a ZF sa rovnaju 0 studentov
Dokaz incidencie Stvrtého bodu v rovine s vyuzitim | 4 Studenti

podobnosti (zhodnosti trojuholnikov)
Dokaz incidencie §tvrtého bodu v rovine s vyuzitim | 1 Student
rovnobeznosti priamok (Qy)
Bez riesenia tulohy 10 Studentov

Tabulka 1

Zaver

Pre statistické vyhodnotenie experimentu sme vyuzili Statisticky program C.H.I.C
(Classification Hiérarchique Implicative et Cohésitive), ktory nam potvrdil, Ze na-
jCastejSim rieSenim Studentov bolo syntetické a najmenej pouzivané bolo vektoroveé
rieSenie, ktoré sa neobjavilo na vyznamnej arovni (pre vysledky experimentu) v 7i-
adnom 7z grafov, ktoré poskytuje program C.H.I.C.
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Pri rieseni tlohy sa nasli aj Studenti, ktori si uvedomili, 7e sa da tloha riesit
viacerymi sposobmi. Desat Studentov vyuzilo analytické aj syntetické riesenie tilohy,
pricom len jeden zo vSetkych Studentov riesil tilohu troma spdsobmi, a to analyticky,
synteticky a vektorovo.

Pojem faziska hmotnych bodov (fazisko) poznaju $tudenti z fyziky, kde teleso
a hmotny bod su zaradené do 1. ro¢nika na gymnaziu. Ale ani jeden zo Studentov
neobjavil sivislost medzi fyzikou a matematikou, t. j. ani jeden sa nepokusil aplikovat
vedomosti z fyziky, ¢o sme v podstate aj predpokladali.

Pri analyze ucebnic sme zistili, Ze v ucebniciach matematiky sa nachadza velmi
maélo tloh unifikacného (zjednocovacieho) charakteru, ktoré by podporovali odstrane-
nie uvedenych nedostatkov. Mozno prave preto studenti na strednej skole v sulade so
sti¢asne platnymi uc¢ebnymi osnovami nemaji moznost dostatocne aplikovat poznatky
vektorového poc¢tu v inych oblastiach matematiky, okrem uz spominanej analytickej
geometrie, a ak, aj tak v tomto pripade vic§inou iba formélne.

Pokrac¢ovanim naSej prace by malo byt preto zaradenie prave aplika¢nych uloh
do vyucovacieho procesu, oboznamit Studentov s takymito ulohami a venovat sa
rieSeniam tychto tloh na hodinadch matematiky. Chceli by sme tiez zistit, ¢i rieSe-
nie takychto tloh skvalitni vyucovanie stereometrie, a ¢i Studenti pri rieSenim tloh
objavia suvislosti medzi jednotlivymi celkami v rAmci stereometrii.
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Vyucovanie s pouzitim Equation Grapher

MARTINA SANDANUSOVA

ABSTRACT. [ used program Equation Grapher at the teaching of theme Function. The results
of this experiment I described in following article. The basic hypothesis that I verified was:
The using of computers during teaching of mathematics could make education more effective
and enhance motiwvation of pupils on mathematics lessons.

Uvod

Programy, ktoré kreslia grafy funkcii, nie je na Internete tazké néajst. Velmi dobry je
napriklad Equation Grapher, ktory je radeny medzi shareware programy. Mozeme si
ho volne stiahnut na tychto webovych adresach

(http://www.mfsoft.com/equationgrapher,

http://www.graphnow.com,

http://www.simtel.net /pub/dl/36201.shtml).

Tento program sa da velmi vyhodne vyuzit na hodindch pri preberani uciva
o funkciach, poslizi Sikovne na demonstraciu grafického riesenia rovnic a nerovnic

rozneho typu, vie vykreslit nielen graf funkcie.

Cielom uskuto¢nenia experimentu bolo potvrdit alebo vyvratit pomocou spomi-
naného sharewaru nasledujicu hypotézu: Ziaci, ktori budu absolvovat pocitacom
podporované vyucovanie, dosiahnu na konci experimentalneho vyucovania v pisom-
nej praci lepsie vysledky ako ziaci vyucovani tradicne.

Experiment

Z troch tried prvého roc¢nika SPSE sme si pre experiment vybrali triedu s najhorsim
prospechom v matematike (experimentalna vzorka) a pre jej porovnanie triedu s na-
jlepsim prospechom 7 matematiky (kontrolna vzorka).

1.D. 1.B.
Pocet Ziakov 26 33
PriemerM 1,88 2,4
CP 2,03 2.4

Pouzité pomocky | farebné kriedy, | Equation Grapher
tabula  noviny,
ucebnice (lit.)

Uvodné podmienky

1.D  kontrolna vzorka

1.B  experimentéilna vzorka

PriemerM priemernéd dosiahnuté znamka 7z matematiky na polroku
CP  celkovy priemer triedy na polro¢nom vysvedceni

Tabulka 1  dosiahnuté vysledky pouzité na vyber exp. a kontr. vzorky
Plan prace v experimentilnej vzorke:
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Klasické vyucovanie (v triede) daného celku, podla tématického planu: Dizka tr-
vania 8 vyucovacich hodin. Obsah: pojem funkcia, defini¢ny obor funkcie, obor hod-
not funkcie, graf funkcie a jej vlastnosti - rastica a klesajica, ohrani¢end, parna
a neparna, periodicka a inverzna.

Pocitacom podporované vyucovanie bolo uskuto¢nené na 4 vyucovacich hodinéch.

Technicka zabezpecenie:

Ziaci sedeli v dvoch radoch za sebou, pred nimi bola tabula a ucitelsky stol, na
ktorom bol pocita¢ prepojeny s televiznou obrazovkou na ktorej mohli ziaci sledovat
vSetky nase kroky.

Struény opis pocitacom podporovanych hodin v experimentalnej
vzorke

1. Vyucovania hodina

Téma : Uvod do pouzivania Equation Grapher a Regression Analyzer.

Ciel': Praca so zéakladnymi funkciami.

Oboznamenie sa s pouzivanim programu Equation Grapher (EG). Skor ako sme sa
zacali blizsie oboznamovat s jeho funkciou, tak sme ziakom rozdali preklad Hlavného
Menu

- strucne sme presli jednotlivé ponuky hlavného menu a vysvetlila som ziakom ich
funkciu.

- funkénost ikon, overenie si ich funkcii na konkrétnom priklade f: y=2x-1

- zapis v prikazového riadku pouzitim okna Funktion Pad a jeho ikon vykreslenie
grafu funkcie

- samostatna praca ziakov, aby sami zistili ako pracuju jednotlivé malé ikony pod
hlavnym menu.

2. Vyucovacia hodina

Téma: Riesenie konkrétnych prikladov.
Ciel’: Riegenie prikladov z teoretickych hodin.
Pr.1. Dana je funkcia
u:y=a%—2x € (=3,2);Urte: D(u), H(u);u(1),u(—0,5);
[2; 6] funkcii?
=22 - 3z

zistite, ¢i be H(f)

Patria[0; 2] , [ —2]
Pr.2. Urcte D(f) f:y
Pr.3. Uréte D(f), £(3) a

Y

1 iy 2 +5
2—sz+27 Y V(z—=3).2+2)

Pr.4. Nakreslite graf danej funkcie (zostavenie tabulky a nésledné znézornenie
hodnét do zvolenej stradnicovej ststavy):

fry=

9y =123 4 -1;[=35] };h:y={[0;00;[-2,57];[4;,0] }
ziy= 20+ L e{=3-2-1,0,1;2; 3}
w:y =’

Pri rieseni pre funkcie g, h pouzili ziaci program Regression Analyzer.
Pr.5. Zistite vypoc¢tom priesec¢niky grafu funkcie s osami x, y.
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_:)3—1
Cr+1

h:y

Typy nespravneho zapisu tejto funkcie do prikazového riadku:
x-1/ x+1; (x-1)/x+1; x-1/(x+1)
Obrazok 1  graficky zobrazenie
roznych zapisov
Spravny zapis mal vyzeraf takto y= (x-1)/(x+1), obrazok 1.
Problémy:

1. zapis tretej mocniny ~pomocou /2
2. zapis odmocniny  sqrt (x 2-3x)

3. zapis zlozitejsich predpisov funkcii  uvedomenie si funkcie zatvoriek (pozri
konkrétne priklad 5, zapisi z prikladu 3: y—1/(x 2-3x+2), y—(2x-5) /(sqrt((x-
3).(2+x)))

3. Vyucovacia hodina

Téma : RieSenie konkrétnych prikladov.

Ciel’: Overenie si spravnosti prikladov rieSenych na teoretickych hodinach. Ukéazat
ziakom ako ich mozno rychlo a jednoducho vyriesit pomocou pocitaca.

Pr.1. Nakreslite graf funkcie u: y—2x+b b € {—2;3;0; 5}, v:y—ax-1a € {-1;0; 1}
popiste vysledok.

Pr.2. Nakreslite graf tychto funkcii a napiste ich vlastnosti.

fry=20—Ly = |f(z) = 22 — 1 530 = f(|2]) = 2|z[-13y5 = [f(|z]) = [2 ]| — 1]

Pr.3. Aké vlastnosti maju nasledujice funkcie:

3 1 5 1
uiy=2-mv:r+aiz:iy=—Fw:y=3-(x° —2x+1);t:y=
! x—1

VzhTadom na pretrvavajtce problémy so zatvorkami mali na domécu tlohu teo-
reticky zapisat tuto funkciu: f:y = 2z

1—a2 2
1= ( 1+w2)

Problémy:

1. zapis absolitnej hodnoty — abs(x) (y1 = abs(2z — 1);y2 = 2abs(z) — 1;y3 =
abs(2(abs(x) — 1))
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4. Vyucovacia hodina

Pisomné praca — pouzita ta ista ako v 1.D.VSetky skupiny ju pisali v tom istom case.
Ako dozor tam boli ,nematematikari‘, aby sme vylucili moznost pripadnej pomoci.
Ziaci mohli pri riegent prikladov pouzivat aj po¢ita®, museli mat viak priklady vypodi-
tané aj teoreticky, takze pomocou pocitaca si vacsina kontrolovala spravnost svojho
rieenia. Ziaci mohli odovzdaf pisomnu pracu kedy chceli a vic¢sina ju odovzdala po
22 — 27 minutach.

Pr.1 Urcte definiény obor danych funkcii 5 bodov.

1 I 5 1
Yy =—— kiy=ux Ly = ——
gy Va2 —5r +6 Y Y Vel -z

[

RieSenie
g y—1/(sgrt(x 2-5x+6))
ki y=x 3
h: y=1/(sqrt(abs(x)-x))

Pr.2 Dani je funkcia g : y = 2;”_+13, 3 body

ur¢ite g(5), g(1); zistite x ak g(x)—0; zistite, ¢i 2€H(g)
RieSenie

gy (2x+3)/(x-1)

Y-Calc: y—3.25 for x—5

X -Calc: y=0 for x—1.5

X- Cale: y-value could not be found

Pr.3 Urcite definiény obor a vlastnosti danej funkcie 6 bodov
2x(1+ xz)

VL
/-

= 7@ funkciu j nakreslite
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RieSenie
jr y=(2x(1+x 2))/(2absx)
p: y=1/(sqrt(x 2-4))

Pr.4 Urcite priesec¢niky funkcie s osami x, y a inverzni funkciu k danej funkcii.

o:y=2r—1 1bod

ESS==czess

o:y=2x-1
X-Intersection x=0.5

Y-Intersection:y—-1

Hodnotenie:

percentualne znamka podla bodov
normy

100% - 85,1% 1 15,00 — 12,76

85% - 70,1% 2 12,75 — 10,51

70% - 55,1% 3 10,50 — 8,26

55% - 40,1% 4 8,25 — 6,10

40% - 0% 5 6,00 0,00

Analyza porovnavacej pisomnej prace (pisomka)
1.B. experimentalna vzorka (33 7iakov) v stipci B ozn. 1
1.D. - kontrolna vzorka (26 ziakov) v stlpci B ozn. 2
Diff(1-2) — rozdiel medzi veli¢inami 1 — 2

PR1 - priklad 1

BODY - celkovy pocet dosiahnutych bodov z pisomky

N — pocet ziakov

Min a Max najlepsia a najhorSia znamka (Pisomka), najmensi a najvicéi pocet
dosiahnutych bodov (PR1, PR2, PR3, PR4, BODY) pre dant vzorku

Mean priemer
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Statistics

Variable B N | Lower CL Mean | Mean | Min | Max
Pisomka 1 33 | 1.6804 2 1 4
Pisomka 2 26 | 2.3824 2.8846 |1 5
Pisomkal Diff (1-2) -1.444 -0.885

PR1 1 33 | 4.0438 4.3333 | 2 5
PR1 2 26 | 3.1002 3.5 1 5
PR1 Diff (1-2) 0.3625 0.8333

PR2 1 33 | 1.0001 1.3636 | 0 3
PR2 2 26 | 1.6977 2 1 3
PR2 | Diff (1-2) “1.116 -0.636

PR3 1 33 | 4.6527 4.9091 |4 6
PR3 2 26 | 2.9988 3.5 1 6
PR3 Diff (1-2) 0.8922 1.4091

PR4 1 33 |1 1 1 1
PR4 2 26 | 0.6454 0.8077 |0 1
PR4 Diff (1-2) 0.0525 0.1923

BODY |1 33 | 10.87 11.606 | 7 15
BODY |2 26 | 8.7543 9.8077 |5 15
BODY | Diff (1-2) 0.5779 1.7984

Tabul'ka 2 — Statisticka analyza

Ziveradndg porovndacla precmka

N /N
RN
Y

W \\'_

— priklady

doslahnuty bodowy priamer

1.B 1.D

@ bodov/1ziak 11.61 9.81

@ znamka 2 2.88

Tabulka 3 — priemerny bodovy zisk

Na zaklade tychto vysledkov sme vyslovili zaver, ze sme potvrdili nasu hypotézu,
ktort sme si stanovili na zac¢iatku experimentu. Experimentalna vzorka dosiahla lepsie
vysledky ako kontrolnd, pricom sme zmenili len premennu pouzitie I'T u exp. vzorky.
7 osobného pozorovania sme stanovili nasledujice vyhody a nevyhody v pouziti IT.
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Vyhody: motivacia 7ziakov, automatizacia vysoka nazornost, uspora c¢asu, lepsie
dosiahnuté vysledky.

Nevyhody: nedostatok vyucovacich hodin na vyuzivanie pocitaca, rozna troven
pocitacovych zru¢nosti, v dalsom vzdelavani nepouzitelné.
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Krlucové kompetencie v matematickom vzdelavani
a moznost ich monitorovania slovnhymi tlohami

JOZEF SEKERAK

ABSTRACT. The paper deals with the term key competences and its terminological devel-
opment. It mentions importance and necessity of development of key competences not only
in mathematical education. There is slight a system of mathematical key competences. The
paper contains an introduction to the ability of monitoring of key competences with word
tasks. It represents theoretical base for further study of this problem.

Uvod

Stale vyznamnej$im cieflom 8kolskych systémov je pripravit Studentov na to, aby
boli schopni tspeSne sa vyrovnat s narokmi, ktoré na nich kladie spolo¢nost za-
lozena na informéciach, a zaroven dokazali maximalne vyuzivat prilezitosti, ktoré
im tato spolo¢nost pontka. Tento ciel prinatil tych, kto si zodpovedni za podobu
Skolskej politiky, k preskimaniu obsahu vzdelavania, vyucovacich metod a cielov, ¢o
zase nevyhnutne podnietilo zaujem o kIi¢ové kompetencie. Vzdelavanie sa preto za-
¢alo zameriavat skor na tspe$nu aplikidciu vedomosti, schopnosti a zru¢nosti nez na
ich predavanie. V dosledku toho vicsina krajin nanovo definovala vzdelavacie ciele
s prihliadnutim na kltc¢ové kompetencie, ¢o sa ukazuje ako spravny a efektivny krok.
Klacové kompetencie sa Coraz CastejSie objavuji a s nimi aj otazka: ,,éo vlastne su
tie kluc¢ové kompetencie a aky je ich vyznam;‘ Prave na tuto otazku reaguje tento
¢lanok.

Pojem — kl'i¢ové kompetencie?

Terminolégia sluziaca k oznaceniu fenoménu kl'di€ovych kompetencii sa zacala
formovat v anglicky hovoriacich krajinach a presla vyvojom od pojmu basic skills,
cez competences a7 po kone¢né key competences. Terminom basic skills (zéakladné
zrucnosti), popripade tzv. life alebo survival skills (7ivotne dole7ité zrucnosti), sa
zvyCajne oznacovali zrucnosti spité s ¢itanim a pocitanim. Préave pre svoj velmi uzky
rozsah bol tento pojem nahradeny pojmom competence.

Okrem tohto pojmu sa sibezne vyskytuju aj dalsie: nové zdkladné zrucénosti, Ziv-
otné kompetencie, akéné kompetencie, metodologické ¢i metakompetencie. Z hIadiska
frekvencie sa v8ak najviac pouziva termin kliicové kompetencie.

Co teda treba pod pojmom kltcové kompetencie chapat?

Pojem klicovd kompetencia nemozno povazovat za ¢isto pedagogicky alebo
psychologicky termin. Tento pojem sa pouziva ako v odbornom, tak aj v beznom,
kazdodennom jazyku od zaciatku 70 tych rokov 20. storocia a az koncom 90 tych
rokov 20. storocia sa tento pojem dostava do oblasti vzdelavania. Napriek tomu ne-
existuje doposial jeho jednotne uznavana a uspokojiva definicia. Ale uvedomenim
si vSetkych charakteristik a faktov vyplyvajicich z definicii z réznych oblasti,
od réznych odbornikov dostavame, 7e kompetencie predstavuji zjednotenie

2 Spracované podla [1], 2], [3], [5]-
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v§etkych vedomosti, zru¢nosti, schopnosti a postojov. Jednotlivé kom-
petencie umoziuji ich nositelovi konat adekvatne v konkrétnej situécii,
v uréitej oblasti ¢innosti. No kl'icové kompetencie sii tie kompetencie,
ktoré si1 vyuZziteI'né v réznych oblastiach ¢innosti. Predstavuji len ¢ast ve-
domosti, zru¢nosti, schopnosti a postojov, ktoré jedinec nadobtida pocas
celého Zivota. Z toho moZno kl'icové kompetencie chapat ako multifunkény
sibor vedomosti, zru¢nosti, schopnosti a postojov.

-~ Jzms]

Kompetencie

Obrazek: kIicové kompetencie tvori len ¢ast vedomosti, zru¢nosti, schopnosti a pos-
tojov, ktoré ziak, resp. Student nadobida v sicasnom vzdelavani.

Tu sa nika otazka: Ako vybrat tu spravnu cast vedomosti, zruc¢nosti, schopnosti
a postojov napr. vo vyucovani matematiky, aby doslo k efektivnemu rozvijaniu kom-
plexnej osobnosti ziaka?

Na to neexistuje jednozna¢na odpoved, pretoze kltuc¢ové kompetencie chéapeme
kroskurikularne (nadpredmetovo), t.j. neviazu sa na konkrétny obsah, resp. predmet,
ale st spojené s procesualnou strankou vyucovania. K tomu, aby doslo k efektivnemu
rozvijaniu klac¢ovych kompetencii Ziakov a Studentov, je potrebné obohatit vyuco-
vanie roznymi netradi¢nymi metodami, ktoré vyzaduju od ziakov ¢innost a aktivitu.

Vyznam rozvijania kI'icovych kompetencii

V ¢om spoéiva vyznam rozvijania kli¢ovych kompetencii?

Problematikou rozvijania kIi¢ovych kompetencii sa zacali zaoberat v osemdesi-
atych rokoch 20. storo¢ia v hospodarskej sfére (obchod, sluzby, priemysel) vyspelé
Staty sveta ako st USA, Kanada a Austrdlia. Az koncom devétdesiatych rokov 20.
storoc¢ia vstupuju klic¢ové kompetencie do oblasti vzdelavania. Pri¢inou sa stal fakt,
7e sticCasny svet sa vyznacuje rychlymi zmenami, exploziou informécii a rychlym tem-
pom inovéacii, najma informac¢nych, pricom tento trend sa neustale zrychluje. Zastara-
vaju technologie, ktoré sa pouzivaju v roznych sférach spoloc¢enského zivota. Ludia
stracaju zamestnanie, pretoze nie st schopni prisposobit sa tymto rychlym zmenam.
Celozivotné povolania v podstate zacali miznut. Kompetencie, ktoré st zamerané iba
na jednu konkrétnu situaciu, sa stavaji neuzito¢nymi. Preto vo vSetkych vyspelych
Statoch sveta je snaha néajst a v I'udoch rozvijat také kompetencie, ktoré mozno vyuzit
vo vacsine (aj zatial eSte neexistujicich) povolani a umoznia jedincovi zastéavat cely
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rad pracovnych pozicii i funkcii, vykonavat rézne povolania, si vhodné na rieSenie
celého radu vécginou nepredvidatelnych problémov a umoznia jedincovi tspesne sa
vyrovnat s rychlymi zmenami v praci, osobnom i spolo¢enskom Zzivote. Takéto kom-
petencie, ako sme uz uviedli, si kI'id¢oveé.

Systém matematickych kompetencii
Matematické kompetencie st nehierarchickym zoznamom vSeobecnych matematick-
ych vedomosti, schopnosti a postojov ako st napr. rieSenie tilohy, pouzitie matemat-
ického jazyka, matematické modelovanie, chipanie matematiky ako metddy rieSenia
kazdodennych problémov, atd. zodpovedajice v8etkym trovniam vzdelania. S to
kompetencie, ktoré treba aktivovat pre také prepojenie redlneho sveta (v ktorom sa
problémy vyskytuji) s matematikou, ktoré vedie k rieSeniu daného problému.
Matematické kl'i¢ové kompetencie:

e Matematické myslenie a usudzovanie.

e Matematické pojmy, fakty, tvrdenia a postupy.

e Pouzitie symbolického, formalneho a technického vyjadrovania a operacii.

e /Znézornovanie a popisovanie matematickych objektov a situacii, reprezentacia.

e Polozenie otazky, vymedzenie problému a jeho rieSenia.

e Matematické modelovanie.

e Matematickd argumentacia, dokaz.

e Pouzivanie pomocok.

e Komunikicia.

e Kompetencie tykajice sa prace s informaciami.

e Kompetencie tykajiice sa postojov a hodnotového systému.

e Personalne a interpersonalne kompetencie.

Medzi klti¢ovymi kompetenciami nie je ostra hranica. V ramci nich sa nachadzaja
kompetencie, rozvijanim ktorych (aj slovahymi tlohami) mozno formovat dana
kIi¢ovi kompetenciu, a tie moézu byt vo viacerych skupinach.

Krladové kompetencie a moZznost ich monitorovania slovnymi
tlohami

Kompetencie vychovné (afektivne), ktoré sa tykaja rozvijania zdujmu, postojov, hod-
notovej orientécie a vychovy ziaka nemozno skiimat, monitorovat a hodnotit ilohami
ako niektoré iné kompetencie. Tie kompetencie, ktoré sa daju overovat ulohami,
nemozno overovat tymto sposobom individualne, pretoze pri rieSeni problémov sa
pouziva stucasne vela (niekedy v8etky) z uvedenych kompetencii. Snaha hodnotit ich
individualne by pravdepodobne viedla k umelym tiloham a zbyto¢nému rozparcelova-
niu oblasti matematickej gramotnosti. Aj preto uvedené kompetencie kategorizujeme
do troch vicsich tried kompetencii [4]:
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1. kompetencie na reprodukcénej arovni,
2. kompetencie na Grovni prepojenia,

3. kompetencie na trovni reflexie — preniknutie do podstaty matematiky.

Jednotlivé trovne su zalozené na type kognitivnych narokov potrebnych na
vyrieSenie roznych matematickych problémov. Horeuvedené matematické kompeten-
cie nemusia patrit iba do jednej triedy kompetencii. Triedy tvoria koncepcéné kon-
tinuum, od jednoduchej reprodukcie faktov a poctarskych zrucénosti cez schopnosti
previazat rozne zdroje pri rieSeni tloh az k ,matematizacii problémov skuto¢ného
sveta. V tomto pripade sa hierarchia chape tak, Ze poziadavky (napr. vo forme matem-
atickej ulohy, problému) vyzadujice kompetencie triedy 3 su obvykle naro¢nejsie ako
poziadavky vyzadujice kompetencie triedy 2, ¢o vSak neznamend, Ze kompetencie
triedy 2 st nutnym predpokladom vSetkych kompetencii triedy 3.

Kompetencie na reprodukénej tirovni

Kompetencie na trovni reprodukcie mozno popisat tymito charakteristikami: repro-
dukcia nauc¢eného materialu, vykonavanie rutinnych vypoctov a procedur a rieSenie
rutinnych problémov. V zmysle hierarchie mozno tuto triedu kompetencii povazovat
za najnizsiu, pretoze sa kladu najjednoduchs$ie poziadavky na vedomosti, zruc¢nosti
a postoje. Ulohy, ktoré st zamerané na tito troveil kompetencii, si napr.:

Uloha &.1: Rieste rovnicu: 8z + 4 = 3z — 4, kde z € R.

Uloha &.2: Vypocitajte aritmeticky priemer ¢isel: 7, 5, 18, 12, 6, 36, 24, 5.

Uloha &.3: Napiste 69% v tvare zlomku.

Uloha ¢.4: Na vkladnt knizku s roénym arokom 4% sme ulozili 1000 Sk. Aka
suma bude na knizke po prvom roku sporenia?

Kompetencie na tirovni prepojenia

Kompetencie na tejto irovni umoznuji rieSenie problémov, ktoré nie st tiplne rutinné,
ale obsahuji zname alebo pomerne znadme prvky. Mozno ich charakterizovat tymito
vlastnostami: integracia, prepojenie a nenaro¢né rozsirenie znameho materialu, mod-
elovanie, spojenie viacerych pre ziaka resp. Studenta znamych metod. Matemat-
ické problémy spojené s touto troviiou kompetencii vyzaduju schopnost prepojenia
roznych oblasti matematiky alebo pracu s viacerymi navzajom roznymi reprezentaci-
ami daného problému. Prikladmi takychto problémov sii:

Uloha &.5: Maria byva 2 kilometre od gkoly, Martin 5 kilometrov. Ako daleko
od seba byvaju Méaria a Martin?

Uloha &.6: Ista pekaren ponika dve okrithle torty tej istej hribky, ale rozli¢nej
velkosti. Men§ia ma priemer 30 centimetrov a stoji 300 Sk. V&c§ia ma priemer 40
centimetrov a stoji 400 Sk. Ktoré torta ja cenovo vyhodnejsia a prec¢o?

Uloha &.7: V novinach sa objavili tieto dva inzeraty:

Inzerdt ¢. 1: Prenajom kancelarskych priestorov. 58 95 m? 4750 Sk za mesiac,
100 120 m? 10000 Sk za mesiac.

Inzerdt ¢. 2: Prenajom kancelarskych priestorov. 35 — 260 m? 9000 Sk za m? za
rok.

Ista firma si chce prenajat na jeden rok 110 m? kancelarskych priestorov. Na ktory
z uvedenych inzeratov ma reagovat, aby za prenajom zaplatila ¢o najmenej? RieSenie
zdovodnite.
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Tieto ulohy alebo problémy vyzaduju prevedenie situacie 7z redlneho sveta do reci
matematiky a vytvorit matematicky model, ktory umozni porovnat a skontrolovat, ¢i
rieSenie koreSponduje s kontextom povodnej otazky a formulovat odpoved. To vSetko
st aktivity spojené s kompetenciami na irovni prepojenia.

Kompetencie na trovni reflexie

Z hladiska naroc¢nosti poziadaviek na vedomosti, zru¢nosti a postoje povazujeme tiito
triedu kompetencii za najvyssiu. Ide o prenikanie do podstaty matematiky. Kompe-
tencie na urovni reflexie zahfnaji uvazovanie o procesoch, ktoré si potrebné k vyriese-
niu problému. Maja vztah k schopnostiam planovat stratégie rieSenia a uplatnit ich
v tlohéach obsahujicich viacero sicasti. V porovnani s ilohami zodpovedajicimi pre-
doslym trovniam, mozu byt origindlnejSie alebo menej zvycajné. Mozno ich opisat
tymito charakteristikami: rozvinuté uvazovanie, argumentacia, abstrakcia, zovSeobec-
nenie a modelovanie pouzité v novych, neznamych kontextoch, origindlny matemat-
icky pristup, spojenie viacerych zlozitejSich metod, vhlad do problému. Prikladmi
problémov suvisiacich s kompetenciami na trovni reflexie si:

Uloha ¢&.8: Do rieky vypustili isté mnozstvo ryb. Na grafe je znazorneny model
rastu celkovej hmotnosti tychto ryb v zavislosti od ¢asu.

kg

&
[Laals o]

3 roky

Predpokladajme, Ze rybéar bude ¢akat niekol'ko rokov (musi ¢akat cely pocet rokov,
nemdze Cakat napr. 4,5 roka), a az potom zane s lovom ryb. Kolko rokov musi
rybar ¢akat, ak chce kazdy rok z rieky vylovit ¢o najvac¢sie mnozstvo ryb, a ak smie
vylovit maximalne také mnozstvo ryb, ktoré sa rovna prirastku hmotnosti za posledny
uplynuly rok? Uved'te argumenty na podporu svojho tvrdenia.

Uloha &.9: V istom roku rozpo¢et ministerstva narodnej obrany bol 3 miliardy
Sk. Celkovy §tatny rozpocet v danom roku bol 50 miliard Sk. Na dalsi rok bol rozpocet
ministerstva narodnej obrany 3,5 miliard Sk, pricom celkovy Statny rozpocet bol 60,5
miliard Sk. Inflacia v obdobi tychto dvoch rokov bola 10 %. Predstavte si, Ze ste
minister narodnej obrany.

Pozvali by Véas na prednasku pre spoloc¢nosti pacifistov. Chcete vysvetlit, Ze
rozpoCet ministerstva obrany v uvedenom obdobi klesol. Vysvetlite, ako by ste to
urobili.

Pozvali by Vas na prednasku pre posluchacov vojenskej akadémie. Chcete
vysvetlit, Ze rozpocet ministerstva narodnej obrany v uvedenom obdobi vzrastol.
Vysvetlite, ako by ste to urobili.

Prvy z uvedenych prikladov (tloha &.8) zrejme spliia definiciu matematického
problému rieSeného v autentickom kontexte. Studenti musia objavit vlastné stratégie
a argumenticiu v zlozitejSom a nie beznom probléme. Zlozitost ¢iasto¢ne spociva
v potrebe starostlivo kombinovat informacie z textu a z grafu a navySe odpoved
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nemozno ,vidiet“ bezprostredne. Treba interpretovat graf a uvedomit si napriklad,
ze rychlost rastu dosahuje svoje maximum priblizne po piatich rokov. f)alej si tento
problém vyzaduje argumentaciu a aspoil naznak dokazu. Jednou z moznosti je metoda
pokusov a omylov. Zistime, ¢o sa stane, ak bude rybar ¢akat menej ako 5 rokov a pos-
tupne prideme na to, 7e ak rybar bude ¢akat celych 5 rokov, méze mat kazdoro¢ne
najvyssi ulovok 20 000 kg ryb. Ak nemoéze ¢akat tak dlho, a zacne lovit napriklad
o rok skor, moze chytit len 17 000 kg. Ak bude ¢akat prili§ dlho (napr. 6 rokov),
moze chytit roc¢ne len 18 000 kg. Optimalny vysledok teda dosiahne, ak zac¢ne lovit
priblizne po 5 rokoch.

Druhy z uvedenych prikladov (aloha ¢.9) velmi dobre ilustruje problémy zod-
povedajice kompetenciam na urovni reflexie. Matematickym kltacom k rieSeniu je
rozdiel medzi absoltitnym a relativnym nérastom. Ak chceme spravit iilohu pristupne-
jSou pre mladsich studentov, mozeme vypustit ti ¢ast, ktora hovorila o inflacii. Tym
v8ak tento problém (iiloha) strati na svojej komplexnosti a teda aj z pozadovanej
matematizacie. Inou moznostou zjednoduSenia moze byt iny sposob prezentovania
udajov. Napriklad tabulkou alebo schémou. Myslim si, 7e tento priklad vyborne plni
svoju ilustrac¢nu tlohu. Je vSak namieste namietka k jeho formulécii, ktord navodzuje
dojem, akoby sa matematika nepouzivala na vyjasnenie problému, ale naopak na jeho
zahmlievanie a manipulaciu. Na druhej strane chcem poukézat na to, ze skiisenost
s takymto vyuzitim matematiky rozvija kritické myslenie ziaka a pripravuje ho na
zivot viac ako rieSenie tradi¢nych tloh ¢i problémov.

Zaver

Zameranim vyucovania matematiky na rozvijanie klti¢ovych kompetencii ziaka, resp.
Studenta, ktoré sa formuji na zédklade vlastnej praktickej skiisenosti, a ktoré sa vyuzi-
vaju v praxi, mozno priblizit matematiku redlnemu zivotu, priviest ziakov k uvedome-
niu si ulohy matematiky v ich Zivote a aj naucit ich pouzivat ju pre svoj prospech.
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Matematickid gramotnost a daltonsky plan

EDITA SIMGIKOVA

ABSTRACT. The article focuses on the problem of mathematical literacy and mathemati-
cal competencies of children ready for school as well as children during their beginnings at
primary school. The interconnection of alternative pedagogical conception and education of
children aged 5-7 offers one of the possibilities how to develop mathematical literacy through
Dalton education.

Pripravit ziaka na 7ivot alebo Skola pre zivot, respektive iné slogany prezentovali
skolské programy vypracované este pred rokom 1989. Aj v stcasnych pedagogickych
dokumentoch, ramcovych programoch ¢i Narodnom programe si tieto zamery znovu
preferované. Aka je v8ak skutocéna prax? Kedy a kde zacat s pripravou na Zzivot?
Ktoré oblasti su prioritné? Mozno by sme rychlo a jednoznane ani odpoved nenagli.
Kazdému 7z redlne zmyslajucich pedagogov je v8ak urcite jasné, 7e v sucasnosti je
viac, ako iba odovzdat mnozstvo poznatkov a zru¢nosti, pripravit ziaka na rieSenie
zivotnych problémov, na sebavzdelavanie, na hodnotenie vzniknutych situacii a po-
sudzovanie vlastnych vykonov.

Medzinarodné merania PISA ukazali, na akej arovni v medzinarodnom meradle je
gramotnost nasich ziakov. Coj je gramotnost? Co j je matematicka gramotnost? Pod po-
jmom gramotnost sa v §tadii OECD  PISA rozumie ,schopnost aplikovat vedomosti
a zruc¢nosti z materinského jazyka, matematiky a prirodnych vied pri rieseni redlnych
zivotnych situacii. (Korghakova — Tomengova, 2005, s.2) Cize gramotnost mozno
chapat v sirSom zmysle ako funkénia gramotnost ziakov v uvedenych oblastiach. Nie
je neskoro zacat s rozvojom matematickej gramotnosti na 2. stupni zakladnej skoly?
Ako to vyzera na urovni preelementarnej a elementarnej pripravy? Moze byt dieta,
ktoré nevie pisat a ¢itat matematicky gramotné?

Matematicka gramotnost deti vo veku 5 — 7 rokov iste nemo6ze byt vnimané ako
gramotnost v pravom zmysle slova. Podla nasho nazoru vsak ur¢itou gramotnostou
je anasou tlohou je intenzivne ju rozvijat. Dolezita tlohu tu zohrava rozvoj matema-
tickych predstav v predskolskom veku v kontinuite s prvym ro¢nikom zakladnej skoly.

gtatny pedagogicky tstav predlozil kompetencie dietata na zaver predskolského
obdobia v kognitivnej oblasti formulované na trovni operacionalizovanych cielov:
,Dieta na zaver predskolského obdobia dosahuje tieto kognitivne kompetencie:

e orientuje sa vo svojom blizkom okoli, prakticky uskuto¢iiuje a opisuje podla
orienta¢nych bodov cestu vedicu z domu do materskej skoly a spéat, pripadne
inti dobre znamu cestu v mieste bydliska.,

e triedi predmety dennej potreby, opisuje ich vlastnosti.,

e spravne urCuje a pomentiva ¢asové vztahy a zoraduje ich do obdobia jedného
dna alebo tyzdna.,

e triedi predmety podla umiestnenia v priestore a urcuje ich pocet z hladiska
umiestnenia.,

e porovnava a usporadiva predmety podla velkosti, hmotnosti, objemu.,
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e usporadiuva danu skupinu prvkov podla vopred zvoleného kritéria, pouZiva ter-
miny prvy, posledny, pred, za, hned pred, hned za.,

e pouziva ¢iselny rad najmenej do Sest, ur¢uje pocet v situaciach, ked pocet
prvkov pribudol alebo ubudol.,

e rozliSuje prava a l'ava stranu vzhladom na vlastnt osobu aj vzhladom na iny
objekt.,

e vyjadruje jednoduché hodnotiace postoje k svojmu blizkemu zivotnému prostre-
diu.,

e riesi jednoduché problémové situacie redlne i fiktivne.* (Guziova, 2002, s.1 6)

Podl'a nasho nézoru sa v uvedenych oblastiach daju najst, vytvorit a realizovat ¢in-
nosti, ktoré suvisia s matematickou, lingvistickou aj socidlnou gramotnostou dietata
v predskolskom veku. Deti vo veku 5-7 rokov prichadzaja do kontaktu s ilohami rozvi-
jajucimi matematicka gramotnost v oblasti tvorby matematickych predstav. ,Preto
je nasou dolezitou tulohou a zaroven snahou dat deftom moznost prenikat do tajov
matematiky ¢o najskor — hrami, zaAbavnymi pristupmi, rozvijanim prvotnych zauj-
mov a zvedavosti deti.* (Uher¢ikova  Haverlik, 2001, s. 5.). Tomkova (2006, s.268)
vo svojom prispevku uvadza: ,Rozsah a hibku obsahu, ktory si maja deti osvojit, je
problematické vopred presne vymedzit a naplanovat, a prave v tom spociva naro¢nost
vedenia vychovno — vzdelavacieho procesu v materskej skole.®

Niektoré alternativne pedagogické koncepcie vo svojich filozofickych vychodiskach
tvrdia, Ze ich prednostou oproti tradi¢nej skole je priprava dietata na zivot (Tvoriva
dramatika, Integrované tematické vyucovanie, Daltonsky plan). V naSich podmien-
kach sa tazko uplatnhuji alternativne Skolské systémy z roznych dovodov, ale ich
prvky metody a formy mozno najst v edukécii ziakov na mnohych skolach roznych
stupiiov, aj ked si ich aplikdciu uc¢itel nemusi uvedomovat. Je dolezité, ze to vnima
ako prinos a prospesnu ¢innost pre svojich edukantov. Uvedené pedagogické systémy
nasli svoje uplatnenie uz v predskolskych zariadeniach, preto sa pokiisime predstavit
jednu z moznosti rozvoja matematickej gramotnosti deti vo veku 5 — 7 rokov prostred-
nictvom daltonskej vyucby.

Matematickii gramotnost v predskolskom zariadeni a v prvom roc¢niku zaklad-
nej Skoly mozno uspeSne rozvijat samostatnou pracou aj u deti, ktoré eSte nevedia
¢itat a pisat. Pozornost ststredime na matematické predstavy dietata v integracii
s jazykovou zlozkou a vytvarnou vychovou. Podla systému daltonskej vyucby si
pripravime balicek denného rezimu, t.j. sibor kariet so symbolmi aktivit naplano-
vanych na dopoludnie. éipkou oznac¢ime vzdy aktivitu, ktora prave prebieha. Karta
vpravo je t4, ktora bude nasledovat v poradi. Sipku nad kartu moze umiestnit ucitel,
ale aj dieta.

Napriklad: kazdy den v tyzdni ma priradent svoju farbu
pondelok - ¢ervena
utorok - zIta
streda - modra
stvrtok - zelen&
piatok - fialova

Nase aktivity budeme realizovat vo stvrtok, pripravime si teda 5 zelenych kariet so
symbolmi. Zavesime ich na §ntru na viditeIné miesto v triede. Okrem toho si mézeme
pripravit Siestu (zelent) kartu so $ipkou a §tipce.
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Poradie kariet so symbolmi znamena poradie tloh, ktoré buda deti vypracovavat
pocas dopoludnia. Mdzeme sa vSak s nimi dohodnut, Ze poradie tloh nie je dolezité

zachovavat

}

Ulohy pre deti na jednotlivé stanovistia oznacené prislusnymi

kartami s piktogramami:

Praca s pracovnym listom na Stvor¢ekovom papieri prejst cestu
zakresleni pomocou Sipok a zistit, kam nas dovedie. Zakruzkovat to
miesto (obrazok).

Modelovanie telies — vymodelovat z plasteliny gulu, kocku, valec,
postavit na podlozku stavbu z vymodelovanych telies podl'a predlohy.

Praca na pieskovom stole — prejst cestu autom cez mesto od
vyznaceného stanovista ku kone¢nému cielu, vybrat spravnu cestu,
rozhodnut sa pre vyhodnejSiu z dvoch spravnych ciest, zakreslit svoju
cestu na papier (labyrint), ktory je zhodny s planom na pieskovom
stole.

Praca s obrazkami — usporiadat obrazky dievcat podla vysky
v smere Sipky a nalepit ich na pas baliaceho papiera, podpisat sa.

Praca s knihou — néjst knihu (napr. 71ta kniha s globusom, pripadne
doplnend nazvom velkymi tlacenymi pismenami SVET) na policke
v stbore knih, otvorit ju na strane 11, vypracovat karticku podla
navodu — zistit pocet velkych gulatych tvarov na tejto strane a pocet
malych gulatych tvarov, zapisat to ¢islicou alebo skupinou bodiek:

Prepisat nazov z uvedenej strany velkymi tlacenymi pismenami.
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Priebeh dopoludnia:

1. Uvodny ranny kruh  instruktaz ucitelky k aloham, pomocné navody k vypraco-
vavaniu uloh, poradie ¢innosti, opis miesta realizacie, tabul'a splnenych uloh, priestor
na otazky deti.

Dohodnuty symbol na stole ( napr. plySova hracka, molitanova kocka, gumené
jablko...) - peridda odlozenej pozornosti, t.j. hratka je na stole = deti pracuji samy
s pomocou kamaratov, hracka nie je na stole = ucitel ponitka svoju pomoc.

Dohodnuty symbol na dverdch, respektive symbol zo stola umiestneny na lavici
dietata = potrebujem ist von. Ziadne 7 ostatnych deti vtedy nemoze opustit triedu.

éasovy odhad na samostatni pracu reguluje Stipec umiestneny na karticke s pik-
togramom, ktory sa priebezne postava vpravo.

2. Samostatna praca deti — rieSenie tloh na jednotlivych stanovistiach podla do-
hodnutého poradia. Po skon¢eni alohy si dieta polozi k svojmu menu (k fotografii) na
daltonsku tabulu splnenych aloh svoju znac¢ku (magnet, samolepku, §pendlik s velkou
farebnou hlavi¢kou) ako dokaz, Ze tuto tlohu uz vypracovalo. Je to dolezita spiatna
vizba pre dieta i pre ucitela. Takto realizovana ¢innost uci diefa planovat si cas,
rozvija jeho trpezlivost, vytrvalost, samostatnost i spolupracu. Poc¢as samostatnej
prace ucitelka priebezne kontroluje pracu deti

3. Ukoncenie samostatnej prace v dohodnutom c¢ase, kontrola vyrieSenych tloh
ucitelom, resp. odovzdanie prac.

Takyto bali¢ek tloh si mézeme pripravit pre deti, ktoré uz systémom daltonske;j
edukacie pracovali. V pociatocnej etape zac¢iname jednou alebo dvoma tlohami
v kratSom c¢asovom tuseku. Uvedené tulohy s iba jednou z moznosti, ktoré mozno
pripravit pre deti na samostatni pracu v daltonskom bloku.

Na zaver

V prispevku sme sa pokusili na¢rtnit jeden z modelov overovania a rozvijania mate-
matickej gramotnosti deti vo veku 5-7 rokov. Vyuzili sme formu daltonského bloku
v ¢asovom rozsahu 60 min. s moznostou vyuzitia prestavky — relaxacnej chvilky, ener-
gizéru, pohybovej aktivity, obcerstvenia. Zamerne sme zaradili ilohy z dvoch oblasti
uvedenych v §tudii PISA (kvantita, priestor) na prvé tri urovne matematickej gramot-
nosti. Uvedeny systém prace je v daltonskych materskych a zdkladnych skolach ov-
ereny a dosahuje pozitivne vysledky. Predlozeny model matematickej gramotnosti je
v navrhovej rovine, v ramci rieSenia projektu KEGA na Katedre matematickej eduka-
cie ho vSak chceme pontknut Sirsej pedagogickej verejnosti na overenie a dotvorenie.
Zaroven chceme podnietit autorov kompetencii dietata na zaver predskolského obdo-
bia, aby sa zamysleli nad kognitivnymi cielmi v tvorbe matematickych predstav. Snad
by bolo vhodné doplnit ich o kompetencie z oblasti matematickej (medzizlozkovej)
gramotnosti.
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Inovacia vyucovania matematiky na druhom stupni
zakladnych $kol pomocou informaénych technol6gii

MARIA SLAVICKOVA

ABSTRACT. This paper deals with educational software, which can be use on mathematical
lessons on lower secondary school. We focused on software based on theory of Constructivism.
We developed software of this kind and use it in pedagogical experiment. Important results
of this experiment are part of this paper.

Uvod

V poslednej dobe sa vela hovori o informatizacii, o potrebe zefektivnenia vyucova-
nia, o tom 7e tradi¢na skola neposkytuje Ziakom a Studentom potrebné vedomosti,
ich vedomosti st encyklopedické a nevedia ich vyuzit v praxi. Su projekty, ktoré sa
zékladnej, alebo strednej sa najde zopar nadSencov, ktori stt ochotni vyuzivat I'T vo
vyucovacom procese, ale je to stale malo. Mnohi ucitelia povazuju vyuzivanie poci-
taca, alebo inej technologie za zbyto¢ne komplikované, zdlhavé, naroéné na pripravu
a pod. (Brisudova, 2006)

Na vyucovanie geometrie exituje jeden vynikajici a jednoduchy nastroj Cabri
Geometria. Ucitelia st Skoleni v jej pouzivani. Co vsak pri vyucbe aritmetiky na
7S? Na ZS sa predsa ziak ma naucit robit zakladné aritmetické operacie vo vSetkych
¢iselnych oboroch, preto je dolezité, aby sa ich naucil ¢o najlepsSie a najma — aby im
rozumel. Vtedy budi jeho vedomosti z tychto oblasti trvacnejsie.

Pedagogicky softvér uréeny pre ZS

Pedagogicky softvér je softvér s didaktickym cielom, vhodne zvolenym pouzi-
vatel'skym prostredim, ktory ponuka Zziakom prostredie na poznavanie, skiimanie
a modelovanie. Je to softvér vyvinuty na podporu ucenia sa, poznavania a na rozvoj
informacnej gramotnosti. Podl'a didaktického ciela a formy mozeme pedagogicky soft-
vér rozdelit na (Kalag, 2004):

e aktivity zamerané na rozvoj procesov myslenia, uvazovania — vychadza
z konstruktivizmu, ide o prostredia umoziujuce ziakovi poznatky objavit (pro-
pedeutika matematiky, ¢itania, a pod.),

e 7ivé knihy c¢itanie textu doplnené ilustraciami s prekvapenim,
e story book,

e aktivity na precvicovanie alebo prehlbenie vedomosti zamerané na fazu krys-
talizacie a automatizacie novych pojmov,

e vSeobecné nastroje na rozvoj tvorivosti — detské verzie roznych editorov,

e aktivity zamerané na simulaciu a modelovanie strategické hry, virtuilna re-
alita,
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e zdroje informaécii, encyklopédie, prirucky, slovniky,
e pocitacové hry,

e programy pre SEN (special education needs) tutorialy, on-line kurzy, encyk-
lopédie, slovniky,

e e-learningové prostredia, internetové aplikicie — applety.

Tvorba vhodného pedagogického softvéru je zlozita uloha, ktora vyzaduje timovia
pracu minimalne programatora a ucitela daného predmetu, dolezity je aj psycholog
a vytvarnik (dizajnér), ¢o je pravdepodobne jednou z pri¢in nedostatku kvalitnych
vyukovych programov pre ZS. Tieto programy najcastejSie vytvaraji Studenti in-
formatiky spravidla ako zapoctova alebo diplomova pracu. Uprednostiiuju pri tom
velké, univerzalne pouzivatelné programové baliky, v ktorych spracuju ucivo tem-
atického celku bez ohladu na roc¢nik studia. Zvlastnostou vyucovania elementéarne;j
matematiky je, Zze napriklad tematicky celok s¢itanie prirodzenych cisel sa vyucuje
vo v8etkych ro¢nikoch. To znamena, ze ucitel 1. triedy by mohol vyuzivat len mala
¢ast programového balika a zvySok by bol pre neho len zatazou, ¢o komplikuje pracu
a naopak vo 4 ro¢niku by brzdili pracu tlohy na urovni prvaka. Z hladiska ucitel ovej
prace by bolo vyhodnejsie mat k dispozicii viac jednoduchych vyukovych programov
zameranych na konkrétne u¢ivo v tematickom plane. (Marcinek-Partova, 2000)

Plati to aj pre programy od profesiondlnych firiem, napr. MATIK, ktory vyvija
a distribuuje programy MATIK 3-5 pre prvy stupen 7S v CR a MATIK 6-9 pre
druhy stupen 7S v CR. Tieto programy maju aj Slovensku lokalizaciu a st pouzitelné
a oboch stupnoch 7S vzhladom na blizkost ucebnych osnov oboch republik. Tento
program v sebe zahfha vyhody aj nevyhody velkych programovych balikov. Vyhodou
je, ze su vSetky ciastkové programy spolu. Nevyhodou je, Zze ak uc¢ime u Siestakov,
ostatné programy nepotrebujeme a zbytoc¢ne sa zdrzujeme preklikdvanim cez menu
najskor do prislusného ro¢nika a potom na konkrétnu tému, podtému atd.

Existuju aj uzsie Specializovana programy, ktoré vznikli ako zapoctovy, alebo
diplomovy projekt. Napr. program ALICA, AUTOMATY, MUDRI ZAJKOVIA atd.
Ide o programy venujiice sa len jednej téme z matematiky — zaporné cisla, zlomky,
rovnice, percentd,... Vyhodou takychto ¢iastkovych programov je, 7e ucitel priamo
7iakom povie, s ktorym programom sa ide pracovat. Ak si ich utriedi do adresarov
podla roc¢nikov, je to aj dostato¢ne prehladné. Nevyhodou je, 7e tieto programy
treba vyhladat kazdy zvlast a teda ucitel s tym ma viac prace ako s komplexnym
programovym balikom.

Vytvorenie jednoduchého softvéru

Snazili sme sa vytvorit sadu programov zameranych na rozvoj procesov myslenia
a uvazovania, ktoré vychadzaju z tedrie konstruktivizmu. Programy st urc¢ené ziakom
druhého stupna ZS. Podla toho bolo volené aj prostredie a motivacia ziakov. Ide
o programy na vyucovanie nasledujicich tematickych celkov:

e Zaporné Cisla — vSetky aritmetické operéacie.

e Zlomky — pojem zlomku, rozSirovanie zlomkov, s¢itovanie zlomkov s rovnakym
menovatelom a ked je menovatel jedného zo zlomkov néasobkom druhého men-
ovatela.
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e Percentd percento ako vyjadrenie pomeru, urcovanie hodnoty.

Pri tvorbe sme sa snazili splnit tieto hlavné ciele:

e Zaujimavost prostredia pre Ziakov v danom veku (zaporné ¢isla — vek 11-12,
zlomky vek 12-13, percenta vek 13-14).

e Jednoduchost ovladania (aby sa 7iaci nepotrebovali u¢it ziadne prikazy).
e Nazornost vykladanej latky s moznostou odpozorovania vztahov a pravidiel

e Didakticky ciel: ziaci si pouzivanim tohto softvéru buda schopni skonstruovat
zékladné poznatky z preberanej tematiky

Praca s jednotlivymi programami je popisand v prirucke, ktora spolu s jed-
notlivymi programami mozno néjst na http://slavickova.isnet.sk .

Tabul'a verzus poditac

Existuje mnoho aktivit, ktoré mozno robit na vyucovacich hodinach matematiky
v triede, pomocou kriedy a tabule. Ide o rozne didaktické hry, alebo ,,bezné“ vysvetlo-
vanie novej ucebnej latky. Rozdiely medzi tymito metoédami st znacné a experimen-
talne dokézané vo viacerych pracach (Kraslanova, Sandanusova, Vanka$ a.i.). Nas
zaujimalo, ¢i softvér, ktory sme vytvorili, je nielen vhodnym prostriedkom pre dosiah-
nutie didaktického ciela na vyucovacej hodine, ale aj ¢i jeho pouZitie robi vyucovanie
este efektivnejgim (v zmysle trvacnosti a hibky vedomosti).

Do experimentu sme zahrnuli tri vzorky ziakov, pricom v prvej vzorke sme
pocita¢ nepouzivali vobec, v druhej sme pouzivali poc¢itac len vo faze automatizacie
a krystalizacie poznavacieho procesu a v tretej skupine sme pouzili nami vytvoreny
softvér aj vo faze motivicie, separovanych a univerzilnych modelov. Strucne
popiseme Struktiru hodin v jednotlivych skupinach:

Tabulka 1: Charakteristika vyucovania v jednotlivych triedach

A B C

Kontrolnd trieda Trieda vyuZiva- | Trieda vyuZivajuca
jJuca  softvér wvo | konstruktivisticky
faze automatizd- | pedagogicky softvér
cie a krystalizdcie
pozndvacieho pro-
cesu

Pouzivanie  ucebnic | Vysvetlovanie uciva | Vysvetlovanie a precvico-
a zbierok, vysvetlo- | v triede, precvi¢ovanie | vanie bolo aj v triede aj za
vanie v triede bez | v pocitacovej ucebni | pocitac¢mi pomocou peda-
hier  alebo  inych | pomocou pedagogic- | gogického softvéru
netradi¢nych ¢innosti | kého softvéru

Prac, ktoré sa zaoberaju vztahom medzi triedami A a B je dost, pricom sa zameri-
avaju na konkrétne softvérové produkty, ¢i uz dodavané ako sucast balika INFOVEK,
alebo volne &iritelné (Cabri geometrie, Derive, Equation grapher, Mathematica, Ex-
cel,....). Ide najmé programy pre stredné koly (vynimka je Cabri geometrie). Progra-
mami pre zakladné Skoly sa takmer nikto nezaobera. A pritom prave zakladna skola
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je vo vzdelavani mladeze klucova  7iaci ziskavaju zakladné vedomosti zo vSetkych
predmetov a preto by mali byt ¢o najviac trvalé, aby na nich mohli Ziaci budovat.

Vratme sa k n&Smu vyskumu. Vo vSetkych skupinidch sme preberali tematicky
celok zaporné ¢isla podla Tabulky 1. Skupiny boli vyberané podla kritérii vyberu
vyskumnej vzorky (Turek, 1998). A tu su vysledky zhrnuté do grafu:
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B0% 1= 1 1
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40%
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Graf 1: Uspesnost rieSenia zdverecného testu

Trieda 6A zodpoveda skupine A, Trieda 6A skupine B a trieda 6C skupine C
rozdelenia tried v Tabulke 1. Pre nas najdolezitejsi vysledok je rieSenie tiloh 5 a 6, ¢o
boli slovné tlohy z bezného zivota. Pozrime sa na tento vysledok detailnejsie. Vidno,
ze ziaci, ktori pouzivali konstruktivisticky pedagogicky softvér dosiahli podstatne
lepsie vysledky, ako ostatni 7iaci (ti, ¢o pouzivali iny druh softvéru, resp. softvér vo
vyucovani nepouzivali vobec).
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Teacher’s diverging intervention in the process of
solving mathematical problems and its place in the
contemporary science of teaching mathematics

EUGENIUSZ SMIETANA

Explanation of used terms

1. Clue - an additional information, a question or an instruction directed towards a
person solving a mathematical problem or task in order to facilitate the solution
of a given problem.

2. Intervention - every activity undertaken by a teacher intervening the process
of solving a mathematical problem. A much wider term than a clue.

3. Opening intervention - an activity undertaken by a teacher aiming at opening
a student onto a knowledge which is necessary to solve a mathematical problem.
(a term introduced by Eugeniusz Smietana)

4. Convergent thinking - can be observed in solving tasks using one known way
only.

5. Divergent thinking - can be observed in problematic situations where many
potential ways of solving one task are available.

Converging Interventions

In the process of solving a mathematical problem a student may experience a block of
mathematical activity, which a teacher tries to remove using different kinds of clues.

However in the individual work with a talented student or a group of them
teacher’s converging interventions are dominate. They lead the student onto an area of
knowledge associated with the given task facilitating a task solution at the same time.
Such intreventions can remove the block but they do not always increase student’s
mathematical activity. They cannot help especially in case of problematic tasks.

We may conclude then, that teacher’s converging interventions are not always
effective in the process of solving a problem.

Can we teach solving problems

Having analyzed the effectiveness of converging interventions in the process of solving
the problems we may ask a fundamental question:

How should we intervene in order to provoke a steady increase in stu-
dent’s mathematical activity, which will remove the block and ensure solv-
ing the task?

It’s worth emphasizing that there is no universal teaching means removing the
block in the process of solving every problem at any stage of student’s education or
provide knowledge, which will guarantee the success.

However on the basis of teaching experiments, which involved solving mathemat-
ical tasks, it has been proved that teacher’s diverging intervention can be a very
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effective but not universally helpful teaching means. It opens the student onto the
different areas of knowledge being necessary but not always associated with the task
to be solved.

Diverging Interventions (Distracting)

Diverging (opening) interventions can successfully open a student onto the knowl-
edge necessary to solve the problem. They can unblock the student and influence an
increase of his mathematical activity in the solution process, at school as well.

In practice, if a teacher decides to provoke student’s divergent thinking he usually
uses diverging interventions together with converging ones. It has been shown on the
diagram below based on the one worked out by a Canadian psychologist Sam Kaner.
He prepared his diagram watching the behaviour of students during a biology lesson
with a teacher using both diverging and converging interventions.

Diverging-Converging Interventions Diagram

DIVERGING THINKING CONVERGING THINKING

PROBLEM SOLUTION

1. It shows a transition from diverging to converging thinking of a individual
student or a group of them.

2. Squares represent particular ideas of solutions put forward by different students.
(not always successful ones).

3. Students diverge into different areas of knowledge. Paths (arrows) grow. It is a
typical brainstorm in a classroom.

4. The moment the number of squares decreases convergent thinking starts. The
teacher uses converging clues helping a student to achieve his aim. It’s
worth emphasizing that a student can solve the problem without the converging
clues.

5. Convergent thinking does not have to prove successfull, as the scheme shows.
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Examples of Problems and Diverging Clues

Problem 1

Let a,b,c,d be real numbers and @ > ¢ and b > d. We need to prove that:
(a+b+c+d)? > 8(ad + be).

This problem can be solved for example:

1. by using Cauchy’s inequality and reduced multiplication formula,

2. by using the characteristic features of square trinomial.

Diverging (Opening) Intervention

Having seen unsuccessfull attempts, a teacher can direct a student to an area of
knowledge on square trinomial by providing the following clue:

Associate the inequality from the task with the square trinomial !
Problem 2

Find real solution of the equation: x + ﬁ =2V2

This problem can be solved by for example:
1. using sinus and cosinus functions,

2. theorems on mean number.

An example of the opening intervention
Associate the equality with the trigonometric function !

In the above mentioned cases diverging interventions are based on associations
with the knowledge, which is not connected with the problems to be solved. But such
interventions can provoke a steady increase in student’s mathematical activity and
ensure a task solution.

Conclusions below contain many other associations opening a student onto the
areas of knowledge which is often necessary to solve the problem.

Conclusions drawn from the teaching experiment

1. In the process of solving a mathematical problem different types of teacher’s
interventions can open the students on certain area of knowledge which is used
in solving a given problem, for example:

e association of the given problem with the equivalent one causing the change
or expansion of the area of knowledge,

e association of the given problem (theorem) with a group of theorems or
definitions from the same area of knowledge (ex. Euclidean or analitycal
goemetry, divisibility of numbers, theory of plynomials etc.),

e association by analogy of the given problem with the one solved before -
(additional problem - supporting exercise)
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2. Divergence may be provoked by a student himself, (autodivergence) either con-
sciously or not, also with positive results.

3. Opening intervention does not always stimulate student’s mathematical activity
in the right direction, for example:

e interventions diverging students into the unknown or "unfriendly" area of
knowledge,

e interventions provoking associations which have nothing in common with
the problem to be solved,

e divergence should stimulate that kind of student’s knowledge, which is
necessary for a solution and to which the student is bound to refer to later
on.

4. Opening intervention is not necessarily effective in all kinds of problems or in
case of every talented student.

5. Opening intervention can appear repeatedly and at any time during the proces
of solving a problem.

The Place of Divergence in the Contemporary Science of Teach-
ing Mathematics

Taking into account teaching experiments as well as conclusions drawn from students
solving mathematical problems at school we may say that divergent thinking:

e makes the student really interested in solving a problem,
e helps to create different ideas and suggestions connected with the problem,
e teaches independence, discovering and verifying hypothesis,

e makes a student confident enough to draw conclusions and makes him open to
new areas of knowledge, which is not always connected with the problem to be
solved.

The above mentioned constitute a characteristic of a good, creative and effective
student, which is necessary in the whole process of a successful solution.

Conclusion:

Divergence as a creative teaching tool in the process of solving problems
should be an integral part of the science of teaching mathematics. What’s
more, it should be used by all teachers as a means of motivating the
students solving different problems at all stages of education. (not only
students interested in mathematics).

It’s nevertheless worth mentioning that inaprropriate use of divergence may not
fulfill its role in solution process.
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Tvorba pociato¢nych matematickych predstav —
vyhodnotenie prace Studentov

BrLANKA TOMKOVA

ABSTRACT. The problems of teachers while developing mathematic imaginations. New meth-
ods 1n disciplines for mathematical education.

Uvod

Priestorova predstavivost, orientacie v priestore, ¢i priestorové videnie sa u deti rozvija
od narodenia. Pri vykonavani pohybu, ked deti lez1, bezia, skacu, jedia, obliekaju
sa, alebo sa hraji, musia koordinovat svoj pohyb. Pri vyhladavani ur¢itého objektu
musia rozoznavat tvar daného objektu medzi inymi, niekedy tvarovo podobnymi ob-
jektami. Kazdodennou ¢innostou, systematickym skimanim objektov, spoznavanim
ich tvarov ziskava dieta prvotné predstavy o danom tvare rozliSuje tvar hranaty,
gulaty, ¢i $picaty, Stvorcovy, trojuholnikovy, ¢i kruhovy a mnohé dalSie, ktoré mozno
ani nepomenuje.

Stotozhujeme sa stvrdenim A. Stopenovej, (2004, s.65) Ze prave ,v materskej skole
si deti osvojuju vSetky elementarne prvky matematiky iba sprostredkovane pomocou
hier a roznych manipulac¢nych c¢innosti ... s geometrickymi pojmami zoznamujeme
deti prirodzenym a intuitivnym spoésobom®

Podla psychol6gov nie je geometricka predstavivost vrodena, ale ¢lovek ju ziskava
skiisenostou. Idealnym obdobim na rozvoj priestorovej predstavivosti je obdobie do
siedmeho/6smeho roku zivota. A velmi fazko sa napravaja chyby po tomto ob-
dobi. Zda sa akoby sa prechodom 7z predskolského zariadenia do prvého ro¢nika 7S
uzatvarala jedna kapitola vyvoja. V tejto oblasti absentuje nadviznost eduka¢ného
procesu, podobne ako sa to neskor deje pri prechode na 2.stupen ZS. Blizgie o tejto
problematike pojednavaju A. Pridavkova a I Scholtzova (2006, s. 197).

Ako st tieto poznatky aplikované v praxi?

V ramci matematickych predstav v predskolskych zariadeniach pracuja deti for-
mou roznych tloh na rozvoji priestorovej a teda aj geometrickej predstavivosti:

V ramci kategorie ,,Porovnavanie, triedenie a orientécia v priestore” sa deti majua
naucit

e chéapat priestorové vztahy, ktorymi sa urcuje poloha veci v priestore

e popisovat polohu objektov vzhIladom k vlastnej osobe i vzajomniu polohu dvoch
roznych objektov

e zostavovat rozne obrazce v rovine a stavat stavby z kociek v priestore podla
predlohy, obrazkov aj vlastnej fantazie

e porovnavat dlzky hran dvoch predmetov pomocou §niirky, ¢ prizku papiera
e hladat a vyznacovat cesty od jedného bodu k druhému

e zaznamenavat pohyb pomocou $ipok z jedného miesta na iné
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e prikladat k sebe rozne predmety tak, aby sa navzajom prekryvali
e vkladat jednoduché predmety do otvorov, ktoré st s nimi tvarovo zhodné

e rozliSovat a triedit jednotlivé predmety podla tvaru, velkosti, farby, umiestnenia
v priestore apod

V prvom a druhom ro¢niku nastava akoby prestavka. Poziadavky na vedomostny
Standard pre Ziakov prvého roc¢nika si:

e Rozlisit geometrické tvary: trojuholnik, kruh, §tvorec, obdlZnik, gula, kocka,
valec.

, . .
e Rysovat priame Ciary.
o Kreslit a rozliSovat uzavretu a otvorenu ¢iaru.

V druhom roé¢niku sa od ziakov pozaduje:

Vyznacovat body a oznacovat ich velkym tla¢enym pismom.

Rysovat a oznacovat usecku a priamku.

e Vyznacovat body, ktoré lezia (nelezia) na danom geometrickom tutvare (tsecke,
priamke).

Odmeraf dizku tisecky v centimetroch a narysovat tsecku danej dizky.

Pricom geometrii je v prvom ro¢niku venovanych 9 hodin z planovanych 132
(necelych 7%) a v druhom roc¢niku ide o 20 hodin zo 165 hodin matematiky (cca

12%).

Obsah predmetu ,,Tvorba pociato¢nych matematickych pred-
stav

Tieto zistenia nas doviedli k rozhodnutiu naplnit obsah predmetov ,/ Tvorba pocia-
tocénych matematickych predstav I a ,/Tvorba poc¢iato¢nych matematickych predstav
II* s dotaciou hodin (1/2 ) a (1/1) takymto spésobom:

, I'vorba pociato¢nych matematickych predstav I bude zamerané na geometriu a
, I'vorba pociato¢nych matematickych predstav I bude zamerana na aritmetiku a al-
gebru. ( O skusenostiach s geometrickou zlozkou pripravy uéitelov preelementaristov
na nasej fakulte pojednavajiu prace M. Mokrisa (2004), (2005), (2006).

,, I'vorba pociato¢nych matematickych predstav I“

1. Pedagogickid dokumentécia

2. Orientécia v priestore. Orientacia v rovine.
. Rovinné utvary.
. Pravidelné §tvoruholniky
. Priestorové atvary.
. Zaklady deskriptivnej geometrie.
. Zhodné utvary a zhodné zobrazenia.
. Body a ciary
. Miera tisecky, jednotky dlzky. Miera rovinného ttvaru.

O 00~ O Ot = W
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Povinnosti Studentov

Naplh prace studentov sme sa snazili volit tak, aby zodpovedali predpokladanym
kompetenciam budiiceho ucitela ako o tom pojednava aj ¢lanok E.Siméikovej (2006)

e Napisanie vstupného testu - max 5 bodov
e Aktivita v ramci kurzov - max 5 bodov

e Odovzdanie dvoch kartote¢nych listkov venovanych témam "Orientdcia v
priestore a v rovine. Rovinné dtvary." (Za kazdy listok odovzdany v termine a
spliiajici podmienky je mozné ziskat max 10 bodov, po termine max 5 bodov)

e Odovzdanie dvoch kartote¢nych listkov venovanych témam " Priestorové itvary.
Zhodné zobrazenia." (Za kazdy listok odovzdany v termine a spliiajici pod-
mienky je mozné ziskat max 10 bodov, po termine max 5 bodov)

e Vypracovanie seminarnej prace na tému "Matematickd hra pre deti”, ktora bude
obsahovat nézov hry, popis priebehu hry, organizicia ziakov pocas hry, vyznam
hry v suvislosti s preberanym ucivom, obmena hry, vyhodnotenie, potrebné
pomocky - maximalne 20 bodov

e Napisanie vystupného testu - maximalne 30 bodov

Za cely semester mohol Student ziskat maximalne 100 bodov. Zapocet Student
ziskal po dosiahnuti aspon 51 bodov.

Stupnica
100-91TA 90-81B 8-71C 70-61D 60-51E 50-0FX

Vyhodnotenie prace studentov

Zistenia:
Vgetkych studentov dennej formy §tudia bolo 83

7 Studentov neodovzdalo prvii dvojicu kartotec¢nych listkov v termine z toho
jeden bol dlhodobo praceneschopny. Druht dvojicu kartote¢nych listkov odovz-
dali nacas vSetci Studenti.

e 36 Studentov odovzdalo kartotetny listok na nespravnom formate (nie A6)
e 58 Studentov neuviedlo literarny zdroj, pripadne ho neuviedli spravne.

e U 42 studentov obsah nekorespondoval z nadpisom, pripadne neobsahoval rele-
vantné tudaje

e Nevyhodnocovali sme gramaticka stranku, ale napriek tomu, Ze Slo o vypisky
z literatiry, iroven gramatickej presnosti nasich studentov nebola vysoka. Es-
teticka droven kartoteénych listkov bola tiez roznoroda — od priam profesional-
neho spracovania az po trovei zaka 3.ro¢nika ZS (hodnotenie nezavislého po-
zorovatel a)
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e Vytvorenie didaktickej hry bolo skuto¢ne naro¢nym krokom (najmé pre $tu-
dentov dennej formy §tudia). Napriek nasej pomoci — presnému formularu,
do ktorého bolo potrebné doplnit jednotlivé tdaje bolo ich spracovanie velmi
roznorodé. Studenti sa Fasto spoliehali na literatiiru — vyhladéavali rozne ulohy,
matematické hry pre 2.stupei ZS, pripadne si hru zamiefali s pracou v pracov-
nom liste. Raritou bola praca, ktora bola skuto¢ne hrou ale jej autor zabudol
na matematicka stranku.

e Vystupny test mal preverit vedomostni iroven naSich studentov, ich schopnost
pracovat s pracovnym listom a vytvarat tilohy vhodné pre deti predskolského
a mladsieho skolského veku.

e NajcCastejSimi chybami boli:

— nepresné urcovanie predmetov daného tvaru

— neuplné pochopenie pojmu trojuholnik

— nepresné oznacovanie Casti kocky (zdmena pojmov: strany — steny; strany
— hrany)

— nepresné urcovanie jednotlivych pohladov na stavbu (spredu)

— nespravne zakreslovanie pohladov jednotlivych telies

nespravne urcenie zamerania pracovného listu, pripadne vol'ba nevhod-
nych typov tloh pre dany pracovny list

Zaver

Je potrebné nadalej pracovat so Studenti sposobom, ktory ich uci
e pracovat samostatne a tvorivo ( kartote¢né listky, tvorba portfolia)

e planovaniu a dodrziavaniu terminov

e pracovat s odbornou literatirou a orientovat sa na internetovych strankach
zameranych na matematiku

e umoznit Studentom prezit objavitel'sky sposob uchopenia poznatku

Rovnako stuhlasime s I. Scholtzovou a V. Zelovou (2006), 7e ,,je potrebné poniknut
ucitelom z praxe databazu s tlohami z realneho Zivota, ktoré mozu vyuzivat na hod-
indch matematiky“. Preto pozadujeme od Studentov tvorbu ich vlastného portfélia,
v ktorom maju prezentovat aj tlohy takéhoto typu.
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Zistovanie efektivnosti vyuc¢ovacieho procesu
v kontexte klicovych kompetencii

PETER VANKUS

ABSTRACT. In this article we discuss importance of assessing key competencies when we
wnquire the efficacy of teaching methods. We describe various ways how key competencies
can be assessed and speak about their strengths and weaknesses.

Na Slovensku i v zahrani¢i maju v oblasti edukacie velmi dolezita ulohu klicové
kompetencie. Jedn& sa o kompetencie vyuzitelné v ramci najrozmanitejsich pracov-
nych a Zivotnych situdcii, preto sa v zahrani¢i oznac¢uju ako wvSeobecne pouZitelné
schopnosti (generic skills), ¢i ako prenosné schopnosti (transferable skills).

Dolezitost kluc¢ovych kompetencii pre vzdelavanie je dand potrebami suc¢asného
trhu prace zamestnanci musia byt schopni pracovat v time, riesit problémy a jed-
nat v neStandardnych situdciach; musia vediet prijimat rozhodnutia, byt zodpovedni
a efektivne komunikovat. Tieto schopnosti st dolezitym kritériom pri prijimani novych
zamestnancov — preto sa pri klicovych kompetenciach pouziva aj pojem zrucénosti
suvisiace so zamestnatelnostou sa (employability skills) — hrajua ale podstatni lohu
aj v priebehu zamestnania a v rodinnych a spolocenskych vztahoch (NCVER, 2003a;
Arendasova A., Krehlikova A., 2005).

Ak si uvedomime vyznam kltacovych kompetencii, je samozrejmé, ze troven ich
osvojenia by mala byt jednym z faktorov pri posudzovani efektivnosti eduka¢ného
procesu ako aj efektivnosti jednotlivych edukacnych metod.

Vo vacsine Studii zistujucich efektivnost edukac¢nej metody sa ako kritérium tejto
efektivnosti berie do tvahy:

uroven vedomosti ziakov overovana vacsinou pomocou testov,
¢as potrebny na vyucovaci proces,
celkovad vhodnost danej metody pre dany pocet a turoven Zziakov, materidlnu vy-
bavenost a dostupné zdroje,
subjektivne zazitky ziakov: vyvoj nazorov a postojov k predmetu a priebehu vyucby,
hodnotenie rozvoja vlastnych vedomosti (Vankus, 2005).

Tento sposob stanovovania efektivnosti neberie bezne ohlad na vyvoj trovne
kIi¢ovych kompetencii, vysledkom ¢oho je, Ze hlavne inovativne metody vyucby,
ako st projektové vyucovanie, problémové vyucovanie, vyskumné vyucovanie, vyuco-
vanie pomocou didaktickych hier a pod. pri porovnavani s beznym vyuc¢ovanim c¢asto
naoko nevykazuju lepSie vysledky pritom spomenuté vyucovacie metody si idealne
na rozvoj ur¢itych klic¢ovych kompetencii (Slavickova, 2006; Vankus, 2005; NCVER,
2003b).

V naSom ¢lanku sa preto chceme venovat potrebe zohl'adnenia trovne kIic¢ovych
kompetencii pri hodnoteni efektivnosti edukacie. Aby to bolo mozné, je potrebné:

Vystizné stanovenie a opis jednotlivych kIi¢ovych kompetencii.

Integracia klac¢ovych kompetencii do kurikula.

Vhodny spdsob merania tirovne ovladania klti¢ovych kompetencii.

Existuje mnozstvo zoznamov klucovych kompetencii vytvorenych v ramci jed-
notlivych $tatov aj medzinarodnymi timami. Po ich prestudovani mozno vymedzit
Sest spolo¢nych oblasti (NCVER, 2003a; Hrmo R., Turek I., 2003):
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Zakladné zrucnosti (literarna gramotnost, pouzivanie ¢isel, technologické
zru¢nosti).

Interpersonalne zru¢nosti (komunikacia, timova praca, zruénosti spojené so vzta-
hom k zakaznikom).

Kognitivne zru¢nosti (ziskavanie informécii a praca s nimi, rieSenie problé-
mov, planovanie a organizovanie, schopnost ucit sa — u¢ebné kompetencie, inova¢né
a tvorivé myslenie).

Osobnostné zru¢nosti a vlastnosti (zodpovednost, domyselnost, flexibilita, schop-
nost manazovat svoj ¢as, pozitivne sebahodnotenie).

Zrucnosti suvisiace so zamestnanim (inova¢né, rozvojoveé).

Zru¢nosti suvisiace s komunitou (ob¢ianske v zmysle lokdlnom i SirSom).

Zoznamy klacovych kompetencii sa menia spolu so zmenami poziadaviek
kladenych na jednotlivca v ramci zamestnania a spoloc¢nosti, preto je potrebné konk-
trétny zoznam kItacovych kompetencii rozvijanych v ramci edukacie priebezne rev-
idovat a aktualizovat. Pri integracii klIti¢ovych kompetincii do kurikula mozno ale
vzhladom na velku podobnost jednotlivych zoznamov, charakterizovani uvedenymi
Siestimi oblastami kItacovych kompetencii, vychadzat z vac¢siny tychto zoznamov
vytvorenych regionalne i v ramci medzinarodnych vyskumov. Uloha inovacie ob-
sahu kurikula s ohladom na kIu¢ové kompetencie je velkou vyzvou pre slovenské
i zahrani¢né Skolstvo. Vela o tejto problematike a jej rieSeni v ramci slovenského
Skolstva najde citatel v zborniku z Féra Pedagogiky, konaného v Bratislave roku
2006. V nasom ¢lanku sa budeme blizsie venovat sposobu merania tirovne ovladania
kIa¢ovych kompetencii.

Curtis a Denton (2003) identifikovali $tyri v8eobecné pristupy pri hodnoteni
urovne ovladania klItic¢ovych kompetencii:

Holistické postdenie tirovne tychto kompetencii vyucujicim.

Postudenie na zaklade siiboru rozmanitych prac a projektov daného ziaka.

Ohodnotenie v ramci situacii podobajicich sa situéciam na pracovisku (workplace
assessment).

Hodnotenie $tandardizovanymi nastrojmi uré¢enymi na meranie arovne klicovych
kompetencii.

Prehlad silnych a slabych stranok tychto pristupov obsahuje tabulka ¢. 1(Curtis
a Denton 2003).

Vsetky pristupy k hodnoteniu trovne klic¢ovych kompetencii uvedené v tabulke ¢.
1 maju svoje klady a zapory. Je zrejmé, Ze postdenie tirovne kli¢ovych kompetencii
nie je l'ahké a posudzovatelia musia poznat prednosti i nedostatky uvedenych metod

ich vhodna kombinécia umoziuje zvysit presnost hodnotenia. Poziadavky, ktoré by
malo efektivne hodnotenie tirovne kIti¢ovych kompetencii spliat st:

Spitna vizba pre ziakov o dosiahnutej tirovni a moznostiach zlepSenia.

Informécia o stupni ovladania danych kIi¢ovych kompetencii dostupna v zrozu-
mitelnej forme pre ziaka, vyucujiceho i pripadného zamestnavatela.

Bohaty zdroj informéacii o dosiahnutych pokrokoch Ziaka, ktoré st preukazané
v ramci metod hodnotenia urovne klti¢ovych kompetencii (pozri tabulku ¢. 1).

Autentické hodnotenie v ramci situacii podobajucich sa situaciam na pracovisku.

Proces hodnotenia nesmie byt prili§ zlozity pre Ziakov ani pre hodnotitelov.

Financne efektivne prostriedky ziskavania informécii slaziacich ako podklad hod-
notenia.

Hodnotenie trovne ovladania klucovych kompetencii je zavislé na urovni in-
dividualnych hodnotitelov ¢ hodnotiacich timov a na prepracovanosti procesu
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Tabulka c. 1:

Prehlad pristupov merania trovne klicovych kompetencii

Pristup

Silné stranky

Slabé stranky

Holistické posiudenie ucitelom
Zahrna pozorovanie ziaka vyu-
cujiucim alebo timom vyucuji-
cich v rdmci aktivit prebiehaja-
cich pocas vyucovacieho procesu
—na zéklade toho sa robi isudok
o urovni klicovych kompetencii
daného ziaka.

Autentické, ziskané na zak-
lade pozorovani v relevant-
nych situaciach.

Dé4va konzistentny pohlad na
droven pozorovanych zruc-
nosti v porovnani so Stan-
dardnou trovnou.

Reliabilné len v ramci danej
organizacie (i to len ak je
robené skolenymi hodnotitelmi),
zl4 porovnatelnost hodnotenia v
ramci roznych intiticii.
Vyzaduje Skolenie pre hodno-
tiacich vyucujucich.

Jedna sa o sumativne hodnote-
nie, preto ma len obmedzeny
potencial pre zdokonalenie hod-
noteného 7ziaka.

Posidenie na zdklade portfélia

prac daného Ziaka

V ramci tohto pristupu 7ziak
vo svojich pracach dokumentuje
momentilnu troven klicovych
kompetencii a svoj pokrok v
tejto oblasti.

Poskytuje bohaty zdroj dat.
Tvorba rozmanitych préc
a projektov, ktoré sluzia ako
podklad ku hodnoteniu. Je
cennou ucebnou skiisenostou
pre ziakov a poméha rozvoju
klicovych kompetencii.

Ovplyvnené inymi faktormi,
napriklad trovnou pisomného
prejavu, co znizuje validitu.
Nizka moznost porovnavania
jednotlivcov — tieto porovnania
maji nizku reliabilitu.

Vysokd casovd narocnost ziska-
vania informécii z portfélia préc
ziaka.

Hodnotenie portfolia je casovo
narocné a mé nizku reliabilitu.

Ohodnotenie v rdmci situdci?

podobajicich sa situdcidm na

pracovisku  (workplace assess-

ment)

Hodnotenie vykonu v ramci | Vysokd validita. Ma velky | Nizka reliabilita ovplyvnena
situdcie podobajicej sa pracov- | vyznam aj pre uciacich sa, ak | skdsenostou posudzovatelov
nej skasenosti na pracovisku sa | produktom hodnotenia je aj | a moznostami hodnotenia

javi ako uzitocna metdda, ktorej
produktom je prehladnéa sprava.

spatna vizba pre ziakov.

danymi kontextom konkrétnej

situdcie, v ramci ktorej sa

hodnotenie realizuje.

Hodnotenie Standardizovanymi
ndstrojmi urcenymi na meranie

trovne klicovijch kompetencii.

Standardizované nastroje vyvin-
uté Specidlne na posudzovanie
drovne klicovych kompetencii
umoznuja ich efektivne hod-
notenie a moézu tvorit zéklad
pre spravu o urovni klacovych
kompetencii ziaka pouzitelnu v
ramci dalSieho vzdelavania i po-
tenciadlnymi zamestnavatelmi.

Jednd sa o efektivnhu a
vysoko reliabilni  met6du
hodnotenia trovne klacov-
ych kompetencii.

Kedze ide o standardizovany
néastroj hodnotenia, vysledky
jednotlivcov st navzijom
porovnatelné.

Pri zndmej presnosti hod-
notenia mozno  stanovit
iroven ovlddania konkrétne;j
klicovej kompetencie.

Jedna sa o sumativne hodnote-
nie, preto ma len obmedzeny
potencial pre zdokonalenie hod-
noteného 7Ziaka.
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a metodiky samotného hodnotenia. Tato metodika by mala byt zrozumitelna, pro-
ces hodnotenia by mal byt jednoducho integrovateIny do priebehu vyuc¢ovania. Ako
véetky formy hodnotenia by mal splhat principy validity, reliability a praktickosti.
Hodnotitelia i hodnotiace timy potrebuji dostatocné casové a materidlne zézemie
a podporu v ich profesionalnom rozvoji  vymena skusenosti a spolupraca medzi
jednotlivymi hodnotitelmi prispieva k zvySovaniu kvality hodnotenia.

V tomto smere je potrebné urobit na Slovensku vela — jedné sa o doélezita tilohu
pred ktorou stoji nage Skolstvo — ak troven ovladania kltic¢ovych kompetencii nie je
hodnotenéd a toto hodnotenie nie je pristupné, ziac¢i si neuvedomuji ich délezitost,
zamestnavatelia nemaji moznost ziskat relevantné informacie o ich potencialnych
zamestnancoch. Je potrebné explicitne Specifikovat dolezitost kIi¢ovych kompetencii
v ramci kurikula a tito pozornost venovat i procesu hodnotenia ich trovne — to
sa v praxi ukazuje ako dolezity faktor pre rozvoj klacovych kompetencii v ramci
edukacie.
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Internet a diferencialny pocet

BEATA VAVRINCIKOVA

ABSTRACT. In this article we deal with the possibilities how to use the internet when teaching
differential calculus at grammar schools.

Uvod

V novom tisicro¢i sme sa ocitli vo svete plnom novych technolégii, poc¢itacov, In-
ternetu, mobilov... V stcasnosti si beznymi uzivatelmi pocitacov aj naprosti laici,
deti, predavacky, zdravotné sestry, pracovnici v bankach, podnikatelia atd. Pocitace
sa stali ozajstnymi pomocnikmi nielen na vic¢Sine pracovisk, v domacnostiach, ale aj
vo vyucovani.

Pocitace a Internet mozno efektivne uplatnit vo vSetkych fazach vyucovacieho
procesu, pri motivacii, pri opakovani, pri osvojovani nového uciva, pri upeviovani
a prehlbovani, pri preverovani aj hodnoteni ziakov, pri ich domécej priprave, ako aj
pri spétnej vizbe.

V tomto ¢lanku uvadzame svoje skusenosti s vyuzitim Internetu pri vyucovani
jedného konkrétneho tematického celku v gymnazidlnej matematike — diferencialneho
poc¢tu. Uvedené aktivity boli zrealizované v marci a aprili 2006 v septime B (trieda
s roz§irenym vyucovanim matematiky) Gymnéazia na Alejovej ulici ¢.1 v KoSiciach.

Vyuzitie Internetu pri vyucovani diferencidlneho poctu

Diferencialny a integralny pocet (Casto aj infinitezimélny pocet) je jedna z central-
nych disciplin matematiky, ktora v sicasnosti tvori zaklad matematickej analyzy.
Diferencidlny pocet Studuje rychlost zmeny, ktora je zvycajne vyjadrend smernicou
krivky. Je zaloZeny na probléme hladanie okamzitej rychlosti zmeny jednej veli¢iny
vzhladom na ini.

Vyvoj a pouzitie diferencidlneho a integralneho poc¢tu malo a méa dalekosiahle
dosledky na skoro vSetky aspekty moderného bytia. Je pritomny takmer vo vSetkych
vedach, hlavne vo fyzike. Prakticky vSetky moderné vydobytky, ako stavebné tech-
niky, letectvo a iné technologie pouzivaju infinitezimélny pocet priamo vo svojich
zékladoch.

Pocas stredoskolského Studia sa ziaci gymnazia oboznamuji so zakladmi infinitez-
imélneho poc¢tu, pricom skisenosti hovoria o tom, 7e ide o najfazSiu cCast stre-
dogkolskej matematiky. Aj preto povazujeme za dolezité hlTadat moznosti, ako tuto
tému ziakom lepSie priblizit. Z tohto dévodu sme sa rozhodli zistit, ¢im nam v tomto
smere moze pomoct Internet.

Zakladnym pomocnikom pre vyuzitie pocitacov pri Studiu matematickej analyzy
je pre nas dobry kresli¢ funkcii. Programy, ktoré kreslia grafy funkcii, nie je na
Internete tazké najst. Daja sa velmi vyhodne vyuZit na hodinach pri preberani uc¢iva
o funkciach, poslizia Sikovne na demonstraciu grafického rieSenia rovnic a nerovnic
rozneho typu, vedia vykreslit nielen graf funkcie, ale aj geometrického ttvaru daného
analytickym vyjadrenim, da sa pomocou nich vykreslit aj derivacia danej funkcie,
viest doty¢nica danym bodom, vykreslit aj vycislit urc¢ity integral. Umoznuja zvacso-
vat a zmengSovat, nakreslit v kratkom ¢ase do jedného obrazku celu sériu grafov funkcii



Internet a diferencialny pocet 323

lisiacich sa len hodnotou nejakého parametra. Tym ziak moze sam, vlastnou rukou
ziskat predstavu o vyzname daného parametra pre tvar, alebo polohu grafu funkcie.
Jeho predstava o grafoch funkcii a teda i o pojme funkcia sa stane bohatsou a v pri-
pade, ze k poznatku dosiel vlastnou manipulaciou s pocitacom tak aj trvalejSou. Nam
sa velmi osveddil program Graphmatica pre jeho jednoduché ovladanie. Ked7ze je
volne stiahnutelny z Internetu, 7Ziaci si ho mé7u nainstalovat aj doma a vyuzivat
v priprave na vyucovanie.

Dalej sme vyuzili aj niekolko apletov k danej téme. Aplety su interaktivne
javovské programy, animacia je dosiahnuta najcastejSie moznostou pohybu nejakého
bodu, resp. vicsieho ttvaru. Na vacsine stranok sa nachidza sprievodny text, mate-
maticky teoreticky zéklad, vzorce, odvodenia, ndvodné tlohy, otazky a pod. Okrem
toho sme pouzili aj testy a niekolko zaujimavych stranok.

Na nasledujucich stranach popisujeme Sest aktivit, realizovanych v ramci tohto
tematického celku s vyuzitim Internetu. Pritom na vyucovacich hodinach bolo mozné
podla potreby bud ist so ziakmi do ucebne informatiky alebo pracovat v triede
s nootebookom a dataprojektorom.

1. Uvod do studia diferencialneho poétu

Metody: frontalny vyklad
Popis: Na tvod nového tematického celku sme si pripravili historické poznamky
podla ¢lanku ,Diferencidlny a integralny pocet* [1]|. KedZze najviacsiu zasluhu na
rozvoji tejto ¢asti matematiky mali Isaac Newton a Gottfried Wilhelm Leibniz, pri-
pravili sme si aj ich portréty (|2| a [3]) s poznamkami o ich Zivote a diele.
Nasledovala geometrickd interpretacia derivacie funkcie v bode ako smernice
dotycnice ku grafu funkcie v danom bode. Na podporu tejto geometrickej pred-
stavy sme pouzili aplet so surfujicim panacikom [4|. Tento aplet je nadherny svojim
dovtipom, predstavuje derivaciu ako surfovanie po vinach. Méd s panac¢ikom sa da
vypnut, tak isto aj vykreslovanie derivacie. Na zaciatku je vhodné so ziakmi ozrejmit,
pre¢o mé dolna odvesna velkost 1, kde sa vykresluje hodnota derivacie v bode a preco
mozeme chapat derivaciu ako nova funkciu.

Drag the red point.
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2. Derivacie elementarnych funkcii

Metddy: samostatna praca ziakov na PC
Popis: Po oboznameni sa s pravidlami pre derivovanie stuctu, siuc¢inu a podielu funkeii,
vztahmi pre derivovanie elementarnych funkcii a zloZzenych funkcii nasleduje ,.drilo-

vanie®

7iaci potrebuju ziskat zru¢nost v derivovani funkcii. Chyba tu vSak spitna

vizba — pri rieSeni napr. rovnice mézeme urobit skusku spravnosti dosadenim. Ako
vSak overit, Ze sme funkciu spravne zderivovali? Tu moze velmi dobre poslazit kres-
li¢ funkcii, ktory dokaze zostrojit aj derivaciu funkcie. Na hodindch matematiky sa
nam vel'mi osved¢il program Graphmatica [5], Ziaci pracu v tomto prostredi ovladaju
7z niz§ich ro¢nikov.

Ulohou ziakov pri tejto aktivite bolo najprv do zoSita vypocitat derivacie nie-
kolkych funkcii, napr.: y = cos? (3z), y = 2% + 3z, y = In (cos x)

Potom si svoje riesenia skontrolovali v Graphmatice nasledovnym postupom:

—_

. spustit program Graphmatica

. do prikazového riadku zapisat rovnicu funkcie, po stlaceni klavesy Enter sa zo-

brazi graf prislusnej funkcie (v pripade problémov so spravnymi zapismi mozno
vyvolat pomocnika prikazmi Help — Operator table alebo klavesou F1; v pri-
pade potreby mozeme graf upravovat pomocou prikazov View — Graph paper,
View — Colour, View — Grid range)

. zostrojit graf derivacie funkcie kliknutim na ikonku % — graf sa objavi v tom

istom obrazku

. po kliknuti na graf derivacie funkcie sa v prikazovom riadku objavi rovnica

derivacie, ktort porovname s tou v zoSite

. opakovanim 3. a 4. kroku mozeme najst aj vyssie derivacie danej funkcie (7ziaci

pracovali s funkciou y = z* — 223 4 5z — 1)

Aktivita prebehla velmi dobre, ukdzalo sa, Ze iba dvaja Ziaci robili chyby pri
derivovani.

;’,| Graphmatica for Win32 - Untitled

File Edit Redraw View Labels Options Point Calculus Help

DlelEl (5] v 8| wso]x] alals] Axldl A
= i i os (x

—1/cos x*sin x ' deriv.

=6

l| y=1ln(cos (x))
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Vety o strednej hodnote

Metddy: problémova metoda — samostatnd praca ziakov na PC; frontalny vyklad
Popis: Vyucovacia hodina prebehla v nasledovnych fazach:

Ziaci pracujtci samostatne v programe Graphmatica [5| dostali nasledovné
zadanie:
Zostrojte graf lubovolnej nemonotdonnej funkcie. Zostrojte jej derivdciu. Zistite, ¢i
viete ndjst taky interval {(a,b), na ktorom plati:

f je spojitd na {(a,b)

f mad deriviciu na (a,b)

f(a) = f(b)

Ak ste nasli taky interval, pokracujte. Ak nie, zvolte novi funkciu A. Teraz zistite,
¢ Je € (a,b) také, Ze f/ (c) = 0. Do zosita si zapiste vasu funkciu, hodnoty a, b, c
a nacrtnite si jej graf aj s hodnotami a, b, c.

Tato uloha bola pre ziakov problémové, museli samostatne analyzovat zadany text
a najst funkciu danych vlastnosti. Kedze sa s vetou o strednej hodnote eSte nestretli,
nevedeli dopredu, k akému zaveru maju dojst.

Nasledovala diskusia — okrem troch Ziakov, ktori iilohu nepochopili, vSetci ostatni
nasli funkciu spliiajicu dané podmienky. Okrem beznych elementarnych funkcii, napr.
y = 22, y = sin z, sa objavili aj zloZitejsie funkcie, napr. y = sin 2.z,

Y = %. Niekol'ko grafov bolo na¢rtnutych na tabulu aj s vyzna¢enymi hodno-
tami a, b, c. Spolocne sme sformulovali hypotézu, 7e dana veta plati vzdy.

V dal3ej ¢asti bola tato Rollova veta presne sformulovana a nadiktované, za nou
nasledovala Lagrangeova veta spolu s niekolkymi prikladmi. Na podporu suvisu
medzi Rollovou a Lagrangeovou vetou bol pouzity aplet [6], kde pekne vidno
geometricki interpretaciu oboch viet - stvislost s doty¢nicami ku grafom funkeii.

Na zaver bola ako zaujimavost ziakom prednesend Balada o vete Rollovej |7].
Takéto spestrenie vyucovacej hodiny ziaci uvitali, dokonca sa vyskytla otézka, ¢i
mozu aj pri ustnej odpovedi povedat znenie vety vo verSoch...
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4. Monoténnost a derivacia

Met6dy: problémova metoda - samostatnd praca ziakov na PC; frontalny vyklad
Popis: Po zvladnuti techniky derivovania nastava ¢as na oboznamenie sa s moz-
nostami vyuzitia derivacii v matematike. Prvou takouto aplikdciou je ur¢ovanie inter-
valov monoténnosti funkcie za pomoci prvej derivacie. Pritom by bola skoda nevyuzit
moznosti, ktoré poskytuje kresli¢ funkcii prave v tom, ze dokdze v jednom obrazku
vykreslit graf funkcie aj jej derivacie.

Ziaci pracujici samostatne na PC dostali nasledovné zadanie:

Skupina A - Po jednom si postupne zostrojte v Graphmatice grafy nasledujicich
funkcii aj s ich derivdciami: y = 23,y = 2* — 222 + 1,y = sinz. Pri kaZdej funkcii
rozhodnite, ¢i platia nasledovné hypotézy:

Ak f/ (z) > 0 pre vietky = z nejakého intervalu, tak f rastie na tomto intervale.

Ak f rastie na intervale I, tak pre vietky x € I plat f/ (z) > 0.

Skupina B Po jednom si postupne zostrojte v Graphmatice grafy nasledujicich
funkcii aj s ich derivdciami: y = 2°,y = =223+ 322 — 1,y = cosz. Pri kaZdej funkcii
rozhodnite, ¢i platia nasledovné hypotézy:

Ak f/(z) < 0 pre vietky = z nejakého intervalu, tak f klesd na tomto intervale.

Ak f klesd na intervale I, tak pre vietky x € I plat f/ (x) < 0.

Nasledovala diskusia o ziskanych vysledkoch a formulacia prislusnych viet. Na
podporu predstavy o vztahu derivacie a monotonnosti sme pouzili aplet [8], kde mo7Zno
pozorovat zmenu znamienka derivacie v sivislosti s monotoénnostou funkcie.

5. Lokalne extrémy a derivacia

Met6dy: problémova metoéda  skupinova ziakov na PC; frontalny vyklad

Popis: Dalsou oblastou vyuzitia derivacii v matematike je hIadanie lokalnych extré-
mov funkcii. Pri tejto aktivite sme sa snazili o to, aby 7ziaci sami nasli pozadované
savislosti. Pracovali v malych skupinkéach (2 - 3 Ziaci pri poé¢itaci) s apletmi [9] a [10],
v ktorych st pod sebou vykreslené graf funkcie, jej prva aj druha derivacia, a to pre
polynomické a goniometrické funkcie.

Ulohou ziakov bolo najst stvislost medzi lokédlnymi extrémami funkcie a jej prvou
aj druhou derivaciou. Objavené zakonitosti mali overit na T'ubovolnej dalsej funkcii
v programe Graphmatica [5]. Najdenie sivisu medzi lokalnymi extrémami a prvou
derivaciou nerobilo problémy. Ukéazalo sa vSak, zZe ndjdenie stvislosti s druhou deriva-
ciou bolo tazké, podarilo sa to len 6 ziakom. Takto volne formulovany problém bol
pre ziakov zrejme tazky, vhodnejSie by bolo pontiknut Ziakom nejaké hypotézy, ako
sme to urobili pri vySetrovani monotoénnosti.

6. Testy

Metoédy: preverovanie vedomosti, samostatna praca ziakov na PC
Popis: Internet ako bohaty zdroj materidlov je mozné vyuzit aj vo faze preverova-
nia a hodnotenia vedomosti ziakov. Pouzili sme stranky Maths Online, kde m6zeme
najst interaktivne testy z matematiky rozneho typu a z réznych tematickych celkov.
Vyhodou vyuzitia takychto interaktivnych testov je efektivnost, okamzita spétna
vizba a vyhodnotenie, moznost prace vlastnym tempom.

Na vyucovani mali Ziaci riesit dva testy:

The big derivative puzzle [10]  tento test je oznaceny ako puzzle, teda skladacka.
Ulohou #iakov bolo spravne priradit graf derivécie funkcie ku grafu povodnej funkcie.
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Dobre tu mohli vyuzit vedomosti z predchadzajicich vyucovacich hodin o sivise
derivécie funkcie s monotonnostou a lokdlnymi extrémami.

Ziaci tejto triedy zvladli test vyborne, aspesnost bola 93,9% (riesilo 23 7iakov).
Pri opédtovnom spusteni testu pocitac vygeneruje iné funkcie (z viac nez 50 moznych),
¢o spolu so skutoc¢nostou, ze ziak pracuje iba s grafmi funkcii, umoznuje tento test
pouzit aj na klasifikaciu. Dalsie podobné priradovacie aplety moZno néajst na adrese
http://www.univie.ac.at/future.media/moe/galerie/diff1/diff1.html# ableitung.

Differentiating polynomials |11] — tento test je oznaeny ako multiple choice test,
teda pri kazdej tlohe si ziaci vyberaji jednu z pontiknutych moznosti. Cielom je
spravne urcit derivaciu na zaklade jej predpisu.

Uspesnost bola opit vysoka  94,1%. Chyby vznikali pri derivovani zlozenej funkcie
(najma ak sa to snazili urobit spaméti) a pri poslednych dvoch alohéch, kde zamenili
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The derivative of the
function x —> 2 x3 _Iz + 1 is given by

x—}2x2—2x ?
1’—}61’2—2:{ ?
t—>B12-2x+1 ?

pojem graf derivacie funkcie s grafom povodnej funkcie. Ked7e v tomto teste musi
ziak porozumief zadaniu v cudzom jazyku (angli¢tine alebo nemcine) a navySe pri
opiatovnom spusteni obsahuje stéle tie isté tilohy, nie je vhodny na klasifikaciu ziakov.

Zaver

Pouzivanie novych informac¢no-komunikacénych technologii patri ku kultirnym
zru¢nostiam blizkej budiicnosti a preto sa ani $kola nemdze od nich izolovat. Jed-
nym z cielov matematického vzdelavania musi byt aj vytvaranie a rozvoj schopnosti
rieSit praktické problémy realneho Zivota pomocou novych pocitacovych technologii.

Tento ¢lanok je malym prispevkom k vytvoreniu potrebného prepojenia mate-
matického vzdelavania na nové informacné technologie. V texte zdmerne neuvadzame
presné matematické formulacie jednotlivych definicii a viet, pretoze tie je mozné
najst v literatire, napr. [15]. Nagim zdmerom bolo na priklade jedného tematic-
kého celku ukézat moznosti vyuzitia Internetu pri vyucovani matematiky na gym-
naziu. Navrhnuté a zrealizované aktivity pritom pokryvali oblast motivacie ziakov,
spristupfiovania nového uciva, precvi¢ovania, problémové metody ako aj oblast pre-
verovania a hodnotenia ziakov. Pozitivne reakcie ziakov, ich aktivna préaca na ho-
dinach a dobré vysledky nés presvied¢aji o tom, Ze sme sa vydali spravnou cestou.
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Vyuka kombinatoriky na stredni Skole

7ZUZANA VOGLOVA

ABSTRACT. This paper concentrates on the teaching of the combinatorics at secondary
school. The main part is about questionnaire, which was sent to teachers of many secondary
schools around Czech republic. This article includes some opinions of teachers about combi-
natorics, its advantages and difficulty.

Uvod

Kombinatorika na stfedni Skole znamené pro vétsi ¢ast zaki a mnohdy i uciteli nepii-
jemné téma, které se od ostatnich tématickych celku stfedoskolské matematiky lisi
hned v nékolika ohledech. Je to bezpochyby slozitéjsi ¢ast stiedoskolské matematiky,
kterd vyzaduje jiny zptisob uvazovani a pfinasi s sebou mnoha tskali.

Jednim ze zakladnich problému je, ze studentim nemiizeme dat presny a uni-
verzalni navod, jak tlohy fesSit. Nékterym zakum sice vyhovuje, Ze se nemusi ucit
nazpamét zadné vzoreCky a postupy, ostatni zaci si vSak se samostatnym feSenim
uloh, které vyzaduje predevsim jejich logické uvazovani, nevi rady. Nevyhodou kom-
binatoriky je urcité i to, ze u velké c¢asti prikladi neni mozné zkouska. Student je
¢asto odkazan jen na svuj vlastni odhad a dobry tsudek.

ZAci se s tulohami, které vyzaduji tzv. kombinatorické mysleni, setkidvaji uz na
zakladni skole . Zadané tlohy fesi ¢asto vypisovanim vSech moznosti. Proto je dobré
i na stfedni skole zacit témi priklady, kdy je mozné vypsat vSechny moznosti. Pro
nékteré zaky je tento postup vhodnou zkouskou jejich feSeni, pro jiné je samotnym
feSenim, pii némz si cvi¢i kombinatoricky zptisob uvazovani. Zjisti, ze se jim pfi vyctu
vSech moznosti vyplati postupovat systematicky, uvédomi si spoustu zakonitosti a
mozna i objevi vztahy, které by jim ucitelé jinak ptedlozili jako dany fakt. Navic se
jim tento zptusob pozdéji bude hodit i u slozitéjsich prikladu, pti jejichz feSeni je Casto
nejefektivnéjsi ¢astec¢né vypsani nékterych moznosti.

Je také dobré u studenti trénovat spravny odhad. I to jim mize slouzit pro ¢astec-
nou kontrolu vysledku.Vzhledem k nemoznosti zkousky u kombinatoriky vice nez kde
jinde plati, Ze cviceni dél4 mistra.

Kombinatorika mé v8ak také spoustu kladnych stranek, na které bychom méli stu-
denty upozornit. Vyhodou této ¢asti matematiky je, Ze pro studium kombinatoriky
na stfedni Skole neni tfeba témér zadnych predchozich znalosti. Zakim postaci zak-
ladni algebraické znalosti, dobré logické mysleni a casto také zdravy selsky rozum.
Motivujici pro studenty muze byt také to, 7e se v kombinatorice setkavaji s priklady,
které jsou casto zabavné a praktické a je v nich vidét konkrétni spojeni s redlnym
Zivotem.

Dotaznik

Zajimalo mé, jaky nazor maji na kombinatoriku stfedoskolsti ucitelé, které ¢asti kom-
binatoriky uc¢i a jaké metody pouzivaji, ¢i zda kombinatorika déla studentiim vétsi
problémy nez jiné ¢asti matematiky. Proto jsem vytvofila dotaznik, ktery jsem v
dubnu 2006 rozeslala na st¥edni Skoly (gymnézia i stfedni odborné skoly) po celé
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Ceské republice. Dotaznik vyplnilo a zpatky zaslalo 133 uciteli, z toho 87 z gym-
nazii a 46 ze stfednich odbornych Skol. Dotaznik obsahoval nésledujicich 13 otazek,
ke kazdé otazce bylo na vybér 2 az 9 odpovédi.

1. Jaky mate postoj ke kombinatorice?

Jaky maji podle vasich zkuSenosti zaci zajem o kombinatoriku?

Kolik vyucovacich hodin vénujete vyuce kombinatoriky?

Progli jste na vysoké Skole kurzem kombinatoriky (diskrétni matematiky)?
Mate pocit, ze v kombinatorice vynikaji jini zaci nez obvykle?

Zaskrtnéte, které kapitoly v ramci kombinatoriky probirate.

Pouzivate pii vyuce matematiky pocitace 7

Pouzivate pocitac¢ pii ptripravé na vyuku?

. Jaké materidly pouzivate pii pripravé na vyuku?

10. Uvitali byste multimedialni shirku p#ikladi z kombinatoriky?

11. Pohlavi

12. Veék

13. Na jakém typu stfedni skoly ucite?

Ucitelé mohli zodpovédét libovolné otazky, mohli zvolit i nékolik odpovédi na
jednu otazku soucasné. Toho casto vyuzivali, pokud se nemohli rozhodnout mezi
dvéma moznostmi. Velka ¢ast uciteli do dotazniku dopisovala rizné poznamky a
postiehy k vyuce kombinatoriky, které ziskali béhem své ucitelské praxe. Spousta
ucitelu také vyjadrila zajem o vysledky tohoto dotazniku.

© 00N O W

Vyhodnoceni dotazniku

Spis nez procentudlni vyhodnoceni jednotlivych odpovédi bylo zajimavé sledovat
kazdy dotaznik zvlast a souvislosti mezi jednotlivymi odpovédmi. Projevily se zde
nékteré ocekavané i méné predpokladané skutec¢nosti.

Ucitelé vénuji kombinatorice 9 - 50(!) vyucovacich hodin. Na gymnéziich je to
v priuméru 21 hodin, na stifednich odbornych Skolach jen 15 hodin. Na nékterych
skolach, kde je matematice vénovana vétsi pozornost, byva kombinatorika navic za-
fazovana i do matematickych seminéii. Zaroven vsak ucitelé priznavaji, ze vzhledem
k tomu, 7e je kombinatorika zaiazena a7 na konec 8kolniho roku, ne vzdy (diky jinym
Skolnim aktivitam souvisejicim pravé s koncem roku) je mozné dodrzet dany pocet
hodit a probrat beze zbytku v8echnu naplanovanou latku.

59% ucitelu odpovédélo, 7e u¢i kombinatoriku radi. Zbylych 41% pfiznava, 7ze
kombinatorika neni jejich oblibené téma, poptipadé ji uc¢i vylozené neradi. Tento
vysledek neni nijak zvlast prekvapujici, nebot v kazdé ¢asti matematiky se najdou
ucitelé, kteri dané téma nemaji radi. Zajimavéjsi je sledovat diivody neoblibenosti a
dalsi souvislosti. Polovina uditeli, ktefi v dotazniku odpovédéli, Ze kombinatoriku uci
neradi, jsou ucitelé, ktefi na vysoké skole neprosli kurzem kombinatoriky ¢i diskrétni
matematiky. Je prirozené, 7e pokud ucitel nema v dané problematice dostatecny
nadhled a nebyl na ni na vysoké skole dostate¢né pripraven, neni pro néj prijemné
toto téma ucit.

62% vsech uciteli, ktefi neprosli kurzem kombinatoriky, jsou ucitelé 7z nejstarsi
vékové kategorie (nad 46 let), pouze 7% jsou ucitelé mladsi 35 let. Z toho se da
usuzovat, ze kombinatorika a diskrétni matematika nebyla v 60. a 70. letech do vyuky
na vysokych skolach viibec zafazovana .

Ocekavana byla také vazba mezi uditeli a zaky, je v8ak téz3i urcit jeji smér. 7Z
dotazniku vyplynulo, 7e pokud ucitelé neuc¢i kombinatoriku radi, ani zaci potom ne-
maji o toto téma vétsi zajem. Ucitel by mél zaky motivovat mnoha zpusoby a jednim



332 ZUZANA VOGLOVA

z dulezitych zpusobti motivace je urcité i to, ze ucitel projevuje o dané téma zajem a
uci je rad. Na druhé strané také ucitelé potiebuji vidét zpétnou vazbu od zak.

Samotnd ldatka mne celkem bavi, ale protoZe vim, Ze pro studenty je ndrocénd,
netésim se na ni.

KazZdy rok doufdm, Ze zaujmu vice studenti. Komu to jde, tak ho to samozieymé
bavi.

Zajimavé bylo také hodnoceni studentt. Asi 42% ucitela sice tvrdi, 7e prospivaji
stejni zaci jako obvykle, nicméné 46% ucitelii odpovédélo, Ze v kombinatorice dobie
prospivaji i jinak nepfili§ aspésni studenti. Naopak 32% dotazovanych ¥ika, Ze kom-
binatorika je pro nékteré dobré studenty naroc¢néjsi nez ostatni ucivo. Divody jsou
ziejmé, kombinatorika vyzaduje jiny zptisob uvazovani nez feSeni tiloh z jinych oblasti
matematiky. Zaci, kteff doposud prospivali hlavné diky naudenym postuptiim, maji v
kombinatorice problémy. Zde totiz neni mozné studenttim predlozit univerzalni navod,
s jehoz pomoci by mohli fesit vSechny tlohy. Naopak lini studenti, kterym bylo dfive
zatézko naucit se néco nazpamét, maji Sanci, pokud maji dobré logické mysleni a jisty
kombinatoricky talent. K feSeni velké fady kombinatorickych tloh totiz nepotiebuji
znat prakticky nic kromé zakladnich algebraickych operaci.

Uspéch nekoreluje zcela se zndmkou z jingch partii. Tak je to ale i napf. u stere-
ometrie.

Zdlezi zejména na pristupu jednotlivych studenti a jejich "kombinatorickyjch” vlo-
hdch -nékteri slabi studenti se v kombinatorice ndhle vyrazné zlepsi, naopak nékterym
jinak zdatngm déla kombinatorika (zejm. slovni dlohy) necekané potiZe.

Rekla bych, Ze ispésnost pri Teseni kombinatorickych tloh a tim také jejich
oblibenost je wvelmi rozdilnd, uspésni byjvaji nékdy prdvé Zaci, kteri maji s jingmi
byvaji chlapci neZ dévcata.

Studenti (ti, kteri nepFemysleji) mi vycitaji, Ze je nedokdzu kombinatoriku naucit.
"Reknéte ndm ndvod, jak se to pocitd...".

V otézce cislo 6 méli ucitelé zaskrtnout, které kapitoly v ramci kombinatoriky
probiraji. Na vSech stiednich skolach jsou dle o¢ekdvani probirana kombinacni ¢isla,
faktoridly a prace s nimi, vSichni se také zabyvaji variacemi, kombinacemi a per-
mutacemi bez opakovani, témér vSichni projdou také binomickou vétu a variace
s opakovanim. Permutace s opakovanim probird pouze 79% uciteli, kombinace s
opakovanim uz jen 68%. Princip inkluze a exkluze je vyucovan jen v 16% piipadi
a Dirichletuv princip jen ve 14%. To je Skoda, protoze se jednd o pravidla velmi
jednoducha (s nejjednodussi verzi principu inkuze a exkluze se setkdvame uz v prvni
tiidé zakladni Skoly), pouzitelnd a uzitetna v kazdodennim Zivoté a pii feSeni celé
fady zajimavych a zabavnych tloh. Urcité by stalo za to, vénovat jim alespon trochu
pozornosti. Je zarazejici, 7ze ne vSichni ucitelé uvedli, 7ze probiraji pravidlo souctu
binatorice. Na zakladé jejich znalosti lze vyftesSit velkou ¢ast vSech stifedoskolskych
prikladi. Dokonce pomoci nich lze vysvétlit priklady, jejichz feSeni by jinak vedlo na
uziti vztahu pro variace a permutace bez i s opakovanim. Pouzivani téchto pravidel
vede studenty k pfemysleni a ne jen k bezduchému odhadovani, zda se v daném pii-
padé jedna o variace ¢i kombinace. Lze piedpokladat, ze mezi 11% ucitela, kteif v
dotazniku nezaskrtli pravidlo sou¢tu a soucinu, je vétsina téch, ktefi je povazuji za
naprosto samoziejma a uvadéji je pouze bez jejich nazvi jako soucast "kombinatorick-
ého mysleni". Doufejme, Ze mezi nimi neni zadny ucitel, ktery by chtél kombinatorické
tlohy ftesit bez jejich znalosti a uziti, pouze s pomoci vztahi pro jednotlivé skupiny
prvki.
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Pro celou tridu beru nendrocény zdklad, aby je to bavilo a to se mi davi. Permutace a
kombinace s opakovdnim prozradim jen maturantim. SnaZim se o pfemgslent, vzorce
jen kde jsou nezbytné nutné.

Nejcastéji pouzivaji ucitelé pii piipravé na vyuku ucebnice a vlastni poznamky. Z
ucebnic jsou to nejcastéji: Matematika pro gymnazia - Kombinatorika, pravdépodob-
nost, statistika autoru Caldy a Dupace, Matematika pro SOS a studijni obory SOU, 4.
¢ast (Petranek a kol.), Matematika (Petakova). Hojné také ucitelé vyuzivaji priklady
z Matematické olympiady, Klokana, materidly z riznych seminaiu a konferenci, piik-
lady z prijimacich zkouSek na vysoké Skoly, vysokoskolska skripta a tilohy rekreac¢ni
matematiky. Nicméné 96% vsech uditelit by uvitalo multimedialni sbirku prikladi z
kombinatoriky, dvé tietiny z nich by ji radi zatadili i do vyuky.

Ulohy lze najit v nejriznéjsich ucebnicich, ale nejlépe je najit vlastni ilohy z kaz-
dodennt praxe - prosté chodit néjaky cas po svéeté s myslenkami na kombinatoriku!

Tesim se na novou sbirku, ¢i jinou obsahové zajimavou pomicku pro vjuku kom-
binatoriky.

Cokoliv, co mi pomiizZe vylepsit vijuku kombinatoriky, uvitam. Multimedidlni vijuka
nardZi na problém celé tridy ve vijuce a pocitacové ucebny pro polovinu tiidy.

Posledni reakci jsme se dostali k dalsi diilezité otazce a tou je vyuziti pocitaci
ve vyuce matematiky. Drtiva vétSina ucitelii nevyuziva pocitac¢ ve vyuce nikdy. Poci-
tac¢ sice pfi vyuce matematiky nemuze nahradit tabuli a kiidu, ale pfece jen exis-
tuji ¢asti matematiky, kde se vyuziti pocitac¢u primo nabizi. Také v kombinatorice
by bylo mozné pocitace vyuzit a to zejména diky riznym appletim a programim,
které ukazuji vztahy mezi kombina¢nimi ¢isly a poc¢ty kombinaci, variaci ¢i permu-
taci po zadavani riznych "vstupnich idaji". Navic v nasi poc¢itacové dobé ma multi-
medialni ucebnice vétsi Sanci zaujmout studenty nez ucebnice klasicka. Uziti pocitacui
primo ve vyuce vSak ¢asto neni §kolou umoznéno, pocitacové ucebny jsou malé a by-
vaji vyuzivany predevsim k vyuce vypocetni techniky. Dal§im problémem muze byt
nepftipravenost ucitelii na tento zpuisob vyuky.

Na dotaznik odpovédélo 86 zen a 47 muzu. Nejvice odpovédi zaslali ucitelé z
nejstarsi vékové skupiny, nejméné potom ucitelé nejmladsi.

Zavér

7 dotazniku vyplynulo, ze kombinatorika sice nepatii mezi nejoblibenéjsi témata zaku
a Casto ani uciteli, je vSak zajimavou ¢asti matematiky a ¢asto bavi i studenty, ktefi
predtim o matematiku neprojevovali vétsi zajem. Je také ale narocnou kapitolou,
které by méla byt na stfedni Skole vénovana dostate¢na pozornost. Ucitelé by meéli
zaky vhodné motivovat a svym pozitivnim piistupem a nadSenim pomoci zakim tuto
obtiznou ¢ast matematiky tspésné zvladnout.
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Neékteré vlastnosti aditivni funkce

TOMAS ZDRAHAL

ABSTRACT. The paper deals with some properties of additive functions. Mathematicians
could neither prove that every additive function is continuous nor find a discontinuous ad-
ditive function until 1905, when G. Hamel first succeeded in proving the existence of dis-
continuous additive function (by means of the Axiom of Choice). These ones are also named
Hamel functoins and exhibit many pathological properties as is shown in this article.

V ¢lanku se budeme podrobnéji vénovat nékterym vlastnostem aditivni funkce,
jejiz definice zni nasledovné:

Definice 1. Funkce f : R — R se nazyva aditivni, jestlize vyhovuje Cauchyové
funkcionalni rovnici

fle+y)=f(z)+ fy) (5)
pro vSechna x,y € R.

Ukazeme, 7e aditivni funkce je bud spojita (a pak ma znamy tvar ax, jednoduchy
graf a dalsi pékné vlastnosti) nebo je totélné nespojita, tj. neni spojita ani v jednom
bodé; v tomto piipadé neexistuje efektivni piiklad takové funkce, jeji graf je mnozina
husta v RV*! a ma dalsi patologické vlastnosti. Proto se v aplikacich snazime takovym
funkcim vyhnout 7 toho duvodu se hledaji co nejslabsi podminky k tomu, aby
aditivni funkce byla spojita. Existence nespojitych aditivnich funkci byla prokazana
az v roce 1905 némeckym matematikem G. Hamelem a neexistuji (nebo je zalozeno
na axiomu vybéru) jejich efektivni p¥iklady.

Véta 1. Necht f : R — R je aditivni funkce spojita v jednom bodé. Pak je spojita
na R.

Dikaz:
Necht f je spojita v bodé b; pak pro libovolné realné y plati:

lim f(v) = }Eiggf((w—y%) +(y—0b)) =lim(f(r —y+0b)+ f(y—0b) =

= lim fle—y+b+fly—0)=f(0b)+fly—>)=f(y).

r—y+b—b

Véta 2. Necht f: R — R je aditivni funkce, ktera je shora (anebo zdola) ohrani¢ena
na néjakém intervalu I C R. Pak je f na R spojita.

Dikaz:
Polozme g(x) = f(x) — xf(1). Ziejmé

glx+y)=flx+y) — (x+y)f(1) =g(x) + g9(v),

tj. funkce g(x) je také aditivni. Navic z faktu, 7e f(x) je shora ohrani¢ena na néjakém
intervalu I = (a, b) konecné délky, evidentné plyne, Ze také funkce g je na tomto inter-
vale shora ohrani¢enda. (Neni-li interval I ohrani¢eny, vezmeme misto néj ohranic¢eny
podinterval.). ProtoZe pro kazdé racionalni r plati
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tedy
g(r) = f(r)—rf(1) =0.
Proto
gz +r)=g(x)+9(r) = g(z)
pro kazdé redlné x a raciondlni r. Zvolme nyni libovolné y € R. Vzhledem k tomu, 7e
mnozina Q je husta v R, miizeme y psat ve tvaru

y=z+rm,
kde z € I = (a,b), r € Q. Pak mame

9(y) =glx+7r)=g(x)+g(r) =g(x) < M,

kde M je néjaka realna konstanta — viz dokdzana ohranicenost funkce g na I. Protoze
y je libovolné realné cislo, ukazali jsme, 7e funkce g je shora ohranicena na celém R
konstantou M. Nyni ukazeme, 7e z tohoto jiz vyplyva, 7e g(x) = 0 pro vSechna z € R
(tj. f(x) = zf(1)). Odtud uz dostaneme, Ze f je na R opravdu spojita. Plyne to ze
znamého tvrzeni:

Tvrzeni 1. Necht f: R — R je spojita aditivni funkce. Pak ma tvar

fz) = az, (6)

r € R, a = f(1). Opacné, kazda funkce tvaru (5) je aditivni a spojita.

Predpokladejme, Ze g neni nulova funkce. Pak existuje néjaké ¢islo ¢ € R takové,
7e g(c) = A # 0. Muzeme piedpokladat, 7e A > 0. V opatném piipadé bychom totiz
misto bodu ¢ vzali bod —c¢, nebot kazda aditivni funkce je licha. Tuto skute¢nost
ihned uvidime, dosadime-li do rovnice

g(x +y) = g(x)+g(y) (7)

nejprve za x i y nulu a potom polozime y = —x. Podobné, polozime-li y = = a
uzijeme-li matematickou indukci, lehce ukazeme, ze pro kazdé n € N plati

g(nc) = ng(c) = nA.

Protoze funkce ¢ je shora ohrani¢end, mélo by platit, ze nA < M, coz ovSem pro
dostatecné velké n neplati. Nemiize tedy existovat takovy bod ¢, v némz by bylo
g(c) # 0. Je proto g(z) = 0 pro kazdé = € R.

Za predpokladu, ze funkce f je zdola ohranicena, dojdeme ziejmé ke stejnému vys-
ledku.

Veta 3. Necht f: R — R je nespojita aditivni funkce. Pak jeji graf je mnozina husta
v R
Dikaz:
Predpokladejme, 7e véta neplati. Existuje tedy takovy interval I a takovy interval
J = (c,d), 7e
(IxJ)NGr(f)=0,

kde Gr(f) = {(x,y) € R* 2 € R,y = f(x)} je graf funkce f. To znamené, Ze pro
vSechna x € I je
f(z) < ¢ nebo f(x)>d.
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Zvolme § > 0 tak, aby ¢+ 0 < d — 0 a polozme
F(x)=xzf(1).
Ziejmé muzeme piedpokladat, ze
|F(I)] < 0.

(|F(I)| je délka intervalu F'(I).) V opaéném piipadé totiz miuzeme misto I vzit mensi
interval, pro ktery bude tato nerovnost jiz platit.
Polozme

g9(x) = fz) —xf(1).

Ze shora uvedeného plyne, 7e pro kazdé x € I je
g(x) <c+46 nebo g(z)>d—24.

Spor dostaneme, ukazeme-li, 7e to neni pravda.
Protoze je dle pfedpokladu f je nespojita, musi existovat bod zy € I takovy, ze

f(zo0) # w0 f(1), tj. g(xo) # 0.

Zvolme takova racionalni ¢isla ¢ a r, ze
c+ 06 <qg(xg) <d—0, qro+rel
Pak mame (f je aditivni funkce)
9(gzo + 1) = flgzo +7) = (gz0 +1)f(1) =
= qf(wo) +7f(1) = qzof(1) —rf(1) =
= q(f(z0) — 20 f(1)) = qg(0).

Dostali jsme tedy, 7e v bodé qxog +r € I je g(qxo + 1) € (¢ + d,d —§), coz je
hledany spor.

Vétu 3 muzeme ziejmé formulovat také takto:

Veta 4. Necht f je nespojita aditivni funkce. Pak pro kazdy nedegenerovany interval
I C R je mnozina f~1(I) husta v R.

Uvedme si nyni dalsi vysledky, které dostaneme vySetfovanim grafii nespojitych
aditivnich funkci. Pomoci Hamelovy baze se da zkonstruovat (nespojita) aditivni
funkce f : R — R, ktera nabyva pouze racionalnich hodnot: f(R) C Q. Vezméme pro
tuto funkci libovolné r € Q a libovolné z € R takové, ze f(x) # 0. (Musi existovat,
nebot nulova (a aditivni) funkce je spojita.) Potom f(x) € Q a tudiz ¢ = ﬁ € Q.
Vime, ze plati f(qx) = qf(x) =r. Proto Q C f(R) a tedy f(R) = Q. Ukazali jsme,
7ze existuje (nutné nespojita) aditivni funkce f: R — R takova, Ze mnozina f(R) je
spocetna.

Kazda aditivni funkce f : R — R takova, 7e mnozina f(R) je spocetna, se
nazyva funkce s malym grafem. Ukazme, Ze jeji graf je mnozina prvni kategorie a ma
(Lebesgueovu) miru nula. Jeji graf je totiz podmnozina mnoziny

{zy) eR* [z €R, y€ f(R)} =

= Uyerm) (R x {y})
a kazda mnozina R x {y} je (v R?) miry nula a ¥idk& ( v topologii prostoru R?).
Pokud je aditivni funkce f: R — R spojita, nemize byt o¢ividné mnozina f(R)
spocetna, proto se nemuze jednat o funkci s malym grafem. Dokazali jsme tedy vétu:
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Véta 5. Existuji aditivni funkce f: R — R s malym grafem; vSechny takové funkce
jsou nespojité a jejich graf je mnoZina miry nula a prvni kategorie (v R?).

Uvedme si, 7e vSak existuje také aditivni funkce s grafem diametralné odlisnym.
Aditivni funkce f : R — R se nazyva funkce s velkym grafem , jestlize pro kazdou
Borelovu mnozinu F C R? takovou, Ze kardinaln{ ¢islo projekce této mnoZiny do R
ma mohutnost kontinua, plati

FNG.(f)#0.
(G.(f) je graf funkce f.)

Véta 6. Existuji aditivni funkce f : R — R s velkym grafem; vSechny takové funkce
jsou nespojité a jejich graf je (lebesgueovsky) neméfitelnd mnozina, jejiz vnitini mira,
jakoZ i vnitini mira jejiho doplitku (v R?) je rovna nule.

na konci ¢lanku). Poznamenejme, Ze tvrzeni této véty jesté obsahuje topologickou
analogii pojmu saturované neméfitelné mnoziny, jiz graf f vlastné je a jejim dalSim
disledkem je nasledujici skutecnost.

Disledek 1. Jestlize f je aditivni funkce s velkym grafem (a tedy nespojita), pak ma
Darbouxovu vlastnost.

Nespojité aditivni funkce f: R — R maji dalsi velice zajimavou vlastnost.

Véta 7. Necht K je neprazdné konecnéa nebo spocetna mnozina. Pak existuje nespo-
jita aditivni funkce f: R — R takova, 7e

f(z)=2x proz € K.

Dikaz:
Necht H C R je Hamelova baze prostoru (R, Q,+, ). Kazdé x € K muzeme psat ve

tvaru
Nz
=1

kde Qi EQ? Prgs EH,i:la--'anxa n, € N.
PoloZzme
Hy = Uzer Ui=1 {hai}-

Protoze K je kone¢na nebo spocetna mnozina, musi mit tutéz vlastnost i Hy. Proto
mnozina H\ Hy je nekonefné. Existuje zfejmé rozklad

H\HO == H1 UHQ,

kde HiNHy = () a card H; = card H,. Proto existuje vzajemné jednoznaéné zobrazeni
go : Hi — H, a tudiz i funkce go_1 : Hy — H;. Definujme nyni funkci g : H — H

nasledovné
h pro h € Hy

g(h) =< go(h) prohe H;
g5 '(h) pro h € Hy.

Necht f : R — R je aditivni rozgiteni funkce g. Pro h € Hy mame g(h) = h a pro
h € Hy plati g(h) = go(h) € Hs a tedy g(h) # h. Odtud plyne, ze f je nespojita
funkce. Skute¢né, pokud by byla spojita (a tedy tvaru f(x) = azx), nemohla by
byt (jednoznacnym) aditivnim rozsifenim takovéto funkce g. Plati totiz nasledujici
tvrzeni, jehoz dikaz neni nikterak obtizny:
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Turzeni 2. Necht H C R je néjakd Hamelova baze linearniho prostoru (R, Q,+,:) a
necht g : H — R je libovolna funkce. Necht f : R — R je jediné aditivni rozsifeni
funkce g. Pak funkce f je spojita pravé tehdy, kdyz funkce g je tvaru g(z) = az, kde
r € H,aeR.

Funkce f je tedy nespojita a koneéné ziejmé pro x € K (kde q,; € Q, hy; € Hp)
plati

f(z) = f(z Guilei) = Qe f(ha1) + oo+ Qony [ (Ban,) =
=1

=x.
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RieSenie problémovych tloh zo zivota ako cesta
k rozvijaniu matematickej gramotnosti ziaka

VERONIKA ZELOVA, IVETA SCHOLTZOVA

ABSTRACT. Many times in the life we can experience the situations when we have to solve
different tasks using the mathematical instruments. In the following article we will concern on
solving one problematic task, which was being resolved by the 4th grade pupils at elementary
school.

Problémova aloha

Kazdodenny Zzivot prind$a mnoho problemovych situacii. Uspe$né vyrieSenie prob-
lému vlastnymi silami v nas vyvolava pocit radosti, podporuje v nas doveru vo vlastné
sily. Castokrat sme v Zivote postaveni pred tlohy, ktoré nie st ,ndro¢né na vypocet®,
no my nevieme adekvatne pouzit matematické vedomosti nadobudnuté v priebehu
Skolského vzdelavania.

Problémové tilohy vo vyskume PISA 2003 st definované ako tlohy, ktoré zahrnaji
rad odborov: matematiku, prirodné vedy, literatiru, spolocenské vedy, techniku, ob-
chod atd. Naviac si zasadené do situdcii, ktoré nie si stucastou kurikula a beine sa
nevyskytuji v Skolskijch ucebniciach. [4]

Klasifikacia a zakladné prvky problémovych tloh

Problémové tlohy vo vyskume PISA 2003 st podla situécie rozdelené do tychto zak-
ladnych oblasti: osobny Zivot, $kola alebo zamestnanie, volny ¢as, spolo¢nost, veda.
Stadia PISA 2003 [4] vy¢lenuje tri zakladné charakteristické
aspekty problémovych tloh.
1. aspekt: Typy problémov
V tomto aspekte vyclenuje tri kategorie:

e rozhodovanie: chape sa ako vyber najlepsieho rieSenia z poniikanych moznosti
(zahfha porozumenie informaciam v zadani tlohy, urcenie moZnosti a pod-
mienok, vhodné znazornenie a pod.);

e systémova analyza a projektovanie: tato kategoria sa chape ako porozumenie
alebo navrhnutie systému rieSenia tlohy;

e odstranovanie chyb: tlohou ziakov je najst a opravit chybu v zle fungujicom
systéme.

2. aspekt: Postupy
Tento aspekt charakterizuje pouzité postupy rieSenia problémov danej tlohy.
Umoznuje zaroven analyzu, ¢o je najcastejSou pri¢inou chyb:

e porozumenie problému;

e usporiadanie problému: identifikdcia prvkov a ich zaradenie do systému, ich
usporiadanie, posudenie a kritické hodnotenie;
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e znazornenie problému (tabulky, grafy, symboly a pod.);

e rieSenie problému: zahfiha rozhodovanie, analyzu a tvorbu systému;

kontrola a postudenie rieSeni;

prezentacia rieSeni.

3. aspekt: Spodsoby uvazovania
Pre rieSenie problémovych tloh st dolezité tieto sposoby uvazovania:

e analytické uvazovanie;
e kvantitativne uvazovanie (porozumenie vyznamu ¢isel);

e analogické uvazovanie (uplathuje sa pri rieSeni problémov, ktoré sa podobné
ako tie, ktoré uz v minulosti Ziak riesil);

e kombinatorické uvazovanie (uvazovanie nad vSetkymi moznostami).

Popis realizovaného prieskumu

Na zéklade vysSie uvedenych skutoc¢nosti bol realizovany prieskum, v ktorom sme
sledovali sposoby riesenia vybranej problémovej tlohy. Prieskumu sa zucastnilo 100
7iakov 4. ro¢nikov dvoch zakladnych kol (Zg) Vybrana tloha bola povodne pouZzita
ako problémové tloha vo vyskume PISA 2003 u ziakov 9. ro¢nikov ZS. Ulohu sme
zadavali vo 4. ro¢niku, a preto bola prisposobend vedomostiam a schopnostiam 10-
ro¢nych ziakov. V prvej ¢asti ide o rieSenie kombinatorického problému. Ako uvadza
I. Scholtzova (2003), vediet dobre kombinovat v Zivotnych situaciach je urcite velmi
dolezité.

Vypracovaniu tlohy venovali Ziaci priblizne 20 mintat. Po vyrieSeni tlohy bol
s ndhodne vybranymi ziakmi realizovany rozhovor, ktory bol pisomne zaznamenany.

V dalsej ¢asti uvddzame upravené zadanie ulohy a fragmenty z analyzy ziackych
rieSeni.

NAVSTEVA KINA

Ivo, Peter a Martin majii 11 rokov. Rozhodli sa, Ze chcii ist na budci
tyzdent do kina. Ivo chce navitevu kina naplanovat tak, aby to vyhovo-
valo vietkym trom chlapcom. Opytal sa svojich priatelov, kedy by im to
vyhovovalo.

Dostal takéto odpovede:

Peter: ,V utorok a vo stvrtok mam od 17:00 do 18:00 klavir.”

Martin: ,,V nedelu chodime na navstevu k babicke, takze v nedelu ist nemozem.
Pokémonov som uz videl a nechcem ich vidiet znova.“

Ivovi rodicia trvaji na tom, ze chlapci mozu ist iba na film vhodny pre ich vek a
moze trvat najdlhsie do 22:00. Po skonceni filmu Ivovi rodi¢ia chlapcov vyzdvihnt.
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Ivo si z kina priniesol program na cely tyzden a zistil toto:

Pondelok Pokémoni Zaciatok predstavenia: | Nevhodné pre
Vstupné: 50 14:30 deti do 10 rokov
Sk Dil7ka  trvania: 100

mintit
Utorok Levi kral Zaciatok predstavenia: | Mladezi pris-
Vstupné: 55 17:30 tupné
Sk Dlzka trvania: 95 mintt
Streda Svetlo Zaciatok predstavenia: | Nevhodné pre
Vstupné: 70 20:00 mladez do 15
Sk Dil7ka  trvania: 140 | rokov

mintut
Stvrtok Doba Zaciatok predstavenia: | Mladezi pris-
Vstupné: 60 | Tadova 19:30 tupné
SK II Dilzka  trvania: 110

mintut
Piatok Utajenie Zaciatok predstavenia: | Nevhodné pre
Vstupné: 55 19:45 mladez do 15
Sk Dil7ka  trvania: 120 | rokov

minit
Sobota MotyTl Zaciatok predstavenia: | Mladezi pris-
Vstupné: 60 18:30 tupné
Sk Dilzka  trvania: 115

mintit
Nedel'a Farbicky- ZacCiatok predstavenia: | Mladezi pris-
Vstupné: 55 | arbicky 18:30 tupné
Sk Dil7ka  trvania: 100

mintut

Na ktoré z tychto filmov by vSetci traja chlapci mohli ist?
Pri kazdom filme zakrizkuj dno (ak ist mozu) alebo nie (ak ist nemozu).

Film Moézu vietci traja chlapci ist
na film?
Pokémoni Ano Nie
Levi kral Ano Nie
Svetlo Ano Nie
Doba Tadova 11 Ano Nie
Utajenie Ano Nie
Motyl Ano Nie
Farbicky-carbicky Ano Nie

Doplit do nasledujucich viet chybajice udaje: (ziaci mali k dispozicii 3 vety)

Ak sa rozhodni ist na film ... , rodic¢ia ich musia prist
Cakat o ... a spolu vSetci traja zaplatia za Kino ............c..ooieiei Sk.

Danu tlohu by sme podla klasifikacie PISA 2003 charakterizovali ako problémovi
ulohu z oblasti osobny Zivot a voIny ¢as. Podla typu problému sme sa v nej sustredili
najmé na rozhodovanie, z hTadiska postupov rieSenia sme sa zamerali na porozumenie
problému, jeho usporiadanie, rieSenie, kontrolu a postudenie rieSeni a ich prezentéciu.
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7 hladiska sposobu uvazovania sme sledovali najmé analytické uvazovanie, pretoze
predpokladame, ze ziaci v Skolskej praxi eSte takyto problém neriesili. V prvej casti
sme pouzili otazku s vyberom odpovede, v druhej sme vyuzili uzavreti otazku s tvor-
bou odpovede.

V rozhovore, ktory nasledoval bezprostredne po skonceni testovania, sme nahodne
vybranym ziakom (celkom 33) kladli otazky, ktoré sa tykali porozumenia textu, spo-
sobu rieSenia a ktoré smerovali ku kontrole a kritickému postdeniu ich rieSenia. Zo
zéznamov vyberame niektoré odpovede Ziakov. (U-uéitel, Z-ziak)

U: O ¢om bola taloha?

71 Chlapci sa dohodli, 7e p6jdu do kina a dvom to nevyhovovalo. Tak jeden
priniesol z kina zoznam a oni mu povedali, ¢i mozu, ¢i nemozu.

72: O ¢om? Kedy ich maji vyzdvihnaf (rodlcla) a kedy sa kon¢i film.

Z3 Kol'ko maju zaplatit. U: Len o tom? 73: Hej. Len o tom.

Z4: Oni i8li do kina a vietci na iny film, lebo niekomu to nevychadzalo.

U7 7z tychto ukazok vidime, 7e samotné porozumenie textu zadania ulohy je
u roznych ziakov rozdielne a nie vzdy je zadanie pochopené spravne.

U: Ako ste vypocitali, o kolkej vybrany film skon¢i? (konkrétne sme sa pytali na
film Doba Tadova II)

Z1: 110 minit som si rozlozil na 1 hodinu a 50 mint.

72: 19:30, to som si zapamaétal, 7ze 20. To som dal ako 30. To bolo osem hodin
plus este hodina t.j. 9 hodin a 20 minut, t.j. 21:20.

73: 19:30 plus hodina, plus hodina a minus 10 minut.

74: 19:30 minus 30 mintt som si zobral, aby sa mi lepSie prepocitavali hodiny.
A som si zobral 50 minut plus 30, t.j. 80, potom som pripocital 1 hodinu, ¢o sa nam
zvysila zo 110, t.j. 20:00 plus 1 hodinu, ¢o sa nam zvysila z 80, t.j 21:00 plus este 20.

75: Mne vyslo 25:30. Lebo 19:30 plus 110 je 25:30 (podpiSe pod seba a chybne
s¢ita). U: Tebe sa ten ¢as paci? 75: Nie, lebo ich rodi¢ia ich majt vyzdvihnat o 22:00.
Asi by museli odist v polovicke.

Roéznorodost sposobov rieSeni pozorujeme uz v tychto ukézkach. U niektorych
ziakov sledujeme ulahcenie pocitania doplnenim 110 mintat do 2 celych hodin. Uve-
domuju si, ako zdovodnuje jeden zo Ziakov: ,...no ked som ich tam dal, tak musim
ich vziat aj prec“.

Pri vypocte sumy, ktorit maja chlapci zaplatit za kino, sme nepostrehli vaznejsie
problémy. Predpokladame, Ze tato skuto¢nost sivisi aj s tym, ze ziaci sa s poc¢itanim
s peniazmi stretavaji kazdodenne vo svojom zivote.

Zaver

V prvej ¢asti tlohy si Ziaci vyberali jednu z moZnosti (4no, nie). Spréavne si vybralo
45% percent ziakov. Zistili sme, ze len 11% 7ziakov pouzivalo pri rieSeni tejto tlohy
symbolické ozna¢ovanie nevhodnych moznosti (krazky, kriziky, vySkrtavanie) priamo
v programe kina. Zaroven v8ak musime konstatovat, ze len 23% ziakov dotiahlo alohu
do tspesného zaveru. Najviac chyb pozorujeme v druhej casti tllohy. Aj v tejto tlohe
sa nam potvrdilo (nadvdzujic na ¢lanok Scholtzova - Zelova 2006), 7e Ziaci maju
problémy pracovat s ¢asovymi udajmi, ktoré si v naSom Zivote potrebné.
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Monty Hall paradox v izomorfnych alohach

MONIKA ZILKOVA

ABSTRACT. We present the results of our investigations concerning intuition and probability.
We analyze and evaluate some well-known misconceptions using various types of problems
isomorphic to the Monty Hall paradoz.

Cielom uvedeného experimentu bol vyskum nespravnych intuicii a chybnych dom-
nienok pri rieSeni Monty Hall paradoxu. Monty Hall paradox sme formulovali do
Siestich izomorfnych tloh. Z materidlov zaoberajicich sa tymto paradoxom a jeho
historiou (|1, [2], [3]) sme vedeli, ze povodna formuldcia tohto paradoxu vedie
k castym nespravnym intuitivnym zéverom. Predpokladali sme teda vyskyt rov-
nakych intuitivnych omylov v naSej vyskumnej vzorke. Dalsim cielom bolo zistit
vplyv roznych formulacii Monty Hall paradoxu na vyskyt nespravnych intuicii, na
porozumenie a tspesSnost pri rieSeni problému. Reakcie na uvedeny Monty Hall para-
dox a jeho rozne formulécie boli skimané u Studentov 2. ro¢nika neucitelského studia
a 4. ro¢nika ucitelského Studia matematiky formou dotaznika. Uvadzame analyzu
tychto studentskych rieSeni so zretelom na spomenuté ciele.

Hypotézy

Hypotéza 1: Povodna formulacia Monty Hall paradoxu (iloha 1 dotaznika A) bude
viest vo vysokej miere ku znaAmym nespravnym intuitivnym rieSeniam a omylom.

Hypotéza 2: Jednotlivé formulécie Monty Hall paradoxu zaradené do dotaznika A
(aloha 2, 3 dotaznika A), ako aj urnovy model tychto formulécii zaradeny do dotaznika
B (aloha 1, 2, 3 dotaznika B) zvyS$ia tspe$nost rieSenia uvedeného problému.

Metodologia

Subjekty vyskumu. Vyskumu sa zicastnili dve skupiny Studentov matematiky
vysokej Skoly: 16 $tudentov bakalarskeho $tidia matematiky (vek 19-20 rokov), 21
Studentov magisterského $tudia aprobéacie v kombinacii s matematikou (vek 21-22
rokov).

Metéda viskumu. Studentom boli rozdané 2 formy dotaznikov (A a B forma)
pocas klasickej vyucovacej hodiny (cvicenia z pravdepodobnosti). Kazdy zo $tudentov
vyplhal len jeden druh dotaznika. Vyskum trval 1 hodinu, pri¢om na studentov nebol
kladeny ziaden casovy tlak. Studenti absolvovali vhodni pripravu z pravdepodob-
nosti  obe skupiny prebrali vysokoskolské uc¢ivo ivodu do pravdepodobnosti vratane
podmienenej pravdepodobnosti. Odpovede Studentov boli pisomné. Studentov sme
poziadali, aby ku kazdému rieSeniu napisali vysvetlenie svojej odpovede.

Dotaznik A

Uloha 1 V tejto hre je hracovi ukazanych trojo rovnakych zavretych dveri (07-
na¢me X, Y, Z); za jednymi z nich sa skryva automobil (vyhra) a za zvy$nymi dvoma
sa skryva koza (prehra). Hra¢ si vybera jedny z tychto troch dveri ako svoju vyhru
(povedzme dvere Z), ale dvere zostévaji zatvorené. Potom asistent, ktory vie, ¢o sa za
ktorymi dverami skryva, otvori zo zvy$nych dvoch dveri (X a Y) dvere, za ktorymi sa
skryva koza (povedzme dvere X). Potom ponukne hrac¢ovi moznost zmenit svoj vyber
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dveri, alebo zostat pri svojom prvom vybere. Co mé v tejto situacii hra¢ urobit, ak
chce vyhrat automobil?

Predpokladajme, 7e boli otvorené dvere X (takze jedny z dveri Z alebo Y ukryvaja
automobil). Ak je pravdepodobnost, Ze za dverami Z je automobil?

Predpokladajme, 7e boli otvorené dvere Y (takze jedny z dveri Z alebo X ukryvaja
automobil). Ak je pravdepodobnost, Ze za dverami Z je automobil?

Predtym, ako asistent otvori jedny z dveri X a Y ukryvajice kozu, aka je pravde-
podobnost, Ze za dverami Z je automobil?

Uloha 2 Uvazujme hru s acastou dvoch agentov (nazvime ich Diler a Hrac).
Diler miesa 100 kariet 7z balicka, medzi ktorymi je vSak len jedno Eso (vyherna karta)
a uklada ich do radu tak, aby Hrac¢ nevidel hodnoty kariet. Hra¢ potom musi ukézat
na jednu z kariet — ozna¢me ju ako karta V (vyber). Vsetky karty vratane karty
V vsak zostavaju neodkryté. Diler vie, kde sa Eso nachadza, Hrac¢ nie. Teraz Diler
(vediac, ktora karta je eso) odkryje zo zvysnych 99 kariet 98 kariet, nesmie v3ak
obratit Eso. Vysledkom je, 7ze Hrac¢ vidi 98 odkrytych kariet, z ktorych ani jedna nie
je Eso. Zostavaju teda dve neodkryté karty, jedna z nich je karta V. Nakoniec je
Hracovi ponuknuta moZznost zmenit svoj prvotny vyber karty, a teda bud si nechéa
ako svoju vyhru kartu V, alebo zmeni vyber na zvysnu kartu. Hrac¢ vyhrava, ak karta,
ktort si vybral je Eso. M& hra¢ zmenit svoj vyber? (Margolis, 2004)

Uloha 3 MA3 na vyber tri na pohlad rovnaké golfové lopticky (oznac¢me ich A,
B, C) lisiace sa len svojou vahou. Najtazsia lopticka je pre teba vyhrou. Na zaciatku
hry si vyberas jednu z troch lopti¢iek (nemés v8ak moznost lopticky vazit), povedzme
lopticku A. Zo zvySnych dvoch lopti¢iek B a C je nésledne odstranend té, ktora
mé mensiu hmotnost, povedzme C. Nakoniec ma§ moznost znova prehodnotit svoj
vyber (nemdze§ vSak lopticky vazit). Bud si vyberie§ ako vyhru lopticku A vybrati
na zaciatku hry, alebo zmeni§ vyber na lopticku B. Co by si v tejto situdcii urobil?
Preco? (Margolis, 2004)

Dotaznik B

Uloha 1 V nepriehladnom osudi A sa nachadzaju tri gulocky: jedna biela (vyhra)
a dve Cierne (prehra). Z tohto osudia losujes jednu gul'6c¢ku tak, aby si nevidel vysledok
svojho vyberu a dava$ ju do druhého nepriehladného osudia B. Potom asistent, ktory
ma moznost nahliadnut do osudia, vyberie z osudia A jednu ¢iernu gul6c¢ku. V osudi
A aj B je teda po jednej gulocke. Gulocku z ktorého z nich (osudie A alebo osudie
B) by si si vybral ako svoju vyhru? Prec¢o?

Predtym, ako asistent vyberie jednu ¢iernu guloc¢ku z osudia A, aka je pravdepo-
dobnost, 7e v osudi B je biela gulocka?

Uloha 2 V nepriehladnom osudi A sa nachadza 100 gul6¢ok: jedna biela (vyhra) a
99 ¢ernych (prehra). Z tohto osudia losuje$ jednu gul6cku tak, aby si nevidel vysledok
svojho vyberu a dava$ ju do druhého nepriehladného osudia B. Potom asistent, ktory
ma moznost nahliadnut do osudia, vyberie z osudia A 98 ¢iernych gul6cok. V osudi
A aj B je teda po jednej gulocke. Gulocku z ktorého z nich (osudie A alebo osudie
B) by si si vybral ako svoju vyhru? Prec¢o?

Predtym, ako asistent vyberie 98 ¢iernych guldcok z osudia A, aké je pravdepo-
dobnost, 7e v osudi B je biela gulocka?

Uloha 3 V nepriehladnom osudi A sa nachadzaju tri gulocky ocislované ¢islami
1, 2, 3. Guldcka s ¢islom 1 je vyherna. Z tohto osudia losujes jednu gul6¢ku tak, aby
si nevidel vysledok svojho vyberu a déavas ju do druhého nepriehladného osudia B.
Potom asistent, ktory ma moznost nahliadnut do osudia, vyberie 7z osudia A gul6¢ku
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s vy8sim cislom. V osudi A aj B je teda po jednej gulocke. Gulocku z ktorého z nich
(osudie A alebo osudie B) by si si vybral ako svoju vyhru? Prec¢o?

Predtym, ako asistent vyberie z osudia A gul6¢ku s vy8Sim ¢islom, aka je pravde-
podobnost, Ze v osudi B je guldcka s ¢islom 17

Analyza rieSeni

Do dotaznika A sme zaradili 3 rozne formulacie Monty Hall paradoxu, pricom
nasim predpokladom bolo, Ze tilohy 2 a 3 napomozu svojou formuléciou ku tspesnému
vyrieSeniu problému. Prva tloha je formulovana ako klasicky Monty Hall paradox,
pricom zobrazuje situaciu hraca, ucastnika televiznej Sou ,let's make a deal”. Pred-
pokladom pri formulacii druhej dlohy nazvanej ,formuldcia 100 (Margolis, 2004)
bolo, Ze svojim charakterom, vyhra je skryta medzi 100 kartami a nasledne je odkry-
tych 98 nevyhernych, pomoze lepsie porozumiet charakteru problému ako aj spravne
ho riesit. Znenie tretej ulohy dotaznika tzv. ,formuldcia vylicenia“ bolo navrhnuté
Howardom Margolisom [2|, na odstranenie nespravnych intuicii spojenych so situé-
ciou, kedy v klasickom pripade Monty Hall paradoxu dvere Z skryvaju automobil,
a teda asistent otvori jedny z dveri X, Y, pricom obe skryvaju kozu. V tomto pripade
nie je jednoznacne urcené, ktoré z dveri X, Y budu otvorené, kedze oba pripady si1 po-
tencialne mozné, pretoze oboje dvere ukryvaju kozu. Vo ,formuldcii vylicenia® je tato
situdcia vyrieSend tym, 7e uvaZujeme namiesto trojo dveri trojo golfovych guldcok,
ktoré sa lisia len svojou vahou. Najtazsia je vyherna, pricom v kazdej situacii, kedy
je potrebné jednu nevyhernu vylucit, je vylucena ta, ktora je I'ahsia. Takto nenastava
ziadna dilema v suvislosti s rozhodovanim, ak si hrac¢ ako svoj vyber vybral vyherni
guldcku.

V dotazniku B st ulohy uz na prvy pohlad formulované jednoduchsie. Pri for-
mulécii dloh v tomto dotazniku sme pouzili urnovy model na vykreslenie Monty
Hall paradoxu. Tak ako v dotazniku A, aj tu sa vyskytuji 3 formulacie tohto para-
doxu (klasicka formulacia®, ,formulacia 100“ a  formulacia vylucenia“), vSetky tri
vSak prezentované vyuzitim osudia s gul6¢kami. Predpokladom bolo, ze formulacia
v8etkych troch foriem pomocou urnového modelu s gulo¢kami bude $tudentom naj-
pristupnejSia a najlah8ie porozumitelna, a 7e zvysi tuspesnost pri rieSeni Monty Hall
paradoxu.

Uvedieme niekolko zaujimavych odpovedi §tudentov na zadané tlohy. V zatvorke
pred odpovedami §tudentov mozno najst informéacie o type rieSeného dotaznika (A
alebo B), ro¢niku §tudia, aprobacii, pohlavi a veku jednotlivych §tudentov.

(A, 4, Ma-Bi, Z, 21)

1. ,, Ak boli otvorené dvere X, tak za dverami 7 alebo Y sa skrijva automobil. Prav-
depodobnost, Ze za dverami Z je automobil je s , lebo rovnako pravdepodobné je, Ze
aj za dverami Y je automobil.”

Ak boli otvorené dvere Y, tak si myslim, Ze je to rovnaky pripad ako predchddzajici.

V poslednom pripade magi kazdé dvere rovnaki pravdepodobnost, takze P(Z)—1/35.

2. ,Na zaciatku md hrdé¢ Sancu, Ze si vyberie eso 1/100, lebo si vyberd 1 zo 100
kariet. Ked sa skoro vSetky odkryji md hrdc¢ rovnaki Sancu, Ze si vyberie eso. Nemusi
zmenil svoj vijber, ved si vybral kartu, o ktorej je presvedceny, Ze je eso.“

3. ,Na zaciatku mdm Sancu vybrat si najtazsiu lopticku 1/3. Po tom, ako sa jedna
z lopticiek odstrani — td naglahSia — potom mdm Sancu si vybrat najtazsiu /. Ale ja
by som v tejto situdcii lopticku nevymenila, lebo som st vybrala lopticku, o ktorej som
presvedcéend, Ze je najtaZsia.”
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V uvedenom priklade mozno vidiet, 7e Studentka odpovedala nespravne na vSetky
tri formulacie Monty Hall paradoxu dotaznika A. Odpoved moZno charakterizovat ako
najcastejSiu nespravnu intuiciu vyskytujicu sa v suvislosti s Monty Hall paradoxom.
Tuto skupinu odpovedi mozno oznacit ako intuicia ,rovnakgch Sanci®, pri ktorej $tu-
dentka tvrdi, Ze Sanca na ziskanie automobilu po otvoreni nevyhernych dveri je pre
zvy$nych dvojo dveri rovnaka, rovnéa 1. Teda povazuje nové rozhodovanie za uplne
novi situaciu nezavisli od prvého vyberu hraca, ako aj od reakcie asistenta. Zaroven
mozme povedat, ze Studentka neciti ziadne protirec¢enie v odpovediach na tri otazky
prvej tlohy. Hoci v prvej a druhej odpovedi tvrdi, ze pravdepodobnost P(Z)=1/2 (Z

jav, 7e za dverami Z je vyhra potom, ako boli otvorené jedny z dveri X alebo Y),
v tretej tvrdi P(Z)—1/3 (Z jav, 7e za dverami Z je vyhra predtym, ako asistent
otvori jedny z dveri X alebo Y), a teda veri, ze po otvoreni [ubovolnych nevyhernych
dveri sa zmeni pravdepodobnost, Ze za dverami Z je vyhra z 1/3 na 1/ zanedba-
juc fakt, ze ak je pravdepodobnost P(Z)=1/2 bez ohladu na to, ktoré z dveri X,
Y boli otvorené, apriérna pravdepodobnost (pravdepodobnost pred otvorenim jed-
nych z dveri) nemoéze byt ind. Jednoznaéne mozno tvrdit, 7e $tudentka zanedbala
podmienenost pravdepodobnosti skiimaného javu.

Dalsim zaujimavym javom, vyskytujicim sa v tychto odpovediach je subjektivnost
v ur¢ovani pravdepodobnosti: ,Nemusi zmenit svoj vijber, ved si vybral kartu, o ktorej
je presvedceny, Ze je eso.“ (aloha 2) ,Ale ja by som v tejto situdcii lopticku nevymenila,
lebo som si vybrala lopticku, o ktorej som presvedéend, Ze je najlazsia.” (aloha 3)
Studentka citi schopnost ovplyvnit vysledok nahodného procesu napriklad aj vierou
vo vlastny odhad ¢i schopnosti.

(A, 2, MaNe, M, 19)

1. ,,1) Boli otvorené dvere X. Pravdepodobnost, Ze za dverami 7 je automobil je
1.

2) Otvorené dvere Y. Pravdepodobnost, Ze za dverami Z je vijhra je /.

3) Neotvori Ziadne dvere. Pravdepodobnost, Ze vjhra za dverami 7 je automobil je
1/3.

Mal by zmenit rozhodnutie.”

2., Urcite dno, lebo pri prvom vijbere tahd s pravdepodobnostou 1/100, a teraz
s 1. Treba zmenit vgber.“

3. ,Zmenil by som ndzor, pretoZe na zaciatku tahdm s pravdepodobnostou 1/3,
a teraz s pravdepodobnostou . Zmenil by som ndzor.“

Zaujimavostou uvedeného rieSenia je, Ze hoci Student odpoveda podla intuicie
rovnakych Sanci, na rozdiel od predchadzajiceho pripadu je presvedcéeny, 7ze hra¢ méa
zmenit svoj vyber. Dovodom vo vSetkych troch pripadoch je, 7e prvy vyber sa vzdy
uskuto¢nil s mensou pravdepodobnostou vyhry ako 15, ktora ur¢il ako pravdepo-
dobnost vyhry po vylic¢eni nevyhernej moznosti. Teda, hoci ur¢il pravdepodobnosti
vyhier pre obe zo zostavajucich dveri ako 15, ,zohladhuje* apriérnu pravdepodobnost
vyhry dveri Z (1/3 resp. 1/100) a odportaca zmenit vyber na zostavajice dvere.

(A, 4, Ma-Bi, Z, 21)

1. ,,Pred otvorenim — P(X)=P(Y)=P(Z)=1/3. Po otvoreni X - P(X)=0,
P(Y)=P(Z)=1/2. Po otvoreni Y - P(Y)=0, P(X)=P(Z)=1/2. Hric¢ sa spolahne na
vlastni intuiciu, Sanca je 1:1.%

3. ,Sanca je 2:3 1.) bud A je najlahsia, potom B je najtazsia (C prostrednd)

2.) alebo je A prostrednd, potom B je najtazsia (C nagjlahSia)

3.) alebo je A nagtazsia a B prostrednd (C najlahsia,).

Asi by som zmenila vijber na B, lebo vyhovuje v 2 z 8 pripadov, zatial o A by
vyhrala iba ak by bola najtaZsia t.j. 1 z 3 moznosti.“
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V tomto rieSeni vidiet, ze ,formuldcia vylicenia“ Monty Hall paradoxu v tlohe
3 napomohla ku spravnemu rieSeniu ulohy. Zatial ¢o v rieSeni prvej tilohy dochédza
k uz spominanej ,dvojznacnosti“ alebo protireceniu, tiloha 3 vyuzitim jednoznac¢ného
pravidla pre odstranenie jednej z nevyhernych gul6¢ok poméaha intuicii a spravnemu
rieSeniu. Ako mozno vidiet z uvedeného rieSenia, Studentka jednoznacne rozlisila tri
mozné rovnako pravdepodobné situacie, z ktorych prave dve st priaznivé pre pri-
pad zmeny vyberu gul6cky. Av8ak skupina Studentov, ktorym ,formulacia vylacenia®
napomohla ku spravnemu rieSeniu bola velmi malo pocetna.

7 analyzy dotaznika B v8ak mozno jednoznacne tvrdit, ze formulacie uloh pomo-
cou jednoduchého wurnového modelu si pre Studentov omnoho nazornejSie, omnoho
T'ahsie predstavitelné i pochopitelné. Uvedieme niekol'ko rieseni.

(B, 2, MaNe, M, 20)

1. ,Ide o to, Ze ked' v A aj v B zostane po jednej qulocke, tak kde je pravdepodobnost
bielej gulocky vicSia. Pravdepodobnost, Ze vyberiem bielu qulocku z A a ddam ju do B
je 1/3. TakzZe pravdepodobnost, Ze biela je v A je 2/3 a pravdepodobnost, Ze biela je
v B je 1/3. Vybral by som si A.“

2. ,,Pravdepodobnost toho, Ze vyberiem bielu gulocku z A a dam ju do B je 1/100
a pravdepodobnost toho, Ze biela zostane v A je 99/100. Vybral by som si osudie
A. Pravdepodobnost, Ze v osudi B je biela gulocka predtiym ako asistent vyberie 98
ciernych gulocok z A je 1/100.“

3. ,Predtym ako vyberie asistent jednu gulocku z osudia A je pravdepodobnost, Ze
v osudi B je gulocka s cislom 1 1/3.

Pravdepodobnost, Ze biela zostane v A je 2/3, pravdepodobnost, Ze biela je v B je
1/3. Vybral by som si z A.“

Ako mozno z odpovedi Studenta jasne vidiet, iplnou a spravnou argumentéciou
urc¢il pravdepodobnosti jednotlivych javov a spravne vyrieSil vSetky tri zadané tlohy.

Pravdepodobnost vyhry v osudi A je uréena na zéaklade pravdepodobnosti tispechu
v prvom vybere. KedZe pravdepodobnost netspechu pri prvom vybere je vicSia,
spravnym odovodnenim je zmena vyberu vyhry na osudie A.

(B, 2, MaNe, Z, 19)

1. ,,Bp - jav, Ze do B z A presuniem bielu qulocku.............................. P(Bg) =
1/3

Ap  jav, Ze v A zostane biela — vyberiem ciernu a presuniem do B....... P(Ap) =
2/3

Vybrala by som si gulocku z osudia A, lebo je vicSia pravdepodobnost (2/3), Ze
v niom je biela gulocka. Pravdepodobnost, Ze v osudi B je biela gulocka je 1/3.”

2. A jav, Ze v A je biela qulocka.............. P(Ap)—C(1, 99)/C(1,100)-99/100

Bp — jav, Ze v B je biela guldcka.............. P(Bp)=C(1,1)/C(1,100)=1/100

Vybrala by som si gulocku z A, lebo je vicSia pravdepodobnost, Ze v A je biela
gulocka. Pravdepodobnost, Ze v B je biela je 1/3.”

3. ,A1  jav, Ze v A je gulocka 1 — vyberiem 2 alebo 3.............. P(A;) =2/3

By —jav, Ze v B je qulocka 1.........c..ccoiiiiiiiiiiii P(By)=1/3

Vyberiem si gulocku z A, lebo je vicsia pravdepodobnost, Ze v A je gulocka 1.
Pravdepodobnost, Ze v B je 1 je 1/3.

Spravnymi argumentéciami je vo vSetkych troch tlohach urcena pravdepodobnost
vyhry v osudi A na zéklade pravdepodobnosti opa¢nych javov. Tato metdda bola pri
rieSeni urnového modelu najcastejSou metodou spravnej argumentéacie.

Vysledky vyskumu potvrdili, ze pouzitie ,urnového modelu* formulacie Monty
Hall paradoxu vedie k usmerneniu a takmer k tplnej eliminécii nespravnych intuicif,
ktoré su inak pri klasickej formulacii tohto problému takmer vzdy pritomné, a ktoré



Monty Hall paradox v izomorfnych Glohach 349

st zdrojom nespravnych rieSeni a nedorozumeni spojenych s rieSenim uvedeného para-
doxu. V niz8ie uvedenych tabulkach uvadzame vysledky analyz Studentskych rieseni.
Ako mozno z vysledkov vidiet, pri formulacidch pouzitych v dotazniku A pri tlohe
1 ziaden zo Studentov nevyrieSil lohu spravne, pri tilohe 2 bolo jedno a pri tlohe 3
tri spravne rieSenia. Naproti tomu formulacie pomocou ,,urnového modelu® pouzité
v dotazniku B zabezpecili vysoku, v niektorych pripadoch stopercentnu, uspesnost
rieSeni.

. 2. roc. 4. rodé
Uloha 1 Vs Vs
A B A B
Spravna - 8 - 7
odpoved
Rovnaké Sance 6 - 11411 -
Ina odpoved 2 - - 3
- 2. rocd. 4. rodé
Uloha 2 VS VS
A B A B
Spravna odpoved - 8 1 7
Rovnaké Sance 3 - 9 -
Ina odpoved 5 - 1 3
- 2. roc. 4. roc
Uloha 3 VS VS
A B A B
Spravna odpoved 1 8 2 7
Rovnaké Sance 4 - 7 1
Ina odpoved 3 - 2 2

Zaver a diskusia

7 analyzy rieSeni a z vysledkov uvedenych v tabulkéch vyplyvaji nasledujtce
Zavery:

NajcastejSie sa objavujiicou nespravnou intuiciou v suvislosti s rieSenim Monty
Hall paradoxu pri tilohach v dotazniku A bola tzv. intuicia rovnakijch Sanci. V sivis-
losti s touto nespravnou intuiciou mozno rozoznat dva pohlady na uvedenu situaciu.
Prvy pohlad hovori o rovnakych Sanciach na vyhru & hrac¢ zmeni svoje rozhodnu-
tie alebo nie. V tomto pohlade ide o zanedbanie faktu, 7e prvy vyber sa uskutocnil
s pravdepodobnostou 1/3 resp. 1/100. V druhom pripade $tudent odpoveda podla
intuicie rovnakych Sanci, no je presvedceny, ze hra¢ ma zmenit svoj vyber. Dovodom
tohto presvedcenia je akési ,zohladnenie* apriornej pravdepodobnosti vyhry dveri
Z (1/3 resp. 1/100). Teda hoci Student urcil pravdepodobnosti vyhier po otvoreni
nevyhernych dveri pre obe zo zostavajucich dveri ako 1/, odporaca zmenit vyber
na zostavajice dvere so zdovodnenim, 7ze prvy vyber sa vzdy uskutoc¢nil s menSou
pravdepodobnostou vyhry ako /.

Formulacia Monty Hall paradoxu pouzita v dotazniku B, teda pouzitie urnového
modelu jednoznacne napomaha spravnemu pochopeniu problému a tspe$nému rieSe-
niu. Tento model preto odporacame ako vychodiskovy pri zoznamovani Studentov
s Monty Hall paradoxom. Vzhladom na jeho jednoduchu formulédciu a nenéaro¢nost
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je vhodny na pouzitie aj na strednej Skole. Velmi jednoducho moZno poukézat na
analogiu uvedenej formulacie s povodnou formuléaciou Monty Hall paradoxu, a tym
odstranovat, ¢i predchadzat nespravnym intuicidm a chybnym zaverom v stvislosti
s tymto paradoxom.

Vo vseobecnosti mozme tvrdit, ze modelovanie redlnych pravdepodobnostnych
situécii vyuzitim urnového modelu je dolezitym prvkom matematického vzdeldvania.
Je to prave schopnost matematizacie redlnych situacii, ktora je potrebné rozvijat
u Studentov. Bez schopnosti matematizovat situaciu, teda bez schopnosti modelovat
ju vyuzitim jednoduchych prostriedkov, st ¢asto nase rieSenia nespravne, ovplyvnené
nespravnymi intuiciami. Ako sme na konkrétnom priklade mohli vidiet, studenti boli
schopni spravne vyriesit Monty Hall paradox len v pripade, Ze bol formulovany pomo-
cou jednoduchého urnového modelu. V pripade, zZe Studenti nemali explicitne tento
model zadany, a teda bola potrebné jeho tvorba nimi samotnymi, model tejto stocha-
stickej situacie neutvorili a problém riesili nespravne.

Vyznam ,formulacie 100“ a ,formulacie vyliucenia®“ v suvislosti s rieSenim para-
doxu sa v naSej vyskumnej vzorke ukazal ako maly. Hoci nemoZno zanedbat niekol'ko
tspesnych rieseni tloh tychto formulacii (najma ,formulécie vylacenia“) u $tudentov
rieSiacich dotaznik A, vo vSeobecnosti je tdto mnohonasobne mensia, ako tspesnost
urnového modelu, ktory zabezpecil spravne rieSenie v ramci vSetkych formulacii
v niektorych pripadoch az so 100% tuspeSnostou. Vzhladom na uvedené analyzy
vSak odporucame zaradit tlohy tychto formulacii jednak pri oboznamovani Studentov
s Monty Hall paradoxom - formulacia vylicenia, ktora napoméaha pochopeniu $truk-
tary a modelu pravdepodobnostného priestoru, v ktorom sa dana situacia odohrava,
ako aj na prehlbenie spravnych intuicii a hlbsie preniknutie do problému (formulécia
100). Vyskum potvrdil hypotézu 1 aj hypotézu 2.
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