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Uvod

Rok 2000 - svetovy rok matematiky bol vyzvou pre matematicki obec, aby upozornila
verejnost na ulohu a miesto matematiky v pestrej mozaike svetovej kultiry a jej
ulohy v pokroku Tudstva. Symbolicky préave v tomto roku vznikla na Pedagogickej
fakulte Katolickej univerzity tradicia organizovat konferenciu Matematika v skole dnes
a zajtra zaoberajicu sa tymito otdzkami vyucovania matematiky na skolach vsetkych
typov.

Matematika ma svoje pevné miesto v Skolskom vzdelavani, ktoré v sicasnosti
prechéddza mnohymi zmenami. Ucitelia matematiky sa snazia v zapase o miesto ma-
tematiky vo vzdelavani, ale hlavne v mysleni svojich ziakov. Sme radi, ze konferencia
Matematika v Skole dnes a zajtra vstipila uz do povedomia odbornej a pedagogickej
komunity Slovenska. K trovni konferencii vyznamne prispela i tc¢ast zahrani¢nych
ucastnikov z Bieloruska, éeska, Litvy, Madarska, Nemecka a Polska. Ukazuje sa, ze
problémy a nadsenie nepoznaji hranice a ze vSetci si mame ¢o povedat.

V dnoch 12. - 14. septembra 2005 sa uskutoc¢nila uz 6. konferencia Matematika
v S$kole dnes a zajtra. Pestrost i obsah prednesenych prispevkov svedéia o tom, Ze
mame erudovanych ucitelov matematiky na Skolach v8etkych typov a stupiiov ako
i o tom, Ze sa zamyslaju stale viac nad tym nielen ¢o ucit z matematiky, ale ako
rozvijat tvorivé myslenie mladeze, ktora ju bude vyuzivat zajtra. Stretnutia, ako tato
konferencia potvrdzuju neustaly priliv novych idei, novych metod, novych pristupov
k ziakom s ciefom priblizit im krasu a uZito¢nost matematiky. Matematici chapu,
7e matematika je organické sucast vSestranného formovania osobnosti Ziaka a pre jej
uspesnu vyucbu treba hladat a najst cestu do duse Studenta a vnasat do nej radost
z poznania a hladania. SkuSanie takychto novych ciest je neraz komplikované, na
mnohé otézky sa nenagla odpoved, mnohych otazok sme sa eSte nedotkli, no berieme
to ako vyzvu pre organizaciu dalsich ro¢nikov tejto konferencie.

V tomto roku oslavil svoje 70. narodeniny Doc. RNDr. Viliam Chval, CSc.,
ktory bol iniciatorom konferencii. Bol prvym dekanom Pedagogickej fakulty Kato-
lickej univerzity v Ruzomberku a ma vyrazny podiel na vzniku Katedry matematiky
a fyziky Pedagogickej fakulty Katolickej univerzity. Tato katedra vznikla v ramci
Katecheticko-pedagogickej fakulty sv. Ondreja Zilinskej univerzity a v tomto roku si
pripominame 10. vyrocie jej vzniku.

Konferencia sa uskutoc¢nila v ramci projektu, ktory je financovany Eurépskym so-
cidlnym fondom. Tento projekt je realizovany na Katedre matematiky Pedagogickej
fakulty Katolickej univerzity v Ruzomberku v partnerstve so Zdruzenim katolickych
skol Slovenska, Odborom skolstva Mestského tradu v Ruzomberku a Krajskym skol-
skym tradom v Ziline.

Podobne ako v minulych rokoch, tak aj v tomto roku st dalSie infor-
mécie o konferencii uverejnené aj na strankach Katedry matematiky PF KU
(http://pf.ku.sk/kmaf). Pozyvame vsetkych na siedmy ro¢nik konferencie Matema-
tika v Skole dnes a zajtra, ktory sa uskutocni v septembri 2006.

Organiza¢ny vybor



Prvky kritického myslenia na hodine matematiky
v 7. ro¢niku ZS

JANA BALAZOVA

ABSTRACT. Autorka absolvovala priebezné vzdeldvanie na MPC v PreSove s témou Kritic-
ké myslenie na hodindch matematiky a fyziky. V prispevku opisuje ako ziskané skiusenosti
realizovala na hodine matematiky v 7. roéniku ZS pri preberant uciva o percentdch.

Predmet: matematika

Cielova skupina: Ziaci 7. ro¢nika

Téma: Pocet percent a percentova c¢ast

Ciele: Ziaci sa naudia a upevnia vypocet percent a percentovej ¢asti na prikladoch
z praxe, pochopia pojem zlacnenie, zlava, povodné cena, novéa cena tovaru, rozvijaju
samostatnost, iniciativnost, zodpovednost, sebakritickost, sebaddveru.

Meto6dy: metoda volného pisania, metéda skupinovej prace, projektova metoda.
Pomdcky: reklamné letaky roznych obchodnych spolo¢nosti, noznice, lepidlo, vykres,
pero, farbicky, meotar, karticky.

Priebeh vyucovacej hodiny:

Zakladnou metddou vyucovacej hodiny bola projektova metoéda s témou: Nakupujeme
vyhodne? Rozsah tvorili 2 vyucovacie hodiny alebo jedna hodina v triede a priprava
doma.

Uvod: Matematicka rozcvicka, priprava volného pisania

e Vyucujuci rozda niektorym ziakom karticky s jednoduchymi tlohami typu: Vy-
pocitajte 7% z 200 Sk. Vypocitajte zaklad, ak 7 % je 200 Sk. Vypocitajte kolko
percent je 55 kg z 650 kg 7 - na precviCenie vypoctu percent, percentovej ¢asti a
zakladu a vybrani Ziaci ich rieSia na tabuli. Pocas rieSenia uditel rozdava papiere
na volné pisanie.

Poznéamka k prvkom kritického myslenia (KM): Ziaci o danej téme maji mnozstvo in-
formaécii z prvého stupna Zg, z inych predmetov a hlavne z bezného zivota mimo Skoly.
Myslim si, Ze je potrebné ucit Ziakov premyslat o hodnote predloZenych informécii.
Klooster v [3] uvadza, Ze takto vedeni Ziaci potom budu pristupovat k informéaciam
so zdravym skepticizmom a nebudi méct byt mini manipulovani. Kritické myslenie
sa mé zacinat otdzkami a problémami, ktoré Ziakov stretavaji v ich Zivote. No aj
ked je zvedavost zakladna Zivotna orientécia vSetkych I'udskych bytosti, u Ziakov je
potrebné niekedy prebudit vnimavost voc¢i problémom, ktoré existuji okolo nas.
Pouzitie metédy volného pisania:

e Po skontrolovani vysledkov vyrieSenych prikladov, ucitel premieta pomocou
meotaru nasledujice otazky, na ktoré pozaduje pisomna odpoved:
,Chodis nakupovat s rodi¢mi alebo to zvladnes aj sam?*
,Poznas oddelenia, v ktorych sa nakupuje?
,Ktory tovar je vyhodnejsie nakupit?

,Podla ¢oho sa zakaznik rozhoduje?*
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,Myslis si, ze vyssia zlava je vidy vyhodna?*
,Dé sa verit vypoc¢itanym zlavam v letakoch?

Ziaci urcity cas pisSu odpovede a vyucujici rozdava vSetkym ziakom karticky
s ndzvami tovarov z roznych oddeleni. Jeden vybraty tovar z kazdého oddelenia
je napisany ¢ervenou farbickou. Na tabulu si pripravi nazvy jednotlivych odde-
leni (Predaj peciva, sladkosti, mésovych vyrobkov, ovocia a zeleniny, drogéria,
predaj elektrickych spotrebicov, predaj Sportovych potrieb).

Poznamka k prvkom KM: Ziaci sa na jlepsie naucia, ak skutoc¢ne nachadzaji problémy
suvisiace s ich osobnou skiisenostou a vyuzivajic pramene Skoly a prostredie triedy
na to, aby nasli ich rieSenie, a tym rozvijaji svoju schopnost vyjadrovat sa, utvarat
si vlastny nazor a argumentovat.

Nasleduje tstne pokyn pre heterogénne rozdelenie ziakov do skupin:

e Rozdelte sa do skupin tak, Ze sa podla karticiek zaradite do oddelenia predaja,
ktoré st na tabuli a vytvorite skupiny. Po chvili ucitel vyzve ziakov, aby si
v skupindch porovnali odpovede na otazky a hovorcovi - ziakovi, ktory mé
tovar na karticke Cervenou da moznost ich odpovede zverejnit. Dolezité tvrdenia
zaznamenaju jednotlivi hovorcovia na tabulu.

Skontrolovanie domacej tlohy:

o Ziaci si vybert reklamné letédky, ktoré si mali doniest z domu. Ucitel touto
¢innostou pestuje zmysel pre plnenie si povinnosti a mieru zodpovednosti jed-
notlivych ziakov. Pre zabudlivcov ma uditel v zalohe letaky zo svojej vlastnej
postovej schranky.

Poznamka k prvkom KM: Podla Davida Kloostera (pozri [3]) zdvaznym aspektom
kritického myslenia je, Ze ziskavanie informécii je vychodiskom a nie cielom néasho
myslenia. Rozne formy reklam poésobiace na ziakov neformujii ich myslenie, ak ich
budi prijimat ako hotové fakty.

Popis aktivity:

e Ucitel na zaklade tvrdeni na tabuli zada tlohy: Vyberte jeden vyrobok, ktory
predavaju 3 alebo 4 firmy a porovnajte ako pravdivo informuju o zlavach
v letdkoch, ako zaokrihluju ceny a rozhodnite, kde je najvyhodnejsie tento
tovar nakupit. Vysledky svojho badania budete v zévere pred celou triedou
obhajovat.

Poznamka k prvkom KM: Tym, ze ziakom oznamime dopredu moznost prezentovania
vysledkov ich spolo¢nej ¢innosti zvysime ich motivéciu. Podla Tureka [2] je motivicia
odpoved na otéazku ,,Preco ¢lovek robi préave tito c¢innost?‘ Odpovedou je snaha
ucitela o to, aby zistil problémy, s ktorymi sa Ziaci v Zivote stretavaji a poméahal
im ich formulovat. Nakoniec sa takyto Ziaci naucia zapajat svoj intelekt nielen do
skolskej prace, ale aj v praktickom Zivote.

Samotna praca skupin:

o Ziaciv skupinach diskutuji, konfrontujt svoje nazory s ostatnymi ¢lenmi, pri-
jimaja ich postoje alebo si utvaraju svoj vlastny nézor.

Poznamka k prvkom KM: V triede sa ucia ziaci kriticky mysliet, ak si kazdy vytvara
vlastny nazor, hodnotu a presvedcenie. Ziaci musia pocitovat slobodu mysliet za
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seba samych, rozhodovat o otdzkach, ktoré sa ich tykaji. Moze sa vSak stat, ze ziak
prijme myslienku a presvedcenie druhého Ziaka a vo vete "siihlasim s tebou"moze
najst uspokojenie s tym, ze ako kriticky mysliaci ¢lovek sa dostal do siladu s inymi.
Nezavislost myslenia je totiz podla Davida Kloostera (vid [3]) prva a najdoleZitejSia
vlastnost kritického myslenia.

Cinnost uéitela:

e Pocas prace vyucujici kontroluje, poméha a usmeriuje pracu v skupinach.

Poznamka k prvkom KM: Tu sa tradicna rola ucitela meni: ucitel sa stava
rovnocennym partnerom vo vnutri uciacej sa komunity. Aj Kosova [1] sa zmienuje
o ucitelovych profesionalnych schopnostiach pomocou, ktorych méze plnit human-
istické ciele Skoly. Tie sa tykaji hlavne schopnosti ucitela pomoct Ziakom budovat
pozitivne medziludské vztahy. Vyzyva Studentov k vyjadrovaniu svojich vlastnych né-
zorov a k zaujimaniu stanovisk, ktoré st schopni obhéajit, ak majii dobre spracované
informacie.

Cinnost ziakov pri zdokumentovani zistenych zaverov:

e Ucitel ukaze ziakom spracovanu tému na vykrese z minulych ro¢nikov. Pozaduje
rozdelenie jednotlivych ¢innosti ¢lenov skupiny tak, aby na vykrese boli vystri-
hnuté a nalepené obrazky tovarov, pod nimi zapisané, ako vypocitali zlavu
v percentach alebo novii cenu po zlacneni.

Poznamka k prvkom KM: Ziaci sa ucia zbierat udaje, rozoberat texty, zvazovat rozne
pohlady a nakoniec hladat rieSenia. Ak st takto vedeni hladajii rozumné argumen-
ty a presvedcivé dovody pre vlastné rieSenia a Casto zistuji, Ze rieSenie nie je len
jedno, preto musia dokézat prave logickost a praktickost, ktorym vynika ich rieSenie.
Ziaci v skupinach vytvaraju a predkladaji argumenty, ktorymi preveruji spolahlivost
a platnost studovanych textov. Kazdy argument sa totiz posiliiuje tym, Ze nanho
pristipime alebo ho vyvratime.

e V zavere hodiny dostant vSetky skupiny priestor na prezentovanie vysledkov
svojho timu.

Poznamka k prvkom KM: Klooster [3] vo svojom ¢lanku cituje filozofku Hannu Arend-
tovi: "K dosiahnutiu vynimocnosti potrebujeme vzdy pritomnost druhych."Ked Ziaci
v triedach diskutuji, ¢itaji, sihlasia alebo nestihlasia s prijimanim myslienok zapa-
jaji sa do procesu, v ktorom sa prehlbuji a prepracovavaji ich vlastné postoje a na-
zory. Ucitel kritického myslenia musi preto podnecovat dialég a diskusiu pocas prace
v skupindch a tiez rézne formy zverejiiovania ziackych pisomnych préac, ¢o Kosova [1]
prezentuje jako nazorny pramen pre hodnotenie Ziaka.

ZAaver:

Vyuzitim témy percentd v 7. ro¢niku som sa pokdusila zblizit ucenie v triede so zivo-
tom mimo triedu a Skolu. U ziakov som umocnovala postoje ako tolerancia, usilovné
poc¢uvanie druhych a zodpovednost za svoje vlastné stanovisko.

Literatara
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Niektoré aktualne otazky vyucovania matematiky na
zakladnej skole

LupoVIT BALINT

ABSTRACT. The article is dealing with some specific issues concerning teaching mathematics
within the frame of coming educational system transformation.

Uvod

Predpokladam, Ze nas uz vela ¢asu nedeli od zacatia systémovej realizacie ob-
sahovo, metodicky, materidlne a organizacne najnérocnejSej casti transformécie
nasho vychovno-vzdelavacicho (dalej vzdelavacieho) systému, od transformécie ob-
sahu, metod, organiza¢nych foriem a prostriedkov vyucovania, inymi slovami od
kurikularnej transformacie. Preto je potrebné priprave parcidlnych otazok stvisia-
cich so samotnou transforméciou venovat osobitni pozornost. Tato praca je ulah¢ené
tym, ze zakladné teoretické postulaty transforméacie boli sformulované vo viacerych
programovych koncepénych materialoch ako s Duch skoly, Skola v roku 2000, Kons-
tantin, ale hlavne v projekte Milénium.

Redukcia, restrukturalizacia a adaptacia

V stucasnosti sme svedkami toho, ze takmer hromadne sa vola po redukcii obsahu
vzdelavania na vSetkych typoch a stupfioch skoly a vo vSetkych uc¢ebnych predmetoch.
Ma to viac dovodov:

1. V druhej polovici 20. storocia vo svete nastal burlivy rozvoj vedeckého poznania
a vedeckych poznatkov nazyvany aj ako kognitivna revolicia.

2. Skola nemohla ¢elit prieniku viacerym novym poznatkom do obsahu gkolského
vzdelavania vo va¢Ssom mnozstve, ako to bolo Ziaduce, ¢im obsah vzdelavania
v stucasnosti uz nadobudol Ziakmi nezvladnutelné rozmery.

3. Narastanim obsahu sa na skolach vytvorila neziaduca situacia. Medzi uc¢itelmi
zacal prevladat latentny nézor, ze v osnovach a v ucebniciach nachadzajice sa
kvantum uc¢iva mozno so ziakmi pri danej hodinovej dotéacii len prebrat, ale ho
nemozno naucit.

Vysledok takého pristupu k u¢ivu a k vyucovaniu je mala efektivita skolskej prace,
lebo Ziaci neziskaju trvalé vedomosti a potrebné u¢ebné navyky.

V dosledku tejto skutoc¢nosti vo svete uz od zaciatku 60-tych rokov prebiehal
proces zvany modernizacia obsahu a metoéd vyucovania, so zdmerom implementova-
nia niektorych vysledkov kognitivnej revolicie do obsahu vzdelavania so sticasnou
reStrukturalizaciou a vynechanim zastaralého obsahu. Tieto pokusy vsak nepriniesli
ocakavané vysledky.

V 70-tych rokoch ked sa ukazalo, Ze ani centralizované ani decentralizované pro-
jektovanie obsahu vzdeldvanie neuspelo, odbornici hladaju u¢innejsie cesty projek-
tovania obsahu vzdeldvania, aby pretazovanie ziakov bolo vylicené, alebo aspon
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v znacnej miere obmedzené. Podstata nového sposobu projektovania obsahu vzdelava-
nia je v tom, Ze Skola vo velkej miere participuje na tvorbe pedagogickych dokumen-
tov, a teda ma moznost na svoje pomery optimalnejSie naprojektovat obsah vzde-
lania. Tento spdsob projektovania obsahu vzdelavania je uz zakotveny aj Miléniu,
kde sa hovori, ze tvorba pedagogickych dokumentov bude prebiehat na zaklade
dvojarovnového participativneho modelu, ¢o predpokladé centrilne vytvoreny
ramcovy vzdelavaci program a jeho adaptaciu na konkrétne podmienky jed-
notlivych skol, v podobe Skolského vzdelavacieho programu. Pocita sa s tym,
7e centrum bude projektovat obsah vzdelavania priblizne na 60% a $kola na 40%
vyucovacieho ¢asu a obsahu. K tymto idajom v projekte Milénium je potrebné poz-
namenat, Zze na jednotlivych typoch a stupnoch skoly buda uplatnené diferencovane.
Cast ramcového vzdelavacieho programu pre 1. stupen pravdepodobne bude obsa-
hovat az okolo 80% uciva centralne uréeného, kym maturitné ro¢niky strednej skoly
len priblizne 20 —30% uciva. Tento trend sa uz ¢iastocne realizuje podla experimen-
talne overenych ramcovych alternativnych ucebnych planov pre gymnézia od roku
1998. Skusenosti z realizécie tohto uc¢ebného planu je potrebné vyhodnotit, aby boli
k dispozicii pri transformacii gymnazialneho vzdelavania.

Novy pristup k tvorbe a realizacii vzdelavacieho programu bude vyzadovat velmi
premyslent a vyrazni selekciu obsahu vzdelavania a nasledne aj jeho redukciu
tak, aby do ramcového vzdelavacieho programu sa dostalo skutoc¢ne len uc¢ivo, ktoré
kazdy ziak bude si moct osvojit, aspon na minimalnej trovni. Tieto poziadavky budu
zakotvené vo vzdelavacom Standarde a v cielovych poZiadavkach, budua pred-
metom celoplosnych evalvacii, respektive maturitnych skusok.

Dalsia skuto¢nost povazovana za celosvetovy trend, ktoré si vyziada vyrazny zasah
do ucebnych planov a obsahu vzdelavania, na ktora bude potrebné reagovat pri trans-
formaécii, je potreba vytvorenia volnych vyucovacich hodin v uéebnom plane pre cud-
zie jazyky, rozne druhy vychov a informatiku, na tkor ostatnych u¢ebnych predmetov.
Zahranicné priklady ukazuji, ze tento trend znizovania poctu vyucovacich hodin kla-
sickych ucebnych predmetov, napriklad matematiku zasiahne priblizne takto:

e na 1. stupni pravdepodobne bude o 2 az 3 hodin tyzdenne menej (miesto stucas-
nych 19 hodin, 16 — 17 hodin),

e na 2.stupni pravdepodobne az o 3 - 4 hodin tyzdenne menej (miesto sic¢asnych
23 — 24 hodin, 19 — 20h),

e na strednych skolach bude tiez pokles, ale diferencovane.

Treba v8ak poznamenat, Ze Skolské vzdelavacie programy v ramci 40% obsahu,
ktorého vol'ba bude v kompetencii 8koly, umoznia, aby kazda skola mohla do urcitej
miery svoje u¢ebné plany vylepsSit v prospech niektorych predmetov napr. matema-
tiky, podla miestnych podmienok, zaujmu ziakov a rodicov.

Tym, ze obsah vzdelavania napr. z matematiky, ale aj ostatnych u¢ebnych predme-
tov, aj pri stiicasnom pomerne vysokom pocte vyucovacich hodin je predimenzovany,
nas nuti, aby sme sa velmi vazne zamysleli nad redukciou matematického uciva na
kazdom stupni 8koly. Ked hovorime o redukcii (obmedzovani, zmensovani, znizo-
vani) obsahu, tak nikto z nas tento ¢n nechape len ako vyskrtavanie urc¢itych tém
a tematickych celkov z ucebnych osnov a nasledne vynechanie z ucebnic. Je isté, ze
boli a budud aj takéto ¢asti uciva. Malo by vSak vo vicsSine pripadov ist o reduk-
ciu spojentu s restrukturaliziciou obsahu. Ako priklad uvediem uz realizovani
redukciu obsahu pisomného nésobenie a delenie viaccifernym néasobitelom respektive
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delitefom. Redukcia bola v tom, Ze Ziaci sa u¢ia pisomne nasobit len dvoj- a troj-
cifernym c¢islom, delit len jedno a dvojcifernym ¢islom. Restrukturalizacia v tomto
pripade znamené, Ze néacvik algoritmu pisomného nésobenia a delenia bude poni-
many ako proces algoritmizacie, ¢o zaberie menej ¢asu, pricom samotné nasobenie
a delenie vacsich ¢isel Ziaci budi vykonavat na kalkulatore. Tym sa ziska Cas, aby sa
Ziaci vo zvySenej miere mohli venovat dalSiemu, pre praxe uzitoénému ucivu. Bude
potrebné analyzovat obsah ucebnych osnov matematiky a dohodnut sa na redukcii
uciva a zaroven skumat aj moznost restrukturalizacie uciva tak, aby medzipredmetové
vztahy boli nielen zachované, ale aj posilnené. Bude doélezité odstranit z koncipovania
obsahu prilisni cykliénost, pritom ustrazit, aby matematické vzdelanie nasich ziakov
bolo tplné a plnohodnotné.

Pri projektovani obsahu v buducnosti treba pocitat aj s tym, Ze centralny ram-
covy vzdelavaci program budia adaptovat (prisposobovat) skoly na svoje podmienky,
pricom budu disponovat okolo 40% v&etkého vyucovacieho ¢asu. Preto bude potrebné
skolam pontknut zaujimavé, uzitoéné a pre prax potrebné rozsirujtce uci-
vo, a tym regulovat kone¢ny obsah matematického vzdelavania a nésledne aj vysledky
vzdelavania.

Doteraz sme hovorili len o obsahu vzdeldvania, nespominali sme metédy, pos-
tupy a organizacné formy ucenia, ba ani tedrie ucenia. Novokoncipovany obsah
a ciele vzdelavania, v ktorych iste bude pritomny aj snaha o dosiahnutie dnes uz
pomerne dobre vymedzenych klticovych kompetencii, medzi nimi aj u¢ebnych kom-
petencii, bude vyzadovat, aby sa viac do popredia dostala problémové a projek-
tova metoda vyucCovania, ¢o najSirSia diferenciacia, az na individudlny pristup so
sirokym vyuzitim prostriedkov digitélnej techniky. Z teorii ucenia sa viac do popre-
dia dostane konstruktivistickd tedéria ucenia. Strucénd podstata tejto teodrie je
podla (Doulik,P.- Skoda,J ., 2003) v tom, Ze vedomosti nedostavame v hotovej podobe
z vonka, ale ich sami konstruujeme, sami vytvarame svoje individuélne vedomosti.

Standardy a kompetencie

Obidve st cielové kategorie vzdeldvania. V stcasnosti uz naukové predmety disponu-
ju vzdelavacimi Standardami, v ktorych sa nachidzaju poziadavky na vedomosti
a zrucnosti ziakov zo zédkladného uciva, spresnené a konkretizované exemplifikaénymi
ulohami. Predstavuja vSak len operacionalizaciu kognitivnych cielov, pricom z nich
absentuju afektivne ciele. Tymto spdsobom st vedomosti a zrucnosti jednotlivych
ucebnych predmetov atomizované, ¢o ¢asto mé za dosledok, ze ani ti ziaci, ktori ovla-
daju vacsinu poziadaviek Standardu, nie su schopni riesit komplexnejsie tilohy, alebo
nestandardné aplikac¢né tlohy, ktorych riesenie moze byt do zna¢nej miere nezavislé
na vedomostiach a zruc¢nostiach pozadovanych vo vzdelédvacich standardoch, ale pri
ktorych je potrebné uplatnit logické myslenie. Vysledky vi¢siny ziucastnenych statov
v medzinarodnych meraniach PISA a TIMSS tento stav potvrdili. Na tieto nedostatky
vo vedomostiach ziakov poukazali, zdmerne odliSnym spdsobom pripravované medzi-
narodné merania vzdelavacich vysledkov, ktoré boli koncipované tak, aby neukazovali
len to, Co si ziaci z osnovami predpisaného uciva osvojili, ale to, ¢o prevysuje osnovy
a sice v8eobecnu informovanost, schopnost osvojené uc¢ivo v praxi tvorivo apliko-
vat v takych situdciach, ked matematickd podstata v tlohe bola skryta alebo tazsie
identifikovatelné, a ziak ju mal objavit, tj. vytvorit matematicky model danej tlohy
a v dalSom riesit tento matematicky model.

Sme svedkami toho, Ze vyssie spominané medzindrodné merania uz naznacuju ces-
tu, na ktorid musime ¢o najskor nastupit. Tieto merania uz nie st o izolovanych poz-
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natkoch a zruc¢nostiach, ale o trovni organizovanosti tychto elementov vedomosti, ¢o
sa prejavuje v poziadavke, vytvorené schopnosti rozvijat, ziskané vedomosti a zru¢nos-
ti vediet aplikovat a prenéasat (transfér). Vsetky vysledky kognitivnej psychologie sa
vyuzili a vyuzivaju pri organizovani vedomosti, zrucnosti a schopnosti do takych sys-
témov, v ktorych z relativne malého poc¢tu prvkov moze vzniknut u ziakov, vac¢sinou
prirodzenym interaktivnym sposobom, novy organizacny princip tvorby systému ve-
domosti, zvana kompetencia.

V stcasnosti existuje niekol’ko definicii kompetencie. My sa priklonime k definicii
kompetencie od experta eurdpskej komisie pre vzdelavanie pri Rade Eurépy J. Coola-
ha: ,,Na kompetenciu je potrebné sa pozerat ako na taku vSeobecnii schopnost, ktoré
sa zaklada na vedomostiach, skiisenostiach, na hodnotach a dispoziciach, ktora urc¢ita
osoba vytvara v sebe v procese ucenia sa'.

7 tejto definicie vyplyva, Ze pri vytvarani urcitej kompetencie u ziakov ide
vlastne o vytvorenie vieobecnej schopnosti, ¢o podla (f)urié a kol., 1997) je ,vlastnost
osobnosti, ktora je predpokladom vykonavania istych c¢innosti a podavania istych
vykonov*. Inymi slovami kompetencia znamené pripravenost ziaka v oblasti, ktort
reprezentuje dana kompetencia, v ziadanej podobe a hibke byt ,odbornikom* v danej
oblasti. Ak o ziakovi tvrdime, Ze je kompetentny v oblasti napr. ¢isel na ZS, tak
by mal disponovat osnovami predpisanymi vedomostami, podlozenymi sktusenostami
(niekedy znazornenim), mal by mat vedomosti a zru¢nosti z oblasti prirodzenych,
celych a racionalnych ¢isel, na zédklade ktorych sa u neho vytvaraji postoje a hodnoty,
ovplyvnené rodenymi dispoziciami.

Ako dalsi priklad uvedme vytvaranie vedomosti Zziakov o poc¢tovych vykonoch.
Vedomosti podla (Durié a kol., 1988) st osvojené, tj. zapamétané a pochopené fak-
ty a vztahy medzi nimi (v podobe pojmov, pravidiel, pouciek, zakonov, vzorcov,
znaciek), v ktorych sa odraza poznanie objektivnej skutocnosti vo vedomi ziakov*.
Popri vedomostiach o poc¢tovych vykonoch Ziak ma ziskat skisenost v praktickom
pouziti tychto vedomosti, ¢im sa postupne vytvaraju u neho zruc¢nosti.

Je zaujimavé a poucné pozriet sa na suvislost medzi vedomostou a zruc¢nostou,
nakol'ko zru¢nost je taktiez predpokladom vzniku kompetencie. Zruénost (sposobilost)
podla (f)urié a kol., 1988) je ,nadobudnuta pohotovost (pripravenost) spravne, ¢o naj-
rychlejsie a s ¢o najmensou ndmahou vykonat istu ¢innost na zéklade osvojenych
vedomosti a predchadzajucej praktickej cinnosti®. Pri vytvarani zruc¢nosti, ako aj
z definicie zrucnosti vyplyva, vznikaju u ziakov aj skiisenosti, ktoré su taktiez pred-
pokladom vytvorenia kompetencie. V stvislosti s vytvaranim vedomosti a zru¢nos-
ti ako uspesnej aplikdcie vedomosti v praxi, taktiez sa hovori, Ze vedomosti tvo-
ria spravidla zakladnu, vychodisko utvorenia zruc¢nosti, ako to vidime aj pri vzniku
zruc¢nosti v stvislosti s poc¢tovymi vykonmi. Je evidentné, ze v procese vytvarania
zrucnosti sa u ziakov rozvijaji numerické schopnosti, ktoré sa zakladaji na vedomos-
tiach, ale aj naopak, dobré numerické schopnosti napomahaju rychlejsie a kvalitnejsie
osvojenie vedomosti a zrucnosti. V tomto pripade je prepojenost obojstranna.

Tym, ze vedomosti a zru¢nosti, ktoré ma ziak osvojit za urcité obdobie, vzdelavaci
cyklus, st zakotvené vo vzdelédvacich standardoch. Pri osvojeni ich obsahu Ziak ziska
aj sktisenosti pri rieSeni vhodne volenych tloh a cvic¢eni, vyuziva svoje rodené danosti,
a dopracuje sa hodnotam, ktoré st pri vyucbe preferované. Je vidiet, ze k vytvaraniu
kompetencii je potrebné podstatne viac ako vedomosti a zru¢nosti, aj ked vedomosti
a zruc¢nosti maju prioritu. Je teraz len otézkou, ako do Standardov zakomponovat
popri vedomosti a zru¢nosti aj postoje a hodnoty a vyuzit pritom rodené dispozicie
ziakov, alebo opacne, do novo vytvoreného konstruktu, ktory nazveme kompeten-
ciou, ako zaclenit prislusné poziadavky na vedomosti a zruc¢nosti ziakov pozadované
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standardom.

Novsie do popredia sa dostavaju kvalitativne charakteristiky vedomosti ako je
ich organizovanost, schopnost transféru a aplikovatelnost. Tieto skuto¢nosti maju
byt taktiez zakomponované do Standardov kompetencii, ako ich zatial pracovne
budeme nazyvat. Prave tieto atributy davaju velkua prilezitost na dotvorenie kompe-
tencii v hlavach ziakov, nakol'ko hlavne schopnost transféru vedomosti a zrucnosti zo
strany Ziakov dava velké moZnosti na aplikiaciu aj v mimo matematickej oblasti. Teda
transfér a aplikacia sa blizke psychické ¢innosti, ktoré vo vacsine pripadov vystupuja
spolu a maji rozhodnu a vyhraneni poziciu pri vytvarani kompetencii u ziakov.

7 uvedeného je zrejmé, ze pri projektovani Standardov kompetencii pre urcity
stupen skoly vychéddzame sice zo Standardu, ale pri plneni poziadaviek Standardov
davame naviac eSte zalezat na ziskanie praktickych skiisenosti ziakmi, rozvijat ich
schopnosti, profilovat u nich nielen jednotlivé hodnoty, ale cely preferovany hodnotovy
systém. Treba v8ak uz na tomto mieste poznamenat, Ze pri zistovani miery splnenia
standardov kompetencii, nebude postacujuce zistovat len troven splnenia vedomosti
a zruc¢nosti, ale budeme musiet do nasich testov zakomponovat aj mieru pripravenosti
aplikovat vedomosti, rozvijat schopnosti a vyhranenost hodnotového systému. Pri
meraniach vzdelavacich vysledkov sa budeme musiet zamerat na meranie kompetencii.

Pri vytvarani konkrétnych kompetencii budeme postupovat tak, Ze vo vyty-
povanych kompetenciach, ktoré budi obsahovat viaceré poziadavky na vedomosti
a zrucnosti z existujucich standardov, ktoré st obsahom danej kompetencie, naj-
prv vymenujeme vSetky vedomosti, ktoré st obsiahnuté v danej kompetencii. Po-
tom uvedieme prostrednictvom aktivnych slovies vSetky zruc¢nosti, ktorymi ziak mé
disponovat a ktoré dokdze samostatne vykonat, ked s danou kompetenciou bude
disponovat. Taktiez uvedieme niektoré oblasti bezného Zivota, v ktorych dokéaze svoje
vedomosti aplikovat, pricom sa u neho vytvoria ocakavané postoje.

Kompetencia ziaka v oblasti Cisiel

Vedomosti: arabské a rimske ¢islice, celé ¢isla (navzajom opacné ¢isla), racionalne
¢isla (rozvinuty zapis ¢isla v desiatkovej sustave, prevratené ¢islo, zmiesané ¢éislo,
zlozeny zlomok), desatinné ¢isla , iracionélne ¢isla, ¢iselné os.

Zrucnosti: zapisat Cisla v desiatkovej ststave a rimskymi Cislicami, zépisat Cisla
v tvare a.10", kde 1 < a < 10, porovnat ¢isla, zaokruhlovat ¢isla, prevedenie ¢iselného
Y vz

vyjadrenia veli¢in v mensich jednotkach na eSte mensie alebo vacsie, zobrazit ¢isla na
¢iselnej osi.

Postoje: prestava mat ,strach® z ¢isel, smelsie kvantifikuje realitu okolo seba, se-
bavedome robi porovnévanie osdb, veci a udalosti pomocou ¢isel, je spokojny s ¢isel-
nym vyjadrenim vysledku, nakol'ko v pripade potreby dokéaze uskuto¢nit kontrolu.

Zaver

Pri vytvarani transformovaného didaktického systému bude zohrévat vyber a ¢o
najoptimalnejsie usporiadanie stuhrnu tych vedomosti, zru¢nosti, prostrednictvom
ktorych sa budi u Ziakov rozvijat schopnosti a vytvarat hodnoty, dolezité pre ich
rozvoj a uplatnenie v spolo¢nosti. Tym, Ze efektivnost vzdelavania je prirodzenym
ocakavanim od vzdelavacej sustavy, hned za projektovanim kIacovych kompetencii
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v pedagogickych dokumentoch, ma nasledovat aj otdzka merania a hodnotenia ziak-
mi nadobudnutych kompetencii. Preto povazujeme za aktualne a potrebné, integrovat
standardy a kompetencie do jedného objektu.
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Volba vhodného oznaceni — cesta k tspéchu pri
reSeni tuloh

JAROSLAV BERANEK

ABSTRACT. In the article there is shown on a number of examples how the choice of a
suitable notation or a picture can make the solution of mathematical tasks and problems
easier, even those which seem very difficult. It is shown on algebraic and geometric problems
and also simple functional equations. The article also points out that it is important that
students — the future teachers of mathematics — develop the ability to use suitable notation.

Reseni tloh m4 pii studiu matematiky znacny vyznam. Pfi feSeni tloh si studen-
ti mohou ovéfit praktické vyuziti teoretickych znalosti, pri¢emz soucasné procvicuji
dalsi dilezité aspekty s fesenim tloh souvisejici. Jedn& se napi. o nutnost dokona-
l1ého porozuméni jejich zadani a dovednost jejich matematizace (jedna-li se o slovni
tlohu), dale je nutno Fesit otazku volby vhodné metody feSeni; opomenout nelze ani
ovéfeni spravnosti vysledku (popiipadé diikaz, ze zadné dalsi FeSeni neexistuje). Neni
cilem tohoto prispévku podat metodickou analyzu feSeni matematickych tloh; o tom-
to tématu jiz bylo napsano velmi mnoho (viz napf. [3|, [4], [7]). Cilem je ukazat, ze
pri avahach o postupu feseni tlohy je velmi dilezita volba vhodného oznaceni nebo
znazornéni. Volbou vhodného oznaceni nebo vhodné zvolenym ,obrazkem" je mozné
ziskat do ulohy jisty vhled, ktery umozni efektivné danou tlohu nebo problém vyftesit.
Je ziejmé, Ze schopnosti analyzovat zadani uloh a problémi a hledat a nachazet vhod-
né oznaceni je potieba neustéale procvicovat. Toto ,uméni* Ize naucit pouze neustalym
feSenim tuloh tak, aby studenti ziskali v tomto sméru potiebné zkusenosti. Zejména
se jedné o studenty ucitelstvi matematiky pro ZS a SS, nebot préavé oni budou Fesit
matematické problémy se svymi zédky a studenty a budou tyto schopnosti u nich
rozvijet. V prispévku bude uvedeno nékolik ptikladi, které slouzi jako ukazka volby
vhodného oznaceni ¢ znézornéni. Nejprve to budou dvé ulohy vyuzivajici vhodnych
uprav, potom dva problémy z geometrie; v zavéru budou uvedeny dvé dlohy, pfi je-
jichz Teseni vyuzijeme realné funkce jedné proménné. Piiklady 1 az 5 jsou prevzaty z
[5], pfiklad 6 z publikace [8].

Priklad 1: Necht n je takové pfirozené ¢islo, Ze 2n + 1 je druhou mocninou celého
c¢isla. Dokazte, ze n+1 lze vyjadrit jako soucet druhych mocnin dvou po sobé jdoucich
celych cisel.

Reseni: Predpokladame, Ze 2n+1 = s2, kde s € Z. Ziejmé s? je liché, tedy i s musi
byt liché ¢islo. Vyjadiime proto s = 2t+1. Potom plati 2n+1 = (2t+1)*.Z posledniho
vztahu vyjadifme n. Po tpravé dostaneme n = 2t? + 2t.Proto plati n + 1 = 2t2+ 2t
+ 1 = t* + (t + 1)*,coz je dokazované tvrzeni.

Priklad 2: Necht ay € (—1,1). Definujme rekurentné posloupnost realnych ¢isel
{an }nen takto: a, = W/MT"”.Uréete vztah pro vypocet n-tého ¢lenu této posloup-
nosti. Necht {b, }, .y je posloupnost, definovana pomoci posloupnosti {ay,}, .y takto:
b, = 4"(1- a,).Rozhodnéte, zda jsou tyto dvé posloupnosti konvergentni a urcete
jejich limity.

Resend: Induktivnf postup zde nevede k cili. Klicem k tispéchu pfi feSeni je ivaha
(plynouci z predpokladu ay € (—1,1)), ze existuje jediny thel ¢ € (0, m) s vlast-

nosti ag = cosp. Pro tento uhel ¢ plati: a; = ,/HC%: cos.Protoze ptedchozi
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vztah plati obecné ve tvaru @/HC%: cosgpro libovolny thel w, 1ze ¢leny posloup-
nosti {an},cn vyjadiit takto: cosp, cos%, cos%, cos%, cosis,... , tzn. plati a, =
coso. Pro n—ty ¢len posloupnosti b, potom plati b, = 4" (1- cos;).Nyni piejdeme
k otazce konvergence. Posloupnost {a,} je zFejmé& konvergentni a jeji limita je

vvvvvv

neN

limity posloupnosti {b,} Postupné tedy pocitame

neN-
4" (1 —cos =) - (1 + cos = 4" gin? £
lim 4" (1—COS£>: lim ( 2 ) ( 2 ) = lim ————2%,
n—0o0 2 n—oo 1+ cos 5 n—oo 1 + cos 77

Zlomek v posledni limité rozsfiime ? a pokracujeme:

) ©%4™ sin® = ) ©? sin? = ) ©? sin o 2
lim 5 oy = lim 5 = lim > |- > .
n—0o0 (1+C052—n) n—o0 <)02(1) '(1—|-COS2%) n—o00 1—|—Cosﬁ on

on

Protoze plati limita znama z matematické analyzy lin% % = 1, je posloupnost
r—
{bn },,en TOVNEZ konvergentni a jeji limita je rovna hodnoté 52—2
Priklad 3: List papiru Siroky d cm je prelozen tak, jako na obrazku (roh na jedné
delsi strané se dotyka rovnobézné strany). Vyjadiete délku prehybu Lpouze pomoci

hodnot «, d.

Reseni: V tomto ptrikladu kromé vhodného oznaceni vyuzijeme symetrie —
prehnuta ¢ast papiru je osové soumérné se svoji ptivodni polohou podle primky urcené
prehybem Odtud plynou velikosti tsec¢ek a thli znédzornéné na nasledujicim obréazku
(¢tytahelnik ABCD je deltoid).

A T
Eleay ]
s f200,/900)

dx B b3 C

Oznacime-li délku usecky BC jako x, pak délka tusecky AB je rovnéz x. Snadno
spocteme velikosti potfebnych hla (viz obrazek) a mizeme pocitat. Plati: sina =
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L, odtud L = =2 = &2 sdkud dpravou z = .Posledni
L’ sin « z cos2a+1

vztah dosadime do vzorce pro vypocet La po upravé dostaneme vysledny vztah L =
d
sin 2a-cos o

Priklad 4: Necht je dan pravidelny dvanactithelnik P, P, Ps. .. P11 Pio.Rozhodnéte,
zda se uhlopricky P, Py, PP, a P,Pi5 protinaji v jednom bodé. Své tvrzeni dokazte.

Resent: Priklad budeme Fesit dvéma zpusoby: Pomoci syntetické geometrie a ana-
lytické geometrie (s vyuzitim binomické rovnice). Pfi prvnim, syntetickém zptisobu,
budeme vychazet z nasledujiciho obrazku.

Pro zjednoduseni avah si dvanactiihelnik muzeme ptredstavit jako cifernik na ho-
dinach (jak tomu nasvédéuje i oznaceni vrcholit). Uvazujme piimku o, ktera je osou
usecky P Pjs.Snadno lze dokazat, ze thlopticky PPy a PyPiy jsou osové soumérné
podle této primky jako podle osy soumérnosti, tedy jejich prise¢ik Omusi lezet na
této ose. Déale uhlopricka P, P je ke zvolené ose kolma, a proto je ve zvolené ose
soumérnosti samodruzné. Zbyvé dokazat jediné tvrzeni, které neni ziejmé, Ze prusecik
osy o a piimky P, Pi; je totozny s prusecikem O uhlopiicek Py Py a P,Py5. DokadZzeme
proto, ze vzdélenost v bodu P; od ptimky PP, je rovna délce tsecky OK, kde
K je stied strany P; Pjs.Pomoci stiedovych a obvodovych thli snadno zjistime (opét
viz predchozi obrazek), ze uhly PyP; Pjs a P;P1» Py maji stejnou velikost rovnou 45° .
Uhlopticky P Py a Py Pisjsou tedy na sebe kolmé, trojuhelnik Py OK je proto pravoth-
Iy rovnoramenny a odtud velikost tsecky OK je rovna poloviné délky strany dvanéc-
tithelnika P, Pjo. Nyni opét uzitim stfedovych a obvodovych uhla zjistime, ze thel
P, P,P;; mé velikost 30°. Plati: sin30° = % = B P £ tzn. plati v = ‘P1P2| .S ohledem
na to, ze dvanéctithelnik je pravidelny, dokazali jsme, ze délka usecky OK je rovna
v a proto se dané tii thlopricky protinaji v jednom bodé.

Druhym zptisobem feSeni je metoda analyticka. Bez tjmy na obecnosti lze pred-
pokladat, ze dany dvanéctithelnik je vepsan do kruznice o poloméru jedna. Sourad-
nice vSech vrcholii pak dostaneme pomoci feeni binomické rovnice xz'? = 1. Vypodé-
ty opét nebudeme uvadét; zaplseme pouze soufadnice vSech vrcholi dvanactithel-

nika: P1 :[1,0], P2 —[2,2] PS 2, 2] P4 _[O 1] P5 _[_27 2] PG _[_272
Pr _[ 1 O] _[ a 2] = _l —\[] Py —[0 ]7 Py _[27——]
Py —[ , ] Prlmka P1P9 ma analytlcke VyJadrenl r— /3y —1=0, pifimka P,Py;

vyjadieni (2+v/3)z —y — (14 +/3) = 0, piimka P, Py, je analyticky vyjadiena rovnici
V3z +y — 1 = 0. Pomoci vztahil znamych z analytické geometrie (popiipadé uzitim
determinantu) zjistime, Ze se dané t¥i uhlopficky skute¢né protinaji v jednom bodé
o soufadnicich [%g, %g]

Priklad 5: Jednou réano zacalo husté snézit s konstantni intenzitou (rychlosti). V
8 hodin vyjel snézny pluh. Do 9 hodin upravil 2 km silnice, v 10 hodin mél za sebou
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jiz 3 km. Predpokladame-li, Ze pluh odstrani za kazdou hodinu konstantni mnozstvi
snéhu, urcete cas, kdy zacalo snézit.

Resent: Nejprve ozna¢ime potiebné veli¢iny. Pismenem ¢ budeme znacit ¢as od
okamziku, kdy zacalo snézit, T" bude oznacCovat ¢as méfeny od vyjezdu snézného
pluhu. Necht s(t)je draha, kterou pluh urazil do doby ¢ (méfené pochopitelné pro
t > T). Necht dale h(t) oznacuje vysku napadaného snéhu v case t. Nyni matema-
ticky vyjadiime tvrzeni, zZe snih pada s konstantni rychlosti. Lze psat % =c, kde ¢
je konstanta. Integrovanim obou stran dostaneme h(t) = ct + C, kde C je integracéni
konstanta. Protoze ale h(0) = 0, musi byt C' = 0. Odtud tedy h(t) = ct. Pozna-
menejme, ze tento vztah lze odvodit také pomoci analogie s fyzikalnim vztahem pro
drahu rovnomérného pohybu. Tvrzeni, ze pluh odstranuje snih s konstantni intenzitou,
znamenad, ze rychlost pluhu je nepfimo tmérna vysce napadaného sné¢hu v kazdém
case t. Pro t > T tedy plati vztah % = % = % = %, kde K = % je konstanta.
Integrovanim obou stran dostaneme podminku s(¢) = K -logt+ L, kde L je integra¢ni
konstanta. Shrneme nyni podminky urcené zadanim: s(t) = K - logt + L, s(T) =
0,s(T'+1) =2,s(T"+2) = 3. Po dosazeni mame K -logT'+L =0, K -log(T+1)+ L =
2, K-log(T+2)+ L = 3. Posledni tfi rovnice tvofi soustavu, ze které uré¢ime 7'. Z prvni
rovnice vyjadiime L = —K - logT'; po dosazeni do druhé a tfeti rovnice za L ziskdme
soustavu dvou rovnic o dvou nezndmych K,T. Z obou rovnic vyjadiime nezndmou
K K=_—2___ K=_——3___ Nynf porovhame pravé strany obou rovnic.

log(T+1)—log T’ log(T+2)—logT*

LE2)2 — (T3 Tato rovnice je kvadraticka, ma dva

T T
realné koteny. Z nich pro feSeny problém ma smysl pouze kladna hodnota 1" = ‘/52_1,
coz je priblizné 0, 618hodin, tzn. asi 37 minut. Snézit tedy zacalo priblizné v 7 hodin
a 23 minut.

Priklad 6: U rybniku sedi n rybari. Kazdy z nich lovi ryby nezavisle na ostatnich.
Jakmile kazdy z rybait ulovi rybu, odejde. Nikdo vSak neopusti svoje misto bez
tlovku. Urcete funkci, pomoci které je mozno popsat klesajici pocet rybéari u rybnika
(pfedpokladame samoziejmé, Ze v rybniku je dostatek ryb).

Reseni: Zavedeme vhodné oznaceni. Cas budeme méfit od okamziku, kdy rybari
zacali lovit. Jako f(t)oznac¢ime pomér mezi poctem rybart, ktefi v ¢ase tjesté lovi
a celkovym poctem rybaii n. Odtud tedy pocet rybaii, ktefi v case t jesté lovi, je
urc¢en hodnotou n- f(t). Hledanéa funkce f(¢)nezavisi na n ani na tom, ktery ¢éasovy
okamzik zvolime za pocatecni. Proto pocet rybari, ktefi v ¢ase t+h jesté lovi, 1ze urcit
dvéma zpusoby: Budto n- f(t-+h) nebo [n-f(t)]- f(h). Posledni dva vyrazy porovname.
Protoze n # 0, dostaneme fukcionalni rovnici ve tvaru: f(t+h) = f(t)- f(h). Tato
rovnice je jednou z modifikovanych Cauchyovych rovnic. Jejim fesenim se vzhledem
k rozsahu pfispévku nemtzeme zabyvat, podrobnosti lze nalézt napt. v [1], [2], [6],
[8]. Uvedeme pouze spojité, nerostouci a nenulové feSeni, které ma vyznam pro feseny
problém. Timto FeSenim je funkce f(t) = a’ kde a je realna konstanta s vlastnosti a €
(0,1). Pro t = 0 plati a® = 1, coZ odpovida skute¢nosti, Ze v ¢ase t = 0 je u rybnika
viech n rybaii. Poznamenejme jesté, Ze ¢islo n- a' vyjadiuje pravdépodobny pocet
rybari u rybnika v case t. Cim vétst bude &slo n, tim presnéji bude uvedena funkce
vystihovat skuteény stav.

Zavérem lze konstatovat, ze uvedené tlohy jsou jen nékteré z mnoha tloh a prob-
lémi, které vyuzivaji vhodného oznaceni ¢i geometrického vhledu. Pouc¢enim pro bu-
douci ucitele matematiky by mélo byt takové tlohy vyhledavat a zarazovat jak do
vyuky, tak i pro pfipravu talentovanych studenti v matematice (fesitelé matematické
olympiady, Klokana a pod.)

Po tpravé obdrzime rovnici (
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Specialne pripady Apolloniovych tloh

MARTIN BILLICH

ABSTRACT. In the present paper possibility of using inversion for solving Apollonius‘ problem
are discussed. We describe some facts from the methods for solving the Apollonius‘ Tasks.
There are shown two examples of special cases of the Apollonius‘ problem in this article.

Uvod

Povodna Apolloniova tiloha, zostrojit kruznicu, ktora sa dotyka danych troch kruznic
v rovine, je jednou z vyznamnych planimetrickych tuloh. Svoje meno méa podla gréc-
keho geometra, fyzika a astronéma Apollonia z Pergy (priblizne 262 — 190 pred n.
1.), ktory sa zaoberal konstrukciami kruznic dotykajucich sa danych troch atvarov
(bodov, priamok, kruznic) v diele O dotykoch. Spis sa nezachoval, takze nemdzeme
s istotou povedat ako tuto tlohu riesil tento velky geometer. Zmienil sa o iom Pappos
okolo roku 320, podla ktorého Apollonios vyriesil vSetky tlohy s vynimkou pripadu
troch kruznic. Apollonios uvazoval konstrukcie iba pomocou pravitka a kruzidla.

Apolloniovou tlohou sa zaoberalo niekol'ko slavnych matematikou, najskor Viéte,
Fermat, Newton, Euler, Carnot, potom Casey, Gergonne, Gaultier, Fouché a dalsi.
Z tohto zaujmu, ktorému sa tesili Apolloniove ulohy, vidime, Ze mali velky teoreticky
vyznam, podlozeny objavovanim rozmanitych metoéd ich rieSenia, a dodnes patria
k atraktivnym tuloham syntetickej geometrie.

V povodnej Apolloniovej tilohe stt dané tri podmienky dotyku s danymi kruzni-
cami. Ak oznacime jednu taki podmienku symbolom (k), moéZeme tiato tlohu oz-
nacit (kkk). Ak nahradime niektoré z danych kruznic bodmi, podmienka (B), priam-
kami, podmienka (p), dostaneme tychto desat tloh (tzv. Apolloniove tlohy): BBB,
BBp, Bpp, ppp, BBk, Bpk, Bkk, ppk, pkk, kkk. K tymto tloham modzeme pripo-
jit ulohy, v ktorych dany bod je dotykovym bodom na danej kruznici, podmienka
(kg), alebo na danej priamke, podmienka (pg). Takto dostaneme Sesticu znamych
Pappouvijch tiloh, ktoré modzeme povazovat za Specialne pripady Apollonivych tloh:
peB, kB, kgp, pep, prk, kpk. Namiesto podmienky dotyku mozeme dalej zaviest
niektoré dalsie Specifické podmienky, aby hladana kruZnica mala dany polomer r
(1), pretinala dant kruznicu ortogonalne (k°), diametralne (k?), pod danym uhlom
a(k®), resp. pretinala dant priamku ortogonalne (p°), pod danym uhlom «(p®). Takto
dostaneme dalsie tvary Apolloniovych uloh.

Podl'a toho, ¢i sa vysledn& kruznica dotyka troch danych kruZnic zvonka alebo
zvnitra, mé vSeobecna Apolloniova tiloha najviac osem rieseni. Pri rieSeni vyssie uve-
denych uloh sa pouzivaji najma konstrukcie metodou mnoZin bodov dangjch vlastnosti
a konstrukcie metodou geometrickiych zobrazeni. Pouzivanie algebricko-geometricke)
metddy nie je prili§ casté. PodrobnejSie sa metdédam rieSsenia Apolloniovych tloh
venuje Z. Sklenarikova v préaci [2|. Najdeme tu dolezity historicky prehlad metod
ich rieSenia (aj algebrické a deskriptivnogeometrické) so zretelom na prekvapujico
jednoduché rieSenie franctuzskeho matematika Jozepha D. Gergonna (1771 — 1859).
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RieSenie Specidlnych Apolloniovych tloh

V tejto préaci su uvedené rieSenia dvoch Specidlnych pripadov Apolloniovych tloh,
ktoré sa v literaturach spominaji zriedkavo. Namiesto podmienky dotyku (pretina-
nia sa pod nulovym uhlom) sa venujeme podmienke pretinania dvoch kruznic pod
nenulovym uhlom. Na rieSenie pouzijeme jednu z elementarnogeometrickych metod
rieSenia Apolloniovej tlohy — metddu kruznicovej inverzie. Je velmi efektivnou meto-
dou riesenia mnohych planimetrickych tloh. Do geometrie bola zavedena Stubbsom (r.
1843, Philosophical Magasin). V niektorych pripadoch Apolloniovych tloh (obzvlast
ak je medzi danymi prvkami bod) je vhodné pomocou kruznicovej inverzie (dany
bod pritom volime za stred inverzie) previest danu ulohu na jednoduchsiu, ktort
vyrieSime (met6dou mnozin bodov danych vlastnosti alebo metodou geometrickych
zobrazeni) a vysledok prevedieme pomocou tej istej kruznicovej inverzie (involutérne-
ho zobrazenia) na vysledok povodnej tilohy. Na tomto mieste je potrebné zdoraznit, Ze
kruznicova inverzia tlohu neriesi priamo, ale ju iba prevadza na tlohu jednoduchsiu.
Viac o kruznicovej inverzii nédjdeme napr. v praci [3].

Skor ako prejdeme k rieseniu niektorych Specialnych Apolloniovych tloh, pripome-
nieme si pojem uhla priamky s kruznicou a uhla dvoch kruznic.

Definicia.
a) Uhlom priamky s kruznicou nazyvame uhol priamky s doty¢nicou ku kruznici
v spolo¢nom bode priamky a kruznice (obr. 1a).

obr. 1a obr. 1b

b) Uhlom dvoch nedisjunktnych kruznic nazyvame uhol dotyé¢nic tychto kruznic
v spolo¢nom bode kruznic (obr. 1b).
c) Dve kruznice sa pretinaji ortogonélne, ak ich uhol je zhodny s pravym uhlom.
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Uloha 1. (Bp°k°)

Dané je kruznica kq(S7; r1), priamka p a bod B, ktory nelezi na kruznici k; ani
na priamke p. Zostrojte kruznicu, ktora prechadza bodom B, pretina kruznicu ky
ortogonalne a priamku p pod danym uhlom «.

Riesenie:

Rozbor a konstrukcia. Predpokladajme, Ze existuje kruznica k pozadovanych
vlastnosti. Ulohu vyriesime pouzitim kruZnicovej inverzie s ur¢ujucou kruznicou
ko(B;r'), kde r' je TubovoIné kladné ¢islo. V tejto kruznicovej inverzii sa kruznica k;
zobrazi do kruznice k7, priamka p do kruznice p’ prechéddzajicej bodom B a hladana
kruznica k do priamky &', ktora bude ortogonélna s kruznicou &} a kruznicu p’ preti-
na pod uhlom «. Tym sme tlohu zmenili na konstrukciu priamky &', ktora pretina
kruznicu k] ortogonalne (t.j. prechadza jej stredom) a kruznicu p’ pretina pod uhlom
a. Ak priamka £’ ma pretinat kruznicu p’ pod uhlom «, vtedy tetiva tejto kruznice
leziaca na priamke k&’ je zndma, a tym je znamy aj polomer kruZnice p” sustrednej
s kruznicou p’, ktorej sa priamka k' dotyka. NaSou tulohou je teraz zostrojit stredom
kruznice k] dotyc¢nice ku kruznici p”, ¢o je uz trividlne. Ak ku priamke &’ zostrojime
inverzna kruznicu k, tak k mé pozadované vlastnosti (obr. 2).

obr. 2

Diskusia a zdver. Pocet rieSeni tlohy zavisi od po¢tu doty¢nic z bodu S} ku kruzni-
cip”, t.j. od vzajomnej polohy kruznice p” a stredu S| kruznice k7. V nasom pripade
je bod S7 vonkajsim bodom kruznice p”. Potom existuju dve doty¢nice pozadovanych
vlastnosti, ktorym zodpovedaju dve kruznice: 'k(1S; |['SB| ), 2k(%S; |*SB|). Ak bod

1 je bodom kruznice p”, tak tloha ma jediné rieSenie. V pripade, ze S| je vnitornym
bodom kruZnice p”, zadaniu ulohy nevyhovuje Ziadna kruznica pozadovanych vlast-
nosti.
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Uloha 2. (Bk“k?)

Dané st dve rozne kruznice ki (S1; 1), ko(Ss; m2) a bod B, ktory nelezi na Ziadnej
z nich. Zostrojte kruznicu, ktora prechéddza bodom B, kruznicu k; pretina pod danym
uhlom « a kruznicu ks pod uhlom 3.

Riesenie:

Rozbor a konstrukcia. Nech existuje kruznica k pozadovanych vlastnosti. Ulohu
vyrieSime pouzitim kruznicovej inverzie. Zvolme urcujicu kruznicu k,(B;r’), kde 7’
zvolime tak, aby kruznice k, a k; boli ortogonalne. V tejto kruznicovej inverzii je
kruznica ki samodruzna (k] = ki), kruznica ks sa zobrazi do kruznice k) a hladana
kruznica k do priamky &', ktora bude pretinat kruznice k] a kj postupne pod uhlami
a a v danom poradi (obr. 3).
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Ak priamka k' ma pretinat kruznicu k] [k5] pod uhlom « [3], vtedy tetiva tejto
kruznice leziaca na priamke £’ je zndma, a tym je znamy aj polomer kruznice k' [k]
ststrednej s kruznicou &} [k}|, ktorej sa priamka k" dotyka. Zvolenou inverziou sme
previedli dani tlohu na ulohu: Zostrojit spolo¢né doty¢nice dvoch danych kruznic.
Zostrojenim inverznych obrazov tychto doty¢nic dostaneme kruznice pozadovanych
vlastnosti.

Diskusia a zaver. Pocet rieseni zavisi od poc¢tu spolo¢nych doty¢nic kruznic kf a
k. Ak kruznice k) a kJ nemaju spolo¢ny dotyk a jedna lezi zvonku druhej (obr. %),
tloha ma Styri rieSenia. Kvoli prehladnosti st na obrazku zostrojené iba dve rieSenia:
'k, 2k. Ak sa kruZnice k] a kY zvonku dotykaju, iloha m4 tri rieSenia. V pripade, Ze
sa tieto dve kruznice pretinaju v dvoch roznych bodoch, tloha méa dve rieSenia. Ak
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kruznice k7 a kJ maji vnatorny dotyk, iloha ma jediné riesenie. Uloha nema riesenie,
ak jedna z kruznic lezi vnutri druhej.

Zaver

Apolloniove tlohy patria k najatraktivnejsim konstrukénym ulohédm elementéarnej ge-
ometrie. Okrem zvySenia zdujmu o geometriu su urcite vhodnym prispevkom k vy-
chove logického myslenia, presnosti, estetického citenia a trpezlivosti. S problematikou
Apolloniovych tloh by sa mohli oboznamit Ziaci uz na strednych skoléach pri rieSeni
mnohych zaujimavych tloh, napr. v ramci matematickych krizkov, ¢im by si rozsirili
svoje vedomosti z tejto ¢asti matematiky:.
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Aspekty rieSenia numerickych metod na fakultach
technickych univerzit

JANA BORZIKOVA

ABSTRACT. In paper is shown various aspect of teaching numerical alghorithm at technical
faculities. From the principle of clearness point of view were prepared some illustration, e.g.
term: convergency, division, derivative. These illustrations are part of multimedial CD used
at Faculty of production technologies.

KEY WORDS: principle of clearness, animation, alghorithms of numecical methods

Uvod

Zasada nazornosti vo vyucovacom procese sa vhodne prejavuje pouzivanim rozli¢nych
nazornych uc¢ebnych pomocok a prislusnej didaktickej techniky s cielom, aby si Stu-
denti vytvarali spravne a presné predstavy a obrazy o jednotlivych predmetoch a ja-
voch.

V psychologickej a pedagogickej literatture sa uvadza, ze prostrednictvom zraku
a sluchu ziskava clovek az 94 % vSetkych informacii. Pritom si paméata 20 % pocutych,
30 % videnych, ale az 50 % pocutych aj videnych stucasne. 4]

Nézornost vo vyuovacom procese by mala spliiat tieto didaktické funkcie [3]:

— predstavuje zdroj informécii pre Studentov,

— ulahcuje pochopit abstraktné prvky uciva,

— zvySuje zaujem Studentov, ich motivéiciu, podporuje ich pozornost,
— prispieva k rozvoju myslenia,

— poméha vytvarat presnejSie predstavy, pojmy, atd .,

— je prostriedkom proti odtrhnutiu teoérie a praxe, skoly od zivota.

Nadmerné a nespravne pouzivanie nazornosti niekedy moze brzdit rozvoj abstrak-
tného myslenia Studentov, preto treba dbat a na spravny pomer nézorného a abs-
traktného, konkrétneho a zovseobecneného.

Nazornost vo vyucovacom procese moze byt sprostredkovana viacerymi tech-
nickymi prostriedkami vyuc¢ovania. Pravdepodobne najvyuzivanej$im v stcasnosti je
vypoctova technika. Vysledkom jej premysleného vyuZzivania v numerickej matem-
atike je mozné prezentovanim niektorych abstraktnych pojmov dosiahnut u Studentov
lepsie pochopenie a zapamétanie. Samozrejme, Ze na tomto stupni Skoly uz hovorime
o abstrahovanom nazore, t. j. vyuzivame uz schémy, diagramy a grafy a formalizované
vztahy (matematické formuly a symboly). V niektorych pripadoch vyuzivame simu-
la¢ny, alebo animovany zaznam. A prave o vyuzivani takychto animacii na hodinach
numerickej matematiky na nasej fakulte sa budem zaoberat v tomto prispevku.



Aspekty rieSenia numerickych metdd na fakultach technickych univerzit 29

Analyza nazornosti v tvorbe animécii pri vyucbe numerickej
matematiky

Vo svojej budiicej dizertacnej praci som sa zamerala na sledovanie vplyvu vyuzi-
tia vypoctovej techniky pri rieSeni numerickych algoritmov za tcelom zvySovania
efektivnosti vyucovania numerickej matematiky. Stcastou prace je aj vyukové CD.
Vyskum popisany v dizertacnej praci ukézal, na ¢o je potrebné sa zamerat pri jeho
tvorbe. Predstavované CD je technickym prostriedkom vyucovania, vyuzivanym na
hodin4dch numerickej matematiky.

Vo vyskume bolo porovnavané vyuzivanie programovacieho jazyka Pascal a pro-
gramu MS Excel. Pracovné prostredie MS Excelu sa ukazalo ako prostredie studentom
blizke, vedeli pracovat s bunkami (kopirovat, prestavat, usporiadat), so vzorcami (za-
pisovat predpisy jednotlivych funkcii), vedeli vytvarat grafy.

Program MS Excel sa vo v8eobecnosti potvrdil, ako vhodny prostriedok, pre-
toze (podla Hypotézy 1) prispieva k vySsiemu zapamétaniu algoritmu a tym zlepsu-
je vysledky studentov pri zaverec¢nych kontrolach. Ukézalo sa vSak, Ze niektoré
Sablony pripravované na hodinach numerickej matematiky v spolupraci so Student-
mi je potrebné prehodnotit, pretoze nie pri vSetkych vyucovanych algoritmoch sa
potvrdilo zlepSenie. Pri niektorych sa dokonca ukézali nedostatky vyuzivania Excelu.
Kedze program nevie pracovat s premennou, vyskum ukéazal, Ze interpolacné tlohy
boli riesené rovnako programovacim jazykom aj MS Excelom. ZlepSenie nastalo pri
rieSeni aproximacnych tloh a pri rieSeni jednej nelinearnej rovnice. Bezo zmeny kvali-
ty rieSenia bolo aj rieSenie sustavy nelinearnych rovnic. Pri rieSeni ur¢itého integralu
bolo dokonca zaznamenané zhorsenie vysledkov. Bolo to spésobené tym, Zze Studenti
nespravne pouzivali Sablonu. Nezahrnuli do rieSenia vSetky kroky algoritmu a tym
dostéavali chybné vysledky.

Prave chyby tohto typu chcem pripravovanym CD odstranit. Cielom je podat
komplexny zdroj informacii, plniaci viaceré funkcie kladené na vypoctova techniku pri
vyucbe vieobecne (funkcia motivacno-stimulaéné, informa¢no-expozi¢na, precvicova-
cia aj aplikac¢na). [1]

Cielom CD z hladiska tedrie vyucovania je zvysit u Studentov zaujem o predmet,
dosiahnut porozumenie jednotlivym algoritmom a posilnit u nich vizualnu stranku
rieSenych problémov. Vyklad algoritmu je, podla zasady nazornosti, doplneny o a-
nimacie, dokresl'ujice niektoré bezné pojmy numerickej matematiky (konvergencia,
delenie intervalu na ekvidistanéné body, nahradzovanie funkénej hodnoty jej deriva-
ciou).

CD je tvorené formou webu. Ten bol pripravovany bezne dostupnym programom
Microsoft FrontPage verzia 4.0. [3] Vyuzivam pritom do maximalnej moznej miery
niektoré vyhody *.html forméatu. Ide najméa o prehladnost, hypertextové odkazy,
moznost odkazov na stubory rézneho typu (pdf, exe, gif, xla). Pripravenych je cca
50 www stranok. Kazda stranka obsahuje v hornej casti Navigation Bar, zobrazujuci
Top level. Z neho je potom zrejmé droven jednotlivych stranok. V Top leveli, po do-
movskej stranke Vitajte nasleduji vetvy: Algoritmy, KniZznica *.xls, NerieSené
ulohy, Aplika¢né priklady, Download, Linky. Stranky, na ktoré si hypertex-
tové odkazy v Top leveli, st delené na rdmce, ¢o prinasa lepsiu orientaciu a pohyb po
webe, pretoze pri praci z nimi sa meni obsah iba jedného z ramcov. Ostatné menu
ostavaju nezmenené. Otvaranie webu je zabezpecené strankou domovskou strankou
index.html.

Pri kazdom algoritme st odkazy na Teoreticku cast, Obrazok, Rieseny priklad,
Nahravka riesenia v MS Excel, Ulohy na precvicenie a ukazka tlohy z praxe.
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Obrazok (Obrazok 1) je tvoreny ako animéacia *.gif, aby vizualny dojem zvysil
u Studentov zapamétatelnost a predstavivost. Boli pripravované programom Ad-
vanced GIF Animator. Kazdy z *. gif obrazkov je konstruovany z 50 statickych *.jpg
obrazkov, pripravenych v grafickom editore. St obsiahnuté pri vSetkych metédach na
rieSenie nelinedrnych rovnic a pri rieSeni urc¢itého integralu a pri rieSeni diferencialnej
rovnice.

A New Page 2 - Microsoft Internet Explorer Q@
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Obrazok 1 Ukéazka stranky z vyukového CD. V Tavom menu si uzivatel voli
zameranie tlohy, hornom menu si vyberie met6du. Banner obsahuje zakladnu
struktiru webovych stranok

Pojmy ,jiterac¢ny proces®, ,konvergencia*“ v algoritme numerického
rieSenia nelinearnej rovnice

Animécie v Casti RieSenie nelinedrnej rovnice su zamerané na pochopenie pojmu
iteracny proces, konvergencia. Pri vetkych obsiahnutych metédach (Metoda bisekcie,
Newtonova metoda, Metoda regula falsi, Kombinovana metoda a Iteratna metoda)
je graficky prezentovany sposob, ako k samotnému itera¢nému procesu dochédza, ¢o
to znamena, ak postupnost x; konverguje ku korenu nelinearnej rovnice.

Ako ukazka bola vybrana animécia Newtonovej metody. (Obrazok 2) Aj ked,
podla samotného algoritmu moézu nastat Styri pripady, kde podla priebehu funkcie
volime zaciatocny bod iteréacie, bola tloha zovseobecnenéd do tohto jedného prikla-
du rasticej, konvexnej funkcie. Grafické porovnanie jednotlivych algoritmov vedie
k vysSej zapamétatelnosti a porozumeniu metody.
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Obrazok 2 Nahravka iteracného procesu pri Newtonovej metode

Pojem ,delenie intervalu* v algoritme numerického rieSenia urcitého inte-
gralu

Pojem delenie intervalu bol nazorne prezentovany pri obdlznikovej a lichobeznikovej
metdde. Delenie intervalu integrovania mé kla¢ovi tlohu pri rieSeni uréitého integralu
a je zdkladnym pojmom aj pri Riemannovej definicii ur¢itého integralu v matematic-
kej analyze.

Obréazok 3 Nahravka delenia intervalu na n = 4, n = 8, n = 16 uzlovych bodov pri
obdlznikovej metode

Néhodne vybrané ohrani¢ena funkcia f(z) (Obrazok 3) je na svojom intervale
integrovania (a,b) C D(f) postupne delend na n = 4, n = 8, n = 16 uzlovych
bodov, pri¢om st vypoéitané plochy obdlznikov navzajom porovnavané a na zaver st
porovnané aj so skutocnou hodnotou integralu. Okrem porozumenia je pochopenie
obdlznikovej metody dolezité pre propedeutiku nahradzovania funkcie f(z) funkciou
vyssieho stupna. Vol'ba vyssej hodnoty n, alebo animacia Simpsonovej metody (meto-
da nahradzovania integrovanej funkcie f(z) polynémom 2. stupia, totiz stracala na
nazornosti. Obrazok sa stal viac neprehladnym, ako nazornym.
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Pojem ,nahradzovanie funkénej hodnoty f(z() derivaciou funkcie v bode
f ’(zo)* v algoritme numerického rieSenia diferencialnej rovnice

Na riesenie diferencialnej rovnice obsahuje CD Eulerovia metédu, Runge-Kutta meto-
du 2. radu a 4. radu. Z posledne spomenutého dévodu bola vypracovana animécia
iba pre metdédu rieSenia diferencidlnych rovnic najnizsieho radu, t. j. pre Eulerovi
metodu. Zo zadania diferencialnej rovnice je predpis pre deriviciu funkcie je zndmy
a v samotnom algoritme je vyuzivany jej geometricky vyznam. Co je aj graficky
zdoraznené. (Obrazok 4) Vizualizacia tohto numerického problému vedie k upevne-
niu pojmu derivacia funkcie vSeobecne a poukazuje na jej vyznam pri rieSeni aj inych
tloh, nie iba zékladnych tloh matematickej analyzy. Kazdé z Runge-Kutta metod je
slen spresnenym® tejto metody. Vyuziva lepSiu aproximéciu ako je derivacia funkcie
v lavom krajnom bode.
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Obrazok 4 Nahravka numerického riesenia diferencialnej rovnice Eulerovou metdédou

Zaver

Difam, Zze nové moznosti vypoctovej techniky iba podporia znamy Komenského
vyrok: ,, Aby sa veci viditeIné zraku, po¢utelné sluchu, ¢uchatelné ¢uchu, chutnatelné
chuti a hmatatelné hmatu podavali, ak je to mozné, viacerymi zmyslami stcasne.*
Pretoze mozno hodnotit, Ze vyuzivanie tejto metodiky vyucby (forma webovych
stranok, *.gif animéacie, *.exe nahravky prace na pracovnej ploche a MS Excel a Vi-
sual Basic ako prostriedok na vykonanie vypoc¢tov) zaznamenalo u Studentov zéau-
jem o predmet. Napriklad pri vyklade obdlznikovej metody Studenti sami navrho-
vali zvySenie presnosti integrovania nahradenym plochy pod funkciou lichobeznikmi.
Zaroven treba dbat, a to zdorazinujem, aby nebolo podcenené abstraktné zapisovanie
algoritmov, pretoze to sa v ostatnych ro¢nikoch ukézalo ako velka slabina nasich
Studentov.
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Gradované série uloh a pisomnych prac
v matematike zakladnej skoly

JAROSLAVA BRINCKOVA

ABSTRACT. This paper shows possibilities of creation the graded series of tasks in written
tests which give a possibility of choice to a pupil from a given aggregate of tasks with grada-
tional difficulty such tasks which answer its knowledge and possibilities level. Thereby they
affect motivationally to the acquirement of the best performances in mathematics.

Uvod

Vies co si? Si zdzrak. Si jedinecnyj. Na celom svete neexistuje iné dieta, ktoré by bolo
uplne rovnaké ako ty. Za miliony rokov, ktoré ubehli, nikdy neexistovalo uplne rovnané
dieta ako ty. ...Mas schopnosti pre cokolvek.

Pablo Casals

Vstepujeme toto nasim detom v Skolach? Citia deti svoju vlastni hodnotu v nasom
vychovnom pdsobeni k nim. Ur¢ite by sme sa mali aspon snazit uberat sa tymto
smerom.

Nasa praca je vlastne snahou vykrocit v ustrety originalite jednotlivca a dat mu
moznost zazit uspech vo vyucovani matematiky. Podla mozZnosti kazdému Ziakovi.
Tak Zziakovi Sikovnému, ktory je nad priemerom triedy, ako aj slabsiemu ziakovi,
ktory pociti, Ze nieco vie. Zvysit jeho sebavedomie a taktiez motivaciu ist a snazit sa
dalej, aby citil, Ze zvySené usilie prinesie svoje ovocie.

Gradované pisomné prace - vymedzenie pojmu

V odbornej literatiire sme sa nestretli s jednoznaénym vymedzenim terminu
,gradovand séria uloh“ pokusime sme sa o vlastnu interpretaciu tohto spojenia
s ohTadom na dostupnu literatiru a nazory odbornikov. Napriklad v [3], [§] .

V Slovniku Slovenského jazyka a sa gradacia vysvetluje ako stupnovanie, zvacgo-
vanie, zosiliiovanie. Slovo graduovat sa vysvetluje ako oznacovat stupnicou a séria
ako skupina, rad, subor veci, jednotiek patriacich k sebe. Taktiez mdzeme blizsie
vysvetlit pojem tloha. Uloha v matematike sa vysvetluje ako problém, ktory treba
vyrieSit na zaklade zndmych vysledkov.

Na zaklade wuvedeného sa stotoznujeme s takymto vysvetlenim terminu
,gradovana séria aloh*: gradovat, ¢iZe postupne stuprioval ndrocnost iloh v jednej
séri uloh, v ktorey kaZdd tuloha obsahuge tri rozne ndrocné varianty. Nie su oznacené
stupnicou, ale ako a, b, ¢ — varianty. NajlahSie lohy v sérii oznacujeme ako vari-
ant ,a* stredne tazké ako variant ,b“ a najtassie ako variant ,c“ Ulohy vsak mézu
byt zadané aj formou prikladu, pisomného pocitania algoritmu. Gradovana séria tiloh
umoznuje v silade so vzdelavacim cielom precvi¢it ucivo tak, aby Zziak preukazal
schopnost dobre aplikovat nauceny postup na jemu primeranej trovni.

Gradované pisomné prace su zostavené tak, ze v kazdej sérii su tri dlohy
roznej obtiaznosti ku ktorym je priradené bodové hodnotenie. Ziaci si podla svojich
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schopnosti vyberiu z kazdej trojice tloh vzdy iba jednu tlohu. Ziak riesi tolko uloh,
kolko je trojic tloh. V pisomnej praci je uvedena aj klasifika¢né stupnica, umoznujtca
prevod poc¢tu ziskanych bodov na klasifikacné stupne.

Gradované pisomné prace je vhodné pouzit najmé v klasickych triedach, v ktorych
sa objavujui znamky 1 — 4,5. Ak si ziak slab8ie prospievajuci vyberie vSetky ,a-cka*
a vyriedi ich spravne, dostane znamku ako usporiadani dvojicu [1,3]. Jednotku za
100% vykon vo svojej najlahSej kategorii a trojku za porovnanie obtiaZnosti zvole-
nych tloh vo vztahu k maximalnemu poc¢tu bodov, ktoré mohol dosiahnut pri vybere
narocnejsich tloh v pisomnej praci. Takto je ocenena jeho snaha pracovat podla
svojich moznosti s maximélnym vykonom. U¢i sa pracovat dobre a nie ,odflaknut”
pracu.

Skola md podla V. Uhercikovej [12] pripravit Ziakov ¢o naglepsie na plnenie po-
Ziadaviek redlneho Zivota. Jej tlohou je pomdct Zziakovi zorientovat sa na ceste svojej
profesionalnej drahy. Moznost volby primerane naro¢nych tloh citlivym spésobom
diferencuje triedu v klasifika¢nej stupnici. Ak v matematike slabsi ziak pocita v ,kla-
sickej pisomnej praci postupne vSetky priklady, ¢o dostane? Obyc¢ajne takuto pisom-
ni pracu zvladne na 4 alebo 5. V gradovani spoc¢iva vnutorna motivéicia pre slabo
prospievajucich ziakov — ,netopime ich“. Taktiez je to motivacia pre vynikajucich Zia-
kov, ktori mozu naozaj ukazat, ze su lepsi. Tvorba gradovanych pisomnych préca a ich
oprava je naro¢na hlavne pre ucitela. Ak v klasickej pisomnej praci ziak riesi 4 tulohy,
ucitel opravuje jednu variantu prac. V pripade gradovanej série uloh moéze vzniknut
az 3* roznych pisomnych prac. Z nich sa v 25 ¢lennej triede vyskytuji len niektoré
varianty.

Ako zostavit gradovant sériu tloh?

Problémova situacia (PS), ako uvadza M. Hejny [3], je Struktura, ktora obsahuje
niekolko parametrov viazanych stuborom vézieb. Ak niektoré z parametrov ¢iselne
uréime, je mozné ostatné parametre vypocitat. Tak vznikaja z problémovej situécie
skolské matematické tilohy roznej obtiaznosti. Napriklad pri porovnévani veku ziakov.
Opis problémovej situdcie: Vek Adama a Bela
Dnes md Adam x rokov a Belo y rokov. O q rokov bude Belo taky stary, ako je
Adam dnes a Adam bude mat potom m rokov. Pred p rokmi mal Adam tolko rokov,
ako md Belo dnes a Belo mal vtedy o n rokov menej, ako mda Adam dnes. (Otdzka???)
V danej situacii (PS) je Sest parametrov (P): x, y, p, ¢, m, n. Pytame sa aké
hodnoty mo6zu nadobudat? MéZe to byt x = -1, y = 200, p = 19/77 V naSej dohode ,,
pocitat iba v obore malych celych ¢isel” nie. Vek nad 105 rokov sa ¢asto nevyskytuje.
Vztahy: Z podmienok vyplyvaju vazby:

yta=x(1),x+q=m(2),x p=y(3),
y-p=x-1n4)p=q(5)..

Zo vsetkych vztahov sa usilujeme vybrat taka podskupinu, ktora je :

iplnd — kazdy dalsi ¢len PS sa z nej da vyvodit

nezdvisld- ziaden zo vztahov tejto skupiny sa neda vyvodit zo zvysnych.

Skupinu vztahov, ktora je tplna a nezavisla nazveme bdza vztahov (BV) danej
PS.

V nasSom priklade su to vztahy (1) az (4).

Stupne volnosti (SV) udavaju minimalny pocet parametrov, ktoré v danej tlohe
treba Ciselne zvolit tak, aby z PS vznikla matematicky tloha. Pritom plati :
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(PP) — (BV) = (SV)

6-4=2

Ak si predstavime jednotlivé parametre ako vrcholy mnohostena (obr. ¢.1) a vézby
medzi nimi ako hrany jednotlivych stien, je evidentné, Ze zadanim Tubovolnej dvojice
parametrov vrcholov jednej steny vieme urcit treti parameter.

Obr. 1

7 danej problémovej situdcie mozeme zostavit sériu 15. gradovanych tloh tak, Ze
volime rézne dvojice parametrov. Ich obtiaznost pri rieSeni bude roézna a zavisi aj od
vzdialenosti vrcholov mnohostena. Napriklad pri vy¢isleni parametrov x a y sa tloha
pocita l'ahsie ako ked zadame parametre ma n.

Opis problémovej situdcie: Zdedili sme zdhradu

Martin a Jozef zdedili zahradu tvaru Stvorca, zndzorneni na obr.¢.2. Cez zdihradu
je natiahnuté zavlaZovanie tak, Ze ju deli na trojuholnik a lichobeznik. Zostavte texty
slovngch tloh diferencovanej obtiaznosti v 6. aZ 8. rocniku 7S pre vypocet obvodu
a obsahu rovinnych utvarov udanych na obr. ¢.2.

] [a] E ¢ c

Obr. 2

Ulohu mozeme pretransformovat do jazyka matematiky nasledovne:

Stvorec ABCD je tseckou AE (E lezi vo vnaitri strany CD) rozdeleny na trojuholnik
AED a lichobeinik ABCE. Oznacme dizky : a = [AB/, b = |DE/, ¢ = |CE/, d = |AE].

Obsahy: S = [ABCD/, U = |AED|, V = |ABCE].

Zo siedmich cisel a, b, ¢, d, S, U, V pozndme dve. Zvysnijch pit mdme vypocitat.

Vyjadrime dvojice parametrov uvedenych v tabulke ¢. 1 ¢iselne. Vo zvolenych 7.
tlohéach vypocitajte ostatné parametre. Stupfiovanie obtiaznosti rieSenia tlohy nie je
dané len zmenou ¢iselnych oborov, ale aj po¢tom transformacii zakladnych vztahov,
ktoré musi ziak realizovat pri vyjadreni neznamej zo vzorca a jej vycisleni pomocou
dvoch zadanych ¢iselnych tdajov.
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¢cul. |11 2| 3 |45 6 7
a 4
b |3 V2
c 3 7
d V6 13 | 4v/2 | V49
S 12 16
U 6 44
A\ 90

Tabul'ka ¢&. 1

Vazenie tloh v gradovanych pisomnych pracach

Ué¢ivo matematiky venované rozsirovaniu ¢iselnych oborov je v slovenskych ucebni-
ciach matematiky usporiadané Spiralovite. Realizuje sa v nasledujtcich etapéch :
pojem ¢islo (modelovanie v E3, v Eg, slovo, symbol, obraz na ¢isla na ¢iselnej osi),
relacie,

operéacie,

rovnice a nerovnice,

slovné tlohy.

Pritom tazisko poznania je kladené na pojem ¢islo. Ak ziak nepozné napr. celé
¢islo, nemoze rieSit slovné tlohy s celymi ¢islami. Bodova hodnota tloh v ktorych
skiimame troven poznania pojmu ¢islo musi byt vyssia ako pri urc¢ovani relacii medzi
¢islami.

Pri transformaécii vzorcov pre vypocet tlohy Zziak pouziva niektoré z réznych trovni
nasledujtcich myslienkovych procesov:

reprodukcia,

porozumenie,

analyza, syntéza a induktivne myslenie,

deduktivne myslenie,

kauzdlna analyza.

Néaro¢nost pouzitej myslienkovej operacie umoznuje diferencovat vahu tlohy v rov-
nakom ¢iselnom obore a etape. Zvoleny ¢iselny obor a troven myslenia urc¢uji bodova
hodnotu tlohy v gradovanej sérii tiloh a umoznuji navrhnut klasifikaént stupnicu pre
gradovanu pisomni pracu. Ukazky gradovanych sérif iloh v matematike 2. stupna ZS
st prezentované v Tvorivej dielni.

Zaver

Pri overovani ucinnosti nami zostavenych gradovanych pisomnych prac v skolskej
praxi 2.stupna ZS sa ukazalo, ze vychova k sebahodnoteniu je proces dlhodobejsi.
Gradované pisomné prace nemozeme zadat ziakom bez predbeznej pripravy. V takom-
to pripade ju ziaci nezvladnu. Nie je u nich vyvinuty az taky stupen sebahodnotenia.
a nadhodne vybrani ziaci 7.a 8. roénikov ZS v nasom experimente neboli schopni sa
rychlo adaptovat na novy systém préace. Treba ich to naudit!

Klacovou zlozkou zodpovednosti je sebaprijatie — hlboké uvedomenie si svojho
jedinecného talentu a mozZnosti byt vynikajics. Dalsou zlozkou je sebariadenie
— vedomie, ze nikto iny nemdze urobit ni¢ za nas, ze kvalitu svojho Zivota mdme
vo svojej moct. Vychova ziakov k sebaprijatiu a sebariadeniu by mala predchadzat,
podla nasho nazoru, vzdelavaniu. Takito vychova by mala predchadzat aj nasmu
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vychovnému a vzdelavaciemu posobeniu na budiceho uditela matematiky. Prostred-
nictvom gradovanych pisomnych prac v matematike je mozné vplyvat na ziaka uve-
denym spdsobom.

Gradované pisomné prace by nemali byt jedinou formou pisomnych prac. Mali by
sa vyuzivat aj iné formy, aby ucitel nebol len jednosmerne orientovany.
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Vyuzitie pocitaca a grafickych kalkulaciek vo
vyucovani geometrie ZS

MONIKA DILLINGEROVA

ABSTRACT. This paper shows how to use problem solving in teaching geometry at the el-
ementary school. There are basic terms from problem solving given and the usage of two
methods is in two geometrical subjects shown. The methods require some technical support.
This can be realized with a PC or a graphical calculator. There are different methods of
teaching for using only one PC or calculator and using one for each student described.

Problémové vyucovanie

Geometria je na zakladnej skole chapané ako velmi tazka cast matematiky. Casto sa
stretdvame s tym, ze sa ziaci pytaji, kedy uz kone¢ne budeme ,zase pocitat”. Tento jav
je sprievodnym znakom formy vyucovania matematiky. V ,pocitacich* tilohéch staci
mat naucené postupy a vsetko je jasné. V geometrii je kazdé zadanie iné — Ziaci ¢asto
nevedia, ¢o maju vyuzivat, nie su zvyknuti experimentovat, teda nemaja ako zistovat
doplnujice informacie o probléme. Napriklad konstrukcia trojuholnika z troch danych
dlzok taznic predstavuje problém, ktory Ziaci samostatne nevedia vyriesit. Nasou tlo-
hou — tlohou uéitelov — by malo byt naucit ziakov tvorivo mysliet aj v geometrii. To-
muto ciel'u je potrebné prisposobit vyklad novej latky ako aj formu skuiSania a overova-
nia vedomosti. Do vyucovania treba zaviest formy vysvetlovania, ktoré sa opieraju
o konkrétne a im podobné problémy. Pritom cast vysvetlovania bude nutné preniest
na ziakov. Teéria vzdelavania musi zahinat kooperativne vzdelavacie stratégie, ktoré
stavaji na timovej praci a na spolupraci s prostredim, ktoré sa tyka problémov, ktoré
maju byt rieSené. (Bertrand, 1998) Nech sa snazime naucit ¢okol'vek, pouzivame pri-
tom dlhodobu aj kratkodobu pamét. Kratkodoba pamét absorbuje vsetky aktualne
informécie. Po urcitom ¢ase ich bud spracuje a presunie do dlhodobej paméte, alebo
zrusi ako nepotrebné.. Na objasnenie, ako dlho sa v kratkodobej pamati informécia
udrzi, boli robené mnohé psychologické vyskumy. Ani jeden vSak nedal jednoznaé¢ni
odpoved. Dokazalo sa, Ze obsah kratkodobej paméti ma kratky zivot a je lahko nahra-
ditelny novymi informaciami.(G. Petty,1993) Délezité je teda, ¢i informacia prejde
do dlhodobej paméte. Dlhodoba pamét je pomerne stabilna, ¢ize informéacie v nej
uloZené, st odolné voci zabudaniu. Napriek tomu nie su stale volne k dispozicii.
Napriklad dlhsie ndm ostane v pamati zmysluplna veta, ako zhluk na seba logicky
nenadvazujucich slov. Dieta si pri hre velmi dobre zapaméta vSetko, ¢o suviselo s je-
ho osobou: Urcite vie ze bolo spoluhra¢mi pri hre ,,éloveée, nehnevaj sal* trikrat
vyhodené, Ze vsak jeden zo spoluhracov bol vyhodeny az péatkrat, mu ,ujde”. Toto
vSetko stvisi so sposobom uloZenia informacii v paméti. Kazdéa prijimana informacia
je konfrontovana s uz ulozenymi informéciami. Vznikaju spoje a vztahy, ktoré potom
poméhaja informaciu vyvolat. Tieto tvoria kognitivnu siet pojmov a poznatkov. Sila
spojov pritom hra vel'ki tlohu pri vybavovani si informécie. Na podporenie sily spojov
sa pouziva ucenie rieSenim problémov, ktoré ako ucelena tedria vyucovania bolo ak-
ceptovane v druhej polovici 20. storocia a je zname aj pod ndzvom problem solving.
Stavebnym prvkom tejto metddy je problém. Kopka (1999) ho s odvolanim sa na
Frobischera definuje takto: Problém charakterizuju jeho 3 hlavné zlozky:
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e vychodiskova situacia, v ktorej opisujeme suvislosti a poskytujeme informacie
alebo tidaje

e ciel, ktory chce riesitel dosiahnut

e cesta od vychodiskovej situécie k cielu, ktora pre riesitela moze, ale tiez nemusi
byt zrejma a dosiahnutelna.

Okrem toho musime este spomeniit, Zze do problémového vyucovania okrem problémov
patria aj ,investigation“ (skumanie, prieskum), ktoré tvoria :

e polootvorené (open-ended problems) problémy. Tieto zahfhaja detské hladanie
ciela, ktory poznaju a ktory je v probléme dany implicitne.

e otvorené (open problems) problémy. Moze sa jednat o problémy v ktorych bud
nie je znamy ciel alebo je sice znamy ciel, ale metoda je uplne otvorena. (Podla
Berekové, 1996)

Podstatou problémového vyucovania je utvaranie mnozstva problémovych situécii a
riadenie ¢innosti ziakov pri viac — menej samostatnom rieSeni problémov. (I. Turek,
1982)

V problémovom vyucovani sa dobre uplatiiuji nizsie uvedené principy:

1. spolupraca
Casta praca v skupinach,

2. pruznost
rychle reakcie ucitela aj Ziakov na préacu a jej vysledky,

3. vzajomna pomoc

v v

4. zlepSenie sebahodnotenia
ziaci sa dokazu vidiet redlne pozitivnejsie a ziskavaju sebavedomie (podla
Bertrand, 1998).

Problémové vyucovanie sa v triede moze realizovat roéznymi formami. Dnes s jasne
vymedzené nasledujice:

e problémovy vyklad,

heuristickd metoda,

metoda objavovania a riadeného objavovania,

brainstorming,

hobo metdda,

Gordonova metoda,

projektové vyucovanie. (Turek, 1982)
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Okrem nich sa pri realizacii problémového vyucovania mozeme stretnit aj s ich kom-
bindciami, kde pocas vyucovacej hodiny jedna forma plynulo prechadza do druhe;j.
(blizsie pozri Dillingerova, 2004b)

Pre naSe zamery st momentélne doélezité heuristickd metoda a metoéda riadeného
objavovania.
Heuristickd metéda
Jedna sa o formu vyucovania, pocas ktorej ziaci spolu s ucitelom aktivne objavuju
nové poznatky alebo zatrieduju pojmy do siete pojmov a poznatkov. Ziaci sa stavaju
spoluzodpovedni za osvojenie si u¢iva. RieSia diel¢ie problémy predkladané ucitelom.
Jeho tloha spociva v:

e zadavani tuloh,

logickom spéjani vysledkov predchadzajucich dloh so zadanim nasledujice]
ulohy,

kontrole a udrzovani ziackej aktivity na primeranej hladine,

e pripadnej revizii svojho postupu
(ak zisti, Ze je pre ziakov prili§ obtiazny alebo prilis Tahky).

Metoda objavovania a riadeného objavovania

Pri uc¢eni metédou objavovania, ¢i riadeného objavovania, sa od Ziakov ocakava, ze
na dané principy budu prichadzat sami — aj ked véc¢Sinou s uréitou cudzou pomocou
(riadenim) alebo po zvlastnej priprave. Metoda sa opiera o niekol'ko hlavnych zasad,
ktoré by mal ucitel zobrat do uvahy a dodrzat:

e Ziaci musia mat vSetky podstatné zédkladné znalosti a schopnosti, ktoré buda
pre uspesné zvladnutie tlohy - problému potrebné.

e Ziaci musia presne chapat, ¢o sa od nich vyzaduje.
Obvykle je vhodné tlohu okrem slovného zadania, pri ktorom sa odstranuju
rozne nejasnosti, aj stru¢ne a jasne napisat na tabulu.

e Velka vacsina ziakov musi byt schopné tlohu vyriesit.
Najlepsie je, ak st schopni tlohu vyriesit vSetci Ziaci. S ohladom na hetero-
génne zlozenie ziakov v triedach to vSak zvéicsa nie je mozné. V tomto pripade
odporucame, aby Zziaci, ktori neboli schopni tlohu sami vyriesit, boli schopni
pochopit jej rieSenie prezentované uspesnejsimi spoluziakmi. (Podl'a Petraskova,
2002)

Vyznamné prvky trojuholnika

V tejto téme by sme mohli zvolit pouZitie poéitaca, na uréenie vztahu medzi dlzka-
mi usekov, na ktoré deli taznicu tazisko. Nakolko kazda Skola s balikom programov
od Infoveku ziskala aj program dynamickej geometrie, mozno tuto vyuku realizo-
vat v pocitacovej ucebni. Sme si vSak vedomi, Ze pocitac¢ové ucebne na Skolach st
vytazené. Nie kazdému ucitelovi sa podari so svojou triedou optimélne zabezpecit
Cas v nej, preto ponikame aj int alternativu. Touto alternativou s grafické kalku-
lacky so zabudovanou dynamickou geometriou. Obrazky a tdaje v naSom c¢lanku
pochédzaju z kalkulacky ClassPad300 od firmy Casio. (pre préacu s kalkulackou pozri
ftp://ftp.casio.co.jp/pub/world manual/edu/en/CP300 UsersGuide E.pdf alebo
Dillingerova, 2004a)
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Obr. 1

Co sa tyka samotnej témy, metdédou by bolo riadené objavovanie, pripadne heuris-
ticky vyklad. Ak mame k dispozicii kalkulacky pre vetkych (alebo aspon dvojice) Zia-
kov triedy, mozeme vyuku koncipovat ako riadené objavovanie. Heuristicky vyklad
budeme volit v pripade, Ze mame k dispozicii iba velmi obmedzeny pocet kalkulaciek
pre triedu, ¢i dokonca jedinu pre ucitela. Ak bude k dispozicii iba jedna, mala by to
byt tzv. projekéna sada, t.j. kalkulacka s pridavnym zariadenim pre spatny projektor,
alebo kalkulacka spojena s dataprojektorom. V pripade nami pouzivanej kalkulacky
je mozné pracovat aj na pocita¢i s emulatorom, ktory kalkulacku plne imituje. Tu
je vSak tiez eSte nutné zabezpecit premietanie obrazu z monitora na platno alebo
stenu. Spomenuté grafické kalkulacky nam umoznuji robit pohyblivé obrazky a naviac
v nich vedia odmerat chcené dlzky a dokonca aj urobit vypoéty pre vietky namerané
hodnoty. Na obrazku 1 je takyto postup zaznamenany. Trojuholnik CDFE je urceny
tak, ze bod C je prvkom tusecky AB. To znamena, ze mozeme na kalkulacke spustit
animéciu, pocas ktorej sa bod C pohybuje po tsecke AB od bodu A k bodu B.
Pritom nechévame kalkulacku merat dlzky tseciek CH a CF (teda tiseku od vrcholu
po tazisko a celej dlzky faznice). Kalkulacka zobrazi tolko hodnot, kolko krokov
zadefinujeme pre animéaciu — v pdévodnom nastaveni ich je 20. Pre vyskum je takyto
pocet dostatocny. Nasledne je urobené vyhodnotenie pomeru ‘| c F|‘ ktory by mal zia-
kov presvedcit, ze pomer je az na chybu merania konstantny. Postupne vhodnymi
otézkami dovedieme Ziakov k Zelanému poznatku.
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Goniometria ostrého uhla

V tejto kapitole mozeme opét pouzit riadené objavovanie alebo heuristicky vyklad
(podla pomocok). Vyuéba sa bude opierat o problémovu tlohu:

Narysujte pomocou kalkulac¢iek (pocitaca) pravouhly trojuholnik ABC s pravym
uhlom pri vrchole C' a uhlom pri vrchole A velkosti 36 °. Na strane AC zvolte
Tubovolny bod D. Bodom D vedte kolmicu na stranu AC. Prieseénik narysovanej
kolmice a strany AB oznacte E. Definujte animaciu tak, aby sa bod D pohyboval po
usecke AC. Hladajte ¢o sa da povedat o dizkach DE, EA, DA.
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Metodické poznamky:

Ak urobime tento experiment s pravitkom, ceruzkou a papierom, narazime na
obmedzent presnost zostrojovania uhlov a merania dlzok. To znamené, Ze pomery,
ktoré by sme chceli porovnavat budi v akomsi rozpéti. Teda pouzitim uvedenych
pomocok Ziaci naozaj nemozu samostatne urobit hypotézu, ze pomer dlzok odpove-
dajucich si stréan je konstantny.

V problémovej tilohe sme dopredu zadali konkrétny uhol. To preto, aby Ziaci mohli
svoje vysledky navzajom porovnavat. Tento uhol je mozné pocas priebehu hodiny
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niekolko razy zmenit a takto ziskat hodnoty goniometrickych funkecii jednotlivych
uhlov. Ako sme uz vysgie uviedli, 20 hodnét tvori pre nas vyskum dostatoény pocet
vstupnych tdajov. V tejto téme sa mozeme zaoberat aj matematickym dokazom
objaveného poznatku. Ziaci maju pre dokaz vSetky potrebné vedomosti. Mozu ho
urobit na hodine na zaklade vlastnosti podobnych trojuholnikov.

Ak ma kalkulacku (pocitac) s geometrickym grafickym softvérom k dispozicii iba
ucitel, moze hodinu viest vo forme heuristického vykladu.

Vystup z kalkulacky, ktory postupne bude prezentovany ziakom je zhrnuty
v obrazku 2. Rysovanie a meranie urobi uc¢itel sam, ¢o vSak s nameranymi hod-
notami urobit, navrhuju ziaci. VSetky vystupy z kalkulacky (pocitaca) v takomto
pripade premieta bud spatnym projektorom alebo dataprojektorom pre Ziakov na
stenu (platno).

Zaver

Aj na8i ucitelia ndm spristupnovali u¢ivo za pomoci dostupnych pomocok. Takouto
pomockou by dnes softvér dynamickej geometrie jednoznac¢ne mal byt. Pokiisme sa
teda v stcinnosti s novymi metoédami pouzivat techniku, ktord ma napomoct pochope-
niu uciva, zatraktivneniu vyucby a hlavne moze preniest zodpovednost za nauceny
obsah na Ziaka.
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Stefan Banach’s textbooks
(in 60** memory of death)

STANISEAW DOMORADZKI

Stefan Banach (1892-1945)

The introduction

After recovering of the independence by Poland in November 1918, Polish educational
system was found in big troubles. They resulted from existing not only different types
of schools but also from the different educational systems in three annexations. The
first reform was carried out in 1919 - 1922. Reviewed textbooks were adapted to
the carried out in Poland reforms of Jedrzejewicz ! in 1932 - 1933. According to
this reform the following model of the education was obligatory: the primary school
(6 years), secondary schools: uniform grammar-school (4 years), diverse secondary
school (2 years). There was also the VII class (consummative) at the primary school,
instead of the I grammar-school.

Among prominent figures of 20th century mathematics, there were some Polish
mathematicians. The best known is Stefan Banach (1892-1945), a professor at the
University of Lvov, one of the founders of functional analysis (see [3], [4], [6]). The
term “Banach space* is now world-wide used to describe a part of contemporary
mathematics taught in university graduate courses.

The biography

Banach was born in 30.03.1892 in Cracow, and died in 31.08.1945 in Lvov. He was a
self-taught man; he was an illegitimate child of Stefan Banach and Katarzyna Greczek
and did not know his mother. At first he probably was cared by the grandmother
Antonina who lived on Tatra Highlands near Nowy Targ. When the grandmother
fell ill, the father gave back the son for the education to Franciszka Plowa and her

1Janusz Jedrzejewicz the minister of religious Confessions and Public Enlightenment in years
1931 - 1934.
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daughter Mary Puchalska’s home in Cracow. Franciszka Plowa worked in a laundry;
Banach treated her as the natural grandmother, while her daughter Mary Puchalska
as an older sister. There he touched with Julius Mien, the Frenchman from the origin,
a writer, photographer, translator of the Polish literature, which was a close friend
of Mary Puchalska. Exactly Julius Mien supervised the general education of the
boy. Banach owes to him the excellent acquaintance of French which he beautifully
exhibited on international mathematical Congresses.

In 1902 after the graduation from the primary school S. Banach as a ten years
old boy becomes a schoolboy of the I class at the Grammar-school No 4 named by
Henryk Sienkiewicz in Cracow. After passing the secondary-school certificate in 1910
he leaves to Lvov, where he earns with giving of the private lessons on his livelihood.
At first he studied mathematics individually, during short time he also attended on
lectures of Stanistaw Zaremba (1863 - 1942), a professor of the Jagiellonian University.
Then he began studies at Lvov Polytechnic, where in spring 1914 he passed the first
examination showing the credit of two first years of studies of engineering, so called
half the diploma (this meant the credit of two years of studies). On his own studies
he earned with private lessons.

When in July 1914 T World War began, Banach left Lvov. He was dismissed from
the military service, because he was left-handed and poorly saw on the left eye. In
Cracow he gave private lessons in the range of all grammar-school classes. He refused
the offer of the permanent work at secondary school; permanent work did not interest
him.

In 1916 the meeting of Hugo Steinhaus (1887-1972) with Stefan Banach took place
on Cracovian Planty about which Hugo Steinhaus mentioned many times calling
Banach himself the greatest of his own scientific discovery. That meeting had almost
immediate scientific consequences: Steinhaus let know Banach a certain problem over
which he worked from longer time (depended on the problem of the convergence
according to the first moment of partial sums of expansions of Fourier’s integrable
function). To Steinhaus’s astonishment Banach soon brought the ready solution of
this problem.

In 1920, when Banach submitted his PhD thesis, which laid foundations of functio-
nal analysis, the President of Poland issued a special decree allowing Stefan Banach,
as an exception, to be awarded a PhD degree without formal university education (his
education was interrupted by World War I). Afterwards the scientific career of Banach
went on very quickly. He became an assistant of prof. Antoni Marian Lomnicki (1881-
1941) who accepted Banach on his own assistant at Lvov Polytechnic, in spite of that
he had not had completed studies. From this moment the brilliant scientific career
of Banach starts. At the same time at the University of Jan Kazimierz in Lvov he
represents the doctoral thesis published two years later in the periodical ,,Fundamenta
Mathematicae” in III volume entitled ,,Sur les operations dans les ensembles abstraits
et leur applications aux équations integralés”. In this work he introduced, among ot-
her things, the concept of linear normed complete space called afterwards the Banach
space. In June 1922 he habilitates at the University of Jan Kazimierz, and in July this
year he becomes an extraordinary professor of UJK. In 1924 Stefan Banach becomes
a corresponding member of the Polish Academy of Sciences; however in 1927 he gets
the appointment as a professor of the University of Jan Kazimierz. As the professor
of the Lvov University he develops on rare scale the scientific-investigative activity,
and, among other things, since 1929 he together with Steinhaus edits the periodical
Studia Mathematica“. In 1932 he publishes his famous work ,, Theorie dés opérations
linéaires”, as the first volume of the new publication ,Mathematical Monographs®, of
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which he was one cofounder. In the period of existence of the University named Ivan
Franko in Lvov (1939-1941 and 1944-1945) Stefan Banach directed I Department of
the Mathematical Analysis.

Information about Banach’s school textbooks.

In the 1930s, Banach wrote eight textbooks for children from fifth grade on (age:
11-16 years). He wrote most of them together with two other eminent Polish mathe-
maticians:

Wactaw Sierpinski (1882-1969), the co-founder of the Polish Mathematical School,
an outstanding specialist in number theory, set theory and topology, professor of the
University of Jan Kazimierz in Lvov and the University of Warsaw and a member of
Académie des Sciences, Paris,

Wlodzimierz Stozek (1883-1941), a professor of Lvov Polytechnic.

The textbooks mentioned in the article are listed in the bibliography from position
[8] to [15].

What school-books were written by outstanding Polish mathematicians?

First of all, these textbooks were comprehensible. The language is simple, down-to-
earth and easy to understand. For example, in Arithmetics for the I grammar-school
class |12] among other things there are the following problems:

1) Buy at The Post Office the broadcasting blank and fill it on the sum of 20 zlotys
which you want to transfer to Mr. M.N. , owning account No 345600 (an example of
the full blank was placed in textbook. (page 117)

2) 2 of January 1933 the Firm ,The Wood Industry* paid on the checking account
the sum of 30000 zlotys. From the above sum one paid 1/IV 1933 500021, and 1,/VI
1933 - 40002t. What sum did the firm possess at the end of June 1933 on the cheque
account, if the bank pays 5% a year? (page 116)

Reasoning is concise; a master hand and impressive command of mathematics
can be traced in these readings. New ideas are introduced as a generalization of con-
crete examples. Theorems are motivated with pertinent examples and proved without
overemphasizing the deduction. There are numerous problems in these textbooks,
relatively easy at the beginning and then gradually more difficult. Their type and
arrangement show authors concern for the individualization of learning.

Banach was a devoted mathematician, had a powerful mind and imagination.
Yet, it was he who said: “The humanities are more important in secondary education
than mathematics, which is too sharp instrument for children to deal with“ (see [4],
[5]). He understood very well the difficulties encountered by students while learning
mathematics thanks to private lessons that he had, often teaching older students.
Was the writing textbooks for such mathematical fames an easy work? No. Hugo
Steinhaus, "the discoverer"? of Banach, wrote about Banach’s textbook life-time:

“Most of the time and energy were taken to Banach by the writing textbooks of
the arithmetics, algebra and the geometry for colleges. He wrote with Sierpinski and

2H. Steinhaus thus mentions his own greatest exploration:

“Though Cracow was actually a fortress, one can go in the evenings along park. During such a walk
I heard words “...the Lebesque measure of....” I approached to the bench and I presented myself to
two young students of mathematics. They said to me that to their company belonged Witold Wilkosz
whose they glorified very much. They were Stefan Banach and Otto Nikodym. From this time we
met reqularly...“
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Stozek, and also himself. This was never the duplication of already existing school-
books. Banach - thanks to his own experiences of the coach was aware of the matter
that every definition, every argument and every exercise was a problem for the author
of the schoolbook who cares for her didactic value.”

It is conspicuous that the authors regard mastering arithmetics skills as particular-
ly important. In chapters on arithmetics they distinguished separate sections entitled:
“Mental computation and facilitations”. For example, they ordered to add some num-
bers to the given ones or to divide them by a certain number. From the textbook:
“Arithmetics and geometry for the II class of secondary schools“ [10] we can take the
following examples:

1) Give the multiples of: a) number 2 which are smaller than 30,

b) number 5 which are smaller than 100. (page 23)

2) Which of the following numbers: 68, 100, 216, 322, 584, 764, 974, 1236 are
divided into 47

(page 27)

K. Wuczynska [7] has noticed that nowadays we tend to expect that students dis-
cover by themselves some ways to facilitate computations; Stefan Banach did prompt
it.

I myself have given a set of mental arithmetical tasks to a group of 30 university
students majoring in mathematics. They performed very complicated operations, as
they were lacking of appropriate skills and were not aware of simple facilitations. Is
this necessary today? I think that even for the training of the mind it is necessary.

For somebody brought up after the new math era, the geometrical chapters of the
textbooks by Banach, Sierpinski and Stozek may appear rather dull. Let us take some
examples from the textbook: ,, Arithmetics and geometry for the V class of elementary
schools”[8]. After having explained the terminology concerning triangles, the authors
give the following problems:

1) Draw few triangles and mark their vertices.

2) Draw any triangle and compare: a) the sum, b) the difference of two sides, with
the third side.

3) Draw a right-angled triangle and mark both its legs and hypotenuse.

4) One of the legs is 6 c¢m long, the other is 8 cm long; what is the length of the
hypotenuse? Read from the drawing. (The drawing has to be drawn by the schoolboy -
the interpolation S. D.)

5) Draw a right-angled triangle knowing the length of its legs: a) 3 cm and 4 c¢m;
b) 2 cm and 5 ecm; ¢) 2 em and 4 cm.

6) Using four right-angled triangles with legs 8 ¢cm and 5 c¢m, construct a right-
angled triangle.

7) Divide the rectangle with sides 9 ¢cm and 6 cm so as to obtain 6 identical
right-angled triangles with legs 6 cm and 3 cm.

8) Draw an angle and (starting from the vertex) mark two equal segments on the
arms. Join the ends of the segments as to get an isosceles triangle. Show its sides,
base and vertex. Measure the base angles.

9) Draw an isosceles right-angled triangle. Measure its base angles. (page 50)

I read this selection exercises as the encouragement to such teaching of mathe-
matics, so that comprehending and properties were constructed in pupil’s minds.
Cognitive process presented by Banach leads across the winning of experiences, to
end of birth of a new fragment of abstract knowledge. Thus authors, masters of the
mathematical deduction, in case of the pupil favoured constructive ordeals.
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Pohl'ad maturantov na matematickii analyzu a jej
vyucovanie

JAN DURIS

ABSTRACT. In this paper we describe the final year’s students’ answers to the questionnaire
concerning the mathematical analysis and its teaching.

To, ¢o si mysli niekol’ko maturantov o vyuc¢ovani matematickej analyzy, sme zisto-
vali na jar v roku 2003. Zistovali sme to pomocou ankety uskuto¢nenej v dvoch
bratislavskych gymnéziach (Gymnéazium na Novohradskej ul. a Gymnézium na Va-
zovovej ul.).

Na prvom gymnéaziu sa ankety zucastnili dve triedy — Oktava (17 Studentov) a 4.B
(25 studentov). Studenti v Oktéve boli zo skupiny, ktora mala 5 hodin matematiky
tyzdenne. Z matematiky mali povinne maturovat. V 4.B boli v ramci matematiky
Studenti deleni na dve skupiny, tzv. posilnenych (15 Studentov, 5 hod. matematiky
tyzdenne) a tzv. neposilnenych (10 studentov, 3 hod. matematiky tyzdenne). Neposil-
neni eSte nemali prebraté integraly, takze do vyhodnotenia ankety sme nezaradili ich
odpovede na niektoré otazky.

Na druhom gymnéziu sa ankety zucastnilo 17 studentov zo skupiny, ktoru tvo-
rili zvacsa ti Studenti vybrati z celého Stvrtého roc¢nika, ktori z matematiky chceli
maturovat alebo ju potrebovali pri prijimacich pohovoroch na vysoku skolu.

Anketa mala tri hlavné ciele. Prvym bolo zistit postoje jednotlivych studentov ku
matematickej analyze, jej narocnosti, prinosu jej objavu, sposobu a opodstatnenosti
jej vyucovania. Druhym bol zamer zistit, aky prinos malo vyucovanie matematickej
analyzy pre Studentov, aké problémy mali pri jej studovani, do akej hibky ju pochopili
a ako vidia moznosti pouzitia infinitezimélneho poc¢tu v aplikaciach. Tretim zamerom
bolo ziskat prehlad o samotnych konkrétnych vedomostiach z diferencidlneho a inte-
gralneho poctu.

Anketa obsahovala 15 otazok. Snazili sme sa o to, aby kladené otazky boli
otvorenymi otédzkami a teda aby umoznili studentom vyjadrit sa a tym poskytli hlbsi
vhlad do ich pochopenia jednotlivych pojmov matematickej analyzy. V prvych piatich
otazkach mali Studenti zaujat svoj vztah alebo postoj tym, Zze oznacia ¢islo na stupnici
od 1 do 5. V dalsich desiatich im bol dany priestor na napisanie odpovede na dantu
otazku.

Do vyhodnotenia bolo zaradenych 59 vyplnenych anketovych harkov. Pri odpove-
diach desiatich ,neposilnenych” studentov zo 4.B neboli hodnotené otazky 8, 9, 10,
13, 14 a 15, pretoze sa v nich spomina diferencialny aj integrélny pocet a Studenti
tejto skupiny este nepreberali integraly. V tychto otazkach je teda vyhodnocovanych
49 harkov.

V dalsom texte st kvoli ilustréacii uvadzané citaty zo Studentskych odpovedi. Sa
pisané kurzivou a v Gvodzovkéich. Pre nedostatok miesta sti v tomto ¢lanku analyzo-
vané odpovede studentov na niektoré z otazok ankety len velmi stru¢ne. Uplny ¢lanok
sa da najst na webe na adrese:
http://www.fmph.uniba.sk/~jduris/sk/clanok ruzomberok2005.doc.
Otazky 1 az 5 (vyhodnocovanych bolo 59 odpovedi)

Otazka 1: Objav pojmu derivacia bol podla mna: (1 = bezvyznamny, 5 = velmi
vyznamny).
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Otazka 2: Myslim si, ze budtci pravnik méa na SS poc¢avat zéklady diferencidlneho
a integralneho poc¢tu: (1 = rozhodne ano, 5 = rozhodne nie).

Otéazka 3: Myslim si, ze vyu€ovanie diferencialneho a integralneho poctu na SS bolo
pre mia prinosom: (1 = rozhodne &no, 5 = rozhodne nie).

Otéazka 4: S vyutovanim matematiky na SS som veelku spokojny: (1 = rozhodne ano,
5 = rozhodne nie).

Otéazka 5: Myslim si, ze pri chapani pojmov mi pomahaju obrazky: (1 = rozhodne
ano, 5 = rozhodne nie).

Vysledky su spracované podla jednotlivych otazok. V tabulke je uvedeny pocet
7iakov, ktori zagkrtli dani odpoved a pri kazdej otazke aj aritmeticky priemer za-
skrtnutych hodnot odpovedi.

Tabul'ka: Celkové vysledky otazok 1 az 5 vo vSetkych skupinach

Od povede
O HAcka 1 2 3 4 5 Premer
1 4 3 19 19 14 3.61
2 5 g 28 16 2 3.03
3 13 17 7 11 ] 2.49
4 21 29 ] 3 1] 1.85
o 25 17 13 3 1 1.95

Odpovede skupiny 4.B — neposilneni sa v otazkach 1, 3 a 4 vyrazne lisili od
odpovedi ostatnych troch skupin. Znamené to, ze tito studenti boli v porovnani s os-
tatnymi menej spokojni s vyuc¢ovanim matematiky na SS, vyucovanie matematickej
analyzy nepovazovali za prinosné a objavu pojmu derivacia prikladali skor maly ale-
bo Ziadny vyznam. Moze to byt sposobené velkou naro¢nostou tohto uciva a mozno
aj tym, Ze Studenti tejto skupiny zatial nepreberali integralny pocet a diferencialny
pocet sa im preto moze zdat zbytocny, nikde nepouZitelny.

Celkovo studenti povazovali objav pojmu derivacia za vyznamny alebo velmi vyz-
namny a prinos tohto ucéiva oznadili za velky alebo dostato¢ny. Az 47,5 % Studentov
zaujalo neutralny postoj vodi tomu, & sa budici pravnik mé na SS oboznamit so zak-
ladmi matematickej analyzy. Predpokladdme, Ze sa nevyjadrovali, pretoze sa necitia
byt dostatocéne kompetentni odpovedat na takato otéazku.

Obréazky rozhodne pomahaji alebo pomahaju pri chapani pojmov az 71,2 % Stu-
dentov. Je teda potrebné pri vyucovani matematiky pouzivat ¢o najviac grafov, schém
a inych obrazkov a takisto v uc¢ebniciach by sa malo nachadzat dostato¢né mnozstvo
obrazkov. Velmi pozitivne je, Ze az 84,7 % $tudentov je spokojnych alebo rozhodne
spokojnych s vyucovanim matematiky na SS. Predpokladédme, Ze na takomto vysled-
ku maju zasluhu najma ucitelia, ktori ucili anketovanych studentov.

Otézka 6 (vyhodnocovanych bolo 59 odpovedi)
Otéazka: Je nejaky rozdiel medzi definiciou a vetou?

Len strucéné, zviacsa jednoslovné odpovede, dalo 20 studentov, z nich 14 napisalo
alebo sa priklonilo k "dno" a 6 k "nie”. Dalsf traja neodpovedali vobec.

Najvacsia skupina, 19 Studentov, sa spravne vyjadrovala o definicii, ale nespravne
o vete. Definiciu chapu ako nieco, ¢o "nieco definuje”, dircuje”, "popisuje” a o vete
zviacSa uvazuju ako o gramatickej vete, konstatovani. Mo6ze to byt spdsobené tym, ze
ich ucitelia nepouzivali pojem veta, alebo ho pouzivali s prilisnou samozrejmostou,
bez toho, aby upozornili Studentov na vyznam pojmu veta v matematike.

Myslime si, ze by bolo vhodné, aby mal student o vete v matematike predstavu
ako o Comsi inom ako je veta v gramatickom zmysle.



Pohlfad maturantov na matematickd analyzu a jej vyucovanie 53

Otézka 7 (vyhodnocovanych bolo 59 odpovedi)
Otazka: Boli potrebné nejaké predchadzajtice vedomosti na pochopenie diferenciél-
neho poctu?

Najviac, az 26 Studentov, uviedlo "dno", ale blizsie neSpecifikovalo. Piati vyjadrili
presvedcenie, ze vzdy st potrebné predchédzajice vedomosti, resp. Ze veci na seba
nadvézuji, najmé v matematike. Otazka zrejme mala byt radsSej formulovana: "Boli
potrebné nejaké predchadzajice vedomosti na pochopenie diferencialneho poc¢tu? Ak
ano, ktoré?"

Medzi odpovedami tych 15 studentov, ktori konkretizovali aspon jednu vedomost,
sa vyskytovali najcastejsie limity (6), zaklady funkeif (6), grafy funkcii (5). Dalej sa
v odpovediach vyskytlo poé¢itanie s mocninami (2), poc¢itanie kvadratickych a inych
rovnic (2), zaklady algebry, analytickd geometria a dotyé¢nice (po 1).

Limity zrejme spomenuli ti, ktori si pamétaji definiciu derivacie, grafy funkcii
zasa ti, ktori si derivaciu spajaju so smernicou dotyc¢nice ku grafu funkcie.

Otézka 8 (vyhodnocovanych bolo 49 odpovedi)
Otazka: Co z oblasti diferencidlneho a integralneho po&tu vam robilo problémy?
Preco?

Bud sa nevyjadrilo, napisalo ,nic“ alebo neSpecifikovalo konkrétne problémy
z oblasti matematickej analyzy 23 studentov. Dvaja z nich napisali ,vsetko®.

Traja Studenti sa vyjadrili, Ze nechapali podstatu, princip diferencialneho a inte-
gralneho poctu, bolo to ,nieco nové®. Styria napisali, Ze im robilo problémy zapamétat
si vztahy pre derivécie alebo integraly elementarnych funkcii.

Problémy s pocitanim prikladov malo 17 studentov. Dvaja blizsie nekonkretizovali
a u ostatnych boli najc¢astejsie problémy so zistovanim priebehu funkeii (7 studentov).
Siestim robilo problémy pocitanie integralov, najma s pouzitim metoédy per partes.

Problémy pri zistovani priebehu funkcii moézu byt sposobené tym, ze v prikladoch
tohto typu je potrebné spajat viacero poznatkov a aplikovat ich na konkrétnu tlo-
hu. St mozno spésobené aj tym, ze na hodinach sa riesili prilis naro¢né priklady.
Vypocet integralov metdédou per partes, resp. substitucnou metdédou nie je v uceb-
nych osnovich a ani nepovazujeme za dolezité, aby boli tieto témy vyucované uz na
strednej skole.

Otézka 9 (vyhodnocovanych bolo 49 odpovedi)
Otézka: Je nejaky novy typ uloh, ktoré ste predtym nevedeli riesit a vdaka diferen-
cidlnemu alebo integralnemu poctu viete?

Nijaky novy typ tloh z matematickej analyzy nemenovalo alebo velmi struc¢né
odpovede poskytlo 17 studentov. Z nich deviati napisali ,,dno“, Styria napisali ,nie”.
Za zrychlenie a zefektivnenie vypoctov povazuju pouzivanie diferencialneho a inte-
gralneho poctu Styria Studenti.

Ti, ktori spomenuli konkrétne tlohy z diferencidlneho alebo integralneho poctu,
pisali o vypoctoch obsahov ploch ohrani¢enych funkciou a osou x, prip. ohrani¢enych
dvomi funkciami (14 odpovedi), o vypoctoch objemov telies vzniknutych rotéciou
grafu funkcie (12 odpovedi) a o extrémoch funkcii (7 odpovedi).

Presnost, s akou sa vyjadrovali, bola dobra najmaé pri tych, ktori pisali o extrémoch
funkcii, napr. ,Myslim, Ze tato metdda je velmi Sikovnd pri zistovani najviacsich / nag-
mengich moznijch dosiahnutych hodnét (— napr. najvicsi o zdhrady, ...)*“ Ti, ktori
pisali o vypocte obsahu plochy ohranic¢enej grafom funkcie a osou x, va¢sinou pouzili
skratené ,plocha pod krivkou® alebo ,plochy vymedzené roznymi funkciami®. Mnohi
napisali zjednodusSene, resp. nespravne ,zistovanie obsahov®, iypocet plochy®, ,povrch
funkcie®, ,nieco s plochami. Pri pisani o objeme telies vzniknutych rotéciou grafu



54 JAN DURIS

funkcie boli pouzité dve formulécie. Jedna bola ,,objemy telies“ (6 Studentov) a druha
,objemy rotacniyjch telies“ (6 $tudentov).

Myslime si, Ze aj ked $tudenti ¢asto pouZzivali nepresné alebo zjednoduSené vyja-
drenia, rozumeli tomu, o ¢om piSu. D4 sa tak usudzovat aj na zaklade ich odpovedi
na otazku 15, v ktorych sa medzi obrazkami, ktoré sa im spéjaji s pojmom inte-
gral, najcastejsie objavovali obrazky znazornujice vypocet ,plochy pod krivkou® alebo
vypocet ,objemu telesa“.

Otéazka 10 (vyhodnocovanych bolo 49 odpovedi)
Otézka: Vymenujte niekol'ko odborov, ktoré nepotrebuju diferencidlny a integralny
pocet.

Siesti Studenti sa vyjadrili, Ze okrem matematiky (resp. este fyziky a informatiky)
iné odbory diferencidlny a integralny pocet nepotrebuju.

Ani jeden prirodovedny odbor v odpovedi na otazku neuviedlo az 27 studentov.
Uvadzali najmé humanitné a umelecké odbory, dalej medicinu, robotnicke povolania,
ucitel'stvo (okrem ucitel'stva matematiky), Sport.

Aspon jeden prirodovedny odbor uviedlo vo svojich odpovediach 13 studentov.
Najcastejsie uvadzali biologiu (6), geografiu (5), chémiu (2) a environmentalistiku (2).
V jednej odpovedi bolo uvedené, ze ,prirodovedci® nepotrebuji diferencidlny a inte-
gralny pocet, v dvoch, ze ekonémia nepotrebuje tuto oblast matematiky.

Je vel'mi pozitivne, Ze tych, ktori v odpovedi neuviedli Ziadny prirodovedny odbor,
bolo dvojnasobne viac ako tych, ktori prirodovedny odbor uviedli. V odpovediach
sa nevyskytla fyzika, ¢o je zrejme sposobené tym, ze v ramci matematiky bol pocitany
dostatok prikladov na pohyb telies a iné aplikacie infinitezimélneho poc¢tu. Keby ucitel
na hodine predviedol navyse aj nejaka int ako fyzikalnu aplikdciu, napr. chemicki
(rychlost chemickej reakcie), v odpovediach by sa moZno nevyskytovala ani chémia
a menej ¢asta by mohla byt bioldgia.

Otézka 11 (vyhodnocovanych bolo 59 odpovedi)
Otézka: D4 sa znazornit derivacia funkcie v bode pomocou grafu funkcie?

Velmi vela $tudentov odpovedalo na tito otazku velmi strucne. Bolo ich az 45,
z nich 6 vobec neodpovedalo. ,Nie“ napisali Styria Studenti, ,dno”, prip. ,dno, mys-
lim“, alebo nieCo podobné, az 35 z nich. Je jasné, Ze otazka mala byt radsej for-
mulovana: ,Da sa znézornit derivacia funkcie v bode pomocou grafu funkcie? Ak
ano, ako?. Z reakcii studentov na takito otazku by sa pravdepodobne ziskalo viac
vyhodnotiteInych odpovedi.

Desat studentov napisalo, Ze sa da znazornit ,dotycénicou” (jeden nakreslil a popisal
obrazok). Traja z nich upresnili, Ze ide o ,dotyénicu daného grafu funkcie v danom
bode*“.

Uplne presni odpoved napisali traja studenti. Ukazka: ,,dno — derivdcia je smer-
nica dotycnice zostrojend v tom bode“. Jeden z nich prikreslil aj obrazok.

Otézka 12 (vyhodnocovanych bolo 59 odpovedi)
Otéazka: Ktoré vlastnosti funkcii mozeme zistit pomocou derivacii?

Vicsina studentov sa k otazke vyjadrila a napisala viac ako len jedno slovo. Naj-
Castejsie spominané vlastnosti st monoténnost a existencia extrémov (obe po 31
odpovedi). Namiesto pojmu monotonnost ¢astejsie pouzivali ,rastica a klesajica funk-
cia”, prip. ,stipajica” namiesto rastica.

Dalsia ¢asto spominana vlastnost bola kovexnost a konkavnost funkcie
(12 odpovedi). Desiati napisali, Ze pomocou derivacii mozeme zistit cely priebeh
funkcie, popripade z neho potom zistit jednotlivé vlastnosti. Strmost resp. rychlost
stupania alebo klesania funkcie uviedlo 6 studentov. Rovnaky pocet uviedol inflexné
body.
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Najpocetnejsia z nespravnych odpovedi je odpoved ,nulové body“. Uviedlo ju 6 Stu-
dentov.

Dalsie odpovede boli stacionarne body (4), limita (4), asymptoty (3), ohranicenost
a neohranicenost (3), vrcholy funkcie (3), body nespojitosti (2), parnost a neparnost
(2), defini¢ény obor (2), obor hodnét (1), spojitost (1), perioda (1).

Z odpovedi je vidiet, ze Studenti maju dobré poznatky o vlastnostiach funkcii
a aj o moznosti pouzitia derivacii na ich vySetrovanie. Je tiez vidiet, Ze niektori
ucitelia uéia vyrazne nad ramec uc¢ebnych osnov (napr. vySetrovanie konvexnosti /
konkéavnosti).

Otézka 13 (vyhodnocovanych bolo 49 odpovedi)
Otézka: Aké geometrické aplikicie mé diferencidlny a integrélny pocet?

Neodpovedalo 11 studentov. Zvysnych 38 napisalo aspon po jednej geometrickej
aplikacii. Najcastejsie, az v 25 pripadoch, sa objavil ,vypocet plochy pod krivkou®,
resp. ,pod grafom“. Vyjadrenia zvac¢Sa neboli velmi korektné, napr. , zistenie obsahu
nejakého useku”, ,,obsahy".

V 15 odpovediach sa vyskytol ,vipocet objemov rotacnijch telies“. Ani tu neboli
prilis casté uplne korektné odpovede, skor sa vyskytovali odpovede typu ,zistenie
objemov pod obrdzkami vymedzenymi nejakymi funkciami®, ,objemouv telies”.

V Siestich odpovediach sa vyskytli doty¢nice, ,,dotycnice v danom bode”. Vypocet
hladanych rozmerov ,idedlnych telies a utvarov® uviedli Styria Studenti.

Okrem mensich problémov s pochopenim terminu geometrické aplikacie nerobila
Studentom tato otazka ziadne vacsie tazkosti. Znamena to, ze Studenti si uvedomuju,
ze existuje sivis medzi matematickou analyzou a geometriou.

Otézka 14 (vyhodnocovanych bolo 49 odpoveds)
Otéazka: Naformulujte jedno tvrdenie z diferencidlneho alebo integralneho poctu.

Ziadne tvrdenie neuviedlo 23 studentov. Vynimoc¢ne uviedli aspon komentar
k otézke: , turdenia to je moja slabd stranka. Chdpat chdpem o co ide ale naformulovat
to je problém*.

Nepravdivé tvrdenia, resp. definiciu namiesto tvrdenia uviedlo 13 $tudentov. Se-
dem z nich pritom pouzilo hovorovy jazyk, napr. ,Integrdl je opak k diferencidlne-
mu poctu.“ (2 odpovede), alebo ,funkcia ma extrém, ked prvd derivdcia sa rovnd 0“
(3 odpovede). Dalsi Siesti pouzili vhodny matematicky jazyk, napr. ,Limita = hod-
nota, ku ktorej sa blizi funkcia v nekonecne.“, alebo ,Derivdcia funkcie v danom bode
je dotyénica funkcie v tom istom bode.“ (3 podobné odpovede).

Pravdivé tvrdenie uviedlo 13 studentov. Nematematicky, hovorovy jazyk pouzilo
9 z nich. Ukazky ich tvrdeni: 5/ = 0 = zistenie extrémov®, ,ft > 0 funkcia je rastica®,
Ly” > 0 lok. min y” < 0 lok. max”, ,Spodny a vrchnyj integrdlny pocet danej funkcie
sa limitne k sebe blizia.“. étyria naformulovali spravne tvrdenia: , Derivdcia funkcie
v bode x uréuje smernicu dotycnice funkcie v bode z“ (3 odpovede), alebo ,Integrdl
suctu = suctu integralov [ (a +b) dt = [ a dt + [ b dt“

Myslime si, ze Studenti maji skor potrebu pojmom rozumiet a vediet ich pouzivat
v prikladoch ako vediet o nich formulovat tvrdenia. Napriek tomu ista snaha zo strany
uc¢itela budovat matematicky jazyk u Studentov je namieste.

Otéazka 15 (vyhodnocovanych bolo 49 odpovedi)
Otéazka: Aké obrazky sa vam spajaju s pojmami limita, derivacia, integral? Nakreslite
nejaky a popiste, ¢o demonstruje.

V odpovedi na otazku nenakreslilo obrazok 8 studentov, z nich traja nenapisali
vobec ni¢, dvaja spomenuli graf a dvaja namiesto kreslenia obrazky opisali. V odpove-
di na otazku 5 z ankety az piati z tychto studentov oznacili 1 alebo 2 (t.j. pri chapani
pojmov im poméhaji obrazky).
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Ako obrazok, ktory sa im spéja s pojmom limita, nakreslilo 25 studentov graf kle-
sajucej resp. rasticej funkcie, ktory sa pre x— oo priblizuje k osi x resp. ku priamke,
ktora je s nou rovnobezna. Popisy obrazkov boli zvicsa strucné a Castejsie pouzitim
slov ako zapisu lim,_,,. Piati studenti nakreslili funkéné hodnoty oscilujticej postup-
nosti ako body okolo osi x resp. okolo priamky s fiou rovnobezne;j.

Ako obrazok, ktory sa Studentom spaja s pojmom derivacia, nakreslilo 16 z nich
graf kvadratickej funkcie (prip. aj inej) a jeho doty¢nicu v niektorom jeho bode. V
popise uvadzali, Ze ide o dotyc¢nicu a o suvise medzi derivaciou a doty¢nicou casto
nespravne pisali, ze dotyc¢nica je derivaciou.

Obrazok funkcie majicej maximum a minimum, s vyznac¢enim, ze ide o maximum
a minimum, si s pojmom derivacia spajalo 6 Studentov.

S pojmom integral si 11 Studentov spaja obrazok, v ktorom je vysSrafované oblast
ohrani¢ena grafom funkcie, osou x a dvomi priamkami rovnobeznymi s osou y. V
popise uvadzaju, ze (ur¢ity) integral je vlastne obsah vysrafovanej plochy.

Obrazok, na ktorom bol znézorneny horny alebo dolny integralny sucet (popripade
oba), nakreslilo péat studentov. Blizsi popis tychto obrézkov zviacsa nebol.

Vysrafovanu oblast ohranic¢ent grafmi dvoch funkcii nakreslili $tyria Studenti.
V troch odpovediach sa obrazkom demonstrovalo pouzitie urcitého integralu na
vypocet obsahu tejto oblasti. V dvoch odpovediach bolo napisané, ze urcitym in-
tegralom je mozné vypocitat objem telesa vzniknutého rotéciou tejto oblasti okolo
0si X.

Zaver

Vzorka 59 maturantov, aj ked nie ndhodne vyberanych, ale skor takych, z ktorych az
49 ma k matematike ,blizko", modze pomoct ziskat predstavu o sticasnych slovenskych
maturantoch, ich postojoch k matematickej analyze a prostrednictvom odpovedi na
niektoré z otazok (najmé 11 az 14) aj o ich vedomostiach z tohto uciva.

Rozhodne prijemnym prekvapenim bolo, ze 50 z 59 Studentov vyjadrilo spoko-
jnost s vyucovanim matematiky na strednej skole. Zrejme je to najmé zasluhou ich
ucitelov matematiky. Na zaklade odpovedi tiez usudzujeme, Ze niektori ucitelia vyucu-
ju vyrazne nad ramec platnych ucéebnych osnov, zrejme ,zo zotrvacnosti®.

Tiez sa zdéa, ze prilis prevlada vyucovanie prostrednictvom rieSenia ¢isto matema-
tickych prikladov a zabida sa na SirSie zaradenie matematiky do systému vied, jej
aplikovatelnosti a pouZzitelnosti v inych oblastiach (vid odpovede na otazku 10 a tiez
2), ¢o matematike (a jej vyucovaniu) moze skodit, lebo sa moze zacat javit ako prilis
Specificka, okrajova.
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Funkéni mysSleni zakt a student — popis
pedagogického experimentu

PETR EISENMANN

ABSTRACT. This contribution deals with the students’ results in a test of functional thinking.
Its target is to describe the respondents’ ability to draw and interpret graph of functionality.

Uvod

Tento ¢lanek popisuje vysledky experimentu, jehoz cilem bylo zachytit jeden aspekt
funk¢éniho mysleni, a to schopnost vytvaret a popisovat grafy funkénich zévislosti.
Dotaznik uvedeny na nésledujici strance vyplnilo v roce 2004 celkem 201 zaki zaklad-
nich 8kol (7., 8. a 9. tfida), 198 studentt riznych typu stfednich skol s maturitou (3.
a 4. ro¢nik) a 204 vysokoskolskych studenti ucitelstvi matematiky (vSechny ro¢niky).
Zakladni a stfedni skoly se nachéazeji v severo¢eském regionu, vysokymi skolami jsou
minény pedagogické fakulty v Ceské a Slovenské republice. Respondenti vypliovali
dotazniky samostatné, anonymné, udavali pouze vék, pohlavi a Skolu. Poskytnuty cas
byl maximéalné 20 minut. Po vyplnéni dotazniku nasledovala témér vzdy ziva diskuse
s zaky ¢i studenty o vysledcich testu a spravnych odpovédich.
Spravné odpovédi jsou 1A, 2C, 3B a 4D.

Vysledky
Zakladni skola

A | B | C | D | Neodpovédélo
112959 6 | 6 0
2112|301 16 | 40 2
3141101173 2
41 8| 3 |76 |13 0

Prvni tabulka ukazuje souhrnné vysledky zaka zakladnich skol. Cisla vyjadiuji
Cetnost odpovédi v procentech. Je ziejmé, ze zaci zakladnich §kol volili nejcastéji ty
grafy, ve kterych kiivka vyjadiujici zavislost odpovidé prislusnému obrazku znazor-
nujicimu danou situaci (Markantni je to predevsim u polozek ¢islo 1, 3 a 4). To je
pochopitelné. Na zékladni Skole se Zéci s interpretaci zavislosti z praxe, vyjadienych
grafem, setkavaji spiSe vzacné. Vétsina zakn jesté graf ¢ist neumi a tak voli odpoved
podle podobnosti grafu funkce s obrazkem piislusné situace. Tento jev se objevil i u
podobné koncipovanych tloh v tzv. PISA — studii (rozsahly vyzkum matematickych
znalosti a dovednosti zéki v mnoha zemich svéta), viz Leuders/Prediger 2005.

Lepsi vysledky zaznamenali respondenti tohoto véku pouze u polozky ¢islo 1, kde
spravnou odpovéd A volila témér tfetina zakid. Situace znazornéna v této polozce
je totiz pro respondenty obecné nejsnéze predstavitelna, nejvice odpovida jejich
zkusenostem (viz vysledky dalsich vékovych kategorii).
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1. Grafy vpravo vyjadiuji zavislost rychlosti lyZzafe v(¢) na ¢ase t. Jen jeden z nich
odpovida situaci zachycené na obrazku vlevo. Zaskrtnéte jej.

vitly
&

4 NS Wt

st J
\

2. Nadoba se v case t = 0 zane napliovat stalym pritokem vody. Grafy vpravo
vyjadiuji zavislost vysky hladiny h(t) na case t. Jen jeden z nich odpovida této
situaci. Zaskrtnéte jej.

3. Grafy vpravo vyjadiuji zavislost obsahu vysrafované ¢asti trojihelniku S(z) na
vzdalenosti z. Jen jeden z nich odpovida této situaci. Zaskrtnéte jej.
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4. Kule¢nikova koule je odpélené z bodu P ve sméru ¢arkované cary. Grafy vpravo
vyjadiuji zéavislost vzdalenosti d(x) koule od horni hrany stolu na vzdalenosti
x. Jen jeden z nich odpovida této situaci. Zaskrtnéte jej.
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Vyvoj ¢etnosti tspésnych odpovédi zaki zakladnich skol v zavislosti na véku (7.,
8., 9. tfida) je relevantni pouze u polozky ¢islo 1, kde je tato zavislost rostouci (8,
33, 43 procent spravnych odpovédi), u ostatnich tii polozek se ¢etnost spréavnych
odpovédi monoténné nezvysuje a kolisa okolo 15 procent.

Stredni Skola

A/ B|C|D
1186 |3 |7
21263140 | 3
314 1630 |50
4110 6 | 34|50

U polozek ¢. 1, 2 a 4 jiz spravné odpovédi volilo vzdy nejvice respondenti této
kategorie. Markantni je to predevSsim u prvni situace. Alarmujici jsou podle mého
soudu vysledky stredoskolaki u polozky ¢. 3, kde stale jesté znacna Cést respondenti
— plné polovina — voli nesmyslnou odpovéd D (Obsah zvétsujici se ¢asti trojuhelniku
zde podle tohoto grafu ubyva). Odpoved C v této polozce (druhd nejcast&jsi — 30 %)
neni z tohoto hlediska tedy fatélné chybna. Ze se jedné o zavislost kvadratickou, a
nikoli line4rni, bylo nejcastéjsi chybou i u nasledujici kategorie vysokoskolakii.

Vysoka skola

A/ B|C|D
118116 2 | 1
213811941 | 2
314 3114124
41 7 |110] 22|61

K vyraznéjsimu posunu u Cetnosti spravnych odpovédi dochazi u respondenti
této kategorie pouze u polozky ¢. 3, maximum ohlast (41 %) vSak zde mé po ¢astech
linearni graf z odpoveédi C.

K dokresleni uvedenych postiehti uvedme jesté nasledujici diagramy ilustrujici
vyvoj procentualni ¢etnosti spravnych odpovédi u jednotlivych polozek.

Za pozornost jisté stoji lepsi vysledky stredoskoldkt oproti studenttim ucitelstvi
matematiky u polozky ¢. 1. Vyrazny nartst spravnych odpovédi mezi témito dvéma
kategoriemi respondentii neni ani u druhé situace — napliiovani nddoby.
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7 hlediska vyvoje je nejzajimavéjsi polozka ¢. 3. K vyraznému néristu spravnych
odpovédi zde doslo az u vysokoskolaki. Na zakladni i stfedni Skole respondenti oz-
nacovali nejéasté&ji odpoved D (73% na zékladni a 50% na st¥edni skole), kde je graf
funkce podobny obrazku piislusné situace.

Na zéavér jesté zminim jeden zajimavy vysledek. Porovnani ¢etnosti spravnych
odpovédi u chlapct a divek vyzniva bez vyjimky u kazdé polozky a v kazdé vékové
kategorii ve prospéch chlapct. Rozdily to ale nejsou nikde veliké. Na zakladni skole
se jedna primérné o 6%, na stiedni Skole o 10% a na vysoké skole o 14%.

Literatiara

[1] Leuders, T., Prediger, S.: Funktioniert’s? — Denken in Funktionen, Praxis der
Mathematik in der Schule, 2005, ¢. 2, Koln/Leipzig, 1 — 7.
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Historie matematiky a humanizace vzdélavani

EDuARD FucHS

ABSTRACT. The paper concentrates on the position of the history of mathematics in the
education of the teachers. The attention is paid on possible interpretations of the term "hu-
manization of teachingdnd on the utilization of history in the school teaching. Also included is
information about some activities in the Czech Republic, particularly about editing activities
and seminars for secondary school teachers.

Priprava uciteli matematiky je slozity proces, ktery nelze redukovat na to, ze
,odborny matematik si doplni vzdélani o jisty blok psychologickych, pedagogickych
a piipadné dalsich spolec¢enskovédnich predmétii.

Styl vyuky, motivaci zaku, presahy matematiky do jinych predméti a obecné bu-
dovani povédomi faktu, ze matematika neni soubor ,z nebe spadlych” vzorcti, poucek
a pravidel, to vSe je nutno u budoucich ucitelii matematiky budovat systematicky a ve
vSech odbornych predmétech. Tuto roli nezvladne sama o sobé& ani dobie koncipovana
didaktika matematiky a tim méné didaktika obecna.

Historie matematiky v tomto procesu hraje vyznamnou roli. Prvoplanové kromé
své vSeobecné vzdélavaci role samoziejmé poskytuje uciteli zasobarnu netradi¢nich
prikladi, motivac¢nich prvka a zajimavych ptribéht, jimiz lze zpestrit vyuku apod.
Zejména vSak hraje klicovou tlohu ve formovani celkového pohledu na vystavbu
matematiky, umoznuje ucitelim snaze zaclenit tuto disciplinu do celkového obrazu
lidské kultury a vzdélanosti a tim vyrazné pfispét k humanizaci vyuky a to nejen
matematiky.

Pojmem ,humanizace vyuky“ se u nas — a pfedpokladam ,Ze na Slovensku nebyla
situace prilis odlisna — ohéné¢la rfada pedagogi a Skolskych pracovnikii se zfejmou
snahou kratit na skoldch poc¢ty hodin piirodovédnych predméti.

Humanizaci je tfeba, dle naseho nazoru, rozumét néco mnohem hlubstho nez
zvyseni poc¢tu vyucovacich hodin jazyki, déjepisu, estetické vychovy apod. Nejen pro-
to, ze se ukazalo, Ze jazyky kupodivu nelezou détem samy do hlavy, at uz téch hodin
vyuky maji jakykoliv pocet; a Ze byla zcela nespravné predstava, Ze v soucasnych
skolach obsah matematiky néjak vyrazné ,nabobtnal® oproti gymnazidlnim osnovam
v minulosti. (Na pfikladech lze snadno dokumentovat, ze maturitni pisemka z matem-
atiky z doby pred sto lety by mezi dnesnimi maturanty zakonité svou néaroc¢nosti
vyvolala nefalsované zdéseni.)

Argumenty tohoto druhu jsou sice neopominutelné, nikoliv v8ak nejpodstatnéjsi.
Dovolte mné proto, abych se pokusil nastinit, co pokladam za faktickou humanizaci
vzdélavani, v cem by méla spocivat jeji podstata a soucasné jeji narocnost.

Ptredevsim bych chtél zdiraznit, Ze ani v nejmensim, prestoze jsem sam matema-
tikem a vysokoskolskym ucitelem matematiky, nechci tvrdit, ze pravé exaktni védy
maji ve vzdélavacim procesu néjaké vysadni postaveni; soucasné vsak chci zduraznit
7e toto postaveni, dle mého nazoru, nemaji ani védy humanitni.

Zamyslime-li se nad predstavou vzdélaného ¢lovéka, nad tim, co ocekdvame od
maturanta, a ten by snad vzdélanym clovékem byt mél, pak se snad shodneme na
nékterych skutecnostech.

Zmnakem a méritkem vzdélanosti neni to, Zze doty¢ny umi vyjmenovat néktera gra-
maticka pravidla, ale to, ze se dovede kultivované vyjadiovat a jeho pisemny projev se
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nehemzi hrubymi chybami. (Dovolte mné v této souvislosti konstatovani, které jisté
rada z pritomnych muze dolozit z vlastnich zkuSenosti. Jesté pred nékolika lety jsme
si jako kuriozitu ukazovali posluchace, ktery dokazal napsat slovo elipsa s tvrdym
y. Kdeze lonské snéhy jsou; z véerejsi kuriozity se stava pravidlo. Nasi studenti jsou
budouci ué¢itelé. Pro mne je pfimo désiva skutecnost, ze vétsina z nich, a to tvrdim
zcela zodpovédné, bézné pri psani déla hrubé chyby. Tim nemam na mysli takové
,detaily* jako psani velkych a malych pismen, ¢arek pred vétou vedlejsi apod., ale
psani i a,y"“. Vzdy znovu svadim boj, zda takovy student ma pravo udélat zkousku
z matematiky. Jak si troufne psat jednou pred zaky na tabuli?)

Meéritkem vzdélanosti neni, zda ¢lovék umi vyjmenovat dila nékterych spisovateli,
ale to, zda ¢teni patii mezi jeho Zivotni potieby. Mimochodem, pravé to, ze déti dnes
¢tou jen minimalné, je dle mého nazoru jednim z hlavnich davodi vySe popsaného
neutéseného stavu.

Stejné tak ovsem neni znakem vzdélanosti to, zda doty¢ny umi odiikat Newtonovy
zékony nebo zda si pamatuje vzorce slozitych chemickych slouc¢enin, ale naptiklad to,
zda je zvidavy nebo nikoliv, zda podléha pavédeckym ataktim, jimiz jsme dnes tak
nehorazné casto zahrnovani ve vysilani televize, rozhlasu i v tisténé podobé.

Skola m4 v détech podnécovat zvidavost, kterou snad méme my, lidé, vrozenou.
Ma mu poskytnout orientaci ve svété, ucit ho klast otazky, poznavat, které otazky jsou
ty spravné a které jsou zavadéjici. Obrazné feceno, ne ho uc¢it memorovat fyzikalni
rovnice, ale ucit ho porozumét ¢im to je, ze jsme schopni orientovat se v knize piirody
a obcas z ni néco i pochopit. Nenf dileZité odiikavat formuli E = mc? | ale porozumét
tomu tzasnému faktu, ze jsme z pozorovani svétla hvézd byli schopni porozumét ale-
zékonitosti, je poznat co kvete na rozkvetlé louce a umét se chovat v pfirodé.

Abychom si dobfe rozuméli: ani v nejmensim zde nehoruji pro to, aby se ucilo
a vyzadovalo méné faktu. Zékladni faktograficka troven je absolutni nezbytnosti, ze
které nelze slevit, nechceme-li, aby se vyuc¢ovani nepromeénilo v prazdné tlachani. Za
témeér urazlivé povazuji hlasy, které dnes jiz nastésti viceméné umlkaji. Jejich nositelé
se nam snazili namluvit, jak je to v naSem Skolstvi Spatné ve srovnani se zahrani¢im,
protoze tam jsou déti sebevédoméjsi a nevim jaké jesté. Postupné snad pfichdzime na
to, ze pres vSechny peripetie, jimiz jsme prosli, je nase skolstvi (a nyni mam na mysli
skolstvi ceské i slovenské) jedna z véci, na néz mizeme byt alespon v zékladnich rysech
hrdi. Uspéchy nasich studenti, kteii se dostali do svéta, jsou toho jasnym dokladem.

Vil viv s

vvvvvv

znamené pro vyuku?

Obrazu v galerii nemiize porozumét ten, kdo neméa ani ponéti o perspektivé, kom-
pozici a nevi, co to je zlaty fez. Proto nemize dobry vyucujici estetické vychovy
tvrdit, ze ho matematika nezajima a matematiku nemutze dobie ucit ten, kdo se
v zivoté nezadival na obraz v galerii nebo alesponi do knihy o vytvarném uméni.

Stejné tak pro pochopeni vyvoje v 17. stoleti je dilezitéjsi zvrat v lidském myslent,
ktery znamenalo napiiklad dilo Newtonovo nez biflovani data, kdy se stal ruskym
carem Fjodor III. Toto konstatovani je vSak naprosto symetrické, pokud jde o vza-
jemné vztahy exaktnich a humanitnich véd. Matematik nemtze spravné pochopit Eu-
kleidovy Zdklady, docenit jejich velikost a genidlni stavbu, nevi-li nic o Aristotelovi a
Platonovi a neumi-li se orientovat v onom epochalnim antickém obdobi.

Snad i z téchto nékolika jednoduchych piikladi je ziejmé to zékladni, co je pod-
statou opravdové humanizace vzdélavani. Pritom neni tfeba zastirat, ze takova hu-

vvvvvv
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pro ucitele je samoziejmé nesmirna. O to vétsi vyzvou se vSak do budoucna stéva.

Z uvedeného snad evidentné plyne, ze postaveni historie matematiky ve vzdélavani
ucitelt je nezastupitelné. Z rady vcelku prihlednych duvodu pritom neni prekvapivé,
Ze v minulém reZimu historie (a tim spiSe filozofie) matematiky prakticky zmizela
z vysokoskolské vyuky v odborném i ucitelském studiu a situace dospéla do stavu,
ze vétsina soucasnych stifedoskolskych ucitelit matematiky se v fadném.studiu s uve-
denymi disciplinami nesetkala. Tento stav byl po navratu do ,normalnich® poméru
navic komplikovan tim, Ze v ¢e$tiné (a samoziejmé i ve slovenstiné) existovalo velmi
malo dostupné literatury z danych obort.

Ve vzdélani stfedoskolskych ucitelti se tak opakovala situace, kterou jsme museli
cca o deset difve TeSit i na vysokych skolach. Na pocatku osmdesatych let se totiz
historie matematiky do vzdélavani ucitela vratila, i kdyz pod kryptonadzvem Sve-
tondzorovd vychova v matematice. V tehdejsim Ceskoslovensku vak na fakultéch
vychovavajicich ucitele nebyl prakticky jediny prednéasejici specializovany na historii
matematiky. Na tuto situaci jsme tehdy zareagovali tak, ze jsme pod hlavickou Jed-
noty Ceskoslovenskych matematiki a fyzika zacali porddat kazdorocné letni skoly
vénované historii matematiky. U zrodu stala predstava tii az péti celostatnich letnich
skol pro vysokoskolské ucitele i dalsi zajemce o historii matematiky, na nichz by byly
skolach by tak alespon ¢astecné byla situace usnadnéna.

Zajem o historii matematiky vsak predcil pivodni ocekévani a situace se vyvinula
tak, Ze tyto letni skoly se od r. 1980 dodnes konaji kazdoro¢né, byt se jejich napln
postupné ménila.

KdyZ jsme na poc¢atku devadesatych let tedy stali pred problémem, jak zpiistupnit
zdjemcum o historii matematiky z rad stfedoskolskych uciteli ty partie, které by pro
né byly zajimavé a ve vyuce pouzitelné, rozhodli jsme se spole¢né s doc. Bec¢varem
z MFF UK v Praze poradat Celostatni semindr z historie matematiky pro vyucujict
na stiednich Skoldch, ktery by se pravidelné st¥idal se seminafem Filozofické problémy
matematiky a fyziky, ktery se konéval — a dodnes kona — kazdé dva roky v srpnu.

Prvni z takto zalozenych seminait se konal v Jevicku v r. 1993, sedmy z téchto
seminaii probéhl v srpnu 2005. Pii pripravé sborniku z prvniho seminéfe jsme se
soucasné snazili reagovat na kriticky nedostatek ceské literatury z oblasti historie
matematiky. Pfipraveny sbornik Historie matematiky I, ktery obsahoval podstatné
rozsitené verze zakladnich prednasek ze seminare, se tak stal zdkladem edice Dé&jiny
matematiky, v niz jsme za uplynulych deset let vydali jiz pétadvacet svazki a
v jejimz vydavani nadéale pokracujeme.

V této edici byly dosud vydany nésledujici knihy:

. Be¢var, E. Fuchs (ed.): Historie matematiky I, 1994

. Be¢var a kol.: Eduard Weyr (1852—1903), 1995

. Be¢var, E. Fuchs (ed.): Matematika v 19. stoleti, 1996

. Becvar, E. Fuchs (ed.): Clovek, uméni, matematika, 1996

. Be¢var (ed.): Jan Vilém Pezider (1874— 1914), 1997

. Schwabik, P. Sarmanova: Maly privodce historii integrdlu, 1996
. Be¢var, E. Fuchs (ed.): Historie matematiky 11, 1997

. Sisma: Teorie grafi 1736—1963, 1997

. Macak: Pocdtky poctu pravdépodobnosti, 1997

. Némcova: Frantisek Josef Studnicka (1836—1903), 1998

. Be¢var, E. Fuchs (ed.): Matematika v proméndch véki I, 1998
. Be¢var, E. Fuchs (ed.): Matematika v 16. a 17. stoleti, 1999
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M. Beévarova: Z historie Jednoty (1862—1869), 1999

K. Lepka: Historie Fermatovijch kvocienti (Fermat—Lerch), 2000

K. Macak: Tri stredoveké sbirky matematickijch wloh, 2001

J. Be¢var, E. Fuchs (ed.): Matematika v proméndch vékdi 11, 2001

E. Fuchs (ed.): Mathematics troughout the Ages, 2001

K. Macék, G. Schuppener: Matematika v jezuitském Klementinu v letech 1600—1740,
2001

J. Bec¢var a kol.: Matematika ve stiedoveké Evropée, 2001

M. Bec¢varova: Fukleidovy Zdklady, jejich vydani a preklady, 2002

P. Sisma: Matematika na némecké technice v Brne, 2002

M. Hyksova: Karel Rychlik (1885—1968), 2003

J. Bec¢var; M. Bec¢varova; H. Vymazalova: Matematika ve staroveku. Egypt a
Mezopotamie, 2003

J. Be¢var; E. Fuchs (ed.): Matematika v promeéndch véki 111, 2004

E. Fuchs (ed.): Mathematics troughout the Ages 11, 2004.
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Modul matematickej analyzy v kurze d’'alSieho
vzdelavania uéditel'ov’

JOZEF FULIER, JAN GUNCACGA

ABSTRACT. We present our experience with teaching calculus supported by a computer pro-
gram Derive. We outline a concept of definite integral and discus some related examples.

Uvod

Pocas trvania projektu ,,Modernizdicia a inovdcia vyucovania matematiky a infor-
matiky so zretelom na budicich ucitelov a celoZivotné vzdeldvanie* podporeného EU
prostrednictvom ESF prebieha dalsie vzdelavanie uc¢itelov na Katolickej univerzite
v RuZomberku v ramci piatich modulov. Jednym z nich je aj modul matematickej
analyzy. V ramci tohto modulu by sme chceeli prezentovat ur¢ité podnety pre vyuco-
vanie matematickej analyzy na strednej skole. Seminar tohto modulu méa nasledovné
predbezné osnovy:

1. Vyuzitie historie matematiky vo vyucovani matematickej analyzy 4 h
2. Propedeutika zdkladnijch pojmov matematickej analyzy 4 h

3. IKT vo vyucovani matematickej analyzy 4 h

4. Nestandardné funkcie a krivky 4 h

V tomto ¢lanku si ukdzeme niektoré moznosti vyuZitia informacnijch a komu-
nikacnyjch technologii vo vyucovani matematicke; analyjzy.

Niekol'ko vSeobecnych poznamok k vyucovaniu matematiky
podporovanom pocitac¢mi

Sucasny rozvoj informac¢nych technologii sa nevyhnutne musel odrazit aj vo vzdelava-
com procese, jeho modernizacii a zavadzani novych technolégii. Moderné informacné
a komunikacné technoldgie (IKT) - reprezentované v prvom rade multimedidlnymi
pocitac¢mi pripojenymi k Internetu — vyznamne menia doterajsie koncepciu vzdeléva-
nia v celej jej sirke, matematiku nevynimajic. Je nepochybné, ze vhodnym vyuzitim
pocitaca vo vzdelavacom procese moze dojst k vyznamnému skvalitneniu vzdelavaniu
v matematike na vSetkych typoch skol.

7 didaktickych aspektov fenoménu IKT vo vyucovani matematiky je potrebné
vyzdvihnat najmé tieto:

— aspekt vizualizdcie,
— aspekt simuldcie procesov,

— aspekt interakcie medzi pocitacom a pouZivatelom.

3Clanok vznikol aj vdaka projektu KEGA ¢. 3/3269/05 Rekonstrukcia diela prof. Ing. Igora
Kluvdnka, CSc. k nedoZitym 75. narodenindm
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Zastavme sa na chvilu pri aspekte wvizualizdcie (zndzornenia), ¢i v SirSom poni-
mani pri aspekte reprezentdcie v matematike. Ako konstatuju FISCHER a MALLE
v peknej praci [2] pocitanie podla pravidiel je sprevadzany aspektom reprezentdcie
a opisu. V matematike sa operuje so symbolmi alebo postupnostami symbolov, ktoré
reprezentuji alebo opisuju abstraktny stav. Takéto reprezentéacie sa musia vzdy znovu
nachadzat a interpretovat a v tomto procese nam moze situéciu velmi ulahdcit pocitac.
K tradi¢nym dolezitym grafickym formdm reprezentdcie v matematike dnes zaradu-
jeme najma: sposoby pisania cisel, formalizmus elementdrne; algebry vyvinuty v 15.
a 16. storo¢i, graf funkcie (od 14. storo¢ia), Leibnizova symbolika diferencialneho
a integralneho poctu, vektory a matice, vrcholové grafy, vjvojové diagramy a mnoZi-
novo — teoreticky formalizmus. Tieto reprezentécie moézu byt (v primeranej miere)
prostrednictvom pera a papiera, resp. knihtlacou graficky znazornené. Je v8ak vhodné
poznamenat, Ze v minulosti sa pouzivali (a v istej forme sa pouZivaju dodnes) aj ne-
grafické prostriedky prezentovania matematickych abstrakcii, napr. abakusy a pocita-
cie kamene. Dnes Zijeme v dobe, ked vSetky tieto formy vratane pisomnej formy
¢iastocne nahradza nova forma materializdacie matematiky: pocitac. V sucasnosti uz
mozeme konStatovat, Ze pocita¢ predstavuje najvyvinutejsiu formu prezentdcie ab-
straktngch vztahov, resp. procedir v materidlne; forme.

Z hladiska zvySovania ticinnosti vzdeldvacieho procesu v matematike je potreb-
né, ba priam nevyhnutné, aby pasivne formy prijimania poznatkov, boli ¢oraz viac
nahradzované ucinnejsimi aktivizujicimi formamai, v ktorych sa vyrazne presadzu-
je samostatnd a tvorivd prdca Studentov ako jedného z najdolezitejsich faktorov
uspesnosti a efektivity vzdelavania v matematike. Toto je umocnené este i tym, Ze
aj Student spoznéva svoje praktické schopnosti a zrucnosti hlavne v samostatne;j ak-
tivnej cinnosti, pricom jej tspesnost nasledne kladne ovplyviiuje motivacni zlozZku
Studentovej psychiky.

Pocitace moézu vyznamne poméhat studentom tym, ze im poskytna bezpecné a
pritom podnetné prostredie na ucenie. Takéto pocitace, okrem toho, Ze eliminuju a
obmedzuji zdlhavé a rutinné matematické vypocty, je mozné "naucit", aby kladli
otazky, poskytovali uzito¢né informacie a boli nekonecne trpezlivé, ked sa uzivatel
pokusa riesit matematické iilohy a problémy, ¢o aj v budicnosti celkom urcite zostane
zakladom tvorive) prace v matematike.

Pred ucitelom matematiky i jeho ziakmi sa otvaraju nové obzory, ktoré sa mozu
stat aéinnym doplnkom osvedéenych vzdelavacich metdéd v matematike. Totiz ucitel
matematiky moze vyuzivat v celom edukacnom procese hlavne tieto aspekty préce s
pocitacom:

jeho komunikacni funkciu a rychlu dostupnost informdci,

— andintdualizdcia iloh — kazdému ziakovi je mozné zadat tlohy réznej zlozitosti
s rozdielnou ¢asovou naroc¢nostou na jej rieSenie

— jednoduchsia a ucinnejsia prezentdcia uciva — v porovnani s tradi¢nou studij-
nou literatirou umoznuje pocita¢ spristupnovat informécie formou hypertextu,
priebeh niektorych procesov formou grafickych reprezentacii napr. v tvare apple-
tov,

— efektivnejsie ucenie riesenim problémov,

— opakovanie (precvicovanie) uciva, pestovanie vypoctoviych zrucénosti a ndvykov
(utvrdzovanie rozlicnych algoritmov), pre tuto ¢innost je moZzné pocitace
spravidla okamzite pouzit,
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— kontrola vyucovacieho procesu aj ucenia sa — a to hlavne pomocou testov (vy-
hotovenie a vyhodnotenie zvladne pocitac) a diagnostikovanie Ziakov,

— okamZitej spdtnej vizby — spravne rieSenie sa fixuje, nespravne sa odstranuje,

— Ziak sa stdva nielen objektom, ale aj subjektom vyucovacieho procesu — zasahmi
do programu, individualnym tempom a pod.

— motiwovanie Ziakov k ucebnej ¢innosti — pocitace su pre sicasnd generaciu Stu-
dentov v oblube, ¢o je moZné sprostredkovane vyuZit pre nasmerovanie ich
zdujmu aj na matematiku.

Aj ked hlavnymi prostriedkami prace matematika, resp. ucitela matematiky a je-
ho Studentov urcite zostane na este pomerne dlhi dobu pero a papier (resp. krie-
da a tabula), pocitace spolu s profesiondlnymi matematickymi (resp. didakticko-
matematickymi) programovymi balikmi, pocitace pripojené na Internet urcite vyz-
namne zmenia charakter samostatnej prace studentov i samotny proces vzdeldvania
v matematike. Existuji vydarené programové produkty, ktoré je mozné, bez doda-
tocénych dprav s uspechom vyuzit nielen pri samostudiu, pri samostatnej praci Stu-
denta, ale aj priamo na vyucovacich hodinach z matematiky. Sem je mozné zaradit
pocitacové programy dynamickej geometrie, napriklad Cabri Geometria ¢i Fuklides.
Velmi vyznamné pouZitie v matematike a v jej vyucovani maju matematické soft-
vérové produkty typu CAS (Computer Algebra Systems), ku ktorym patri napriklad:
Derive, MatLab, Mathcad a Mathematica a pod. Sirokeé grafické moznosti tychto pro-
gramov sd spojené s pomerne jednoduchou obsluhou, umoznuji pracovat ziakom a
studentom s modelmi matematickych objektov (napriklad s grafmi funkcii, s geomet-
rickymi krivkami, plochami ¢i telesami) a tym rozvijat nazorné geometrické predstavy
o tychto objektoch

V dalsom chceme na jednoduchych prikladoch ukézat ako je mozné vyuzit pro-
gramovy produkt Derive (je Standardnou vybavou softvérového balicka pre zakladné
a stredné gkoly z projektu Infovek) wvo vyucovani matematickej analyjzy na strednych

skoléach.

Experimentalna cast

Pojem urcitého integralu je tzko previazany s pojmom obsahu rovinného tt-
varu. Z hladiska fylogenézy zohravaju dolezitu ulohu kvadratary rovinnych utvarov,
ktoré sa vyskytuju uz v starogréckej matematike. Pomerne znamou je Archimedova
kvadratira paraboly. Podrobnejsie je popisand v [4]. Jednoduchou modifikaciou ez-
haustivnej metody, ktora vyuzil Archimedes zo Syrakiz (287-212 pred Kr.) je mozné
riesit aj nasledovni tlohu:
Uloha 1. Vypocitajte obsah rovinného dtvaru ohraniceného grafom funkcie y = z2,
osou = a priamkami x = 0 a v =1.

Pri rieSeni tejto tlohy so Zziakmi moézeme vyuZit pristup uvedeny v [1]. Pomo-
cou programu DERIVE nakreslime obrazok, ktory pouZijeme na vypocet. Vyuzijeme
jednoduchy program s grafickym zobrazenim prikazov #1, #6, #7, #8, #12:

#1: f(x) :=x"2
#2: Bod(x) := [x, f(x)]

#3: ArPriem(u, v) := (u + v)/2
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44
45

#6:
HT:
#8:
#9:
#10:
#11:
#12:

: [a:=0,b:=1]

: [A := Bod(a), B := Bod(b), C := Bod(ArPriem(a, b)),
D := ArPriem(A, B)]

[f(x), [A, D, B, C, A]]
[[b. 0, [b. f(b)]]
[, D]

¢ := ArPriem(a, b)

E := Bod(ArPriem(a, c))
F := Bod(ArPriem(c, b))
[[A. E C]. [C, F, B]

Po oznaceni prislusnych bodov dostaneme nasledovny obrazok (pozri obr.1). Naj-

skor

vypocitame obsah utvaru ohrani¢eného grafom paraboly a priamkou AB (usek

paraboly ACB). Pri jeho vypoc¢te priamo pouZijeme exhaustivnu metodu. Do tseku
najprv vpiseme trojuholnik ABC, pricom x-ova stradnica bodu C je aritmetickym
priemerom x-ovych siradnic bodov A, B. Bod D je stredom tusec¢ky AB. Trojuholniky
BCD a ACD maju rovnaké obsahy, lebo strana CD je ich spolo¢né strana a vyska na
tto stranu ma u oboch trojuholnikov rovnaki dlzku. Preto obsah Saagc = 2Saacp.
Pomocou programu DERIVE ho vypocitame:

Obsah(a,b) := ArPriem(f(a),f(b))-f(ArPriem(a,b)))-(b-a)/2. Trojuholnik ABC pre

prehl'adnost budeme nazyvat trojuholnikom 0-tého rddu.
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Obr. 1

V dalsom kroku, vpiSeme do tusekov paraboly AC a CB, podobnym spdésobom

ako

do tseku ACB trojuholniky AEC a CFB, ktoré nazveme trojuholnikmi 1-rddu.

Ich obsahy moze program DERIVE vypocitat ako Obsah(a,c), resp. Obsah(c,b). Stucet
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obsahov tychto trojuholnikov je Obsah(a,c)+ Obsah(c,b). Do tsekov paraboly AE,
EC, CF, FB vpiSeme trojuholniky 2. rddu. Je zrejmé, Ze v tomto procese mozeme
neobmedzene pokracovat. Stucet obsahov trojuholnikov n-tého rddu vypocitame po-
mocou DERIVE rekurzivne:

#13: Obsah(x,y,n):=IF(n=0,(ArPriem(f(x),f(y))-f(ArPriem(x,y))).(y-x)/2, Obsah(x,
ArPriem(x, y), n - 1) 4+ Obsah(ArPriem(x, y), y, n - 1))

Vo vypocte vyuZzivame hodnotu Obsah(a,b,n). Aby sme zistili ako vyzeraja hodnoty
prislusnych stc¢tov obsahov trojuholnikov 0-tého az 5-teho rdadu, po zadani prikazu

#14: VECTOR(Obsah(a, b, g), g, 0, 5),dostaneme [1 e Sy | }

Obsah tseku paraboly ACB vypocitame ako stucet nekone¢ného radu, ktorého
¢leny st obsahy trojuholnikov n — tého rddu pre n = 0, 1, 2,... . Ak by sme ho
cheeli vypocitat pomocou DERIVE §tandardnym prikazom SUM(Obsah(a,b,n),n,0,inf),
neuspejeme, lebo funkcia OBSAH je rekurzivne definovana. Je preto potrebné zadat
SUM(1/(8-4 n),n,0,inf) a vysledok dostaneme v tvare §.KedZe obsah trojuholnika
AGB je %, po bezprostrednom zadani 1/2 - 1/6 dostaneme konecny vysledok %

Je vhodné poznamenat, Ze pomocou uvedeného programu v DERIVE mdZeme
vypocitat obsah daného ttvaru nielen pre priamky = =0 a z =1, ale Glohu mo6zeme

zovSeobecnit aj pre x =0 a x = b. Staci v prikaze #4 nahradit uvedeny prikaz
prikazom la =0, b :=]. VyuZitim prikazov #13, #14 je mozné ukazat, ze hladany
obsah je %

Uvedeny program sa da vyuzit aj pre Tubovolné polynomické funkcie y = f(x),
ktoré nadobuidajt na prislusnom intervale (a,b) kladné funkéné hodnoty a st na tomto
intervale aj konvexné. Ako priklad uvedieme nasledovnii ulohu:

Uloha 2. Vypocitajte obsah rovinného itvaru ohraniceného grafom funkcie f-y =
=a% — 22 +1,2; osou z a priamkami v = 0 a v = 0,8. VyuZite pritom exhaustivnu
metodu a pouZite pri vypocte program Derive.

.

0.2

Obr. 2
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Ulohu 1 moZeme riesit aj vyuzitim integralnych sictov vyssie uvedenej funkcie.
Pouzijeme modifikdciu postupu, ktory pouzil znamy anglicky matematik John Walis
(1616 — 1703). Najprv rozdelime interval (0, 1) na n rovnakych ¢asti, potom prostred-
nictvom softvéru DERIVE vytvorime horné a dolné integralne sucty danej funkcie
na intervale (0, 1) a vypoc¢itame ich hodnotu. Realizéciu zabezpec¢ime prostrednictvom
kratkeho programu:

#1: [a:=0, b:=1]

#2: n:=10

#3: Delenie(n, k) :=a + k:(b - a)/n

#4: Obdlznik(u, v, w) := [[u, 0],[u, w],[v, w],[v, 0]]
#5: f(x) :=x"2

7#6: [[a OL.[a, f(a)]]

#7: [[b, OL[b, f(b)]]

#8: VECTOR([Delenie(n, k), 0], k, 1, n-1)

#9: HObdIznikDelenia(n, k) := Obdlznik(Delenie(n, k),
Delenie(n, k + 1), f(Delenie(n, k + 1)))

#10: VECTOR(HObdlznikDelenia(n, k), k, 0, n - 1)

#11: DObdlznikDelenia(n, k) := ObdIznik(Delenie(n, k),
Delenie(n, k + 1), f(Delenie(n, k)))

#12: VECTOR(DObdIznikDelenia(n, k), k, 0, n - 1)
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Ked prezentujeme tento program ziakom je vhodné obrazok v DERIVE vytvarat
pred ziakmi postupne. Zobrazenim prikazov #5, #6, #7 v grafickom okne zakres-
lime utvar, ktorého obsah mame vypocitat. Pomocou prikazu #8 zobrazime mnozinu
deliacich bodov intervalu. Prikazom #10 dostaneme horné a prikazom #12 dolné in-
tegralne sucty danej funkcie. Pre lepsiu prehladnost je vhodné prislusné dolné a horné
sucty znazornit rozlicnymi farbami. Findlnym produktom je schéma znézornena na
obr. 3.

K tomu, aby sme vypocitali horny a dolny integralny stucet funkcie f pre dany pocet
deliacich bodov intervalu (v nasom pripade 10), m6zeme postupovat nasledovne:

#13: ObsahDObdlznika(n, k) := f(Delenie(n, k))-(b - a)/n

#14: ObsahHObdIznika(n, k) := f(Delenie(n, k + 1))-(b - a)/n
#15: HornylntegralnySucet:=SUM(ObsahHObdlznika(n,k),k,0,n-1)
#16: DolnylntegralnySucet:= SUM(ObsahDObdIznika(n,k),k,0,n-1)

Vykonanim prikazov #15, #16 v programe DERIVE dostaneme horny aj dolny inte-
gralny sucet danej funkcie f:

HornylntegralnySucet := %, DolnylntegralnySucet := %.

Ak by sme teraz v prikaze #2 menili hodnotun mézeme ziskat obrazky podobné
ako na obr. 3, samozrejme ak znova zobrazime prikazy #5, #6, #7, #8, #10, #12.
Pomocou prikazov #15, #16 vypocitame aj hodnoty prislusnych hornych a dolnych
integralnych suctov.

Pre geometrickt interpretaciu faktu, ako sa menia hodnoty integralnych suctov
s rastucim poc¢tom casti m na ktoré je interval (0, 1) rozdeleny, pouzijeme tieto

prikazy:

#17: HornylntegralnySucet(m):=SUM(ObsahHObdlznika(m,k),k,0,m-1)
#18: DolnylntegralnySucet(m):=SUM(ObsahDObdlznika(m,k),k, 0, m - 1)
#19: HorneSucty := VECTOR(HornylIntegralnySucet(m),m,100,1000, 100)

#20: DolneSucty := VECTOR(DolnylntegralnySucet(m),m,100,1000, 100)

Prikaz #19 vypiSe horné integralne sucty pre rozdelenie intervalu (0, 1) na
mrovnakych ¢asti, pricom. m sa meni od 100 do 1000 s krokom 100. Analogicky,
prikaz #20 ma tu istu funkciu, ale pre dolné integréalne sucty. Rozsah aj krok pre m
mozeme samozrejme menit.

Studenti sa mozu presvedcovat (aj ked iba na kone¢nom pocte pripadov), ze horné
stucty s vysokou pravdepodobnostou tvoria klesajicu, zdola ohrani¢ent postupnost,
a dolné sucty rastucu, zhora ohrani¢ent postupnost. Toto vedie k presvedceniu, ze
obe postupnosti st konvergentné. Budu mat rovnaki limitu? Pre zistenie skutkového
stavu staci vyuzit nasledovné prikazy:

#21: ObsahH := LIM(HornylntegralnySucet(m), m, inf)

#22: ObsahD := LIM(DolnyIntegralnySucet(m), m, inf).
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Po vykonani tychto prikazov dostaneme vysledky v tvare

ObsahH := % ObsahD := % ¢o znamené, ze tieto postupnosti maji spolocné limity.
Je preto celkom prirodzené, ak v naslednom kroku stotoznime tuto spolo¢nu limitu
s velkostou obsah hl'adaného utvaru.

Pozndmka. Pomocou tohto programu v DERIVE mdzeme analogicky urc¢it aj obsah
utvaru, ktory by bol ohrani¢eny aj inou polynomickou funkciou f : y = f(x), ktora je
rasttiicou na intervale (a, b). Rovnako mo6zeme menit aj parametre a, b v prikaze #1.
Napriklad, ak zmenime prikazy #1, #2, #5 takto:

#1: [a:=0,b:=0.8]
#2: n:=8
#5: f(x) := 2:x-x 3,

dostaneme nasledovny obrazok

il
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Nasledne je mozné s vyuzitim vysSSie uvedeného programu zistit, Ze obsah
hladaného tutvaru je rovny %. Je pritom celkom prirodzené, Ze v procese

zovseobeciiovania (vzhladom na poziadavky kladené na funkciu f a interval (a, b)) je
mozné dalej pokracovat a ziskavat nové vysledky .

Zaver

Prezentované programy poukazuji na moznosti vyuzitie softvéru DERIVE pri zavedeni
pojmu urcity integrdl. Konkrétne sme sa zamerali na exhaustivnu metodu a meto-
du wntegrdalnych siuctov, ktoré nie st v skolskej matematike dostatocne vyuzivané.
Program DERIVE umoznuje tieto metdédy pomerne pruzne a rychlo prezentovat pre
polynomické funkcie, ktoré si najcastejSie vyuzivané v stredoskolskej matematike.
Poznamenajme, Ze ucitel matematiky moze v DERIVE vytvorit i dalSie programy
ulahcujice vyklad nového u¢iva a pochopenie novych pojmov aj v inych tematickych
celkoch skolskej matematiky. Podnety pre tvorbu programov okrem [4] mozno najst
aj v pracach [5], [6] a [7].
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Problém nekoordinovanosti u¢ebnych osnov
matematiky a fyziky na gymnaziach

PETER HANISKO

ABSTRACT. In this paper are described problems of uncoordinating educational programmes
of mathematics and physics at gymnasium in Slovak republic.

Uvod

Matematike pravom patri hrdy titul ,kralovna vied“. Jej pristup k popisu sveta
a pouzivané metdédy nachadzaju uplatnenie v mnohych oblastiach vedy aj techniky.
Moderné matematické metédy nachadzaju Siroké uplatnenie aj v takych oblastiach,
v ktorych sme v minulosti matematiku takmer nevyuzivali, napr. biolégia, psycholo-
gia, filozofia, jazykoveda a mnohé iné. Tomu vyznamne napomaha aj rychly rozvoj
vypoctovej a informacnej techniky.

Vedné disciplina, ktora je s matematikou bytostne spojend a vobec sa bez nej
nezaobide, je fyzika. Fyzika vyuziva matematicky aparét, od najjednoduchsich opera-
cii az po zlozité vypocty vyuzivajice napr. tenzorova analyzu. Vo vyucbe fyziky na
gymnazidch vo vacsine pripadov vysta¢ime bez znalosti vySSej matematiky. Pripra-
va ziakov z matematiky na gymmnéazidch je dostatocné k zabezpeceniu vyucby len
elementarnych zakladov fyziky, bez hlbsieho matematického zddvodnenia sivislosti
medzi jednotlivymi javmi a procesmi. Skuisenosti a navyky ziskané v gymnazialnej
matematike sa uplatiuji vo vyucbe fyziky na gymnaziach vo vyuziti len pribliznych
vypoctov a odhadov pri rieSeni tloh. Z hladiska hlbSieho preniknutia do problémov
modernej fyziky, stcasna uroven matematiky, ktord sa vyucuje na gymnéziach je
nepostacujica.

V predlozenom prispevku sa kladie déraz na nestlad uc¢ebnych osnov matematiky
a fyziky a z toho prameniace tazkosti a problémy Zziakov pri pochopeni zakladov
fyziky. Nestlad u¢ebnych osnov matematiky a fyziky na gymnazidch na Slovensku
a v byvalom Ceskoslovensku je chronicky a pretrvava uz desiatky rokov. Pri jed-
notlivych 8kolskych reformach (v rokoch 1953, 1960, 1977 - 1980 a 1990 - 1997)
a v obdobiach medzi nimi sa bud prehlboval alebo zmieriioval, ale nepodarilo sa ho
odstranit. Obrovské skody narobila nekvalifikovanymi zésahmi do uéebnych planov
najmé reforma v rokoch 1977 - 1980, ktord potom v roku 1985 bola vyhlasena za
nevydarent a nasledoval nie velmi vydareny ozdravovaci proces. K odstraneniu alebo
aspon zmierneniu uvedeného nestladu ma prispiet aj tento prispevok.

Problém nekoordinovanosti ucebnych osnov matematiky
a fyziky na gymnaziach

Matematika a fyzika sa zaraduji na gymnaziach medzi povinné vyucovacie predmety.
Vyucuja sa vo viacerych formach, ¢i uz vo forme vyucovania povinného kurzu mate-
matiky a fyziky, ktoré si povinné pre vSetkych Ziakov bez rozdielu alebo ako nepovin-
né cvicenia alebo seminar z matematiky a fyziky, ktoré st urcené tym ziakom, ktori
maja hlbsi zaujem o obidva predmety. U¢ivo matematiky a fyziky, ktoré je povinné pre
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vSetkych ziakov je urCené u¢ebnymi osnovami matematiky a fyziky. Zvladnutie uci-
va obsiahnutého v u¢ebnych osnovach matematiky a fyziky si vyzaduje systematické
stadium oboch predmetov zo strany Ziakov a zrozumitelny vyklad daného uciva zo
strany ucitela. Dolezité je, aby Ziaci neboli pretazovani u¢ivom, ktoré je pre stadium
na gymnaziu prili§ narocné a vyzaduje si pri studiu fyziky zna¢né znalosti matema-
tiky, ale aby ucivo bolo vyberané tak, ze sa postupne zvysuji naroky a poziadavky
na ziakov a aby bolo koncipované tak, ze jeden tematicky celok logicky nadvéizuje
na predchadzajuci a nie ako je to niekedy bezné, Ze ziaci su vo fyzike postaveni pred
pochopenie uédiva, ku ktorému potrebuju urcity matematicky aparat, avsak tento este
nepreberali. Bez znalosti matematického aparatu vyuzivaného vo fyzike maja ziaci
obrovské problémy pocas vyucovania fyziky a pri jej spravnom pochopeni.

Obsah tematickych celkov oboch predmetov by mal byt zladeny tak, aby si jed-
notlivé tematické celky neodporovali a aby sa najmé vo fyzike nevyucovalo ucivo,
ktoré vyzaduje matematicky aparat, ktory sa prebera az neskor v tom istom roc¢niku
alebo ¢o je este horSie az vo vyssich ro¢nikoch. Takéto situacie vSak vo vyucovani
oboch predmetov na gymnéziach velmi ¢asto existuja, ¢o spésobuje nemalé problémy
vo vyucovani nielen uéitelom pri vysvetlovani uc¢iva, ale najmé ziakom pri chapani
takéhoto uc¢iva. Problém nekoordinovanosti u¢ebnych osnov matematiky a fyziky na
gymnaziach je vazny problém vo vyucovani oboch predmetov, ktory sprevadza ziakov
a ucitelov pri $tadiu a vyucovani oboch predmetov, ale najméa fyziky uz od prvého
rocnika gymnézia. Problém sa prejavuje najmé v skladbe uciva, v usporiadani jed-
notlivych tematickych celkov oboch predmetov a najma v ich zaradeni do jednotlivych
ro¢nikov.

Problém nekoordinovanosti u¢ebnych osnov matematiky a fyziky na gymnéziu
vznikli uz pri vytvarani uc¢ebnych osnov oboch predmetov. Tieto problémy vznikli
z toho, Ze jednotlivé pracovné timy, ktoré zostavovali u¢ebné osnovy oboch predme-
tov medzi sebou vobec nekomunikovali a nespolupracovali. Na zaklade toho vznikli
zévazné problémy, na ktoré doplacaju obidve strany, t. j. ziaci aj ucitelia. Ziaci dopla-
caji na to tym, ze vo fyzike sa musia uc¢it ucivo, ktoré obsahuje matematicky aparéat,
ktory este nepreberali. Pre ucitelov je tazké vysvetlit Ziakom ucivo tak, aby sa ne-
musel pouzit dany matematicky aparat a aby vyklad uc¢iva bol matematicky spravny
a korektny a najmaé pre ziakov zrozumitelny.

Tento problém sa vyrazne prejavuje hned v prvom roéniku vo vyucovani fyziky
pri tematickom celku mechanika a potom aj pri vyuc¢ovani dalsich tematickych celkov
v dalsich ro¢nikoch, kedy sa od ziakov vyZzaduje znalost matematiky (najméa vek-
torového, diferencialneho a integralneho poétu), ktoré sa vyucuju az vo Stvrtom
ro¢niku, ¢o spoésobuje ziakom aj ucitelom mnohé tazkosti.

Nekoordinovanost u¢ebnych osnov matematiky a fyziky sa prejavuje asi najvy-
raznejsie vtedy, ked sa v matematike vo §tvrtom ro¢niku preberaju tematické celky,
ktoré sa vo fyzike vyzaduji takmer v kazdom tematickom celku hned od prvého
ro¢nika. Takmer vSetky fyzikalne velic¢iny a vztahy (rychlost, zrychlenie, sila, hybnost,
elektricky prud, magnetickd indukcia apod.), ktoré sa vyuzivaju vo fyzike hned od
prvého roc¢nika st vektorového charakteru a ich korektné matematické odvodenie
a vysvetlenie je mozné jedine pomocou vektorového, diferencialneho a integralneho
poctu.

Aj ked v prvom roc¢niku v tematickom celku fyzikalne veli¢iny a ich meranie je
¢ast venovana stru¢nému vysvetleniu zakladov vektorového poctu, jej vyznam je vSak
len nepatrny, pretoze ziaci sa doteraz s vektormi nestretli a nevedia o nich takmer
nic¢ a preto, len stru¢né uvedenie zakladnych vlastnosti vektorov a pravidiel poc¢itania
s nimi sa tu mina u¢inku, aky by zaradenie ¢asti o vektoroch malo priniest.
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Podobne je to aj so statistikou a pravdepodobnostou. Tieto matematické discipliny
sa na gymnaziu vyucuju az vo Stvrtom roc¢niku, ale ich pouZitie vo fyzike je podla
uc¢ebnych osnov naplanované najmé v prvom aZ tretom roc¢niku, kedy sa vo fyzike
vykonéva najviac laboratérnych cviceni. Statistické metody sa vo fyzike vyuzivaji
najma pri experimentoch na hodnotenie spravnosti nameranych experimentalnych
dat a udajov. Bez vyuzivania poznatkov Statistického hodnotenia experimentalnych
udajov vo fyzike na laboratornych cviceniach je vyucovanie fyziky a potom aj vykona-
vanie laboratornych cviceni hned od prvého ro¢nika len akymsi hrubym pribliZzenim
fyziky ku skutocnosti. Na zéklade toho, ziaci pri hodnoteni nameranych vysledkov
nie su schopni korektne posudit ich vypovedaciu schopnost, kedZe nepoznaju chyby
merania a ani vzajomnu korelaciu jednotlivych dat, ¢o mé za nésledok, ze laboratérne
cvienia nespliaju funkciu, na ktort st uréené, t. j. priblizit Ziakom teoretické uéivo
praktickymi prikladmi.

Tento kratky prehlad, kedy dochadza k najvyraznejSej nekoordinovanosti uceb-
nych osnov oboch predmetov je len ,$pi¢kou l'adoveca“ daného problému, pri ktorych
sa to prejavuje najviac.

Zmeny tematickych celkov matematiky a fyziky na gymnéaziach

Hned v uvode je potrebné poznamenat, ze navrhované zmeny platia z velkej casti len
pre Ziakov so zvySenym zaujmom o matematiku a fyziku, kedZe nie je redlne a ani
spravne pozadovat od vSetkych Ziakov bez rozdielu aby boli schopni hned od prvého
ro¢nika pochopit niektoré tematické celky matematiky a fyziky bez vydatnej podpory
samostiudia a velkého zdujmu naudit sa niec¢o nové z matematiky a fyziky.

Stucasné skladba uc¢iva matematiky a fyziky na gymnaziach a jeho usporiadanie do
jednotlivych tematickych celkov a aj do ro¢nikov nie je vzadjomne zladend a v mno-
hych pripadoch dochadza k situdciam, kedy si ziaci postaveni pred ucenie sa uci-
va, najmé vo fyzike, ktoré pouziva matematicky aparat, ktory sa buda ucit az vo
vyssich ro¢nikoch. Takyto stav nie je mozné umelo udrziavat aj nadalej, a preto je
nevyhnutné zmenit usporiadanie jednotlivych tematickych celkov oboch predmetov
a ich zaradenie do ro¢nikov. K tomu, aby sa tento problém nekoordinovanosti uc¢eb-
nych osnov matematiky a fyziky odstranil, by prvym krokom malo byt navrhnutie
a realizacia zmeny tematickych celkov oboch predmetov a usporiadanie ich uc¢iva do
jednotlivych ro¢nikov. Druhym krokom by bolo potom navrhnutie konkrétnych obsa-
hov uc¢iva v tychto novonavrhnutych tematickych celkoch so stc¢asnym vypracovanim
novych ucebnic oboch predmetov, ktoré by obsahovali vietky vykonané zmeny.

Na odstranenie nekoordinovanosti u¢ebnych osnov matematiky a fyziky na gym-
néziach je potrebné tiplne prepracovanie uc¢ebnych osnov oboch predmetov. Ich vypra-
covanie by nemalo byt izolované, ale timy, ktoré ich budu vypracovéavat by mali ko-
ordinovat svoju ¢innost nielen medzi sebou, ale mali by konzultovat aj s ucitelmi na
zékladnych a strednych skolach a tiez s vyucujucimi na vysokych skolach. Takouto
vzajomnou koordinaciou medzi jednotlivymi subjektami by sa malo predist prob-
lémom, ktoré su vo vyucovani oboch predmetov ¢asto neprekonatelnou prekazkou
kvalitnej vyucby a tym aj znizeného zaujmu zo strany ziakov o matematiku a fyziku.

Je potrebné zosuladit u¢ebné osnovy predmetov matematika, fyzika a pripadne aj
chémia tak, aby sa tematické celky vyuzivajtce prislusny matematicky aparat preber-
ali az po oduceni prislusného tematického celku v matematike. V pripade gymnazial-
nej matematiky, aj ked je tato poziadavka opravnené, vysoko aktuélna a namieste,
jej realizacia sa zda byt viac menej nerealna, kedZe v takomto pripade by sa chémia a
najmaé fyzika museli vyucovat najskor az od druhého, popripade tretieho ro¢nika, ¢im
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by sa nestihli oducit ani vSetky povinné tematické celky a rozhodnit, ktory tematicky
celok by sa vyradil a ktory nie, by bol nesmierne odvazny krok. V takomto pripade by
sa v prvom ro¢niku v matematike museli vyucovat vsetky tematické celky (vektorovy
pocet, diferencidlny a integralny pocet, Statistika), ktoré su pre korektné a matema-
ticky spravne vysvetlenie fyziky a z Casti aj chémie nevyhnutné. Vzhladom k tomu,
7e pre vyucovanie diferencidlneho a integralneho poctu je potrebné poznat vlastnosti
jednotlivych funkcii a na gymnaziu sa tieto témy preberaju podla v stcasnosti plat-
nych ucebnych osnov pocas prvych troch ro¢nikov, z toho vyplyva, Ze vyucovanie
tejto Casti matematiky v povinnom predmete nie je velmi realne. Tento problém je
mozné vyriesit jedine tak, Ze tieto ¢asti matematiky sa budu vyucovat ako nepovinny
predmet alebo volitelny predmet cvicenia a seminar z matematiky pre tych Ziakov,
ktorf maju zvysSeny zaujem o matematiku a fyziku.

Pri tvorbe novych u¢ebnych osnov a u¢ebného programu pre fyziku na gymnéziach
je potrebné ako vychodisko a voditko vziat zakladné interakcie elementarnych castic
(a teda hmoty) a tie su Styri: gravitacné, elektromagnetické, slabé a silné. Po
tejto ,0si* sa vyvijalo aj vedecké poznanie prislusnych fyzikalnych javov - mechanika,
elektrina a magnetizmus, fyzikidlna optika, atomova fyzika (obalu) a jadrova fyzi-
ka. Geometrickd optika sa zacala vyvijat paralelne s mechanikou a molekulové fyzi-
ka s elektromagnetizmom. Ak by sa naruSila tato struktara, stratili by sa dolezité
navéaznosti a to by malo velmi negativny dopad na tspe$nost vyucby. To sa stalo pri
reforme ucebnych planov na gymnézidch v rokoch 1977 - 1980.

Z analyzy ucebnych osnov matematiky a fyziky vyplyvaji nasledujice zmeny,
ktoré by bolo aspon pre ¢iasto¢né zmiernenie tohoto nepriaznivého stavu vo vyuco-
vani matematiky a fyziky a pre aspon ¢iasto¢ne odstranenie nekoordinovanosti uc¢eb-
nych osnov oboch predmetov nutné realizovat a vykonat. Pre skvalitnenie vyucby
matematiky a fyziky na gymnézidch by tematické celky matematiky a fyziky mohli
mat nasledujicu struktaru.

Tabulka ¢&. 1: Navrh tematickych celkov z matematiky pre gymnézia.
Ro¢nik Tematicky celok
1. ro¢nik

—_

Teoria ¢isel a komplexné ¢isla
Vektorovy pocet
Funkcie, rovnice a nerovnice I
Zaklady algebry

. ro¢nik

Funkcie, rovnice a nerovnice 11
Planimetria
Stereometria

. ro¢nik

Analytickd geometria
Kombinatorika
Pravdepodobnost a Statistika

. ro¢nik

Matematicka analyza
Matematicka logika

O~ ] ol b | ol o o] —| d| | wof ro
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Tabulka ¢é. 2: Navrh tematickych celkov z fyziky pre gymnézia.

Roc¢nik Tematicky celok
1. ro¢nik
1 Mechanika
2 Molekulovéa fyzika a termodynamika
2. ro¢nik
1 Elektrina a magnetizmus
2 Zaklady elektroniky
3. ro¢nik
1 Elektromagnetické viny
2 Optika (geometricka a fyzikalna)
4. ro¢nik
1 Atomova a jadrova fyzika, Jadrova energetika
2 Elementarne castice a zakladné interakcie
3 Astrofyzika, Teodria relativity
Zaver

Matematika a fyzika a s urcitym oneskorenim aj ich vyucovanie sa vzdy dokazali
prisposobit poziadavkam redlneho sveta. DneSnéd matematika a fyzika su toho doka-
zom. Vsetci, ktori prichadzaja do styku s vyucovacim procesom a s jeho pripravou
(tvorcovia pedagogickej dokumentacie, ucitelia, ale aj samotni Zziaci) by sa mali
pri¢init o to, aby vyucovanie matematiky a fyziky ani v stcasnosti nezaostavalo za
realitou sti¢asného sveta.

Zéaverom je potrebné konstatovat, Ze nie je mozné oc¢akavat, ze vSetci ziaci budu
sa zaujimat o matematiku a fyziku v takom rozsahu ako je to uvedené v tomto
navrhu. V tomto navrhu st uvedené len tematické celky, ktoré by mali byt zaradené do
povinnych predmetov matematiky a fyziky a ktory musia absolvovat vSetci ziaci bez
rozdielu. Konkrétny obsah tychto tematickych celkov je mozné dotvarat podla potrieb
jednotlivych gymnézii alebo aj tried. Pre ziakov so zvySenym zaujmom o matematiku
a fyziku st uréené aj dalsie témy, o ktoré maja zaujem a najmé témy, ktoré patria do
uvedenych povinnych kurzov oboch predmetov, avsak s podrobnejsim a matematicky
korektnym sposobom vysvetlovania ucéiva. S tymto matematickym aparatom, ktory
sa normalne na vyucovacich hodindch matematiky a fyziky nevyucuje, sa tito Zziaci
stretnit vo vyucovani cviceni a seminarov z matematiky a fyziky, ktoré si zvolia ako
nepovinné alebo volitelné predmety.
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Tvorba koncepcie vyuky tématického celku
,nasobenie*

MiLAN HEINY

ABSTRACT. Semi-experimental research of multiplication is consider from 1) semantical,
2) structural, 3) operational, and 4) developmental point of view. A commented set of prob-
lems enhancing students’ autonomous ways of understanding processes and concepts of mul-
tiplication is presented.

1. Uvod

Cielom Stdie je analyza tematického celku nasobenie prirodzenych cisel (NPC). Text
je adresovany pracovnikom vyskumu. Stubezne pisany text pre ucitelov bol dodany
do tlace a ma byt v edicii Raabik k dispozicii do konca roku 2005.

NPC patri k hlavnym tematickym celkom matematiky ZS. Sondami uskutocne-
nymi medzi posluchaémi pedagogickych fakult a uéitelmi ZS (vySe 60 dotaznikov
a rozhovorov) sme zistili, Ze respondenti za jadro tematického celku NPC povazuju
zvladnutie nésobilky a pisomného algoritmu nésobenia viacmiestnych prirodzenych
¢isel. Nasobenie celych &isel ,je potom uZ jednoduché, staéi vtlet ziakom do hlavy,
7e minus krat minus je plus; naro¢nejsie je nasobenie desatinnych ¢isel; tu treba dat
ziakom mnemotechnickd pomocku. Nasobenie vyrazov potom vSetci ucitelia povazu-
ji za iny typ néacviku, nezavisly na NPC. Niektort respondenti zmienili néro¢nost
idiomov ,0 kolko* a ,kolkokrat“, niektori upozornili na doélezitost zatvorky. Vsetci
osloveni ucitelia zdoraznili tazkosti niektorych ziakov s nasobilkou a skoro vsetci si
presvedceni, Ze bez zvladnutia malej nasobilky nemozno zacat pisomné nasobenie.

2. Metodolégia

Databazou analyzy bol uvedeny prieskum, par desiatok seminérnych prac posluché-
¢ov denného i dialkového studia a vela ucebnic, u¢ebnych textov a metodickych
priruciek. Niektoré z pramenov uvadzame v literature, ale zdmerne sa vyhybame ich
hodnoteniu.
Didakticky koncept ,nasobenie” v tejto studii rozlozime do Styroch vrstiev:
sémantickej, v ktorej lezia vizby operacie nédsobenia na javy okolitého sveta,
strukturalnej, ktora opisuje nésobenie ako ¢ast sveta matematiky,
néacvikovej, ktora je zamerané na zvladnutie proceduar ziakmi a
vyvojovej, ktora popisuje vyvoj predstav, znalosti a zruc¢nosti Ziaka.
Kazdu z uvedenych vrstiev skimame oddelene.

3. Sémantika nasobenia

Hladame situacie kazdodenného zivota, v ktorych sa objavi nasobenie. Inak povedané,
hladame generické modely? operacie nasobenia. Pracujeme s ¢islom v sémantickej

4V knihe [08], s. 23 je pojem osvetleny pod starym nazvom ,univerzalny model*; netreba ho
osobitne vysvetlovat, lebo nasledujice priklady ho dostatoéne ozrejmia.
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funkcii stav — pocet resp. mozZnost (tie poc¢itame na kusy) a wveli¢ina (meriame ju
jednotkou ako m, m?, m3, kg, Sk, hod, km/hod, ...),
operdtor — porovnania ¢i zmeny (mé sémantické ukotvenie) a skaldr (bez séman-
tického ukotvenia vyjadruje iba nasobnost). Uvedenych 6 terminov ozna¢ime:
P = pocet, M = moznost, V = veli¢ina, Op/Oz = operator porovnania/zmeny, S
= skalar. Dodajme, ze P byva vnimany ako koncept, ale M ako proces. Nasleduju
priklady.
A. Opakované sé¢itanie. Tri tuzky po 5 Sk stoja 5 Sk + 5 Sk + 5 Sk = 3x5 Sk = 15
Sk. Zucastnené ¢isla maju dvojaké sémantické ukotvenie. Cislo 3 je skalar, ¢isla 5 a
15 su veli¢iny s jednotkou 1 Sk. Iny priklad: v jednej lavici sedia 2 ziaci, v Styroch
laviciach sedf 2 + 2 + 2 + 2 = 4x2 = 8 ziakov. Cisla 2 a 8 st kusy a 4 je skalar.
Iny priklad: dlZka strany stvorcového dvora je 15 m. Obvod dvora je 4x15 m = 60
m. Cisla 15 a 60 st veli¢iny (m), 4 je skalar. Typ tohto generického modelu: S x V
=Vresp. S x P =P
B. Obsah obdlznika (kusy). Obdlznikovy dvor je vydlazdeny $tvorcovymi kachlami.
Na dlzku je ich 16, na &irku 7. V dlazdeni je 16x7 = 112 kachli. Cisla 16, 7 i 112
maja to isté sémantické ukotvenie: st to kusy. Typ modelu: P x P = P.
C. Obsah obdlznika (veli¢ina). Obdlznikovy travnik ma rozmery 12 m a 15 m. Jeho
obsah je 12x 15 m? = 180 m?2. Vetky &isla st veli¢iny, ale rozli¢ného typu: éisla 121 15
st dlzky (V), &islo 180 obsah (V3). Typ modelu: V;  x Vi = Vj. Dalej strucnejsie.
D. Objem hranola (kusy). Podobne ako u typu B mame typ P x P x P = P.
E. Objem hranola (veli¢iny). Podobne ako u typu C mame dva dalsie typy:
Vl X V1 X V1 = Vg a Vl X V2 = V3. Tu: Vl = dfika, V2 = obsah, V3 = objem.
F. Kombinatorické nasobenie. Babika ma 2 sukne (Cervent a bielu) a 3 svetre (modry,
zeleny a zlty). Kolkymi roznymi sposobmi mozno babiku obliect? Je to 2 x 3 = 6
moznosti: ¢m, ¢z, ¢z, bm, bz, bz. Sémantické ukotvenie ¢isel 2, 3 a 6 je rovnaké — je to
pocet moznosti. Typ modelu: M x M = M. Dodajme, zZe modely B a F st izomorfné,
ale B je viac konceptualny a F je viac procesualny. Iny priklad: Z mesta A do B sa
da ist 3 cestami, z mesta B do mesta C dvomi. Kolkymi réznymi spdsobmi sa da ist
z mesta A do C? Je to 2 x 3 = 6 moznosti. Typ modelu je opat M x M = M, ale
jeho charakter je viac procesualny ako bol pripad s obliekanim babiky.
G. Predlzenie a zvicsenie. Ked 400 metrovi beZeckou trasu predlzime trojnasobne,
bude jej dlzka 3x400 m = 1200 m. Cislo 3 je operétor zmeny, ¢isla 400 a 1200 (m) st
veli¢iny. Typ modelu: O x V =V Iny priklad. Ked kaZzdy rozmer travnika z pripadu B
2-nasobne predlzim, predlzi sa obvod obdlZnika 2-nasobne, ale jeho obsah 4-nésobne.
V jedinej situécii mame teraz i jednoduchy typ O x V = V i naro¢ny typ. Ten mozno
zapisat ako zmenu Vi x V3 =V,  — (OxVy) X (OxV;y) = O'xV,.
H. Zmena ceny. Cena svetra bola povodne 1200 Sk. Vo vypredaji bola cena znizené o
40%. Aka je nova cena svetra? Hoci je typ tejto situacie opat O x V =V, rovnako ako
v pripade G, vic¢Sina ucitelov ZS, s ktorymi sme o tlohe debatovali, ju nepovazovali
za ulohu na nasobenie. RieSenim ,nova cena je 0,6 x 1200 Sk = 720 Sk* boli niektori
z nich prekvapeni a povazovali ho za nepresvedcivé. Typ modelu: S x V =V
Nepovazujeme za potrebné uvadzat dalsie priklady. Upozornime na tri zavazné
javy.
a) Zatial ¢o pri séitani je rozsirenie poctu s¢itancov sémanticky prosté (sucet 2 m
+ 3 m bez problémov rozsirime o 5 m + 4 m + 2m) je také rozsirenie u niektorych
pripadov nésobenia naro¢né, az nemozné. Napriklad pojem obsahu (pripad B) vedie
na sucin 2 veli¢in, pojem objemu na stucin troch, ale sti¢in styroch veli¢in tu uz straca
geometricki oporu. Mimochodom v gréckej matematike znamenala tato skutocnost
vaznu prekazku pre priznanie existencie Stvrtej mocniny ¢isla.



Tvorba koncepcie vyuky tématického celku ,nasobenie” 83

b) Komutativnost nésobenia je v niektorych pripadoch (napr. B a C) dobre viditelna,
v inych (napr. A, G a H) je ukryta. Napriklad len velmi malo z dospelych respon-
dentov bolo schopnych na bez pocitania vyriesit nasledujucu diagnosticka tlohu:
Uloha 1. Bicykel X bol predavany v obchodoch A a B za rovnaku cenu 7000 Sk. V
juni v obchode A zlacnel o 10% a v obchode B zdrazel o 10%. V juli v obchode A
zdrazel o 10% a; v obchode B zlacnel o 10%. V ktorom z obchodov je teraz bicykel
X lacnejsi?

¢) Predchadzajice dve poznamky poukazuju na potrebnost otvorit ziakom bohaty
subor sémantickych situécii na nasobenie. Ten je naviac potrebny pri aplikaciach.

4. Nasobenie ako sucast aritmetickej struktiary

Odhliadnime od sémantického ukotvenia nasobenia a pozrime na tito operaciu iba
z hladiska aritmetickej Struktary. PoukdZeme na 7 zavaznych myslienok.

A. Néasobenie je opakované sc¢itanie. Teda nésobenie vyslo z lona s¢itania. Len ¢o
dostalo vlastny symbol ,, x*“ osamostatnilo sa od svojho Zivotodarcu a zacalo zit au-
tonémnym zivotom. Stalo sa partnerom operécie s¢itania a prepojilo sa s nim dis-
tributivnym zakonom.

B. Vzajomné porovnanie operacii s¢itania a nasobenia ukazuje pozoruhodné spolo¢né
vlastnosti: obe operacie si komutativne i asociativne, obe maju neutralny prvok (0
pre s¢itanie a 1 pre nasobenie). Matematik vyjadri opisani rovnakost abstraktnym
pojmom. Obe Specifické struktury prehlési za Specialne pripady tej istej abstraktnej
struktury. V nasom pripade t1 struktiiru volame komutativna pologrupa s neutralnym
prvkom.

C. Blizsi pohl'ad odhali i vaZne odlisnosti oboch struktir. Predovetkym je to osobitna
pozicia nuly voc¢i nasobeniu. Plati 0 x ¢okolvek = 0. S¢itanie ziaden taky prvok nema.
Uvedent diferenciu odstranime, ak budeme o nédsobeni uvazovat v obore prirodzenych
¢isel N= {1, 2, 3, ...} bez nuly a o s¢itani v obore Ny = {0, 1, 2, 3, ...} prirodzenych
¢isel vratane nuly.

D. Druhu odlisnost oboch struktur vytvara rozklad ¢isla na dva séitance (n = = +
y), resp. na dva stéinitle (n = x X y).

V pologrupe (Ny,+) je mozné kazdé ¢islo n rozlozit na sucet dvoch nenulovych &isel
prave m = [(n+1)/2] sposobmi; tu || oznacuje ,cela cast ¢isla®.

V pologrupe (N,x) existuje nekoneéne mnoho ¢isel, ktoré nemozno rozlozit na sucin
dvoch ¢isel roznych od 1. St to prvocisla. Tento pojem v pologrupe (Ny,+) nema
partnera. Vztahuje sa iba k nasobeniu.

E. Didakticky velmi zévazné je otazka operécie inverznej, ¢i opacnej k operaciam
stctu a sucinu. Vieme, ze k s¢itaniu je inverzné odé¢itanie a k nasobeniu delenie. Lenze
tento pohl'ad byva ¢asto iba intuitivny a treba ho upresnit. Za¢neme upresnenim slova
inverzny.

Inverznou k operacii ¢ nazveme taki operaciu ¢, ktora eliminuje vplyv operacie ¢. Ak
operéciu + aplikujeme na ¢isla 12 a 5 dostaneme sicet 12 + 5 = 17. Inak povedané,
ak dame dohromady 12 chlapcov a 5 dievcat, dostaneme 17 deti. Mame teda 17 deti
a ¢o urobime, aby sme eliminovali operaciu ,dat dohromady*“? Nebudeme odoberat ¢i
odcitat, budeme rozdelovat. Rozdelime 17 deti na 12 chlapcov a 5 diev¢at. Podobne
k operécii nadsobenia 7 x 3 = 21 nie je inverzné delenie, ale rozklad ¢isla 21 na sti¢in
7 x 3. O inverzii teda nemozno hovorit vSeobecne, ale vo vézbe na konkrétne ¢islo.
Napriklad:

F. Vieme, Ze k operéacii ,pridaj 5 je inverzné operacia ,,uber 5“. Ale plati to naopak?
V siedmej triede 4no, v druhej triede nie. Tam vo vypocte (12 + 5) — 5 = 12 mozeme
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+5 -5 ®3 3
12— 17| — | 12 T—= 21 = 7

113

E operaci 457 je inverzna -5 E operaci =37 e inverzna 3"

vymenit operacie, lebo plati (12 — 5) + 5 = 12, ale vo vypocte (2 + 5) — 5 = 2
to uz mozné nie je, lebo v napise (2 — 5) + 5 = 2 je vyraz 2 — 5, ktory nema pre
druhakov zmysel. Preto operacie ,pridaj 5 a ,uber 5“ mozno povazovat za inverzné,
az po zavedeni zapornych ¢isel. Rovnako o vzajomnej inverzii operacii ,, x5 a ,:5°
mozno hovorit az po zavedeni zlomkov.

G. Vidime, Ze myslienka inverznej operacie vedie na rozsirovanie ¢iselnych oborov.
Minus déva zrod zapornym c¢islam a delenie vedie k pojmu zlomok. Je pozoruhodné,
ze v histoérii sa zlomky objavili omnoho skor ako zaporné ¢isla, hoci operacia delenia
je narocnejsia, ako operacia odcitania. Co je pric¢inou tak silného narusenia paralely
medzi ontogenézou a fylogenézou?

5. Nacvik

Nacvikové procesy st neuralgicky bod konfliktu teérie a praxe. Mnohi teoretici DM
tvrdo odmietaji nacviky, ako ¢innosti ducha ubijajiace. Vacsina ucitelov ich povazuje
za jadro vyucovania. Nase nazory formulujeme v §tyroch bodoch.

A. Paméatové ucenie sa nasobilky je Iahké pre tie deti, ktoré maju k tomu dobré
mentalne dispozicie. Pre deti bez dispozicii je také ucenie sa imorné, niekedy az
frustrujtice. Preto sme presvedceni, ze optimélny didakticky pristup akceptuje indi-
vidualitu dietata a umozni mu jeho vlastnu cestu k zvladnutiu malej nasobilky. T4
je zalozena na troch principoch:

a) ¢asovej volnosti (nie si dané ¢asové limity dokedy treba vediet nasobilku spaméiti),
b) permanentného pouzivania tabulky nésobenia (kazdy ziak ju méa stale pri sebe),
¢) autoregulacii nacviku (ziaci si v svojej tabulke postupne zaslepuju tie udaje, ktoré
uz vedie celkom bezpecne; tym monitoruju svoje napredovanie).

Nage skiisenosti s uvedenou metoédou nacviku st velmi dobré. Nielenze aj ti Ziaci,
ktorych pamét je slabgia dobre zvladnu v priebehu 7-8 mesiacov celu tabulku, ale pri
nécviku bert zodpovednost prace na seba a naucia sa metodu, ako podobné pamétové
situécie zvladat i v inych oblastiach. Napriklad pri vymenovanych slovach.

B. Nacvik pisomného algoritmu nie je bezduchou ¢innostou, ako sa viaceri didaktici
nazdavajiu. Ma svoje miesto vo vyvoji dietata, pokial sa s nim dieta stretava na
prvom stupni ZS. V ¢om je vyznam takého nacviku? Pri ucen sa algoritmu je treba
do organickej stuc¢innosti priviest viaceré mentalne funkcie, najma: stratégiu, ktora
riadi jednotlivé kroky postupu, dlhodobi pamdt (t.j. nasobilkové spoje), kratkodobi
pamdt (ak v priebehu vypoctu vyslo napriklad 28, ¢islo 8 zapisem na prislusné miesto
a ¢islo 2 vlozim do kratkodobej paméti) a operdcie nizZsej aritmetickej urovne. V
[09] je tato myslienka opisana a podporenéd experimentami a argumentami. Preto
povazujeme taky nacvik za prospesny pre kognitivny a metakognitivny vyvoj ziakov.
Samozrejme, iba ak nie je natlakovy.

C. Ti 7ziaci, ktori nie st schopni pisomny algoritmus zvladnut, potrebuji aspon
docasne alternativny algoritmus, napriklad indické, ¢i brahminske nésobenie (pozri
[08], s. 103), ktoré vyrazne zjednodusi stratégiu algoritmu. Neskor, ked zvladnu stucin-
nost dlhodobej i kratkodobej paméte s operaciami nizsej aritmetickej urovne, Tahko
zvladnu i tradi¢né algoritmus nésobenia.
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D. Zavazna je otazka motivacie. Tradi¢né stereotypné tulohy v ktorych sa opakovane
nacvic¢uje procedira, st pre ziakov domotivujtice a pre matematicky zdatnych ziakov
umorné. Preto odporuc¢ame ramovat opakujice sa vypocCty do zaujimavych kontextov,
ktoré prebert tlohu motiva¢ného nosica. Niektoré z kontextov, s ktorymi méame dobré
sktsenosti z nasho experimentélneho vyucovania uvedieme ilustrativnymi tlohami.
Ulohy 2 a 3 st dominantne zamerané na nacvik pisomného nasobenia, tlohy 4 a 5
ida hlbsie do struktiry nasobenia.

Uloha 2. Dané st 3 rozne &islice (napriklad 2, 5, 7). Z nich zostavime dve Cisla.
Jedno dvojmiestne a jedno jednomiestne (napr. 57 a 2). Cisla vynasobime (57 x 2
= 114). Kolko roznych sté¢inov mozno takto vytvorit? Ktory z nich bude najvacsi,
ktory najmensi? Ktory z nich bude najblizsie k ¢islu 3507 Aky bude sucet S vsetkych
tychto sicinov?

Komentar. Ak pracujeme s ¢islicami/&fslami® A < B < O, tak najmensie je &slo BC
x A, najvacsie je ¢islo BA x C a sucet vSetkych 6 sucinov je S = 22(AB + AC
+BC). To umozni ulohu rozsirit o vyzvu: vysledok S vydelte ¢islom 11 (pripadne 2,
pripadne 22). Ulohu mozno dalej rozsirovat na stuciny ABC x D (tych je 24 a stucet
vSetkych tychto ¢isel je S = 222(AB + AC + AD + BC + BD + CD)) alebo na
suciny AB x CD (tych je 12 a sucet vSetkych tychto ¢isel je S = 242(AB + AC + AD
+ BC + BD + CD)) atd. Ziaci, ktorf vyriedia viacero tloh uvedeného typu, zaént
v postupoch objavovat zakonitosti.

Uloha 3. Zoberme jednomiestne &islo a; a vytvorme postupnost éisel as, as, ag, ...
takto: ¢islo a,1 je posledné dvojéislie ¢isla a,, X a;. Napriklad pre a; = 7 je as,= 49,
az,— 43 (lebod9 x 7 = 343), as,— 1 (lebo343 x 7 = 2401),a5,~ 7, ag,— 49, atd. Styri
¢isla 7, 49, 43, 1 sa periodicky opakuju. Pre a; = 4 bude mat postupnost periédu
tvorenu 10 ¢islami: 4, 16, 64, 56, 24, 96, 84, 36, 44, 76. Rovnako i pre a; = 9 ndjdeme
10 prvkovi periddu.

Komentar. Zovseobecnenie tilohy 3. je jednoduché: za ¢islo a; budeme dvoj-, pripadne
i $tvor- miestne ¢isla a namiesto posledného dvojéislia nového ¢isla budeme brat
posledné trojéislie ¢ dokonca tvorcislie. Ulohy toho typu prispievaju aj k rozvoju
intuicie tak zavaznych pojmov ako si postupnosti, zavislost, periodicita, ¢i rekuren-
cia. Tieto mentéalne funkcie st rozvijané i v tom pripade, ked Ziak nasobenie nerobi
pisomne, ale pomocou kalkulacky. Osobitne vyznamna na tychto tlohéch je moznost
objavovat zékonitosti. Napriklad pre postupnost s ¢islom a; = 4 je a; + ag =
100,@2 + a7 — 100,(13 + ag — 100,@4 + ag — 100,@5 + aig — 100.
Uloha 4. Iba pomocou rimskych &isel vynasobte a) XIIx X, b) XI xXII, ¢) XXII x
XV, d) CCLXII x XVII, e) XV x IV, f) XIX x XVII, g) CXCVIX x CVI, h) XCVI
x XIV.

Komentér. Z didaktickych dévodov odporuc¢ame uvolnit pravidla pre zapis rimskeho
¢isla. Pripustime aj inak zakazané zapisy ako III1I namiesto predpisového V, ¢i XXXX
namiesto XL, alebo CCCCLL, namiesto D. Teda pocet rovnakych znakov C, X, I
neobmedzime na tri a pocet rovnakych znakov V, L a D neobmedzime na jediny.
Uloha 5. Ked vo vypocte 473x 62 = 29 326 ¢islice nahradime pismenami, dostaneme
napis ABC x DE = EF CED, ktorym je vypocet zakodovany. Taky algebrogram je
vlastne tlohou: ziada aby sme nahradili kazdé z pismen A, B, C, D, E, F jednou ¢isli-
cou tak, aby vznikol spravny vypocet. Rovnaké pismené musime nahradit rovnakymi
¢islicami, rozne pismena, roznymi ¢islicami. Tu je sibor pomerne jednoduchych alge-
brogramov:

Komentar 5. Tvorba algebrogramov je vyzivna ¢innost pre kazdého ucitela. Poméaha

57 kontextu je jasné, kedy znaky A, B, C povazujeme za &islicfe a kedy za &isla.
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DA xAd=4 bdxd=5 OA % A= B4,
d)AB x AR = ABB, &) Ad % Ad = ABA, f) 44 x Ad = CEC,
o) A4 x B= B3, by Ad x A4 = CCBE, DAd x B=CCh,
N Ad x A4 = BCDA ) AB x BA = ACA ) ABA x BAB= CCCDE

mu ziskat intimnejsi vztah k nasobeniu, motivuje ho k dynamickejSej praci s tymi
ziakmi, ktori budu jeho tlohy riesit. Ddva mu moznost ic¢inne im poméhat radami.

6. Vyvoj ziakovych predstav o nasobeni

Za hlavny nedostatok ndcvikového pristupu k nasobeniu prirodzenych ¢isel povazu-

jeme jeho kratkozrakost. Je egoisticky zahladené do seba a k dalgiemu rozvoju pred-

stav nésobenia prispieva vo velmi obmedzenej miere. Nacvikovy pristup neposkytuje

ziakovi skiisenosti, ktoré mu v budiicnosti umoznia

a) nazerat na sucin ako na koncept,

b) porozumiet nasobeniu ¢isel celych, desatinnych a zlomkov,

¢) pochopit jednotny princip nasobenia ¢isel a vyrazov a

d) vstupit do tematického celku delitelnost s dobrou propedeutickou vybavou.
Najvaznejsim nésledkom nécvikovo orientovanej koncepcie vyucovania nasobenia

nie je popisané zbrzdenie kognitivného rozvoja, ale strategické nasmerovanie ziakovho

Stylu ucenia sa matematiky. Tym, Ze sa ziak u¢i ndsobenie iba pamétovo a imitovanim,

vytvara si metakognitivny navyk pouzivat tento $tyl ucenia sa i v dalsich oblastiach

matematiky, najmé v tych, ktoré na nédsobenie prirodzenych ¢isel priamo nadvazuju.
Ku kazdej zo 4 vyssie uvedenych kritickych poznamok dolozime osvetlujuci ko-

mentar.

6.1 Nazerat na stcin ako na koncept znamena vidiet prepojenie medzi vztahmi.
Napriklad pod vztahom 2 x 3 = 6 vidiet aj vztahy 3 x 2 =6, 6 = 2 x 3, 6:3 = 2,
20 x 3 =60,4 x 9 = 36, atd ., atd. Kazda z aloh 2 az 5 napoméaha takému videniu
nasobenia. UZitocné si i dal$ie multiplikativne situacie, v ktorych sa viacero sucinov
navzajom viaze. Uvedieme tri ilustracie. Kazda z nich je mozné pouzit aj v pripade,
ked obor prirodzenych ¢&isle rozsirime na ¢isla racionélne.

Uloha 6. Vytvorte nasobilkovy magicky &tvorec 3 x 3: do 9 poli &tvorca napise 9
roznych prirodzenych &isel tak, aby stéin troch ¢sel v kazdom stlpci, kazdom riadku
a oboch diagonalach dal rovnaké ¢islo s; autor pozna riesenie v ktorom s < 17 000.
Uloha 7. Nésobilkovy trojuholnik je obdobou séitacieho trojuholnika.

Tlustracia trojuholnika dimenzie 3 je na prilozenom obrazku. Najdite vSetky troj-
uholniky dimenzie 3 ktorych dolné ¢islo je 49 resp. 8. Dokazte, ze v trojuholniku
dimenzie 4, v ktorom je 10 ¢isel je mozné z troch rohovych ¢isel vypocitat jedno
vnutorné.

Uloha 8.V kazdom riadku i stlpci prilozenej tabulky je tretie ¢islo sicinom prvych
dvoch (4x5 = 20, 5x3 = 15, 8x15 = 120,...).
a) Pozname iba diagonélne ¢isla 4, 3 a 120. Kolkymi réznymi sposobmi mozno doplnit
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chybajucich 6 ¢isel (pravidlo o stc¢inoch treba zachovat)?
b) Pozname iba diagonalne ¢isla 4, 9 a 1296. Doplite 6 chybajucich ¢isel tak, aby
v tabulke bolo devit (resp. osem, resp. sedem, resp. Sest) roznych ¢isel.

415 20
21 3] 6
8115] 120

Zaujimava a eSte neprebadana je moznost preniest ideu scitacej a odcitacej rodinky
do néasobenia. Pojmy zaviedli Pavol Cernek a Vladimir Repas. Ich cielom bolo, aby
ziaci ,samostatne prichadzali na to, Ze sc¢itacia rodinka a odc¢itacia rodinka je vlastne
to isté, aby intuitivne citili vztah medzi operaciami s¢itania a odé¢itania... ([11], s.
13). Autor tejto studie poukazal na hlbsi kognitivny vyznam nového pojmu: s¢itanie,
ulozené vo vedomi ziaka ako proces, sa v pojme ,rodinka” stava konceptom a smeruje
k proceptu. Obom rodinkam dal spolo¢né meno tridda a navrhol jeho didakticky
vyskum. Ten uskutocnila J. Kratochvilova (pozri [10]). Pozri tiez vyzvu 5 v Zavere.

6.2 Porozumiet néasobeniu ¢isel celych, desatinnych a zlomkov znamen4
prekrocit aroven navodov a viest ziakov k vhladu do pri¢in. Pre¢o minus krat minus
je plus, preco pri nasobeni desatinnych ¢isel v sucine dame desatinni ¢iarku tam, kde
ju dame, preco zlomky nasobime ta, ako ich nasobime? Cesty, ktorymi k porozume-
niu dochéadza su v principe dve: bud je ziakovi na zaciatku pravidlo prezradené a on
potom neskor, rieSenim naroc¢nejsich tloh porozumie, preco pravidlo znie tak, ako
znie (to sa tyka najmé sucinu dvoch zapornych ¢isel), alebo sa k pravidlu dopracuje
samostatne, rieSenim gradovanej série tloh (to sa tyka nasobenia desatinnych ¢isel
a zlomkov). Podrobnejsi didakticky rozbor tychto nametov by vyziadal dlhsi ¢lanok.
6.3 Pochopit jednotny princip nasobenia ¢isel a vyrazov je mozné roznymi
sposobmi. Napriklad porovnanim roznasobenia ¢isel a polynémov:

492 x 67 = (400 + 90 + 2) x (60 + 7) = 400x60 + 90x60 + 2x60 + 4007 +
90X 7 + 2x7 = 24000 + 5400 + 120 + 2800 + 630 + 14 = 20000 + (4+5+2)x1000
+ (4+1+8+6)x100 + (2+3+1)x10 + 4 = 32964

(2x% = 3x + 6) X (4x + 7) = 2x?x4x — 3xx4x + 6x4x + 2x2XT — 3xX7 + 6xX7 =
8x3+ (14-12)x% +(-21424)x + 42 = 8x3+ 2x? +3x + 42

V oboch pripadoch je nésobenie zalozené na troch krokoch: rozloZeni sucinitelov
na elementy, vynasobeni elementov metédou ,kazdy s kazdym* a sc¢itani ziskanych
elementarnych sacinov. Cislo rozkladat musime (napriklad 492 = 400 + 90 + 2), pri
polynémoch to robit netreba, lebo tie st uz v takom tvare zapisané. Viacerym ziakom
je ale blizsie tabulované nasobenie brahminskeho typu:

400 90 2 Podkaidou tabulkouie @ 23 | -3x &
24000 | 5400 120 60 | sucet wietkych & cisel &1 | B2® | -12¢ | 2dx | dx
2800 630 14 7 | virazov zo fiestich 422 | 21z |42 7
okienok tabully.
210000+ 244450 1000+ B+ (14-120 +
(B8+6+d+10 100H3+1+2) 1044 (-21+24) = + 42

6.4 Vstupit do tematického celku delitel'nost s dobrou propedeutickou
vybavou znamena mat dobre zazité niektoré zakladné sktisenosti, najma:

a) vztahy ,, n je delitelom ¢isla k* a ,¢islo k je nasobkom ¢isla n“ hovoria to isté,

b) ak je n delitelom ¢isel p i ¢, tak je delitelom aj ich stctu a rozdielu
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¢) séitanim ¢ odéitanim viacerych nasobkov ¢isla n dostanem opét nésobok &isla n,
d) ak je n delitelom ¢isla m a ¢islo m je delitelom ¢&isla k, tak n je delitelom ¢isla k,
e) parne ¢isla koncia ¢islicou 0, 2, 4, 6, alebo 8; neparne ¢islicou 1, 3, 5, 7, alebo 9,
f) nasobok ¢isla 10 kon¢i nulou, nésobok ¢isla 5 bud nulou, alebo péatkou.

7. Zaver

Zéaverom péat nametov pre ¢itatela na rozmyslanie, pripade i na vyskum.

1. Pri nacviku nésobilky sa ziak stretava s mnozinami mNy = {0, m, 2m, 3m, ...} kde
m = 2, 3, 4, .... Tym sa zoznamuje s podpologrupami (mNy, +) pologrupy (Ng, +).
Vytvorte tlohy, ktoré tito, ¢asto iba na nacvik orientovanu ¢innost, obohatia o hlbsie
myslienky:.

2. Rovnaku didaktickt tlohu rieste pre operéciu nésobenia.

3. Premyslite, ¢i zobrazenie n — 2" je izomorfizmus a navrhnite jeho didaktické
vyuzitie.

4. Vytvorte gradovanu sériu uloh vychadzajucu z tematiky niektorej z tloh 2 az 8 a
experimentalne odskisajte jej edukacni silu.

5. Myslienka aditivnej triady uvedena v zavere casti 6.1. ntika zaujimavy vyskum. Ide
o prenos aditivnych triddach do oblasti nasobenia. Navrhujeme zaviest multiplikativnu
triddu ako usporiadani trojicu (a, b, ¢) prirodzenych ¢isel pre ktort plati: a < b, a x
b = c. Z aditivnych tridd sem preniest viacero d'alsich pojmov, predovietkym pojem
potomka, predka a sirodenca. Kazda tridda (a,b,c) ma dvoch potomkov: (a,c,ac) a
(b,c,bc); potomkami triady (2,3,6) su triady (2,6,12) a (3,6,18) tie st zaroven i sturo-
dencami. Ich spolo¢nym predkom je triada (2,3,6), ktora v obore prirodzenych ¢isel
nemé predka, ani stirodenca; v obore ¢isel racionalnych jej predkom je triada (3/2,
2, 3) a jej surodencom triada (3/2,3,9/2). Bolo by zaujimavé paralelne k vyskumu J.
Kratochvilovej uskuto¢nit vyskum multiplikativnych triad a overit edukacné moznosti
tohto pojmu.
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Jak nepropadnout stereotypu v pedagogické praxi

JITKA HLAVACKOVA

ABSTRACT. The article deals with the efficiency of using some of the project method “s
principles at the primary school. It also shows the links between different subjects.

V posledni dobé pouta pozornost mnoha ucitelil nejen na zakladnich skolach tzv.
projektové vyucovani. Stejné jako didaktické hry, coby invenc¢ni soucast vyucovaciho
procesu, si i projekty pomalu ziskavaji své stoupence. Projekt, didakticka hra, jakoz
i dalsi netradi¢ni slozky vyucovaciho procesu slouzi k obohaceni (klasické) frontalni
vyuky.

Co nového muze zdktm i uciteli projekt prinést? Predev§im velice dulezity —
prozitek. Proces uceni se totiz odehrava ve tfech rovinidch najednou. Prvni rovinu
tvori obsah / cil ueni (rovina vécna). Druhou pak Zédkovy pocity (rovina prozitkova)
a v neposledni fadé rovina vztahové (co pocituje ucitel). Uciteli se muze stat, ze se
prilis zaméri na samotny cil vyuky bez ohledu na pocity zaka.V takovych pripadech
by se mohla osvédcit sebereflexe, kterd muze rozkryt projekéni formu komunikace.
Kret se domniva, ze v tomto pripadé lze jednoduse napravit svou chybu — vrétit se do
détskych letS. A odhali-li uéitel svou chybu v jakémkoli ohledu, lze prostfednictvim
zpétné vazby provést korekci zvysujici efektivitu vyuky.

P1i pfechodu z matefské do zakladni (narodni, obecné) skoly dité ziskava nespocet
novych zkusenosti, vstfebava sumu novych impulsi (prav a povinnosti) se kterymi si
mnohdy nevi rady. Empirie potvrzuje, ze nejvice problémové byva nastoleni Skolniho
rfadu a jeho neustale kontrolované plnéni. I kdyz nutno priznat, Ze je potifeba dat
zékam pevné pravidla.

Zaci nékdy tézko chapou, pro¢ pan uéditel/pani ucitelka vynaklada tolik sily na
vysvétleni obtizné pochopitelného obsahu vyuky a tak malo sily na hry, soutéze apod.
(na néz byli zvykli). Déti si od své prirozenosti rady hraji, coz poskytuje velkou pfilezi-
tost pro realizaci projekti, didaktickych her a dalsich netradi¢nich metod vélenénych
do vyucovaciho procesu. Zvlasté pak na skolach nizsiho stupné.

Uz na skolach I. stupné se muzeme setkat s otazkou typu: ,,A pro¢ se to mame
ucit? K ¢emu nam to bude?...* smérovanou od zéki k ucitelim. Po detailni analyze
vzniklé situace nejspis dospéjeme k zavéru, ze zdky probirané téma nezaujalo nebo
mu neporozuméli. Ucitel by mél objektivné posoudit piipravovana témata a zptsob
jejich implementace do vyuky. Ve chvili, kdy je ucitel pfipraven zakim predlozit za-
jimavé zpracovani (jinak docela standardniho) matematického tématu, bude G¢innéji
motivovan a probirané téma bude lépe piijato.

Teorie (historie) projektového vyucovani sahé do doby na prelomu 19. a 20. stoleti.
Slo predevsim o vytky ,tradi¢ni® skole, se kterymi se setkdvame i v dnesni dobé.
Nejvice je a bylo tradi¢ni skole vytykano omezovani svobody zéaka, nerespektovani jeho
zadjmu, zkuSenosti a nedostatecné vyuzivani zédkovych individualnich pfedpokladi.
Uéivo je zédkim pfedkladano izolované, bez Sirsich vazeb a vztahi, které by v radé
odvétvich mohly zaktim spiSe napomoci. A jak uz jsem zminila — dochézi spise ke
kopirovani védniho oboru a transferu soucasné trovné védeckého poznani do vyuky
(prijatelnym zptsobem), nez k feSeni konkrétnich Zivotnich situaci, ¢imz muze zak
ztracet prehled a jistotu o funkénosti onoho oboru. Nasli bychom i dalsi nedostatky v

6Kret Ernst: Uéime (se) jinak. Portal, Praha 1995.
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tradi¢ni Skole, ale praveé ty vyse jmenované piispély ke vzniku projekti a projektového
vyucovani.

Nejvétsi rozkveét zazila tato metoda okolo roku 1918 v New Yorku, kde tehdy cer-
stvy profesor William Heard Killpatrick napsal ¢lanek The Project Method. Uvedme
alespon jednu definici projektové metody, a to pravé podle Killpatricka: ,Projekt jest
urc¢ité a jasné navrzeny ukol, ktery mizeme zaku predloziti tak, aby se mu zdél Zivotné
dilezity tim, Ze se bliz{ skute¢né ¢innosti lidi v Zivoté.“”

Podle riznych definic lze vyjadrit hlavni myslenku projektové metody do jedno-
ho slova: ,koncentrace”. Tedy neucit oddélené predméty bez navaznosti, ale hledat
novou strukturu ué¢iva, pro lepsi pochopeni a pfijeti zaky. Podle Valenty neni Zivotni
realita slozena ze ,systematizovanych fad logicky usporadanych struktur védy, ale z
celistvych jevii a situaci“®. A toho by se mél uéitel snazit vyuZit v co nejvétsi mozné
mife, ponévadz tak usnadni zakim danou problematiku pochopit a nauci se s ni pra-
covat. Nehledé na to, Ze Skola I. stupné ma vétsi moznosti oproti II. stupni, nebot
ucitel /ka ve své t¥idé uci zpravidla vétsinu predméti (v lepSim piipadé vSechny).

Projekt pfinasi kromé nutnosti koncentrace mnoho dalsich uzite¢nych hodnot.
Nejen ze uci zaky socidlnimu chovani a svym zpusobem je nuti spolupracovat se
spoluzaky, ale také musi hledat souvislosti mezi jednotlivymi védnimi obory.

Dilezitym aspektem projektu je jeho realizace. Pokud by Zaci vynalozili mnoho
prace na piipravu a realizace by neprobéhla, veskera motivace je na tomto misté
naprosto zbytecna. Pricemz nutno dodat, Ze motivace je zakladnim hnacim motorem
kazdé zakovy prace. U zaki mladsiho Skolntho véku je dulezity tento fakt: ma-li byt
zédk motivovan, musi byt presvédcen, ze lze vytyceného cile dostupnymi prostredky a
metodami dosdhnout.

Uvedené teoretické pristupy je mozné aplikovat v konkrétnim prikladé. 74k mno-
hem radé&ji vypocita drahu a ¢as z mista A (Bruselu) do mista B (Pafize) ve svém
vysnéném automobilu oblibené znacky, nez obycejnou tilohu tohoto typu. DokadZeme
pri tom vyuzit mnoho mezipfedmétovych vazeb, aniz bychom pouzili projektové
vyucovani jako takové. Ve vytvarné vychové se zak zaméfi na ztvarnéni jeho vys-
néného vozidla a v zemépisu (vlastivédé) si na mapé ukaze nejen startovni a cilové
mésto, ale vSechna mésta, jez bude na své cesté projizdét. Také feky a hory, které bude
prejizdét. Nejenze se muzeme pirenést pomoci jedné tlohy v matematice do mnoha
mist Evropy, ale zaroven vyuzit dalsi schopnosti a dovednosti zakia v oblasti vytvarné
¢i hudebni (pisné o konkrétnich méstech, mistech Evropy apod.). V jazykové piipravé
zékta - napt. slohova cvi¢eni na témata souvisejici s cestou po Evropé, atd.

Jisté by se nam podafilo na této ,modelové” situaci nalézt dalsi vazby k rtiznym
védnim oborim a tim dat zakim prostor k individualnimu rozvoji a podpofit u nich
tvorivost.

V soucasné dobé prochézi skolstvi v Ceské Republice zménami, tykajicimi se
vzdélavacich programii. Nové si musi kazda zakladni skola vytvorit tzv. Ramcovy
vzdélavaci program (dale jen RVP), ve kterém ma byt uc¢ivo ve vSech ro¢nicich ¢lenéno
na jednotliva (na sebe navazujici) témata. Pokud by se v kazdé skole nasli alespon dva
az ti ucitelé, kterym neni lhostejny zptisob predédvani védomosti nasim nejmladsim,
mohlo by se docilit vhodného usporadani témat tak, aby bylo mozné propojovat
uc¢ivo z ruznych predméti. Ve chvili, kdy RVP vznika, lze takovou myslenku mezi
kolegy prokonzultovat a pozdéji (snad) i realizovat. Podle mého soudu neni nejvétsim
nepiitelem projektové metody a integrované vyuky neochota je ve skolach realizovat,

"Viz Valenta, J.: Pohledy (Projektova metoda ve gkole a za $kolou). IPOS, Praha, 1993. str. 4-5
8Viz Valenta, J.: Pohledy (Projektova metoda ve gkole a za gkolou). IPOS, Praha, 1993. str. 2-3
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ale v momenté skladani RVP nalézt dostatek ¢asu a vlastni invence k jejich domysleni.
To by mohlo usnadnit praci kolegiim v priibéhu skolniho roku, jehoz vyuka jiz bude
probihat dle platnych RVP.
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Tvorba maturitnych zadani z matematiky — modul
kombinovanej formy vzdelavania ucitelov
matematiky

JANA HNATOVA

ABSTRACT. We wanted to show on the advantages of IK'T work for Mathematics teacher in
the contribution article. We have concentrated on the further education area as well. Teachers
have experienced the work with PC and Internet at presented modul Mathematics Topics for
Final Examination thanks to the new realisation form of blended-learning. The results of
teacher team work was created tasks databasis usable for Mathematics Topics according to
the new conception of Maturita Examination.

Uvod

Vzdelavanie zalozené na réznych distancénych formach s vyuzitim informac¢no — ko-
munikacnych technologii (IKT) sa v stucasnosti javi ako zaujimava a progresivna for-
ma vzdelavania pouzitelna v kontinualnom vzdeldvani ucitelov. Rozvoj IKT postva
moznosti kontinualneho vzdelavania k rozsirovaniu edukac¢nych prostredi, ktoré pod-
poruja tvorbu vzdelavacich modulov zameranych na osvojenie si konkrétnych tech-
nickych, odbornych alebo pedagogickych kompetencii. Ziskavanie a vymenu novych
informacii doplhaja IKT o komunikaéné moznosti medzi zu¢astnenymi ucitelmi a lek-
tormi navzajom, takze sa vytvara dojem ,yvirtualnej” triedy. V nej moze kazdy tcastnik
postupovat vlastnym tempom a diskutovat o svojich nazoroch ¢ vzniknutych prob-
lémoch s lektorom alebo inymi kolegami. Straca sa tym pocit izolovanosti a naopak
zaziva sa ,na vlastnej kozi“ pocit individualneho pristupu lektora. Prinosom takejto
formy vzdelavania je tiez jej finan¢éna a ¢asova vyhodnost, zjednodusené sprava a ria-
denie celého procesu vzdelavania, pruznost a rychla prisposobitelnost poziadavkam
konkrétnych vzdelavacich skupin. Prave posledna vlastnost ndm umoznila reagovat
na vyzvu v podobe metodickej a odbornej pomoci pri priprave uc¢itelov na prechod
k novej koncepcii maturitnej skusky.

Priebezné vzdelavanie ,,Tvorba maturitnych zadani internej
casti maturitnej skasky z matematiky po novom*

Novum tohto vzdelavania je mozné pochopit hned dvoma spésobmi. Bez ohladu na
vyhody ¢i tskalia novej koncepcie maturitnej skiasky bola pred kazdu predmetova
komisiu ucitelov pripravujicich svojich Studentov na skusku pred zelenym stolom
predlozena poziadavka prepracovat podla schvélenej vyhlasky [1] nové znenia ma-
turitnych zadani tistnej ¢asti maturitnej skusky z matematiky. Na pode Metodicko-
pedagogického centra v PreSove sa preto v sk.roku 2003/04 a 2004/05 opakovane
realizovalo priebezné vzdelavanie s nazvom ,/ Tvorba maturitnych zadani tstnej formy
internej casti z matematiky*, ktoré bolo uréené pre ucitelov matematiky na strednych
skolach a osemroc¢nych gymnéziach Kosického a Presovského kraja. Cielom priebezné-
ho vzdelavania bolo poskytnit u¢itelom matematiky najnovsie informécie, metodic-
kit a odbornti pomoc pri tvorbe maturitnych zadani internej ¢asti maturitnej skusky
z matematiky:.
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Novym bol i sposob realizacie tychto vzdelavani. Experimentalne sme overovali
moznosti pouZitia kombinovanej formy vzdelavania v dalSom vzdelavani ucitelov tzv.
blended-learning, ktory spaja prvky prezencnej a distancnej formy vzdelavania v jeden
celok.

Priebezné vzdelavanie (PV) pozostévalo zo siedmych stretnuti, z toho Styri boli
realizované diStan¢nou a tri prezen¢nou formou. Vo vytvorenej diskusnej skupine
na Yahoo!, kde sa tucCastnici na prvom prezenénom stretnuti zaregistrovali, pre-
biehala v prvej faze realizacie projektu konzultacné a diskusna ¢innost. Na zaklade
pontuknutych materidlov prechadzali ucitelia jednotlivymi tematickymi okruhmi a
vysledkom ich snazenia boli v elektronickej podobe spracované navrhy tloh vhodnych
na zaradenie do maturitnych zadani z matematiky. VSetky navrhy boli zic¢astnenym
uc¢itelom priebeZne spristupfiované na internete, pricom v zavere druhej fazy sa konalo
prezencné stretnutie venované postudeniu jednotlivych navrhov a diskusii o poziadav-
kach a narokoch kladenych na vznikajicu databazu tloh a zadani tak, aby splhali
vietky legislativne poziadavky. [2] V dalsom sa Specifikovali moznosti jej dalsieho
vyuzitia na hodinach matematiky a v domécej priprave uc¢itela na hodiny. V tretej
faze bola vytvorena databaza v prostredi MS Access 2000 a nasledne i metodické
prirucka prace s touto databézou.

Za predpokladu zakladnej poc¢itacovej gramotnosti vyzadujtcej pracu s textovym
editorom, editorom rovnic a pracu s internetom, umoziuje tato databaza ucitelovi:

e zadavat nové tlohy a rozsirovat si uz vytvorenu databazu vhodnych tloh,
e cditovat tlohy v databaze,

e vytvarat a editovat jednotlivé maturitné zadania z matematiky,

e vytlacit si maturitné zadania jednotlivo, ale i celt sadu zadani naraz,

e priebezne sledovat a v zavere i vytlacit Statistiku relativnej pocetnosti zastupe-
nia jednotlivych tematickych celkov vo vyslednej databaze zadani,

e ziskat v printovej podobe zbierku tloh roztriedeni podla jednotlivych tema-
tickych okruhov, ktori je mozné pouzit pri priprave Studentov na tstnu formu
internej Casti maturitnej skusky z matematiky.

Nakolko sme predpokladali u uc¢itelov len zékladné zrucnosti pri praci s podci-
tacom, a nebolo nasou snahou naucit ich samostatne vytvarat a spravovat databazové
systémy v prostredi MS Access 2000, databazy boli doplnené prepinacimi panelmi u-
moznujicimi ich ovladanie a spravovanie pomocou ovladacich tlacidiel.
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Vstupné Gidaie...
_ | Wstupné adaje...

Vstupné ddaje...
| Wstupné daie...

_| Zavriet datab&zu

_| Zavriet databazu

obr.£. 1 Titulny panel databazy zadani ICUF maturitnej | obr,g. 2 Titulny panel databézy zadani ICUF maturitne]
sldiky z matematiky pre Urovefn & slodiky z matematilcy pre Uroveil B

Na zvladnutie konkrétneho prostredia tvorby a spravy databazy, existuje na nasom
trhu dostatoéné mnozstvo slovenskej i ¢eskej odbornej literattury pristupnej v kniznej
alebo elektronickej podobe, ktori je mozné pripadnym zaujemcom odporucat.

Priebezné vyhodnotenia

V nasledujucich tabulkéch uvadzame niekol'ko ¢iselnych tidajov hovoriacich o priebe-
hu a vysledkoch priebezného vzdelavania.

Y 700 LI 7101 S
potet prihlasenyeh uitelow 29 44

polet absolvovanych ufitelov 25 38

percento dspednosti 86,21 0o 86,37 Vo

tah. . 1 Percento Uspeinostt uiitelov

Percento udéitelov, ktori uspe$ne absolvovali priebezné vzdeldvanie bolo dost
vysoké. NaSe obavy z nizSej tspesnosti vychadzali z predpokladu, Zze nutnost ak-
tivnej prace s poc¢ita¢om moze byt pre ucitela — zaciatocnika v oblasti prace s IKT,
demotivujuca. Ucitelia vSak viac ocenili fakt, Ze boli printteni s pocitacom zmyslu-
plne pracovat v case, ktory im osobne najviac vyhovoval a radsej vyuzili moznost
komunikacie s lektorom a ostatnymi tic¢astnikmi bez nutnosti cestovat. Problémy pri
praci s poc¢itacom sa vdaka kombinécii foriem podarilo vac¢sine prekonat bez toho,
aby ich od dalSej spolo¢nej prace odradili.
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troven A Sk. rok 2003104
téme lulcha | 2. uloha | 3 uloha | Spolu

1. | Zaklady matematiky 30 | 38 | 79 [147 ] 28 | 44 | 64 | 136
2. | Funkcie 54 | 60 | 116 [220] 41 [ 57 [ 132 | 230
3. | Planimetria 36 | 45 79 |160 | 29 7 84 | 120
4. | Stereomeria 28 [ 30 [ 55 [113] 21 [ 14 [ 64 | 99
5. | Eombinatorika, 25 | 19 | 3 [o97 ] 18| 13 | 52 | 83
pravdepodobnost’ a Statistia
spolu:| 174 | 194 [ 385 [ 737 138 | 137 | 399 [668|

tah. €. 2 Pofet spracovanych uloh pre drovesl A

troveti B $k. rok 2003/04 _
teme Lulcha | 2. ulcha Spolu
1. | Zaklady matematiky 3 70 101 47 102 149
2. | Funkeie 41 71 112 65 123 188
3. | Planimetria 29 58 &7 38 99 137
4. | Stereometria 32 45 77 29 94 113
5, | Kombinatorika, 21 39 60 31 73 104
pravdepodobnost” a Stahstika
spolu:| 155 | 285 437 a1 | 493 |6

tah. €. 3 Potet spracovanych uloh pre droven B

V suhrne boli v kazdom roku vytvorené dve osobitné databézy tloh pre jed-
notlivé drovne s naplnenostou cez 600 tloh v trovni A a cez 400 tloh v drovni B.
Potreba takto vysokého poc¢tu uloh vychadzala z dovtedy platného maturitného po-
riadku, kde bol pocet maturitnych zadani odvodeny od poc¢tu maturantov na skole
a realne sa odhadovala nutnost vypracovat napriklad na skoldch gymnazialneho typu
80-90 maturitnych zadani z matematiky. Ucitelia si preto vlastnu pracu a moznost
spoluprace pri tvorbe databazy pod odbornym vedenim cenili vel mi vysoko. Vysledny
produkt bol vzdy pontknuty absolventom konkrétneho vzdelavania, a ak doslo k do-
hode medzi Gcastnikmi i vo viacerych skupinéch, tak sa vysledna databéza naplnila
tlohami vytvorenymi vo vSetkych skupinach. Ucitelia, ktori sa daného vzdelavania
nezucastnili, vSak realny pristup k naplnenej databaze tiloh nemaju.

Zaver

Zaverom jedna dobra sprava. Za predpokladu, ze mate zaujem vytvorit si databazu
vlastnych uloh pouZitelnych v maturitnych zadaniach a necitite potrebu vyskusat si
nové formy vzdelavania, ktoré poniika Metodicko-pedagogické centrum v PreSove, si
vzorové databazy pre aroven A i B volne pristupné na stranke www.mcpo.sk [3]| v casti
Publikicie — Prirodovedné predmety — Matematika. Ku diiu odovzdania prispevku
sme evidovali 1165 stiahnuti. Velkost oboch zozipovanych databaz neprekracuje ka-
pacitnu velkost diskety. Obe databazy st oSetrené vstupnym heslom, ktoré sa pris-
tupni po rozbaleni stiahnutého siiboru Databazy a Sikovnejsi ucitelia si ho mozu bez
vacsich problémov zmenit. Metodicka prirucka pre pracu s databézou bude v elektro-
nickej podobe pristupna na tej istej webovej stranke v dohladnej dobe.

Tymto prispevkom sme sa pokusili ukédzat moznosti vyuzitia IKT v eduka¢nom
procese, ktory vedie vyucujuci uéitel, i v procese kontinualneho vzdelavania samot-
ného ucitela, kde zvladnutie zakladov prace s informa¢nymi technologiami prinasa
uzitok obom zucastnenym stranam, ucitelovi i jeho ziakom.
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Aplikac¢ni programy v geometrii

JITKA HODANOVA

ABSTRACT. Technical development requires an inclusion of modern methods in school. It is
possible to use software AutoCAD for construction tasks in geometry and technical drawing
lessons. The drawing with help of a pair of compasses, a ruler and a pencil is replaced
by computer support drawing. The big accuracy of construction performed on monitor of
computer represents a big advantage of drawing.

KEY WORDS: elementary school, geometric constructions, computer software AutoCAD

Vyvoj v oblasti poc¢itacové grafiky umoznuje zarazeni modernich metod rysovani
do vyucovani geometrie na skolach. V hodinach geometrie je vhodné propojit matema-
tické znalosti s moznosti aplikovat poznatky pii préaci s pocitacem. Jedna z moznosti
je vyuziti grafickych systému, napriklad programu AutoCAD nebo programu Cabri
Geometrie, pfi rysovani v geometrii a v technickém kresleni.

Software AutoCAD se stal jiz pojmem v oblasti grafickych CAD systému na plat-
formé osobnich pocitac¢i. Software AutoCAD se u¢i pouzivat studenti na stfednich
prumyslovych skolach, kteri se pripravuji na praci konstruktéri. Tento pocitacovy
program je vyuzivan ve strojirenstvi, stavebnictvi a v elektrotechnice. Graficky CAD
systém je mozné vyuzit i pro konstrukeci geometrickych tloh na zékladni skole. Kla-
sickd metoda rysovani pomoci pravitka, kruzitka a tuzky tak mize byt nahrazena
konstrukci za podpory pocitace. Vyznamnou prednosti tohoto zpiisobu rysovani je
velka presnost. Praveé presnost v rysovani je pro mnohé zaky naroc¢nou dovednosti.
Opakovany netspéch v grafickém projevu s papirem a tuzkou brani zakim prozit
si radost z dobfe zvladnuté prace. Moderni metody prace s pocitacovymi programy
umoznuji i méné nadanym zakim narysovat dokonaly vykres. Také zéci s riznymi
postizenimi mohou na pocitaci vyrysovat tilohu stejné dobte jako zaci bez télesného
postizeni.

Pouziti programu AutoCAD vyzaduje seznamit se se zakladnimi funkcemi tohoto
programu. Z4ci se musf naucit nastavit vykres, seznamuji se se soufadnym systémem a
s kreslicimi pomtickami. Déle je tfeba seznamit zaky s kreslicimi prikazy pro vytvareni
objektu jak v 2D, tak ve 3D prostoru. U¢i se rysovat tisecky, kiivky, kruznice a 3D
objekty.

Vyznamnou soucésti vykresu v technickém kresleni je kotovani. Je tfeba seznamit
zaky se zpusoby koétovani v AutoCADu. Po zvladnuti zakladnich funkei programu
AutoCad je mozné se zaméfit na konstrukéni tlohy. Pti konstrukcei jednotlivych tloh
se naucené dovednosti procvic¢uji a zdokonaluji. Praci s poc¢itac¢ovym programem Au-
toCAD je mozné vyuzit naptiklad v téchto tematickych celcich: mnoziny bodu danych
vlastnosti, shodné a podobna zobrazeni, kuzelosecky, pravouhlé promitani na jednu
prumétnu, pravotuhlé promitani na dvé k sobé kolmé prumétny, atd.

Geometrické ulohy je mozné konstruovat na pocitaci také pomoci programu Cabri
Geometrie. Tento program je urc¢eny predevsim pro Skolskou matematiku. Cabri Ge-
ometrie je pocitacovy program, ktery umoznuje vytvafet na obrazovce pocitace ge-
ometrické objekty, manipulovat s nimi, experimentalné zkoumat a objevovat geo-
metrické zakonitosti. Dnes je program vyuzivan na mnohych zékladnich a stfednich
skoléch.

Ve svém prispévku uvadim tlohu, ktera je narysovana pomoci zakladnich funkei
programu AutoCAD.
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Priiklad: K elipse e sestrojte teény z nevlastniho bodu Poo, ktery je urceny
smeérem .

Rozbor: Hledané tecny ¢, t5 jsou rovnobézné s primkou s . Kolmice k sestrojena
na tecny
t1, to ohniskem F, je také kolmé k ptfimce s. Paty P, P, této kolmice na tec¢néch
t1,ts, lezi na kruznici v o stfedu S a poloméru a. Konstrukce bodu Py, P,byla prove-
dena podle véty: Mnozina vsSech pat kolmic, které jsou spustény z ohnisek elipsy na
jeji tecny, je kruznice opsand okolo stredu elipsy polomeéerem rovnym velikosti hlavni
poloosy.

Sestrojime tedy bodem F5, kolmici na piimku s a priseciky této kolmice s kruznici
v oznac¢ime P;, P,. Body P;, P, vedou hledané tecny t;,t; rovnobézné s primkou s.
Bod dotyku Tina tecné tisestrojime tak, Ze sestrojime spojnici bodi F1Q; (bod @4
je soumérny bod k ohnisku Fy podle tecny 1) a tato spojnice F1(Q)q protina teénu t;
v bodé dotyku T;. Obdobné sestrojime bod dotyku 75 na te¢né t,. Nalezené tecny i
s body dotyku jsou navzajem soumérné sdruzené podle stiedu S (viz. obr.).

Postup konstrukce:

1. Dano A, B, C, D, F1, F,, Poo
2. Sestrojime elipsu e, nevlastni bod Poo je uréeny piimko s

3. kik LsNF,ek
v; (S, a)

4. Pl,Pg;kﬂ ’U:{Pl,PQ}

5. tl, tlHS/\Pl S tl

tg; t2||8/\P2 S tQ

6. Th; F1Qy Nty= {11}
To; F1Qa Nty = {13}

Diskuse: Kolmice k sestrojené ohniskem F; k piimce s protinéd vrcholovou kruzni-
ci v ve dvou bodech P;, P,. Se zadanou pfimkou s lze tedy témito body sestrojit dveé
primky, které jsou teénami zadané elipsy e. Tato tloha méa vzdy dvé feSeni.

Poznamka: Pro feseni této tlohy lze rovnéz vyuzit vétu:

MnoZina vSech bodii, které jsou soumérné sdruzené s jednim ohniskem elipsy podle
jegich tecen, je kruZnice se stredem v druhém ohnisku o polomeéru rovném velikosti
hlavni osy elipsy.

Konstrukce sestrojena v programu AutoCAD ma velmi pékné technické provedeni.
Nevyhodou tohoto programu je ale vysoké prodejni cena, které je divodem, pro¢ skoly
tento program nezakoupi. Program AutoCAD je také velmi slozity. Je uceny pro
kostruktéry a proto zahrnuje mnoho funkcei, které se ve skolské geometrii nevyuzivaji.
Program se ovSem vyuziva v technické praxi a bylo by vhodné seznamit alespon
technicky nadané zaky s timto programem.
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Obr. : Tecna elipsy z nevlastniho bodu Poo , ktery je urceny smérem s.
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Buffonova tloha o stvorci!

Lucta ILucovAa

ABSTRACT. The Buffon problem of squares is one of the beautiful problems solved via geo-
metric probability. The conditions of the game franc-carreau can be changed and the shape
of tiles can be triangular (equilateral triangle) or hexagonal (reqular hexagon).

Uvod

Pociatok pravdepodobnosti v histérii [udstva je mozné spojit s hazardnymi hrami,
z ktorych najstarsie st hry v kocky. Boli zname uz v starom Egypte, Mezopotamii
i v Indii, hrali sa v antickom Grécku i Rime. Pociatok pravdepodobnosti ako mate-
matickej discipliny je vSeobecne spdjany s menami B. Pascal a P. Fermat, ktori vo
svojej koreSpondencii z roku 1654 riesili dlho odolavajtice problémy hier zalozenych
na nahode. O historii teérie pravdepodobnosti je mozné viac sa doc¢itat napriklad v
[1].

Pravdepodobnost v skolskej matematike je takisto spojena s hrami, najmé v vode
tejto témy sa ziakom a Studentom predkladaji tlohy o pravdepodobnosti hodu urcitej
hodnoty na kocke alebo padu jednej zo stran mince. Typickym problémom na vysokej
skole je Buffonova tloha o ihle, pri ktorej je ako néstroj rieSenia predkladany in-
tegralny pocet. Ulohy zaradené do pravdepodobnosti v kolskej matematike vedi
vacsinou k pouzitiu klasickej definicie pravdepodobnosti, teda k porovnaniu poctu
priaznivych pripadov ku kone¢nému poc¢tu vsetkych moznych pripadov. Geometricka
pravdepodobnost je sice sucastou osnov matematiky pre gymnéazia (je zaradena aj
k poziadavkdm pre maturitnt skusku formy A z matematiky), ale ¢asto je chapana
ako doplnkova téma a preto sa niekedy vynechéva. Pri¢inou je pravdepodobne sku-
to¢nost, Ze pripadov, o ktorych sa uvazuje, je nespocitatelne vela a namiesto ich poci-
tania je potrebné ich popisovat geometrickymi mierami. Miery priaznivych pripadov
a vSetkych moznych pripadov v8ak musia byt nezévislé na posunuti alebo pootoceni
celej ulohy a naviac musia mat eSte dalSie vlastnosti - nezapornost, monotonnost ¢i
spojitost a aditivitu. Takymi mierami st napriklad dlzkova miera (dizka tsecky na
priamke alebo dlzka oblika na krivke), ploina miera (obsah obrazca v rovine) ale-
bo objemova miera (objem telesa v priestore). Geometricktl pravdepodobnost potom
definujeme ako pomer odpovedajtucich mier priaznivych pripadov k miere vSetkych
moznych pripadov, pricom obe miery musia byt rovnakého typu. Teda ak napriklad
mierou priaznivych pripadov je dlzka a mierou vietkych moznych pripadov obsah,
tak geometrickd pravdepodobnost je nulova (nulova je napriklad pravdepodobnost,
7e bod §tvorca lezi na krivke Iubovolnej dlzky v &tvorci leziacej). Je zrejmé, ze nezalezi
na tom, ¢i uvazujeme oblast otvorenu ¢ uzavretu, pretoze napriklad plocha $tvorca
sa nezmeni, ked k nemu nebudeme pocitat jeho hranicu.

Buffonovu ilohu o $tvorci je mozné zadat uz na vyucovani matematiky zékladnej
skoly (ak je téma pravdepodobnosti zaradend), pretoze pontka bohaté prostredie
pre experimentovania v oblasti pravdepodobnosti s pouzitim zakladnych poznatkov
o vypocte obsahov rovinnych atvarov.

!Tento ¢lanok bol napisany s podporou grantu GAUK 500/2004/A-PP /PedF.
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Hra Franc-Carreau

Na urcenie pravdepodobnosti jednotlivych situacii, ktoré moézu pri hazardnej hre nas-
tat, sa zameral grof Buffon. Clanok Mémoire sur le jeu de franc-carreau (1733) za-
¢inal Buffon diskusiou o vtedajsej obltibenej hre §lachticov nazyvanej franc-carreau
(,na Stvorce”) a pokracoval ,problémom ihly*. V fiom sa po prvykrat v teorii pravde-
podobnosti objavilo Ludolfovo ¢islo 7, a to ako miera moznych orientacii nie ihiel,
ale tyCiniek pri ndhodnom hadzani na vydldzdent podlahu.

Hra franc-carreau spocivala v hadzani mince s polomerom r na podlahu vydlaz-
dent zhodnymi Stvorcovymi dlazdicami. Bodovo boli hodnotené pripady, ked obvod
mince pretal Spary medzi dlazdicami v dvoch, troch a Styroch bodoch, pricom na
vysledky hodu boli uzavierané stavky. Ur¢it pravdepodobnosti jednotlivych situécii
z tejto hry je obsahom préave Buffonovej tlohy o Stvorci.

RieSenie ulohy

Buffonova tloha o $tvorci nie je zlozita z hladiska konecéného vypocétu pravdepodob-
nosti jednotlivych situécii, najzlozitejSou ¢astou rieSenia tlohy je etapa jej uchopenia.
Pre pochopenie problému je preto vhodné zacat s alternativou tlohy v jednorozmer-
nom pripade.

Mame tisecku dlzky a a mincu s polomerom r (nech a > 2r). Aka je pravdepodob-
nost, ze minca pretne tsecku v jednom a dvoch bodoch za predpokladu, Ze jej stred
padne na tsecku?

Obrazok 1: Riesenie lohy zdvisi od polohy stredu mince vzhladom k tsecke.

Aby minca pretala tsecku v jednom bode, tak jej stred musi lezat v jednej z
.okrajovych® ¢asti usecky s dlzkou r. Pravdepodobnost tejto situacie je potom P(1) =
2r/a, t. j. pomer suc¢tu dizok vyhovujucich casti tisecky k celkovej dlzke tisecky. Minca
pretne tsecku v dvoch bodoch, ak jej stred lezi na tsecke dlzky a mimo ,okrajovych®
Casti so stuctom dizok 2r (teda na Casti tsecky s dlzkou a — 2r). Pravdepodobnost
tejto situdcie je potom P(2) = (a — 2r)/a. (Ziaci zakladnej skoly mézu pracovat s
konkrétnymi Giselnymi adajmi.)

7 predchéadzajucej ulohy je zrejmé, Ze problém polohy mince vzhladom k systému
Spar z hry franc-carreau sa redukuje na problém polohy stredu mince vzhladom
k hranici jednej dlazdice. Pravdepodobnosti jednotlivych situacii Buffonovej tlohy
o Stvorci, kedy minca pretne Spary medzi dlazdicami v dvoch, troch alebo styroch
bodoch, je teda mozné najst na zaklade obsahov ttvarov, v ktorych sa stred mince v
jednej dlazdici v jednotlivych situacidch nachadza.

Ozna¢me a dlzku strany Stvorcovej dlazdice a r polomer mince; ich pomer oz-
nac¢ime ¢ (¢ = r/a). Rozlisujeme potom Styri nasledujtce situacie (prislusné oblasti
st zakreslené v obr. 2):

1. Minca sa nedotyka, ani nepretina hranicu dlazdice v pripade, Ze stred mince je
vo vacsej vzdialenosti od hranice dlazdice ako je polomer mince, teda ze lezi v
,ststrednom* $tvorci s obsahom (a — 2r)2.
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a

Obrazok 2: Stvorec rozdeleny na casti prislichajice jednotlivgm situdciam.

Pravdepodobnost tejto situacie je potom P(0) = (a — 2r)%/a® = (1 — 2¢)?, t. j.
pomer obsahu plochy, v ktorej stred mince musi lezat, aby minca nepretinala
okraj Stvorca a obsahu celej plochy, v ktorej tento stred lezi.

2. Ak minca pretina hranicu dlazdice v dvoch bodoch, tak stred mince musi lezat
v jednom zo tyroch obdlznikoch s obsahom 7(a — 2r).

Pravdepodobnost tejto situécie je potom P(2) = 4r(a — 2r)/a* = 4q(1 — 2q).

3. Prienikom mince a dlazdice st tri body, ak stred mince lezi na ,ynttornej* strane
jedného z ,vrcholovych® stvorcov. Dlzka kazdej z tychto tseciek je r.

7 definicie geometrickej pravdepodobnosti vyplyva, Ze pravdepodobnost tejto
situacie sa rovna nule, t. j. P(3) = 0.

4. Minca pretina hranicu dlazdice v styroch bodoch, ak stred mince lezi v jednom

zo §tyroch ,yrcholovych“ §tvorcoch s obsahom 72.

Pravdepodobnost tejto situacie je potom P(4) = 4r?/a? = 44°.

Pre konkrétne hodnoty a, r dostaneme konkrétne ¢iselné hodnoty pravdepodob-
nosti prislusnych situécii, napriklad nech ¢ = 0,1 (polomer mince je desatina dizky
strany Stvorcovej dlazdice). Pomer pravdepodobnosti je potom 0,64: 0,32: 0: 0,04.

Samozrejme musi platit P(0) + P(2) + P(4) = 1. Ak by sme uzatvarali stavky
na rovnaké Sance vyhry situacie s pravdepodobnostou P(0) proti situaciam s P(2)
+ P(4), tak by muselo platit q ~ 0,15. (Teda, ak by mala byt pravdepodobnost, Ze
minca nepretne dlazdicu rovnakd ako pravdepodobnost, Ze ju pretne dvakrat alebo
styrikrat, tak by polomer mince musel byt 0,15-nasobkom dlzky strany Stvorcovej
dlazdice.)

Alternovana uloha

Zaujimavym variantom danej tlohy je hadzanie mince na podlahu vydlazdent inymi
dlazdicami ako stvorcovymi. Ulohu z prostredia geometrickej pravdepodobnosti je tak
mozné obohatit o problematiku teselacii?, ktora predstavuje zdroj zaujimavych ma-
tematickych problémov. Alternativou k stvorcovej dlazdici je dlazdica tvaru rovnos-

2Pojem teseldcia je odvodeny od anglického tessellation (planar tessellation), ktoré sa pouziva
pre pokrytie roviny dtvarmi bez medzier a prekryti.
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tranného trojuholnika alebo pravidelného Sestuholnika®. Potom sa tloha o $tvorci
meni na tlohu o rovnostrannom trojuholniku alebo pravidelnom Sestuholniku.

VAVAVAVAN
/\

Podlaha vydldZdend zhodnymi dlaZdicami tvaru rovnostranného trojuholnika a
pravidelného Sestuholnika.

AKka je pravdepodobnost jednotlivych situacii v spominanej hre franc-carreau pre
dlazdice tvaru rovnostranného trojuholnika, ked minca moze pretat systém Spar v
dvoch, styroch alebo v Siestich bodoch?

Oznaéme a dizku strany trojuholnikovej dlazdice a r polomer mince (z rieSenia
vyplyva podmienka a > 2/3r, ich pomer oznaéime ¢ (¢ = r/a). Rozlidujeme potom
Styri? nasledujiice situdcie (prislusné oblasti st zakreslené v obr. 4):

VAVAEER VAV,

/\ a /\

Obrazok 3: Trojuholnik rozdeleny na casti prishichajice jednotlivgm situdcidm.

1. Minca sa nedotyka, ani nepretina hranicu dlazdice v pripade, Ze stred mince
lezi v ,ststrednom“ rovnostrannom trojuholniku so stranou a — 2v/3r (obsah
trojuholnika je v/3(a — 2v/3r)?/4).

Pravdepodobnost tejto situacie je potom P(0) = (a — 2v/3r)?/a? = (1 - 21/3¢)>.

2. Prienikom mince a dlazdice su prave dva body, ak stred mince lezi v jednom
7 troch lichobeznikov so zékladiami a — 4+/3r /3, a — 24/3r a vyskou r(sucet
obsahov je (3a— 5v/3r)r).

Pravdepodobnost tejto situacie je potom P(2) = 4(v/3a — 5r)r/a? = 4(v/3—5q)q.

3Len tri pravidelné mnohouholniky vytvaraja teselaciu: rovnostranny trojuholnik, Stvorec a
pravidelny Sestuholnik.

4Pravdepodobnost situicie, Ze minca sa dotyka hranice dlazdice v dvoch bodoch, je nulova,
pretoze to nastava len vtedy, ked stred mince lez{ v jednom z troch vrcholov “ststredného” rovnos-
tranného trojuholnika so stranou a — 2/3r.

O situécii troch dotykovych bodov mince a dlazdice je mozné hovorit len pri podmienke r = v/3a /6,
ked stred mince lezi v strede trojuholnikov. Prislusné pravdepodobnost sa tieZ rovna nule.
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3. Minca pretina dlazdicu v styroch bodoch, ak stred mince lezi v jednom z troch
sivych rovnostrannych trojuholnikoch s vyskou r(stcet obsahov je v/3r2).
Pravdepodobnost tejto situacie je potom P(4) = 4r?/a® = 4¢>.

4. Ak stred mince lezi v jednom z troch ,yrcholovych® rovnostrannych trojuhol-
nikoch s vyskou r, tak minca pretina systém Spar v Siestich bodoch (sucet
obsahov je v/3r?).

Pravdepodobnost tejto situacie je potom P(6) = 4r%/a? = 44°.

Urcenie prislusnych casti trojuholnikovej dlazdice a vypocet ich obsahov je zlo-
zitejsi ako v pripade Stvorcovej dlazdice, ale rieSenie vyzaduje taktiez len zakladné
vztahy pre vypocet rovinnych ttvarov a goniometrické funkcie. Pre konkrétnu hod-
notu ¢ = 0,1 je pomer pravdepodobnosti situécii 0,43: 0,49: 0,04: 0,04.

Zaver

V pripade tlohy s dlazdicami tvaru pravidelného Sestuholnika ma zmysel hovorit o
situaciach, kedy minca pretina systém Spar v dvoch alebo troch bodoch. Néavodom
moze byt hodnota 0,78, ktora predstavuje pravdepodobnost, Ze minca s polomerom,
ktory je desatinou dlzky strany pravidelného Sestuholnika, systém Spar nepretne.

Buffonovu tlohu o Stvorci je mozné pouzit nielen v ramci témy geometricka
pravdepodobnost, je zaujimavou problémovou situaciou aj pre vypocet obsahov rovin-
nych dtvarov. Pri praci moézu deti kreslit, vystrihnat si model dlazdice a mince a
skiimat, kde by stred mince v danych pripadoch musel lezat. Pre stredoskolski ma-
tematiku sa pontika priestor pre diskusiu a tvorivia spolupracu.

Dodatok

Grof  Buffon (1707 - 1788), vlastnym menom Georges-Louis Leclerc, bol
franctzskym prirodovedcom, ktorého dielo ovplyvnilo dalsie dve generécie vedcov,
vratane Ch. Darwina. Prezyvka Buffon vznikla na zaklade nazvu malej dedinky
ned’aleko Montbardu, ktora sa stala sucastou majetku jeho rodiny. éiroky obsah tém,
o ktorych pisal, obsahuje nielen matematiku a tedériu pravdepodobnosti (objavil aj
binomicky zékon), ale aj astronémiu, fyziku (najmé optiku), botaniku (fyziologia
rastlin) a lesnictvo (od roku 1739 bol spravcom kralovskej botanickej zahrady Jardin
du Roi v Parizi). Prave na zaklade Mémoire sur le jeu de franc-carreau, v ktorej za-
viedol do tedrie pravdepodobnosti diferencialny a integralny pocet, bol Buffon zvoleny
do Kralovskej akadémie vied v Parizi. Je znamy aj svojou pracou Histoire naturelle,
génerale et particuliére (1749 - 1788) v 36 zvizkoch (dalsie zvizky boli pridané az
po jeho smrti), ktora obsahuje do toho ¢asu vietko zname o prirodnom svete. V pra-
ci okrem iného uvazuje o podobnostiach medzi Tudmi a opicami a o moznostiach
spolo¢ného povodu. V roku 1778 Buffon v diele Les époques de la nature diskutoval
o povode slnec¢nej stistavy a vypocital vek Zeme na 75 000 rokov na zéklade rychlosti
ochladzovania zeleza (podla [2]).
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Kombinatorické tlohy — rovnaké a predsa iné

MARTINA JANACKOVA

ABSTRACT. The aim of the paper is to discuss some aspects of the combinatorial thinking of
secondary school students. We took a small sample of 6 students and gave them 4 isomorphic
testing problems. The student‘s solutions of particular problems were analysed and compared.

Uvod

Cielom mnohych kombinatorickych tloh je ur¢it pocet prvkov nejakej mnoziny. Ziaci
sa na hodinach matematiky stretavaju s viacerymi metodami, ktorymi mozno dospiet
k spravnemu vysledku. Napriek tomu, ziacke rieSenia tychto tloh st zname vysokym
poc¢tom chyb. Aby sme mohli zistit, ¢o vplyva na narocnost tloh a zaroven zodpovedat
otazku polozenti v nadpise, porovname ziacke rieSenia tzv. izomorfnijch tloh resp.
izomorf. Siegler tento pojem v [5, s. 395] definuje takto: ,Izomorfy st problémy, ktoré
st formélne identické, ale rozdielne v ich povrchovych struktirach®. Ziaci strednych
§kol sa s nimi stretavaju bezne pri klasickom vyucovani kombinatoriky, ked st niteni
priradit kazda tlohu k jednému zo zékladnych typov kombinatorickych tloh. Vediet
pochopit myslenie ziakov je jedna z dolezitych schopnosti ucitela, ak chce Ziakom
poskytnut a¢inni pomoc pri prekonéavani tazkosti.

Nastroj a jeho aplikacia

Ako vychodisko sme pouzili 4 izomorfné kombinatorické tlohy:

Uloha ,Mesto*

Na obrazku st obdlznikmi vyznadené domy. Medzi nimi st ulice. Kol'kymi réznymi
cestami sa mozeme dostat z miesta A do miesta C, ak budeme chodit ulicami mesta
len smerom nahor a vpravo?

D C

Uloha ,Hokej*

Hokejovy zapas sa skoncil 2:3. Kolkymi spdsobmi sa mohlo vyvijat skore zapasu?

Uloha ,,Priehradky*

Napiste v8etky moznosti, ktorymi sa da rozdelit 5 gal A, B, C, D, E do 2
priehradiek w,vtak, aby v priehradke u boli 2 a v priehradke v 3 gule.

Uloha , Rad*

Kolkymi moznymi sposobmi mozno usporiadat do radu 3 () a 2 [J7
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Kazda moznost, ktoré je ¢astou rieSenia predchédzajucich tloh, sa dé& prepisat do
poradia troch symbolov 0 a dvoch 1, kde symbol 0 oznacuje:

1. v ulohe ,,Mesto“ tsek cesty ,vpravo®
2. v tulohe ,Hokej* gol, ktory dalo druhé muzstvo
3. v ulohe ,Priehradky” vyber gule do priehradky v
4. v ulohe ,Rad“ O
Symbol 1 oznacuje:
1. v tlohe ,Mesto“ tsek cesty ,nahor
2. v tulohe ,Hokej* gol, ktory dalo prvé muzstvo
3. v ulohe ,Priehradky” vyber gule do priehradky
4. v tulohe ,Rad* [J

Kazda z tychto aloh sa teda da transformovat na znamy typ alohy P’ 3(5).
Ako délezity pojem sa pre vyjadrovanie v dalSom texte ukézal pojem ,pozicia“.
Pod tymto pojmom budeme rozumiet:

1. v ulohe ,Mesto“ poradové ¢islo tiseku na ceste z A do C

2. v tulohe ,Hokej* poradové ¢islo gélu

3. v tlohe ,Priehradky* gule A, B, C, D, E (gula A = 1. porzicia,. . .)
4. v tlohe ,Rad“ umiestnenie v rade

Pre TahSie pochopenie uvadzame priklad:

V tlohe “Mesto” sa da kazda cesta z miesta A do miesta C rozlozit na pat tseciek
dvoch typov: tri “vpravo“ a dve “nahor. Tato skuto¢nost umoznuje prepisat kazdua
z ciest do poradia troch nul a dvoch jednotiek, kde symbol 0 oznacuje tisek “vpravo®
a symbol 1 tsek “nahor. Na obrazku je vyznacena cesta 01001.

D C

pozicia lp. 2p 3p 4p Sp
| | | | | | cesta 0 1 0 0 1

Ulohy boli zadané Siestim ziakom 2 ro¢nika gymnazia (16 rokov). Riesenia
boli natacané videokamerou a nasledne spracované vo forme protokolov. Tieto sme
nasledne podrobne analyzovali.
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Vysledky

Poc¢ty najdenych moznosti v rieSeniach jednotlivych tloh Siestich Ziakov znézornuje
tabulka:

Poradové ¢. ziaka | ,Mesto“ | ,Hokej* | ,Priehradky* | ,Rad®
1 9 7 10 10
2 10 6 10 10
3 10 4 10 10
4 9 6 10 10
5 10 6 10 10
6 9 6 10 9

Vo vsetkych rieseniach tuloh ,Priehradky*, ,Rad a “Mesto” bolo ndjdenych 9 alebo
10 (plny pocet) moznosti. Hoci po matematickej stranke su vsetky tlohy rovnaké,
priemerny pocet najdenych priebehov v tlohe “Hokej“ je podstatne nizsi (priblizne
6). Skor, ako sa pokusime odpovedat na otazku “Preco?, mali by sme sa zamysliet
nad tym, v ¢om sa tato tloha odlisuje od zvysnych troch.

Kym pri vypisovani jednotlivych permutéacii vo vSetkych ostatnych tlohach za-
pisujem po kazdom priradeni objektu pozicii len jeden symbol (O alebo [, ¢iaru
“nahor* alebo “vpravo®, jedno z pismen A, B, C, D, E), v tlohe ,Hokej*“ dva symboly
(pocet golov, ktoré dalo 1. muzstvo i pocet golov, ktoré dalo 2. muzstvo). Okrem toho
treba zobrat do uvahy predchadzajuci golovy stav, na ktory treba nadviazat. Nestaci
teda uvazovat len o tom, ktoré muzstvo dalo gol, ale tento treba pripocitat k vysled-
nému stavu po predchédzajicom gole. Obe skuto¢nosti zapri¢inujui, ze priebehy za-
pasov si na 1. pohlad neprehladné. Tym sa systematické vypisovanie permutacii bez
moznej spiatnej kontroly stava narocné. Ziak preto radsej voli len nejaky — na vonka-
jsich znakoch zaloZeny — menej dokonaly systém. Dokazuje to aj komentar Martiny
k jej postupu pri rieSeni tejto tlohy (obr. 1). V hranatych zatvorkach uvadzame cast
rieSenia, na ktoré ziacka v .danom momente ukazovala : ,,najprv som zacinala, Ze som
st 1ch rozdelila na prvé a druhé druzstvo. Najskor vyhravalo prvé druZstvo a druhé sa
to snazilo dorovnat. [1. riadok| Potom som dala tak, Ze sa nahdriali viac-menej. Ze dal
prvy, potom to dorovnal |1:1, 2. riadok|, potom dal znova ten [1:2], zas dorovnal [2:2]
a tak. Tu som si dala preskakovano. Tento dal prvy gol |0:1], ten dal tieZ — dorovnal
[1:1], ale vzdpdti na to dal dalsi gol [2:1], tento ich vzdpdti dobehol [2:2] a vzapdti
znova dal o gol viac |2:3]. To isté som urobila tu, lenZe opacne [4. riadok].

e o2 ps 43 43
oA g AT 2L
07 IS LA X7 23
e 20 Lot  EL LS

70 a4 Lf  SLr 2F

70 Ao A Y o  Fod

Obr. 1
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Pre d'alsie uvahy bola pre nas podnetna 1. Martinina veta: ,,. .. som si ich rozdelila
na prvé a druhé druZstvo.“ Domnievame sa, ze nejde o uvedomenie si dvoch aktérov
tlohy (1. a 2. druzstvo), ale fiou popisuje rozdelenie riesenia tlohy na dve ¢asti: 1.
“Hladaj vsetky moznosti, ked prvy gol da prvé druzstvo®, 2. “Hladaj vSetky moznosti,
ked prvy gol da druhé druzstvo“. Takyto postup sa vyskytol v piatich rieSeniach. Dom-
nievame sa, 7e ziak mé potrebu vniest do neprehladnej mnoziny priebehov vSetkych
zapasov urcity systém. Uz prvy krok — ktoré muzstvo dalo 1. g6l — umoziuje Clenit
vSetky priebehy na dve podmnoziny, ¢im sticasne dochédza k transformécii alohy na
dve ulohy s mensou pracovnou mnozinou a tym aj k jej zjednoduseniu. éast}’fm (5 zo
6 rieseni) sprievodnym javom bolo vSak to, ze Ziaci pri hladani priebehov vsetkych
zépasov druhej skupiny v poradi (v tomto pripade ide o zapasy, ked 1. gol dalo 2.
druZstvo) napodobnujui priebeh zapasov prvej skupiny s vynimkou prvého kroku: ,, To
isté som urobila tu, lenZe opacne.* Dovodom modze byt zdanie, Ze ,ak je moznost, Ze
da prvy gol 1.druzstvo s moznostou, ze najskor bude skérovat 2. druzstvo rovnocen-
né, potom budi rovnocenné aj obe skupiny zapasov®. Tento spoésob tvorby moznosti
je tiez nenarocny na rozmyslanie, pricom jeho aplikidciou vznikaju permutacie nové.
V pripade, ze v 1. skupine neboli vycerpané vietky moznosti a ani pri asymetrickych
tlohach (pocet rieseni 1. skupiny sa odlisuje od poc¢tu 2. skupiny) v8ak ku komplet-
nému rieSeniu zvycajne nevedie. Z rovnakého dovodu nevedie k tispechu ani samot-
né uplatnenie myslienky, Ze pocet zapasov v oboch skupindch bude rovnaky. Pred-
pokladanie symetrie, ¢i uz poctu zapasov alebo samotnych priebehov v jednotlivych
skupinéch, je o¢ividné v Janinom rieseni (obr. 2):

(a) (b) (c) (d) (€ [ (®)] (g (h)
10100 | 10010 | 10001 | 01010 | 01100 | 01 | 00011 | 11000

Obr. 2

V priebehu (d) je zamenené kazdé druzstvo, ktoré v priebehu zapasu (a) skérovalo,
za opacné az po 5. gol v poradi, kde uz zmena nebola z dévodu presne stanoveného
poctu golov 1. a 2. druzstva moznéa. Podobny vztah je aj medzi priebehmi (e) a (b).
Priebeh (f) je nedokonceny a preskrtnuty. Jedno zo zdovodneni takéhoto javu by
mohlo byt préave to, Ze Jana moznosti (d)-(f) vytvara popisanym spdsobom podla
moznosti (a)-(c) (symetria priebehov v skupindch). Tym ma v8ak skupina zapasov,
kde dalo 1. gol 2. druzstvo, o priebeh menej. Po prestavke pripisuje priebeh (g).
V zéapéti sa pyta: ,,gest’ ich je tych moznosti?“ K nasim tvaham o tendencii zachovat
rovnaky pocet permutécii v oboch skupinach nas priviedli 3 postrehy:
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1. Jana sa neuspokojila s vypisanymi priebehmi (a)-(e), hoci podla systému,
ktorym boli vytvarané, uz dalsie neexistuju.

2. Priebeh (g) zacina golom 2. druzstva ako aj (d) a (e).

3. Zopakovanim predchadzajticeho postupu by mohla vytvorit dalsi priebeh ((h)),
ale neurobi to a riesenie vyhlasi za konecné.

Na zaklade tychto postrehov sa domniavame, Ze mensi pocet zapasov v 2. skupine
((d)-(e)) vyvolalo potrebu tiuto doplnit o jeden zéapas, ktory za¢ina golom 2. druzst-
va. Vieme si predstavit, Ze dokoncenie rieSenia sa mohlo riadit nasledovnou avahou:
“Kedze zapasy 1. skupiny boli vypisané systematicky, tato skupina je z hladiska
vypisania vSetkych moznosti vycéerpana. Z dovodu symetrie 2. skupina tiez. Toto su
teda vSetky moznosti.”

Vsetky spominané fenomény mozu prispievat k tomu, Ze rieSenia tulohy ,,Hokej*
sa budu vyznacovat nizSou uspesnostou z hladiska vypisania vSetkych moZnosti nez
rieSenia vSetkych ostatnych tloh.

Zaver

Hoci Ziaci riesili ulohy, ktoré boli z matematického hl'adiska identické, prislusné riese-
nia jednotlivych tloh sa od seba odlisovali po¢tom néjdenych moznosti i ich poradim.
Nase pozorovania st v stilade s pozorovaniami inych autorov (Tdrner 6], Bauersfeld
[1], English |2|, Hefendehl-Hebeker and Térner 3], Hesse [4], ...). Domnievame sa, ze
tieto rozdiely moézu byt podmienené aj inymi skuto¢nostami nez je uvedené v ¢lanku,
napr.:

e (i ide o ulohu, u ktorej je zrejmé prislusnost k niektorému zo zakladnych typov
uloh

e grafickym znézornenim prostredia tlohy

e Ci zadanie ulohy navadza k prehladnému zapisu jednotlivych moZnosti a pod..

Okrem ziskanych informécii mé pre ucitelov uskutocnovanie podobnych analyz aj
dalsi vyznam — nuti nas veitit sa do myslenia ziakov. Vediet, ¢o sa deje v hlave Ziaka,
ked riesi tulohu, je jedna z délezitych podmienok pre poskytnutie t¢innej pomoci
ziakom v pedagogickej praxi.
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Podnety pre rozvoj matematickych schopnosti
(zaujimavé a primerané tlohy)

DUSAN JEDINAK

ABSTRACT. The four chosen examples should show, that stimulating impulses for mathe-
matical mind can be offered during last years of elementary school already or at high school.

Uvod

Kazdy vyber tloh pre zvoleny zamer Skolskej matematiky patri do didaktickej vybavy
zodpovedného ucitela. Postupne zvladnuté rozsirovanie a prehlbovanie zakladnych
vedomosti a zruc¢nosti kladne motivuje ziakov aj ich vyucujucich. Predlozené tlohy
s naznacCenym rieSenim mozu v poslednych ro¢nikoch zakladnej skoly alebo v prvych
triedach stredoskolského studia poukézat na uzitocnost u¢innych nenaro¢nych ma-
tematickych postupov (strom logickych moznosti, vyuzitie vhodnych pomerov, pr-
vociselny rozklad a vlastnosti prirodzenych ¢isiel).

Strom logickych moznosti

Uloha: Ak Ziadne z troch prirodzenych &isel nie je delitelné tromi, tak je delitelny
tromi sucet bud dvoch alebo troch tychto ¢isel. DokaZte toto tvrdenie.

Riesenie:

Tieto tri ¢isla moZzeme vyjadrit vo vztahu k delitelnosti tromi takto:

Existuju také prirodzené ¢isla k, p, q, pre ktoré plati

a =3k +1 alebo a = 3k 4 2

b=3p—+1 alebo b= 3p+ 2

c=3q+1 aleboc=3q+2

Predstavme si vetky mozZnosti, ktoré mozu nastat (strom logickych moznosti):

N

X reens JE+1 Jk+2

B ip+1 ip+2 p+i p+2

Crrnen g+ ig+2 g+l lg+Z g+l Jg+2 Ig+l g+l
A E C D E F G H

Vidime, Ze v pripadoch A, H treba zobrat tri ¢isla, aby ich sucet bol delitelny
tromi
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[Bk+14+3p+1+4+3¢+1=3k+p+q+1),3k+2+3p+2+3¢+2 =3(k+p+q+2)].
V dalsich pripadoch staéi s¢itat bud posledné dve (B, C, F, G) alebo prvé s tretim

(D, E). Napriklad B: 3p+1+3¢+2=3(p+q)+3=3(p+q+1)
alebo D: 3k +1+3¢+2=3(k+q+1).

Dajme do pomeru

Uloha: V obréazku é&sla znamenaji velkosti obsahov prislusnych trojuholnikov.

Stanovte x, t.j. obsah trojuholnika BCD.
RieSenie:
A: Ozna¢me si |[AB| =p,|BC| = ¢

r

|
|
|
b

x & F

a spolo¢né vysky trojuholnikov (podla obr.) |[EK| =r,|DL| =s
Potom plati :

Dajme do pomeru:

SABCE
SaABE D 60

SABCD q9_

Saagp p 30

Z toho vyplyva, ze 52 = L potom x = 15 .

0
B: Pretoze Saapr = % =60, Saapp = 7% = 30,
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tak - =2 tedar=2-s.
Vidime, Ze Sapcp =% = 452 =q-s =15+, Sapep = %5 =z,
tedag-s=2-z=15+2z, potomz = 15 .

Najmensie a prirodzené

Uloha: Uréte trojicu najmensich po sebe idtcich prirodzenych éisiel, ktorych sucet
je druhou a zaroven aj trefou mocninou nejakych prirodzenych ¢&isiel.

RieSenie:

Ozna¢me si: p+ (p + 1) + (p +2) =3p + 3 =3(p+1) ,kdep €N.

Nech existuji prirodzené ¢isla m, n tak, aby 3.(p+ 1) = m? = n? .

Potom, ale existuju aj prirodzené ¢isla z, y tak, ze plati

3(p+1) = 32.2% = 33y (prvociselny rozklad prirodzenych &isiel).

Z toho vyplyva, Zze p + 1 = 32? = 3%y3 a teda aj 22 = 313 .
Tomuto vyhovuji najmensie prirodzené y = 3 a x = 9. Potom p= 242 .
Hladanéa najmensSia trojica prirodzenych ¢isiel s pozadovanymi vlastnostami je

242 + 243 + 244 = 729 = 27? = 93 .

Roky plynt, vazeni ...

Uloha: V ktorom roku devitnasteho storoéia sa narodil nemenovany matematik,
ak v roku 1901 bol stucet cifier roku jeho narodenia rovnaky ako sicet cifier poc¢tu
dovtedy prezitych rokov ?

RieSenie: Zamyslime sa, za¢nime uvazovat a zapisovat:

Narodil sa v roku 1 8 zy, ( z,y st cifry, prirodzené ¢isla od 0 do 9) .

V roku 1901 mal (1901 — 18zy) rokov.

Ak by y> 1, od¢itanim rokov

1 9 0 1
-1 & vy

(9-1) (1. (ptechod cez desiathu)

dostaneme cifry jeho veku (9-z) a (11-y).

Potom by podla zadania alohy malo platit 1 + 8 + x +y = (9-z) + (11-y),

teda x +y = 5,5. Také prirodzené cisla x, y zrejme neexistuju.

Ak by y <1 (t.j. bud 0 alebo 1) po od¢itani rokov

dostaneme cifry veku (10-z) a (1-y).

Potom ma platit 1 + 8 + z +y = (10-x) + (1-y), teda z +y = 1.

Ak bude y = 1, musi byt x = 0. No vtedy by bolo 1901 — 1801 = 100, ale stcet
cifier roku narodenia je 10 a sucet cifier veku iba 1.

To nevyhovuje zadaniu tlohy.
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1901
[ & 1y

(10-r) (1-9) (e g prechod cez destatku)

Este je moznost y = 0. Vtedy musi byt = 1. Potom rok narodenia by bol 1810
a vek (v roku 1901) je 91 rokov, to vyhovuje (1+8+1+0=10, 9+1=10).

Nemenovany matematik sa narodil v roku 1810.

Zelajme si prijemne prezité roky budice.

Zaver

Tieto a podobné ulohy rad predkladam aj v priprave buducich ucitelov, aby sme
sa inSpirovali pre nasu Skolski matematicko-didakticki ¢innost. Vyucovanie matema-
tiky stale potrebuje didakticky vhodné a motiva¢ne tu¢inné, zaujimavé a primerané
myslienkové podnety aj pre rozvoj zakladnych matematickych schopnosti.
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Pouzivanie IKT ako predpoklad a nastroj zmeny

obsahu aj meté6d vyucovania matematiky

VLADIMIR JODAS

ABSTRACT. This paper has aim to show concrete examples, as possible by means of ICT
positively modify Contents but also methods of mathematics teaching.

Vychodiska

Podla mia nedostatky vo vyucovani matematiky st Specifickym prejavom ne-
dostatkov celej nasej vzdelavacej sustavy. Uvediem len dva, podla mna najvaznejsie:

nespravna formulacia vzdelavacich cielov, ktoré precefiuje hromadenie poz-
natkov a potlaca rozvoj kompetencifi,

ignorovanie potrieb vzdelavanych subjektov, ignorovanie reality, vychadzajice
z pomylenej pedagogickej zasady Ze ,Vyucovaci predmet je didaktickou modi-
fikdciou prislusného vedného odboru®. Konkrétne vyucovanie matematiky je pre
ziakov malo osozné. Nie je pragmatické, nepoméaha im pri rieSeni ich beznych
stucasnych i neskor o¢akavanych problémov.

Nedostatky signalizuju vysledky medzinarodnych vyskumov (PISA, SITES),
pocituje ich trh préce, varuju nas predstavitelia Svetovej banky, na alarm volaju
odbornici z nevladnych organizacii, len nas pedagogicky front je nemiestne pokojny.

Pri hladani rieSeni by sme mali vychadzat z toho, Ze :

Ludia si za¢inaju uvedomovat, Ze ich uspeSnost v Zivote zavisi od ziskaného
vzdelania. Je len otazkou casu, kedy tlak konzumentov vzdelavacich sluzieb
donuti vzdeldvaciu sustavu prisposobit ciele a metédy vychovy a vzdelavania
potrebam vzdelavanych subjektov.

Obklopuje nés ¢oraz vicsia zaplava informacii. Ziaducimi sa stavaju nové Tud-
ské kompetencie — vyznat sa v tejto zaplave, vediet najst potrebné informacie,
porozumiet im, vediet ich usporiadat, spracovat, vyhodnotit, posudit, zaujat
k nim stanovisko a najmaé ich zuzitkovat.

Zacina byt nezmyselné iba hromadenie poznatkov. Zacina byt doélezitejsia
celozivotna schopnost ziskavat nové poznatky vlastnou ¢innostou.

Pre vyucovanie matematiky to znamené:

Prehodnotit ciele vyucovania matematiky, vykonat rozsiahlu redukciu a zmenu
obsahu uciva, vypustit z neho nadmerné hromadenie vedomosti a pestovanie
zastaranych zrucnosti.

Nutnost zakomponovat do vyucCovania nové zruc¢nosti a kompetencie ktoré
pouzivanie informa¢nych a komunika¢nych technologii umozinuje, resp. ich
vyzaduje. Taktiez treba vyrazne rozsirit poucenie o spracovavani dat, pravde-
podobnosti a Statistike.
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e Prechod od odovzdavania poznatkov ku konstruktivnemu sposobu ich tvor-
by. Tu hraja informa¢né a komunika¢né technologie klicovu tlohu. Umoznuju
vytvorit Ziakom tvorivé prostredie, v ktorom mozu vlastnou ¢innostou, experi-
mentovanim a pozorovanim nielen objavovat nové poznatky, ale najmé rozvijat
a pestovat také potrebné kompetencie a schopnosti ako st schopnost komuniko-
vat (prijimat, spracovat, overovat a odovzdéavat informécie), schopnost uvazovat
a schopnost nachadzat pric¢inné suvislosti, schopnost riesit problémy a schopnost
prezentovat a prezentovat sa.

NasSe hlavné hriechy

Pre obmedzené ¢asové aj priestorové moznosti sa zameriam len na tému RieSenie
rovnic, nerovnic a ich siustav, lebo pri jej vyucovani sa dopistame najvacsieho
mnozstva hriechov.

Skolska matematika frazou ,wyriesit rovnicu

L(z) = P(z) (1)

kde L(x) aj P(x) st vyrazy premennej x, ktora nadobida hodnoty z nejakej mnoZiny
D, tzv. oboru premennej®, rozumie proces, ktory po koneénom pocte krokov vedie
k vyjadreniu v8etkych takych hodnét premennej (takzvanych ,korenov* rovnice), pre
ktoré plati (1).

Pritom spoésob, ako k vyjadreniu korenov dojst, zéavisi od toho, aka je podoba
vyrazov L(x) a P(x). Utime preto deti zvl4ast riesit rovnice linedrne a kvadraticke,
zvl&st rovnice exponencialne a logaritmické a zvlast rovnice goniometrické. Obvykle
ich nau¢ime riesit tzv. zakladné rovnice, t. j. vtléieme im do hldv vzorce na vyja-
drenie korefiov pomocou vyrazov obsahujucich len koeficienty rovnice (a konstanty),
v ktorych sa pouzivaju podla moZnosti len operacie s¢itovania, nasobenia, delenia
a symboly odmocnin. V pripade rovnic, pre ktoré recept nie je znamy, sa pozivaji
tzv. dpravy rovnice. PresnejSie povedané, proces rieSenia rovnice znamena zostro-
jenie takej postupnosti rovnic L; () = P;(x), ktora za¢ina danou rovnicou a konéi
rovnicou, na ktorej rieSenie uz existuje standardny postup. Pritom pre vztah medzi
jednotlivymi ¢lenmi tejto postupnosti plati :

El(iﬁ) = Pl(m) = Ei+1(a:) = Pi+1($), alebo L’Z(m) = Pz(m) ~ EZ'+1(1L‘) =
Pi(z).

e Hriechom je, Ze sme tréningovi metodu (rieSenie exponencialnych, logaritmic-
kych a goniometrickych rovnic bolo v minulosti dobrym tréningom na pochope-
nie vlastnosti tychto funkcii) povysili na ciel, Ze sme rieSenie rovnic ,fetisizo-
vali“’,

e Druhym hriechom je nasa naivné predstava, Ze rieSenim rovnic pestujeme u Zia-
kov samostatné tvorivé myslenie. Skutoc¢nost je taka, ze hodnotime dobre tych
ziakov, ktori dokdzu ¢o najvernejSie zopakovat naoktrojovany sposob rieSenia.

e Tretou tragédiou je fakt, ze takéto vyucovanie je absolitne neicelné, neprak-
tické. Redlne problémy sa nedaji riesit iba polynomickymi rovnicami stupna

6Ak to nie je uvedené, alebo to nevyplyva z kontextu tlohy, tak sa oborom premennej chipe
mnozina vSetkych redlnych ¢isel.

"Kto neveri, nech si pozrie rézne prirucky pre uchadzagov o stidium na hociktorej univerzite na
Dolnozemskej ceste v Bratislave.
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najviac Stvrtého, realne problémy vedi k rieSeniu rovnic, ktoré nerespektuju
naSe Skatulkovanie rovnic na také ¢ onaké.

° Stvrtym hriechom je, Ze ziakom podavame falo$ny obraz matematiky. matema-
tika bola, je a iste aj bude vedou na vysost praktickou. Taki matematici ako
Archimedes, Newton, Leibniz, Gauss, atd. nikdy neignorovali rieSenie praktick-
ych problémov.

e Piatym hriechom je fakt, Ze vo vyucovani matematiky ignorujeme prostriedky
ktoré sa stavaju beznou sucastou zivota kazdého z nas. ,Neni hodno vyteénych
muzi, aby mafili celé hodiny jako otroci vypocetni diinou, ktera by mohla byt
bezpeéné svéfena komukoli jinému, kdyby se pouzivali stroje. Tymito slovami
zdovodinoval Gottfried Wilhelm von Letbniz v roku 1672 svoje pokusy o zostro-
jenie mechanického kalkulétora. Zoberme si poucenie z jeho slov a ponechajme
strojom to, ¢o patri strojom a [Tudom to, ¢o patri ludom. Toho, ¢o méze urobit
(zatial?) len ¢lovek, je aj tak stéle dost.

e Najhorsim (Siestym) hriechom je, Ze drezirujeme Zziakov v rieSeni najroéznejsich
druhov rovnic, ale podstatnii matematick kompetenciu — schopnost matema-
tizovat dany problém, schopnost zostavit rovnicu, ktorej korene st rieSenim
problému, resp. najst funkciu, ktorej optimélne (pre dany tucel) hodnoty su
rieSenim problému, ti nepestujeme, ti zanedbavame.

Ako sa hore uvedenych hriechov vyvarovat a na ¢o sa sustredit, o tom bude re¢ v
nasledujucich prikladoch.

Navrh vychodisk

Vahy s nastaviteI'nou presnostou Rad citlivosti= 1

Hmotnost telesa =1.7610094599 cm_ Zavazie = 1.0000000000

Mali by sme Ziakov naudit najzékladnejsie spésoby hladania hodndt neznéamych
veli¢in. Zamyslime sa nad sposobom, ako sa zistuje hmotnost nezndmeho telesa
na rovnoramennych vahach. Na obrazku vidite zaciatok vazenia. Vo vazeni by sme
pokracovali tak, Ze by sme postupne pridavali dalsie zavazia hmotnosti jedna. Ked sa
vahy ,prevazia“ na druhi stranu, odoberieme posledné zavazie, zvysime citlivost o je-
den rad a zacneme postupne pridavat zavazia hmotnosti jedna desatina. Ak sa vahy ...
atd. Takymto sposobom moZzeme zistit hmotnost vazeného telesa s presnostou, ktoréa
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je limitované presnostou vah. (Ak méte tento text v elektronickej podobe, otvorte si
Cabri vykres Vdhy, kde mozete interaktivne sledovat cely proces.

Tento primitivny, ale Géinny spésob modZzeme pouZit aj pri rieSeni rovnice 2 — 2z
— 1 = 0 . MoZno budete namietat, Ze podla vzorca pre vypocet koreniov kvadratickej
rovnice st rieSenim ¢sla 14+ /2 a Ze niet ¢o riesit. Tym sme viak ni¢ nevyriesili, iba
sme nezname ¢isla pomenovali. Pozrime sa do excelovského zoSitu 1.

step = 0,001
X x*2-2x-1
2,41 -0,0119

2411| [0,009079
2412 [0,006256
2413 [0,003431
2414 | [0,000604
2415  0,002225
2416| 0,005056
2417  0,007889
2418 0,010724
2419| 0,013561

2,42 0,0164

RieSenie rovnice 72 — 2z — 1 = 0 postupnym zjemiiovanim odhadu.

Zvolime si zac¢iato¢ni hodnotu premennej x a step. Za novi pociatoénta hodnotu
premennej zvolime poslednt hodnotu premennej, pre ktort je vyraz v druhom stlpci
eSte zaporny a zmenime step na desatinu pévodnej hodnoty. Takto postupne urcime
hl'adant hodnotu s pozadovanou presnostou.

Viem si predstavit protesty, preo mame riesit kvadratickd rovnicu takymto
nezmyselnym sposobom. Vtip je v tom, Ze ten sposob nie je nezmyselny. Prave naopak.
Je to spdsob, ktory je zrozumitelny a pristupny (vdaka existencii vypoctovej tech-
niky) aj ziakom zakladnych 8kol a navySe umoziuje vyriesit aj takt rovnicu akou je
napr.:

T+ sinx =2

Stac¢i zmenit vzorec pre vypocet vyrazu v druhom stipci tabulky a zmenit pod-
mienené formatovanie buniek tohto stlpca (aby boli zelené, pokial je ich hodnota
mensia ako 2) a uplatnenim rovnakého principu ako v minulom pripade vyrieSime aj
tto rovnicu s lubovolnou (pripustnou) presnostou. Pozrite si 2. harok zositu 1.

Vyhoda pontikanej metody tkvie v tom, Ze je jednoduché, prakticky pouZitelna,
ale najmé poskytuje priestor pre pestovanie kompetencie riesit problémy. Skiisme este
jeden

Priklad

DUO banka poskytuje hypotekarne tiroky do vysky troch miliénov kortn s max-
imalnou splatnostou 20 rokov, vo forme rovnakych mesacnych splatok. Pritom
poZi¢ané peniaze uveruje p % mesacnym trokom. Zostrojte excelovsku tabulku,
z ktorej uréite vysku P(n) dlhu po n mesiacoch, v zavislosti na celkovej vyske P(0)
poOzicky, mesacnej irokovej miere p a na vyske s mesacnej splatky.

Riesenie ulohy dostato¢ne intelektuélne vytazi rieSitela. Musi sam dojst k objave-
niu rekurentného vztahu:
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P(n+1) = P(n) . 2% _

100

Stanovenie vySky mesacnej splatky.

P{0) = 150000

p= 05
n=|7?%
splatka : 4500
zaplatené spolu .

n Dlh po n splatkach
150000
146260

14248125
138693 ,66
134887 12
13106156
127216 87
1233562 95
119469,72
115567 07

W W~ d LW RO

Na obréazku je vysek z tabulky, ktora je zostrojené v 3. harku zositu 1. Této
praca (jej faziskom je vytvorenie spravneho vzorca pre bunky v 2. stipci), by mala
byt vysledkom spoluprace ucitela s celou triedou. Dolezité je, ze takto vytvorena
tabul'ka moze sluzit na vyrieSenie celej rodiny tloh s touto problematikou. Podme si
napr. kupit auto za 300000 Sk. Dajme tomu, Ze polovicu sumy méme, staci si pozicat
P(0) = 150000 Sk. V penaznej institucii, ktora sme si zvolili, je p = 0,5. Banka
trva na tom, Ze dlh musime splatit bud za 3 roky, alebo za 5 rokov. Preto budeme
skiimat dva pripady jeden pre 36 splatok, druhy pre 60 splatok. My si mozeme dovolit
maximalnu mesac¢nu splatku vo vyske 5000 Sk. Ak dosadime tieto vstupné hodnoty,
zistime, Ze po tridsiatich dvoch splatkach by uz bol dlh mensi ako 3000 Sk. Preto
pripad pre 60 splatok nemusime skimat. Vysku splatky mézeme ,doladit“ menenim
vysky splatky, alebo méZeme Ziakov naucit pouzivat excelovsky néastroj ,hladanie
rieSenia“. Jeho pouzitim dostavame prislusnt vysku mesacnej splatky (zaokrihlene)
4563,3 Sk. Je rozumné si spocitat aj celkovi zaplateni sumu, v nasom pripade to
bude 164279 Sk, ¢o je cca 0 9,5 % viac ako suma, ktort sme si pozicali.

Tato primitivnu metédu mozeme vo vyssich rocénikoch strednej skoly pre vSetkych
ziakov rozsirit o poucenie o roznych Specializovanych softvéroch a pre cast ziakov
zaujimajucich sa o matematiku mdzeme postupne pridévat také problémy ako

e Urcenie poctu korenov, ich separacia ( s vydatnym pouzitim IKT pri kresleni
grafov funkeii),

e Najdenie ,rychlejsich” algoritmov na priblizny vypocet korehiov (Newtonova
metoda dotyénic, iteratné metoda a pod.)

Pritom IKT treba pouzivat ,osvietene”, t. j. nezabudat na pripady, ked aj naj-
zlozitejsia technika nestaci a kde je potrebné pouzit I'udsky potencial.
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Zaver

Pre kratkost Casu a nedostatok miesta som uviedol len jeden konkrétny néavrh.
Mnozstvo dalsich najdete v mojej matematickej elektronickej citanke, ktoru
vyda fy. eSte v tomto roku.
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Prijimaci rizeni z hlediska matematiky

MARIKA KAFKOVA, PAVEL TLUSTY

ABSTRACT. This article deals with the problem of an entrance examination before different
types of schools and institutions.

Uvod

Vgechny stiedni skoly, ucilisté, vyssi odborné gkoly a i vysoké skoly kazdorocné tesi
problém piijimaciho fizeni. Cilem kazdé instituce je vybrat z prihlaSenych jedincu ty
nejlepsi, tedy vytvorit takovy prijimaci mechanismus, ktery by zarucoval prijeti téch
nejlepsich.

P1i prijimacim fizeni jednotlivych skol se nabizi dvé mozné alternativy, pomoci
kterych se zjistuji védomosti prihlagenych zaku (vzhledem k nagim zkuSenostem se
omezime na pfijimaci pohovory z matematiky):

1. typickd pisemnéa prace, kde zéaci Tesi jednotlivé priklady na papir,

2. test, ktery dava zaktim na vybér z né€kolika moznych odpovédi, z nichz je prave
jedna spravna (tzv. multiple choice testy).

Obé mozné varianty maji samoziejmé své vyhody i nevyhody. K vyhoddm prvni
varianty, tj. typickd pisemna prace, patii napf. to, ze ucitel, ktery opravuje dané
pisemné préace, muze sledovat postupy fesicich zakt a miize i sledovat, jak zaci uvazu-
ji. Déle, je-li za spravné reseni urcitého prikladu napt.10 bodi a piiklad je vyfeSen jen
z ¢asti, muze ucitel obodovat dany priklad jen nékolika body. Naopak k nevyhodam
patii nesporny fakt, ze takové opravovani je velmi pracné. Opravuje-li jeden piik-
lad vice uciteli, muze dochazet k subjektivnimu hodnoceni a vysledky nemusi byt
objektivni.

Také test mé své prednosti i nedostatky. Vyhodné je, Ze oprava testii muze
probihat podle Sablony a tudiZz opravovat miize i neodbornik v daném oboru. Opra-
va je bezesporu rychléd a obodovani je snadné. Nejvétsi nevyhodou vsak je, Ze nelze
sledovat, jak zak uvazuje, jak postupuje. Je tu i dalsi a mozna i zavaznéjsi problém —
moznost hadani spravné odpovédi. Ma-li zak pisemnou praci, kde musi napsat to, co
vi, tzn. nevybira z nékolika nabidnutych odpovédi jako pii testu, je jisté, ze odpovédi
Ci TeSeni, které vytvoril, nehadal. U testu ale tomu tak neni. Test je sice z hlediska
klasifikace objektivni, protoze vsichni zdjemci o danou skolu maji stejny test, kde u
kazdé otézky maji na vybér z nékolika odpovédi, pricemz pravé jedna jedina je ta
spravna. Nevi-li tedy zak spravnou odpovéd, muze se ji pokusit tipnout.

Posledni dobé se vétsina Skol priklani ke druhé varianté, tzn. k multiple choice
testum. S testovanim v ramci prijimacich zkousek pomahé skolam v Ceské republice
téz komercni organizace SCIO, kterda pro né dané testy zhotovuje. I kdyz jsou tyto
testy velmi peclivé vypracovany, stava se velmi casto, Ze se na Skolu dostane i zék,
ktery pak bojuje s jejim vystudovanim a nékdy se ani to nepodaii a zak v pribéhu stu-
dia odchazi. Jednim z davodi, pro¢ se tak déje muze byt, ze zak pfi prijimacim Fizeni
ty otazky, které nevédél, hadal a mél stésti, ze hadal spravné. Disledkem takového
hédani je pak to, Ze je prijat zék, ktery na danou skolu nepatii. Bohuzel, jen nékteri
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uzivatelé testl si tento problém uvédomuji. Je vSak nutné rici, Ze neexistuje zptsob
konstrukce testu, ktery by moznost hddani zcela eliminoval. Snadno lze ukézat, Ze
ani od¢itani bodi za nespravné zaSkrtnutou odpovéd situaci nefesi.

Konkrétni vysledky

Ukazme si konkrétni priklad testu u prijimactho fizeni a Sance hadajicitho zaka.

Priklad 1.

Prijimaci test obsahuje 60 otazek. U kazdé otazky jsou 4 mozné, stejné pravdeé-
podobné odpovédi, pficemz spravna odpovéd je pravé jedna. Prvnich 40 otazek je
snadnych a dalsich 20 otazek je tézkych. Predpokladejme, Ze se na danou skolu hlasi
300 z&k, z toho 100 zaku to jde jen zkusit (nejsou dostateéné pripraveni a tedy nék-
teré otazky pouze hadaji). Dale predpokladejme, Ze prvnich 40 otazek vyfesi spravné
vSichni Zaci, protoze tyto otazky jsou snadné. Tedy nepfipraveni zaci hddaji spravné
odpovédi u poslednich 20 otazek. V neposledni fadé predpokladejme, ze odpovi-li zak
alespon na 10 otazek z poslednich dvaceti spravné, je prijat — budeme mluvit o tzv.
zlomu neboli hranici tspésnosti. Klicovou roli tedy hraje poslednich 20 otazek, na
zékladé kterych se rozhodne, zda je zak prijat ¢i nikoli.

Jaka je pravdépodobnost, Ze v pfijimacim fizeni obstoji alespon jeden zék, ktery
poslednich 20 otézek nevédél a pouze hadal?

Poznamka.

Budeme opirat o pravidlo tzv. praktické jistoty. Budeme-li mit velmi malo
pravdépodobny jev, muzeme si byt prakticky jisti, Ze tento jev nenastane. Nemtzeme
si byt jisti, nebot Sance, Ze dany jev nastane, existuje. Muzeme si byt ale skoro jisti,
tedy prakticky jisti. Takovy jev se povazuje za prakticky nemozny. Zpravidla se za
velmi mélo pravdépodobny povazuje jev, jehoz pravdépodobnost je mensi nez 0,05.
Tedy jev je prakticky nemozny, je-li jeho pravdépodobnost mensi nez ¢islo o = 0,05.
Cislo a se nazyvéa ,hladina vyznamnosti“. Naopak jev je prakticky jisty, jestlize je jeho
pravdépodobnost vétsi nez ¢islo 1- a, tzn. vétsi nez 0,95.

Resent:

Z ptredpokladu plyne, Ze nemé cenu zabyvat se prvnimi 40 otazkami. Déle tedy

Ma-li byt zék prijat, musi zodpovédét alespon 10 otézek z 20 spravné. Je jedno,
jestli zodpovi spravné 12 nebo 18 otazek, podstatné je, Ze jich spravné zodpoveédél
vice nez 9. Takova pravdépodobnost pro jednoho zéka je rovna

20 % 20—1

20 1 3
E ‘ - - = 0,013 864
i=10 ( t ) (4) (4) ’

Pravdépodobnost, Ze zédk nezodpovi alesponn 10 spravnych odpovédi, je rovna

20 7 20—1
20 1 3
1—- E . - - = 0,986 136
i=10 ( t ) (4) (4) ,

Pravdépodobnost, Ze se zadny zak ze 100 nedostane na danou skolu, tzn. ze zadny
zék nezodpovi alespon 10 otézek spravné, je rovna

100

2720\ /1) 3\ B 0 _ g o4
1-> Z. 7) (5 = (0,986136)'%° = 0,247 560

=10
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Pravdépodobnost, Ze se alesponn 1 nepfipraveny zak ze 100 na Skolu dostane, je
tedy rovna

NN

Jak je vidét, takova pravdépodobnost je velmi vysoka.

Nabizi se otazka, jak se bude ménit vysledna pravdépodobnost, budeme-li ménit
pocet otézek; hranici tspésnosti, pres kterou kdyz zak prejde, je piijat; pocet hada-
jicich zaku, kteri vykonavaji ptijimaci fizeni a pocet nabidnutych odpovédi.

0,752 440 > 0,05

1. Zména poctu otéazek

Resme situace, kdy test obsahuje 25, 30 otazek a hranice ispésnosti se nezménti,
tj. zék bude prijat, pokud zodpovi spravné 10 otazek. Oznac¢me

P; — pravdépodobnost 1 zéka (nepfipraveného zéka, tj. jednoho ze 100), Ze
uspésné udéld prijimaci zkousky

P, — pravdépodobnost 1 zéka, ze nebude piijat

P53 — pravdépodobnost, ze zadny nepripraveny zék nebude ptijat

P, — pravdépodobnost, Ze alespon jeden nepfipraveny zak bude pfijat

Pl P2 P3 P4
25 otazek | 0,071 328 | 0,928 672 | 0,000 611 | 0,999 388
30 otazek | 0,196 593 | 0,803 407 | 0,000 001 | 0,999 999

Samoziejmé je vidét, ze touto situaci bychom nepfipravenym zaktm pfipravili
lepsi prilezitost dostat se na danou skolu.

Jak to tedy bude vypadat, snizime-li pocet otazek a hranice tispésnosti ztistane
na 10 otézkach (zaci vybiraji ze 4 odpovédi a nepfipravenych zaku je 100)?

Py Py P3 Py
16 otazek | 0,001 644 | 0,998 356 | 0,848 248 | 0,151 752
14 otazek | 0,000 342 | 0,999 658 | 0,966 385 | 0,033 615
13 otazek | 0,000 126 | 0,999 874 | 0,987 466 | 0,012 534

Z tabulky je patrné, zZe budeme-li chtit si byt témér jisti, Ze se na skolu nedostane
ani jeden ,tipujici zék, pocet otédzek bychom museli snizit na 14.

2. Zména hranice tspésnosti

Zména hranice tspésnosti tizce souvisi se zménou poctu otazek. Cim vice bylo
otazek, tim byla i vétsi pravdépodobnost, Ze se na skolu dostane zak héda-
jici otazky. Podobné to bude i s hranici tspésnosti. Budeme-li tuto hranici
snizovat, vysledna pravdépodobnost se bude zvétsovat a naopak. Zkusme tedy
najit takovou hranici uspé&snosti, pii které bude pravdépodobnost P, (pravdé-
podobnost, Ze alespon jeden nepfipraveny zak bude prijat) mensi nez ¢islo 0,05.
Zachovame test o 20 otazkach.
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hranice tspésnosti/ P | Py P, P; P,
12 otéazek 0,000 935 | 0,999 065 | 0,910 663 | 0,089 338
13 otéazek 0,000 184 | 0,999 816 | 0,981 796 | 0,018 204
14 otéazek 0,000 030 | 0,999 970 | 0,997 053 | 0,002 947
Polozime-li hranici ispésnosti na 12 otazkach, nezaruc¢uje nam to, ze se na skolu
nedostane zak, ktery pouze hada. Bude-li ale hranice Gspésnosti na 13 otazkach,
miuzZeme si byt skoro jisti, Ze zaci, kteri jsou piijati, nehadali.
3. Zména poctu nabizenych odpovédi
Jak to bude vypadat, zménime-li pocet distraktora (nabizenych odpovédi)? Je
ziejmé, ze pri mensSim poctu distraktori, zakim, kteri hadaji, situaci uleh¢ime.
Uvazujme test o 20 otazkéach, hranice tspésnosti nechme na 10 otazkach a pocet
hadajicich zaku je 100. Zkusme si vyTesit situaci, ze zaci vybiraji ze tii, péti a
Sesti nabizenych odpovédi.
pocet nabizenych | Py Py Ps Py
odpovédi / P
3 0,091 896 | 0,908 104 | 0,000 065 | 0,999 935
5 0,002 595 | 0,997 405 | 0,771 190 | 0,228 810
6 0,000 599 | 0,999 401 | 0,941 889 | 0,058 111
Vidime, Ze ani u 6 nabizenych odpovédi neni vysledna pravdépodobnost Py
mensi nez 0,05. To by nastalo az situaci, kdy nabizime 7 moznych odpovédi.
V tomto pripadé je
P,= 0,016 284.
Uvédomme si ale, ze zvySovani poc¢tu distraktori neni prili§ vhodné, nebot je
velmi obtizné, ne-li nemozné, zaktim v testu predkladat stejné pravdépodobné
odpovédi a tim znesnadiiovat jejich hadani.
4. Riuzny pocet Tesicich zaki, kteri hadaji

Dosud jsme predpokladali, ze hada pravé 100 studenti. Ukazme nyni jak se
méni uvazované pravdépodobnosti v zavislosti na ménicim se po¢tu uchazeci.
Jaky vliv to bude mit na sestaveni testu? Predpokladejme, Ze test obsahu-
je 20 otazek, zaci vybiraji ze ¢ty nabizenych odpovédi a hranice tispésnosti
je stanovena na 10 otazkach. Ovérme si, ze snizime-li pocet hadajicich zak,
vysledna pravdépodobnost, tj. Ze se na danou $kolu dostane alespon jeden ,ha-
dajici zak, bude nizsi.

pocet hadajicich | Py Py Ps Py

zaki / P

150 0,013 864 | 0,986 136 | 0,123 167 | 0,876 833
80 0,013 864 | 0,986 136 | 0,327 288 | 0,672 712
50 0,013 864 | 0,986 136 | 0,497 544 | 0,502 456
5 0,013 864 | 0,986 136 | 0,932 574 | 0,067 426
3 0,013 864 | 0,986 136 | 0,958 981 | 0,041 019

7 tabulky vidime, pouze v situaci kdy se na skolu hlasi 3 studenti, ktefi to jdou
jen zkusit, tzn. ze otazky pouze hadaji, si mizeme byt témér jisti, Ze ani jeden
z nich nebude piijat.
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ZAaveér
7 jednotlivych vysledki je vidét, Ze neni viibec snadné vytvorit takovy test pro piiji-
maci zkousky, ktery by zabranil tispésnému slozeni testu zaktm, ktefi typuji spravné
odpovédi. Nemuzeme pfeci védét, kolik zakt bude nase otazky typovat. Nelze tedy
vylouc¢it, ze na skolu jsou pfijati i zaci, ktefi sem ,nepatii”.

Zavérem tedy muzeme Tici, ze pfijimaci Tizeni, pfi kterém se vyuzivaji multiple
choice testy, nejsou ze shora uvedenych divodi fadé pripada prilis vhodné.
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Od ¢innosti k poznatku

PAVEL KLENOVCAN

ABSTRACT. We introduce our workshop which focuses on mathematics as part of the scien-
tific endeavour and then on mathematics as a process, or way of thinking. Probably the
most effective way of learning mathematics is by actively participating in it. Our aim is to
show possibilities of an inquiry approach to the mathematics education. Some mathematical
ideas we present in historical content. We show an example of the process of building new
knowledge by using the well-known Four-Colour Problem

Pocas trvania projektu ,, Modernizdcia a inovdcia vyucovania matematiky a infor-
matiky so zretelom na budicich uditelov a celoZivotné vzdeldvanie prebieha dalSie
vzdelavanie ucitelov v ramci piatich modulov. Je to projekt PF KU v Ruzomberku
a je spolufinancovany Eurépskou tiniou. Jednym z modulov je ,, Matematika na 1.
a 2. stupni ZS“. V ramci tohto modulu sme pripravili pracovna dieliiu. VaSinu ma-
teridlov sme ¢erpali z dvoch uz realizovanych dielni (P. Klenovéan, 2000 a M. Haviar,
P. Klenov¢an, 2001).

Pravdepodobne najucinnejsi sposob ako sa ucit matematiku je byt acastnikom jej
tvorby. Prostrednictvom nasej pracovnej dielne chceme ukazat moznosti badatel ského
pristupu k matematickému vzdelavaniu. Cielom nasej pracovnej dielne je, aby ucast-
nici dielne mali moznost zamysliet sa nad naplinou matematiky, nad jej poslanim
a prostrednictvom vlastnej prace spoznat pocity pri objavovani pre nich neznamych
skutoc¢nosti.

Pred tedriou vyucovania matematiky si aj v sicasnosti vazne tlohy, ktorych
cielom by malo byt poukézanie na zdroje matematickych abstrakcii, aproximécie
pri skiimani realnych dejov, na potrebu experimentov s pripadnym vyuzitim vypoc-
tovej techniky. Ide o tlohy zna¢ne nérocné nielen z hladiska zohl'adnenia mentalnych
moznosti Ziakov a Studentov, ale aj z hladiska ,matematického nadhladu“ a ovlada-
nia Sirokého spektra matematickych metod a poznatkov. V sucasnosti, ako zdoraziuje
J. Hromkovi¢ (J. Hromkovié¢, 2000), ,Vo vyuke chyba prezentécia experimentalneho
myslenia, ktoré je sucastou intelektualnej prace matematika. Chybaju atraktivne,
danému stupiiu vyvoja ziakov dostupné motivacie a priklady uzito¢nosti nastudova-
nych matematickych metéd. Uplne vynechana je najkltucovejsia vec — genéza poj-
motvorby. matematika sa neu¢i ako metéda poznavania, ale ako ¢isto formélna hra
s bezobsaznymi symbolmi, ktorej pravidla sa sice formélne presne vymedzené, avsak
zmysel tychto pravidiel ostava nejasny.

Schopnost spracovat a vyuzit narastajice mnozstvo informacii je coraz ddlezitej-
Sia. Mnohé z konkrétnych vedomosti, ktoré ziaci ziskaju v skole, uz o par rokov stratia
na svojej aktualnosti a vyzname. Preto aj v Skolskej praxi je ¢asto dolezité nie to,
ktoré konkrétne informécie ziaci ziskaju, ale prave spésob ako ich ziskaji, schopnost
tvorivo ich vyuzit a rieSit pomocou nich problémy v danej oblasti. Naviac je dolezité
uvedomit si, ze motivom matematického sktimania ¢asto nie je len snaha priamo
prispievat k rieSeniu praktickych problémov realneho zivota. Mnohokrat je skuto¢nym
motivom radost a vzruSenie z objavovania pravd matematického sveta. Prave odraz
tychto pravd v redlnom svete je niekedy uzitoénym a matematickt pravdu je mozné
potom aplikovat na realne objekty.

Vyuzitie matematiky na vyjadrenie myslienok z réznych oblasti vedy a praktického
Zivota alebo na rieSenie problémov zahifia niekol'ko faz:
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e Abstraktna reprezentacia readlnych objektov. Realne objekty s casto mi-
moriadne zlozité a nie je mozné ich presne popisat. Na zéklade lokalnych infor-
mécii redlneho objektu sa vytvori matematicky model.

e Manipulacia s abstraktnymi symbolmi podl'a logickych pravidiel. Vy-
tvoreny abstraktny model umozni skumat dany jav globélne, predpovedat jeho
vyvoj, robit kvantitativne hodnotenie zmien, ktoré v nom prebiehaju. Manipu-
lacia so symbolmi nahrddza manipuléciu s predmetmi. Tento krok patri k zak-
ladnym a dolezitym krokom matematiky:.

e Zistenie, ¢i nové (objavené) vztahy hovoria nieco uzito¢né o povod-
nych objektoch. Priamy odraz manipulacie so symbolmi sa niekedy nepodari
v redlnom svete najst, ale niekedy je az prekvapivo tispeSnym a uzitoénym.

Pracovnu dielhu sa snazime koncipovat tak, aby vsetky tieto myslienky nasli v nej svoj
odraz, aj ked samozrejme len vo velmi skratenej a zhustenej podobe. Niektoré mate-
matické myslienky prezentujeme v historickom kontexte. Tak mozeme lepsie odhalit
zmysel toho ako sa matematika rozvijala a menila na ceste k stcasnému stavu. Aj
tlohy, ktoré na tejto ceste zohrali matematici mézu pomdct porozumiet tymto pro-
cesom.

Pre pracovnu dieliu sme vybrali tematiku z tedrie grafov. Dévodom je, ze tato
téma nie je Standardnym ucivom zakladnej Skoly a preto sa moze stat vhodnym
spajajucim elementom ako pre ucitelov 1. stupna, tak aj pre uc¢itelov 2. stupna ZS.
Rozdelili sme ju do dvoch ¢asti, A) a B), ktoré stru¢ne popiseme.

A) Zakladné pojmy a vlastnosti. Ako motivaéni modzeme zvolit napriklad alohu:
Uloha 1. Na vecierku sa stretlo 9 ludi. a) KaZdij podal ruku presne styrom. b) Kazdj
podal ruku presne trom. Zndzornite dani situdciu.

Ulohou t¢astnikov dielne je v pripade a) popisat alebo graficky znazornit situaciu
(tabulkou, grafom a pod.) a v pripade b) sa pokusit zdovodnit netspech. Jednotlivé
skupiny prezentuju svoje rieSenie. V ramci expozicie nasleduje zavedenie (napr. s
vyuZitim obohatenej prednasky) pojmov graf, vrchol grafu, hrana, stupen vr-
chola a objavovanie dalgich situéacii bezného Zivota, ktoré je mozné znazornit pomo-
cou popisanej grafovej struktiry. Kazda skupina dostane za tlohu vyriesit nasledovny
problém (alebo jeho jednoducht obmenu):

Uloha 2. Na sportovom turnaji je 5 druZstiev. Pomocou grafu zndzornite situdciu,
Ze dve druZstvd odohrali po dva zdpasy, dve druZstvd po tri zdpasy a jedno druZstvo
odohralo styri zdpasy.

Po vyrieSeni mozeme spolo¢ne vyplnit tabulku nasledovného typu:

graf skupiny ¢islo 1. 12.]3. |4
stucet stupnov vsetkych vrcholov | 14
pocet hran 7

V tabulke je vyplneny len prvy stlpec, ktory odpovedéa predchadzajicej tlohe.
Hodnoty v dalsich stpcoch doplnia tcastnici na zaklade konkrétnych vyrieSenych
tloh. Zovseobecnenim vysledkov z tabulky ,,objavime® jednu zo zakladnych vlastnosti
grafov:

V kaZzdom grafe sa sticet stupniov vrcholov rovna dvojnasobku poctu hran.

Uz tento jednoduchy vysledok umozni (napr. v ramci fixacie a reflexie) riesit a
zostavovat zaujimavé tlohy. Poziadame tucastnikov, aby v skupinach sformulovali
vlastné tlohy ,pre svojich buducich ziakov“, v ktorych vyuziju ziskané poznatky.
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Kazda skupina prezentuje svoju vytvorend tulohu. Ako ukazku uvedieme jednu
vytvoreni ,Studentsku“ dlohu:

Uloha 3. Sedem trpaslikov malo v oktdbri denné upratovacie sluzby v domdceku takto:
Hapci 6x, Vedko 5x, Dudros 3z, Kyblik 3x, Spachtos 1x, Smiesko 4z a Plasko jux.
Sluzbu mali vZdy vo dvojici. Kyblik a Smiesko sa pohddali a nemohli spolupracovat.
Zistite, kto s kym mal sluzbu a kolko dni sa v oktobri upratovalo.

V diskusii (ak st ucastnikmi dielne ucitelia alebo Studenti ucitelstva) sa zameria-
me na reflektovanie nasledovnych problémov:

e kooperativne rieSenie problémov,
e rovnovaha medzi samostatnym a ucitelom riadenym skimanim,
e reflexia nauceného uciva.

B) Problém Styroch farieb. Prostrednictvom tohto problému méame prilezitost
nahliadnut do zakulisia modernej matematiky a jej zaujimavej historie. Je to jeden
z najslavnejsich problémov matematiky a pritom jeho formulacia je taka jednoducha,
7e do problému je mozné zasvétit aj mladsich ziakov.

Historické poznamky, ktoré dopliaju a striedaja vlastna vyskumni pracu ucast-
nikov pracovnej dielne (alebo badatel'skej hodiny) cerpame z (R. Fritsch, 1998 a S.
Singh, 2001) a v tomto prispevku ich neuvadzame.

Problém styroch farieb sformuloval v roku 1852 prilezitostny matematik Fran-
cis Guthrie. Jedného odpoludnia, ked si kratil ¢as vyfarbovanim mapy grof-
stiev Britanie, napadla ho hadanka, ktoré vyzerala jednoducho, ale ktoru nedokazal
vyriesit. Cheel vediet, €i §tyri farby stacia na vyfarbenie l'ubovol'nej mapy tak,
aby oblasti alebo krajiny, ktoré maja spolo¢ny tsek hranice boli vyfarbené
odlisne.

Pocas celej pracovnej dielne, maju jej tcastnici moznost, za pomoci série tloh,
postupne vnikat do spominanej problematiky a spoznavat krésu a vzruSenie z ob-
javovania. Z mnozstva tloh uvedieme na ilustraciu styri.

Obr. la Obr. 1b

Uloha 4. Mapu casti Eurdpy (obr. 1a), vyfarbite styrmi farbami tak, aby 3tdty,
ktoré maji spolocny usek hranice boli vyfarbené réznymi farbami.
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Uloha 5. Vyskusajte teraz, Ze s pouzitim len troch farieb sa tdto mapa nedd vyfarbit
poZadovanym sposobom. Pokiste sa zdbévodnit, preco je tomu tak.

Uloha 6. Vymyslite a nakreslite mapu s éo najmensim poctom oblasti tak, aby sa
nedala vyfarbit tromi farbami (susedné oblasti musia byt vyfarbené réznymi farbamsi).

Uloha 7. Mapu (obr. 1b), ktord wverejnil Martin Gardner v casopise Scientific
American v roku 1975, vyfarbite s pouZitim Styroch farieb.

Dalsi postup zavisi od toho, aké ciele s danou skupinou sledujeme. V tejto etape
moze byt uzitoénym zaviest aj dalsie pojmy tedrie grafov a mame pripraveny aj ma-
terial pre budovanie zakladnych poznatkov teorie grafov, ktorej rozvoj bol podporeny
aj dlhoroénym vzrusujucim rieSenim problému Styroch farieb.

Za ur¢ity uspech moézeme povazovat, ak ucastnici nasej pracovnej dielne (ucitelia
a Studenti ucitel'stva) budi ochotni hl'adat a pouzivat nové pristupy k vyu¢ovaniu tych
tematickych celkov, s ktorymi pracuju vo svojej praxi. Didakticky spracovat vybrany
tematicky celok pre niektory ro¢nik 7S (napr. riesenie linedrnych rovnic, slovné ilohy,
operdcie so zlomkami, konstrukéné wlohy, objemy a pouvrchy telies a pod.), urobit
v triede experiment a vypracovat vysledni spréavu je uzitocénou reflexiou vlastnej
prace a poskytne dalsie cenné podnety pre skvalitihovanie matematickej pripravy.
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Mathematics and blind people

IVETA KOHANOVA

ABSTRACT. This article describes pre-experiment that was done as component of doctoral
thesis on the subject of mathematics and visual impaired people. Results of this experiment
are helping us to continue in further research which is in progress.

Nowadays, we notice use of mathematics in lot of disciplines, not only in those that
are very nearly related to mathematics, but also in unusual like biology, medicine,
psychology or linguistics. We are witnesses to rapid expansion of information tech-
nologies that requires new technicians all the time. Hence, we can not marvel about
attendance of blind people who would like to engage in study of mathematics. Thus it
is needed to create acceptable conditions for studying and deal with problems, which
blind people encounter.

These facts have inspired us to pay more attention to study of mathematics of
visual impaired people. At first, we specified following aims:
to find out the attitude of blind people towards mathematics by interview with them
to acquaint oneself with problems they have/had in conjunct with mathematics at
education
to detect their ability to solve mathematical problems, even at the moment they
strictly don’t have to/didn’t have to deal with mathematics at all
to compare approaches and procedure of solving problems of blind and sighted people
to investigate which part of mathematics is most difficult for blinds and why

In order to find answers to mentioned questions, we studied history of reading
codes for the blind; Braille notation of some countries and its limitations in field of
mathematics. As next we dealt with personality of visual impaired child and its de-
velopment. After loss of the sight the system of reception and recognition of reality is
rebuild. The process of formation of sensual experience of visually impaired persons
is retarded. By help of teacher and special pedagogical instruments child adopts sys-
tem of knowledge and step by step develops ability to use aural, kinetic, cutaneous
and others analysers. So the sensual base is build that makes possible to develop
more complicated psychic processes - perception, imagination, memory, thought and
speech. We also have mapped the actual situation in Slovakia concerning teaching of
mathematics of visual impaired students on each level (primary, secondary, universi-
ty).

The most important part of our up-to-now research is experiment that has been
realized in Bratislava and Palermo. We have prepared questionnaire which consists of
4 problems: one problem of algebra, one problem of analytic geometry, one business
problem and one problem of Euclidean geometry. Its text was as follows:

Open problems

Solve the following problems. We don’t mind the way of solution, but we take great
interest in all used procedures. You are required to explain the strategy and all adopted
reasoning you have used.

A father is 42 years old and his son is 16. In how many years will the father’s age
be triple than son’s age? How would you interpret the obtained result?
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Which are the symmetric points of the points P[3,2], Q[-2,3] as regard to the origin
010,0]? Which are the symmetric points of these points P, Q as regard to the bisector
belonging to the 1% and 3"¢ quadrant?

In period of the end of the season bag costs Euro 2.50 less. Then its price is
lowered in 30 % again, so the bag costs Euro 28. What was the initial price?

Two triangles are given by having two proportional sides and the angle placed
between them equal. How are these triangles related? A side belonging to the smaller
triangle is 2 cm long, the corresponding side in the bigger triangle is 6 cm. The other
side in smaller triangle is 3,2 cm long, the corresponding one is 9,6 cm long. How are
the sizes of these triangles related?

As follows we made analysis apriori of possible and expected solutions of given
problems. All that is part of phase of action of didactic situation; phase of formula-
tion and phase of validation ensue. The theoretical framework is theory of didactic
situations of Guy Brousseau [1].

Mentioned questionnaire was submitted in form of recorded interview to 4 blind
Italians and 5 blind Slovaks. As it stands in questionnaire, we have focused on the
strategy and approach used by solving the problems. As well as on particular ma-
thematical languages of interviewed persons. In order to have true image about in-
terviewed persons, first they introduced themselves. We were interested in their "lev-
el"(knowledge) of mathematics and its particular parts, type of education and story
of their blindness.

65 sighted students of Secondary Grammar School - Grosslingova, Bratislava, were
asked to solve the same 4 problems. It deals with students of common classes 4.C
and 4.D (18-19 years old), who had time of 20 minutes to solve given problems. We
needed this sample of sighted respondents in order to be able compare if there are
differences between blinds and sighted in approaches by solving of these mathematical
problems. It is necessary to say that time of 20 minutes was satisfactory for students
to reckoning. The blind respondents were not limited by time.

In analysis aposteriori we made qualitative and quantitative analysis of obtained
answers. We present the conclusion of our experiment:

By our experiment we found that blind people are able to solve mathematical
problems, although their approach and way of solution is a bit different than approach
of the sighted persons. As regard to the algebra and arithmetic we discovered that
mostly they prefer arithmetic. They don’t use variable very often compares to the
sighted students who do so many times. Nevertheless, we see analogies among the
other used strategies.

As a next we researched the field of geometry. Most of sighted students drew a
picture by solving given problems of analytical and Euclidean geometry. On the other
hand, blinds have to use imagination, all object (solids and plane figures) are first
touched and then stored. Geometry is for them kind of adaptation to the environ-
ment. We think this adaptation is dynamic in sense that they continually change
the system of operation of environment that explores. Since every environment is a
new environment he/she has to store all information (tactile, auditory, olphactive,
etc.) and so make mental images. It is interesting for us to research more in field of
geometry in connection with blind people, to see how they are adapted to various
environments, what are their personnel tools. We would like to study more in the
next research of the thesis how the blind people perceive the changing of the area
and volume. Our expectation we define in following hypotheses:

H1: The blind people and sighted people have different point of view on geometry.

H2: The point of view on geometry of blind people is point of perception and it
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is dynamic.

H3: The point of view on geometry of sighted people is static.

We will verify these hypotheses experimentally. At the moment we are in the
phase of preparation of new problems to solve.
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Indukce a dedukce ve skolské matematice

JAN KorkaA

ABSTRACT. Induktivni o deduktivni mysleni md p7i budovdni matematickiyjch teorit zdsadni
a nezastupitelnyg vyznam. Jejich postaveni ukazuje ndsledujici priklad zkoumdni urcité ma-
tematické situace.

Usporadani ¢isel do ur¢itych geometrickych obrazci (napf. ¢iselné trojuhelniky
nebo ¢tverce) je velmi vhodnou situaci pro zkouméni. My se zde budeme zabyvat
¢tvercovou tabulkou®.

Co z matematiky predpokladame? Predpokladdme znalost trojuhelnikovych
Cisel, tj. ¢isel 1, 3, 6, 10, 15, ...a vzorce pro vypocet n-tého trojuhelnikového ¢&is-
la, tj. 1), = w Tento vzorec miizeme objevit napft. experimentovanim.

Problematiku mizeme vyuzit napt. pti probirani aritmetickych posloupnosti nebo
pri apravéach algebraickych vyrazi.

Problém 1: Uvazujme ¢iselnou tabulku 1.

12314 5 6.....
2 4/ 6|8 1012.....
3 6 912 1518.....
4 8 1216 20 24.....
5 10 15 20 25 0

Tabulka 1

Ukol: Nejprve si pozorné prohlédnéte, jak tabulka vznikla a potom pokracujte ve
Cteni.

a) Zkoumejte soucty ¢isel v takovych ¢tvercich jako jsou vyznacené v tabulce 1.
Napfr. soucet v druhém nejmensim ¢tvercije 1 +2 + 2 +4 =9

b) Zkoumejte soucty ¢isel v , koridorech mezi ¢tverci.

Napft. soucet ¢isel v koridoru za druhym ¢tvercem je 3 + 6 + 9 + 6 + 3 = 27.

Problém a) Experimentovani (systematické):
Soucty cisel ve ¢tvercich jsou po radeé:
Cy=1
Co=(14+2)+(244)=3+6=9
C3=(142+3)+(2+4+6)+(3+6+9) =6+12+18 =36
Ca=(14+2+3+4)+......... + (4+8+12+16) = 10 + 20 + 30 + 40 = 100
Je vidét, ze jako soucty dostavame néktera ctvercova c¢isla:
Ci=1=1%Cy,=9=3% C3 =36 =6% Cy =100 = 10°.
Jsou to druhé mocniny trojihelnikovych ¢isel. Nyni mizeme pouzit induktivni tvahu
a nas objev zobecnit. Dostaneme tak nasledujici hypotézu:

8Problém je prevzat z knizky [1].
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Hypotéza: Pro libovolné ptirozené ¢islo n plati: soucet ¢isel v n-tém ¢tverci je druhou
mocninou n-tého trojuhelnikového ¢isla.

Nyni mizeme hypotézu ovérit pro néktera dalsi n. Napt. pron = 5, 6, 12.

Protoze véiime, Ze naSe hypotéza je pravdiva, muzeme pristoupit k jejimu dikazu.

Dikaz hypotézy: Uvazujme n—ty ¢tverec. Pak plati:

Soucet ¢isel v prvnim Fadku: Ri=14+2434+...+n= @
Soucet ¢isel ve druhém radku: Ry = 2R;.
Soucet cisel v radku k: R, = kR,.
Soucet vSech ¢isel ve ¢tverci C),:
- n(n+ 1) +Qn(n—i—l) +Bn(n—i—l) +””jLnn(n—l—l) _
2 2 2 2
~n(n+1)

DY

——(1+2+3+...+n):( 5

2

C,, je tedy skute¢né druhou mocninou n-tého trojihelnikového ¢isla. Vyslovena hy-

......

Véta 1: Uvazujme ¢iselnou tabulku na obr. 1 a v ni vyznaceny typ ¢tverci. Pro libo-

2
) P .y . e . S 1
volné nenulové prirozené ¢islo n plati, Ze soucet ¢isel ve ¢tverci n je C, = (%) .

Tak napt. soucet ¢isel v patém ctverci Cs = 152 = 225.
Problém b) Experimentovani (systematické):
Soucty ¢isel v koridorech jsou po fadé:
Ky=24+4+2=8
K3=34+6+9+6+3=27
Ki=4+8+124+164+12+8+4 =64
Ky=5+10+15+20+25+20+15+10+5 =125
Dokonce bychom (pii dobré vili) mohli prohlasit, ze K; = 1.
Je vidét, ze dostavame kubicka ¢isla:
Ki=1=13 K, =8=2 K;=27=3% K, =64 =43, K =125 = 5.

Pomoci indukéni ivahy miizeme nas objev zobecnit a vyslovit:

Hypotéza: Pro libovolné nenulové prirozené ¢islo n je soucet ¢isel v n-tém koridoru
n-té kubické ¢islo.

Diikaz: Necht n je libovolné prirozené ¢islo. Pak soucet ¢isel v n-tém koridoru je:
K, =n+2n+3n+...+(n—1)n+n-n+(n—1)n+...+3n+2n+n = 2n+4n+6n+...+
2(n—1)n+n-n =n[2(14+2+43+...+(n—1))+n| = n-[Q@—Fn] =n?—n’*4+n? =n?
Nyni mizeme hypotézu prejmenovat na vétu.

Véta 2: Uvazujme ¢iselnou tabulku na obr. 1 a v ni vyznacené koridory. Pro libovolné
pfirozené ¢islo n plati, Ze soucet ¢&isel v koridoru n je K, = n®.

Obé vyse uvedené véty jsme objevili pomoci indukce. Nyni vSak vznikd novéa
situace.

Protoze plati:

K1+K2+K3—|—+ancn,
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je jednoduchym diisledkem tohoto vztahu a vét 1 a 2 nasledujici véta:

Véta 3: Pro libovolné nenulové prirozené ¢islo n plati, Ze soucet prvnich n kubickych
¢isel je roven ¢tverci n-tého trojihelnikového cisla.
Symbolicky (K, T; znaci i—té kubické a trojuhelnikové ¢islo):

(Yn e NK, + Ko+ ...+ K, =T

Zapisme vétu 3 jesté prehlednéji:

1 2
(YVne NI+ 22+ .. 403 =T2= (n(nTJr)) :

Ziskali jsme velmi zajimavy vztah. Napr.

1 2
P22 433443 455 =72 = (%) — 225.

Poznamenejme, ze vétu 3 jsme ziskali pomoci deduktivni uvahy. Méli jsme jiz
k dispozici véty 1 a 2 a pomoci nich jsme mohli dedukovat vétu 3. Indukce tedy
predchézela pred dedukci. Podobné situace se vyskytuje nejen pii rozvijeni matema-
tickych teorii, ale méla by se na vhodnych mistech vyskytovat i ve Skolské matematice.
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Informaticka transpozicia

INGRIDA KRASLANOVA

Izolovanie urcitych pojmov a vlastnosti z prostredia, v ktorom maji svoj povod,
zmysel, motivaciu ako i poévodné vyuzitie a ich zaradenie do prostredia v ramci vyuco-
vacieho procesu nazyva Brousseau didaktickou transpoziciou. Rozumieme fou
proces transforméacie vedomosti na objekt poznavania (veda), potom na objekt urceny
na vyucovanie (ucitel - didaktik) a nakoniec na objekt vyucovania (ucitel, ziak). Ro-
zlisujeme tri fazy, ktoré nasleduju postupne za sebou:

1. proces dekontextualizacie a depersonalizacie (vedecki pracovnici) — upravenie
novych vedeckych poznatkov k ich oficidAlnemu zverejneniu,

2. rekontextualizacia a repersonalizacia (didaktik, ucitel),

3. redekontextualizicia a redepersonalizacia (ucitel a ziak).

Prof. Spagnolo rozumie pod pojmom didakticka transpozicia ¢innost (,,pracu®), ktora
usposobuje premenu objektu poznania pre vzdeldvanie na objekt poznania na vyuco-
vanie. Najdolezitejsie prechody v didaktickej transpozicii mozno sledovat na nasle-
dovnej schéme (Schéma ¢. 1).

Wedecka komunitta MNoostéra (stéra pozndvana, pornavacia stéra)

Subjelkt Vedecke Poznatky pre Sthiacia vo wyudovand/
wyskounn poznatkcy vzdelavanie wyutovaci pomatol

Cinnost’ Sleolské Cinnost’
matematika nétihicie wyutupceho

Schéma ¢. 1

Rozvoj informacnych technologii a ich zavedenie do $kol a skoliacich stredisk spre-
vadzaju nové fenomény rovnakého druhu ako tie, ktoré sprevadzaju didakticka trans-
poziciu. Balacheff zavadza termin informatickad transpozicia ako termin adap-
tovany z didaktickej transpozicie do informatického prostredia. Tieto dva terminy
smeruja ku koexistencii, pretoze:

— informatickd transpozicia hlada objasnenie prechodov medzi informatickymi
jazykmi a matematickymi objektmi vnimanymi ziakom,

— didaktickd transpozicia hlada vysvetlenie prechodu od vedeckého poznatku
k poznatku sprostredkovanému vyucovanim.

To, ¢o si obyCajne predstavime pod pojmom informatizécia, neznamena iba
jednoducht transliteraciu. Informatické vyucbové prostredia st totiz vysledkom
konstrukcie, ktora je miestom novej transformacie objektov pre vyuku.

Takyto proces nazveme informaticka transpozicia.

Pod informatickym zariadenim rozumieme cely komplex tvoreny materidlmi
a softvérmi, ktoré spojazdnia pocitac. Takéto zariadenie rozdeluje ,svet* na tri Casti:
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1. Vniitorné univerzum - tvoria ho rozne elektronické komponenty a pro-
gramovacie jazyky (symbolickd troven), ktoré mé operator k dispozicii v poci-
taci.

2. Rozhranie — miesto komunikacie medzi pouzivatelom a informatickym za-
riadenim. Rozhranie v informatickych multimedialnych systémoch zahina ver-
béalnu i neverbalnu komunikaciu. Pojem rozhranie zahfia priamu manipuléciu
a vizualizaciu abstraktnych entit:

— v matematike je wizualizdcia pouzivana pri grafickych reprezentéaciach
funkcii, v geometrii pri zostrojovani obrazkov, taktiez pri predkladani
zdovodneni vo forme grafov. (Softvéry umoziiujice kreslit grafy nume-
rickych funkcii sa opieraju o pribliznu reprezentaciu realnych ¢isel a na
procedury diskretizécie, ktoré umoziuju zostrojit obrazky grafov.)

— priama manipuldcia umoziuje vstup do rozhrania, v ktorom sa vsetko de-
je tak, akoby mal uzivatel priamy pristup k objektom, vdaka ¢omu sa do
zoznamu moznych prostriedkov komunikacie zavadza vizualno-pohybova
dimenzia. V matematike je jej prinos nesmierne vyznacny pre manipulaciu
grafickych reprezentécii, pretoze manipulécia obrazkov umozni pozorovat
ich deformaciu a teda aj ich geometrické vlastnosti, ktoré st pocas samot-
nej manipulacie ,nemennymi* prvkami obrazka.

KedZe zamer ué¢iaceho sa zavisi od rozhrania (napr. grafické rieSenie s va¢sim
poctom bodov umozni vznik rozlicnych koncepcii matematickych objektov ale-
bo ich vztahov) rozhranie sa stava velmi délezitou zlozkou prostredia.

3. Vonkajsie univerzum - je stubor Studovany nastrojmi vlastnymi didaktike.
Opis vnitorného univerza ako aj prezentéicia rozhrania méa zakladny vyznam
pre Studium vonkajSieho univerza. Rozhranie reprezentuje prvok prostredia za-
merany na spojenie s prostredim prislichajicim vonkajsiemu univerzu (napr.
schéma ¢. 2).

Vimitorne univerzum - Kruh
(program "kruh" v mektorom z programovacich jazylkow)

ERozhranie - Mnozina bodov (pixelov}) v specialne]j podobe

(zawisi od jazyka a od moZnost hardvény)

Vonkajsie univerzuon - Zobrazenie kruhu

{kruh wnimany vo viecbecnom zmysle)

Schéma & 2

V didaktickej transpozicii sa prvy prechod tyka analyzy vedeckého poz-
natku, zvycajne to je tlohou matematickej profesijnej komunity. V situacii vyuco-
vanie/osvojovanie za pomoci pocitaca je vedecky poznatok uz zmanipulovany ako vo
vnitornom univerze vyberom programovacieho jazyka, tak i vyberom technologickych
néastrojov, a tym aj rozhrania. V tejto manipulécii moéze byt ten isty matematicky
obsah modifikovany.



140 INGRIDA KRASLANOVA

Mnozinu vztahov, ktoré existuji v informatickej transpozicii, zhrnul Balacheff
v nasledovnej schéme (Schéma ¢.3):

Ziale
Homomotfizrmus
Spravanie, spravania lodel
jay spravania
Didakticks Inamerstio
analiza poInavania
{(diagnostika)
Foncepoia Epl;tiﬂucky
_ mode
Epistemottizmus
| I_J I |
Vonkajsie umverzum Rozhranie Vmitormé univerzum

Schéma ¢. 3

Vo vonkajSom univerze v kontakte so ziakom si v§imame pozorovatelné spravanie
a javy i koncepcie vztahujice sa na toto spravanie zaznamenané didaktickou analyzou,
pomocou ktorej st modelované.

Vo vnitornom univerze v kontakte so ziakom mame k dispozicii model sprava-
nia odvodeny z jazyka alebo z programu a epistemicky model, ktory sa pokusa dat
vyznam tomuto modelu spravania. Prechod od modelu spravania k epistemickému
modelu zabezpecuje diagnostika alebo inZinierstvo poznavania (t.j. praca programa-
torov za pomoci odbornikov danej discipliny a didaktiky tejto discipliny).

Pre pozorovatela vonkajsiecho univerza — o homeomorfizme spravania hovori-
me, ak vnutorny model spravania informuje nielen o vysledkoch, ale aj o vniitornej
organizacii.

Ak sa da priamo vySetrit vztah medzi epistemickym modelom a poznanim Zziaka,
stojime podla Balacheffa zo¢i — vo&i epistemorfizmu. Epistemicky model (vnttorny
model skonStruovany pomocou pocita¢a) mé na zreteli Strukturalne a konceptuélne
vlastnosti opisané v poznani, ktoré ziakovi prisudzujeme. Rozlisujeme dva typy epis-
temického modelovania:

1. Proceduralne modelovanie — spravanie sa moZe identifikovat s procedirami.
Procedury sa vzdaluji od spravania v pripade, v ktorom prisudzujeme Ziakom
stratégie alebo ciele.

2. Konceptualne modelovanie — tyka sa vedomosti Ziaka, ktoré zastresuju
vol'bu konkrétnych prostriedkov spustenia danej procedury.

Rozhranie tvori akysi filter, ktorého charakteristiky rozsiahle ovplyviiuju moznosti
tvorby vhodného modelu spréavania.
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Vysledky Ziakov z matematiky v ramci
medzinarodnej stiadie TIMSS 2003

JOZEF KURAJ

ABSTRACT. This article presents the student’s achievement in Mathematics in the TIMSS
study — Trends in International Mathematics and Science Study. The aim of this article is
the comparison between the Slovak and international results in mathematic achievement.

Uvod

TIMSS 2003 - Trendy vo vyskume matematiky a prirodovednych predmetov je medzi-
narodna $tudia, ktora sa realizovala na Slovensku po tretikrat (predchadzajice studie
prebehli v rokoch 1995, 1999). Tento vyskum realizuje Medzinarodné asociécia pre
evaluaciu vysledkov vzdelavania (IEA — The International Association for the Eva-
luation of Educational Achievement). Narodnym koordina¢nym centrom reprezentu-
jucim Slovenski republiku v IEA je statny pedagogicky tstav v Bratislave. Hlavnym
ciefom studie TIMSS je skumat podstatu, pri¢iny a vplyv rozdielov vo vysledkoch
vzdelavania v medzindrodnom meradle. V roku 2003 sa medzindrodnej stiudie TIMSS
zucastnilo 46 krajin z celého sveta a spolu bolo testovanych viac ako 240 000 ziakov
8. ro¢nika.

Vyberovy stibor

Vyberovy stubor §kol a ziakov tvorilo 179 §kol a 4 428 Ziakov z 8. ro¢nika a kvarty
osemro¢nych gymnazii vybranych stratifikovanym vyberom zo zakladného siboru
podla premennych, ktorymi boli vzdelavacia koncepcia (zakladné skola a gymnézium
s osemro¢nym $tudiom) a region (kraj).

Tabul'ka 1: Struktira vijberové siboru skél a Ziakov podla vzdeldvacej koncepcie
skoly v kraji

Skoly Ziaci

Kraj 75 0GY Spolu Z5 0GY Spolu

FPofet| v% |Polfet| v% Fofet |Pofet| v% [Podet] v Podat
BA 12| BOD Bl 400 200 276| 535 240] 4G5 516
TT 17] 81D 4] 18D 21 432] a14] 99| 18F 531
TH 14| 824 3l 176 17| 324| 792 85| o20a 409
NR 21 700 o] 30D 30| 464] 661 23] 339 702
A 18| 857 3 143 21| 437| 834 a7| 165 524
BB 16| 80D 4] 20D 200 396] 773 116] 227 512
PO 22| B4R 4 154 26| s29| 793 134] 202 663
KE 20l 833 4] 167 24 453 793 118] 207 571
SpoluvSR| 140] 782 39 218 179 3311 748 1117 252 4428

Vysvetlivky: Zs — zakladné skola, OGY — gymnazium s osemro¢nym Stidiom, BA
— Bratislavsky kraj, TT — Trnavsky kraj, TN — Trenciansky kraj, NR — Nitriansky
kraj, ZA — zilinsky kraj, BB - Banskobystricky kraj, PO — Presovsky kraj, KE —
Kogicky kraj, SR — Slovenska republika
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Statistické spracovanie

Pri analyze vysledkov ziakov v studii TIMSS 2003 sa pre kazdého ziaka vypocitalo
hrubé skore a Raschovo skore. Raschovo skore bolo vypocitané pomocou teoérie IRT
(item response theory), ktora bola nésledne standardizovana na Z — skalu. Hodno-
ty Raschovho skore umoznovali porovnavat vysledky ziakov medzi sebou navzajom.
Porovnavanie vysledkov Ziakov v kaZdej krajine vzhladom k medzindrodnému prie-
meru sme testovali Studentovym t-testom na hladine vyznamnosti o = 0,05 (5%).
Vykon chlapcov a dievéat sme porovnavali parovym Studentovym t-testom na hla-
dine vyznamnosti a = 0,05. Vysledky dosiahnuté v roku 2003 oproti roku 1999 sme
vyhodnotili prostrednictvom tspesnosti dosiahnutej pri rieSeni trendovych poloziek.

Tabul'ka 2: struktira vijskumnej domény matematika

Vyskumna doména matematika
1. Ohsahova dimenzia Z2 Foznavacla dimenzia
Vyslumne oblasti V¥dmmne oblasti
1.1 Aritmetika 2.1 Owladanie faldtov a postupoy
12 Algebra 1.2 PouZivanie pojmov
13 Meranie 1.3 RieSenie prohlémovych iloh
14 Geometria 1.4 Argumenticia
15 Udaje

Strukttura vyskumnej domény matematika

V tabulke 2 sme uviedli struktiru vyskumnej domény matematika. Ramec hod-
notenia vyskumnej domény matematika pre TIMSS 2003 obsahoval dve dimenzie -
obsahovu a poznéavaciu.

Celkové vysledky ziakov z matematiky

Priemerné Raschovo skére v matematike bolo zoskalované na hodnotu 467 bodov
tak, aby bolo porovnatelné s medzinarodnym priemernym skore v prirodovednych
predmetoch (Tabulka 3).

Maximalne skore dosiahli ziaci zo Singapurskej republiky — 605 bodov. Zo vSetkych
46 zucastnenych krajin dosiahli signifikantne lepsie vysledky ako medzinarodny prie-
mer ziaci v 26 krajinach (54,3%). Medzi eurdpske krajiny, ktoré dosiahli signifikantne
lepSie vysledky ako medzinarodny priemer patrili: Belgické kralovstvo — flamska ¢ast,
Estonska republika, Madarska republika, Lotyssk4 republika, Holandské kralovstvo,
Slovenska republika. Najvyssie skore spomedzi eurdpskych krajin dosiahli Ziaci
z Belgického kralovstva — 537 bodov.

Vysledky na trovni medzindrodného priemeru dosiahli Ziaci v 2 krajinach: Ru-
munska republika a Moldavska republika.

Vysledky signifikantne horsie ako medzindrodny priemer dosiahli Ziaci v 18 kra-
jinach (36,9%). Z eurdpskych krajin do tejto kategorie patrili Cyperska republika a
Macedénska republika. Miniméalne priemerné skore dosiahli Ziaci z Juhoafrickej re-
publiky — 264 bodov. Rozdiel medzi vykonom ziakov z krajiny s najvyssim skore
a najnizsim skore v matematike predstavoval 341 bodov (pozri tabulku 3).

Vysledky ziakov podl'a pohlavia

Chlapci zo vSetkych zacastnenych krajin dosiahli v matematike medzinarodny
priemer 466 bodov a dievéatd medzindrodny priemer 467 bodov. Medzi vysledkami
chlapcov a diev¢at nebol zisteny signifikantny rozdiel. V Slovenskej republike dosiahli
chlapci aj dievcaté rovnaké skore 508 bodov a takisto neboli zistené intersexualne
rozdiely.
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Porovnanim vysledkov chlapcov a dievéat v tabulke 4 sme zistili, Ze najvicsie
rozdiely mali Ziaci v Bahrajnskom State (rozdiel 33 bodov) a v Jordanskom hasimov-
skom kralovstve (rozdiel 27 bodov) v prospech diev¢at a zisteny rozdiel bol Stati-
sticky vyznamny. Naopak, najvacsie rozdiely vo vysledkoch chlapcov a dievcat, ale
v prospech chlapcov bol zistené v Tuniskej republike (rozdiel 24 bodov). Maximélne
skore dosiahli chlapci zo Singapurskej republiky (611 bodov) a minimélne skore chlap-
ci z Juhoafrickej republiky (264 bodov). Maximélne skore dosiahli dievéaté zo Sin-
gapurskej republiky (601 bodov) a minimalne skore dosiahli dievéata z Juhoafrickej
republiky (262 bodov, pozri tabulku 4).

Tabul'ka 3: Celkové medzindrodné vysledky Ziakov z matematiky

Priemetn

Singapirska republika 14,3 (3,62
kérejzka republika 14, 5849 2,23
Hong Kong - Cina 14,4 536 | (3.3
Taiwan - Cinska republika 14,2 5846 4,57
Japonshko 14,4 570 (2,12
Belgicko (flamska &ast) 14,1 537 | 2.8
Holandzské kral'owstvo 14,3 536 | (2.8
Esténska republika 15,2 53 (3,00
hiadarska republika 14.5 519 | (3.2
halajzia 14,3 508 | (@410
LotyEska republika 15,0 08 | (2.3
Ruska federacia 14,2 08 | (27
Slovenska republika 14,3 508 (3,3
Pustralshy zvdz 129 505 | (46
Spojenéd Staty americke 14,2 504 | (2.3
Litowska republika 14,9 02 (2.5
Svédshe kralowstwo 149 400 | (2.6)
Skitzho 13,7 403 | @2
lzraslzky Stat 14,0 496 | (3.4
Moy Zéland 14,1 494 | (5,3
Slavinska republika 138 493 2,23
Talianska republika 139 434 (3,20
Arménska republika 14,9 478 (3,00
Srbzko 149 477 | (25
Bulharska republika 149 476 | (4.3
Rumunska republika 14,0 475 4,87

hedzing remer
Hérske kralowstvo 138 461 (2,57

CRHREATAITEEIATEAEee 0 eCCOCR0OORCO0R0ORR 0000000000

holdawska republika 14,9 460 (4,00
Cyperska republika 138 458 1,7
hacedinska republika 14,6 435 (3.5
Libanonzka republika 14, 433 (3,12
Jordanske hasim. kralovstvo 12,9 424 | @10
Iranzka islamska republika 14,4 411 | 2.4
Indenézzka republika 14,5 411 [GX]
Tunizka republika 14,8 410 2,23
Eguptska arabzka republika 14,4 406 | (2.5
Bahrajnshkoy 5tat 14,1 401 (1.7
Palestina 14,1 380 | (@310
Cilska republika 14,2 38T | (33
harocke kralovstvo 15,2 387 | 25
Filipinska republika 14,8 aTE 5,22
Botswanska republika 15,1 366 (2,52
Saudskoarabské kralowstvo 14,1 332 | 4
Ghanska republika 154 276 4,73
Juhoatricka republika 15,1 264 5.5
Foglicko 14,3 498 | (4.7

Poznéamka: Cisla v zatvorkéch udéavaji standardna chybu priemeru.
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Vysvetlivky:

o - priemernd skore krajiny je signifikantne vvédie ako medzindrodny priemer,

& - pricmerndé skore krajiny je signifikantne nizsie ako medzinirodny priemer,

& - medz priemernym skdre krajiny a medzindrodnym priemerom nie si signifi-

kantné rozdiely

Tabul'ka 4: Medzindrodné vysledky Ziakov z matematiky rozdelené podla pohlavia

Krajiny

Slowensha republila 43712
S dabe kralh st 5105
hdonézska republika 50071
Egyptska arabska republika 46 (2,71
Bulharska re publila 48 17131
hedzinaradn yp iemer 50020
Honag Kong- Sina 50 (24
Etanska republika A0 (10
by Zéland E271 )
Japonsko 49 (1.2)
Miha aficka republika 51 (DA
Mirske hrlowstvo 50 (03
Ruska ®derida 49 (121
Slovinska republila 50 (097
Botaw anska republika 5107
Fumun sk 5208
Litowsha repu blika 50003)
Shitsho S0
Karejska republika 42 (22T
LotyEska re publika 44 (08
Spojeng Staty americks A2 107
Talianska republila 0090
Halandské krilawsty 48(12)
Srosko 49 [0
Taiwan - Cinska republita 871,071
hiad'arzka rep ublika 50 (100
otz zia S0.018)
Eraelsky St 52 (16)
Palestina A5 (24)
hacedinska re publika 49 (03]
ranskaislamska republika 40 (4,11
Libanaonska republika 57 (18
Aménzha republika 53 (07
holda w=ka republika a1 (021
Singapirska republika 49 [0 2)
Saudskoarabské kralowstwo 43 (23
Balgicka (flamzka ¢ast) 540211
haroché krliowstn 50 (18)
Australsky 2wz 51022
Filipinska republika 5200
filzka republika 45 (16
Cyperska republika 49 [0 F)
Ghanska republika 45 (0.9)
Tunizka republika A% 07
Jordanske hagimoweke kralowstvo 49017
Bahrajnsky 5tat 50 (04
ogiicka 80 (Zd4)
Bashitsho , Spaniel s 40 (10
Stat ndiana, Spojené Staty 48 1.3
Prowincia Ontare, Kanada 5109
Provingia Quebec, Kanada 5001 5)

502 (3.4
408 (3,0
411 4 m
407 (4,4
476 (5.5)

467 (0.6)
587.03.8)
632 (3.4)
405 (4.8
569 14,00
62 (5.2)
463 2,70
510 13.5)
405 [2,6)
368 (2.6)
477 16,17
503 (2,8)
500 14,3)
526 (2,70
511 03,3
f0Z 12.4)
421 (2,00
533 (4.0
420 12,9)

80 (40

§36 (3.7)
512 (4.7)
492 (3,3)
394 (3.9)
439 (4,00
AT (4.3
479 (3,6)
a3 D
465 [(4,1)
f11 (2.2)
336 (7.9)
£32 (3.5)
381 (2,8)
409 (5.8)
383 (5,2)
75
467 [1,9)
266 (5,1)
399 (2.6)
438 (4.5)
H7 2.4

20120 508 (400
49 (091 499 (2,7
S0 (071 <0 (&2
540271 406 (5,00
SI(12] 4T @3
s0(02) | 466 0
S0 (241 585 (4.6)
S0 0101 630 (2.3)
48017 403 7.0
10121 571 (3.6
49 (0Q) 264 (6.4
S0 (081 460 (3,00
510121 | 607 ()
S0(08Y 491 (28]
49 (D7) 365 2.49)
48 (0O1 473 (6,00
S0(08Y 499 3.0
S0C131 495 (3.8
2281 592 2.6
S1(08) 506 (3.7)
4B (07) A0F (2.8
S0(0E) 496 (3.9)
510120 540 4.5
§1(02) <73 (2.9)
527101 582 (5.2)
500101 533 (3.5
018 505 (4.5
4% (151 500 (4.5
45 [24] 286 (@7
10081 431 (3.9
GO (41 403 (4.2)
43 (181 430 3.9
47 (071 473 @A
49 (D8] 9465 (4.8)
10081 601 (4.2
ST (231 336 (5.5
46 (217 642 3.8
018 2393 300
400230 511535
42 (081 370 5.8
SZ1E) 394 43
S1(0F) 4462 (2.3)
5508y 283 4.9
47 (071 423 (2.2)
1017 4168
S0 (04 385 (2,4

10 (400
10 (30
10 (3 5)
10628
10 (9.7
11 42
1220
13 (70
132240
15 (4.5
16 (270
1730
4 01m
IT B

409 16.3)
400 (2,5)
A0 (5,17
520 (3,4)
540 (3,73

S0 (241 493 (6.8)
S1017) 43427
S1012y 51485
49 (09) 522 (2.4
0016 545 (2.0

20 ia

ZDROJ: Studia IEG - Trendy vo vyuc¢ovani matematiky a prirodovednych pred-

metov - TIMSS 2001

Poznamka: Cisla v zatvorkéch udavaju standardna chybu priemeru.
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Porovnanie vysledkov Ziakov v roku 1999 a 2003

Aby sa mohli porovnéavat vykony ziakov krajin v priebehu niekolkych cyklov
studie, zaraduju sa do testovacich zosSitov trendové polozky. V testovacich zoSitoch
v ramci TIMSS 2003 bolo spolu 79 trendovych poloziek z matematiky. Ako trendovii
polozku oznacujeme testovii polozku, u ktorej sa nemeni zadanie, grafickda tprava
a nemdze sa zverejnit.

Tabul'ka 6: Visledky slovenskijch Ziakov v trendovijch poloZkdch podla obsahouvyjch
oblasti

Friernernd dspesnost | Priemernd dspesnost
Obsahova oblast’| Podet poloZiek wroku 15959 v roku 2003
{v %] fv %]
Aritmetika 25 B2 ]
Algehra 16 a5 48
Meranie 16 53 44
Geametria 12 B1 A3
L daje 10 71 G4

Pri porovnani vysledkov slovenskych ziakov v trendovych polozkach v roku 1999
oproti roku 2003 sme zistili, ze slovenski Ziaci dosiahli v roku 1999 priemerna
uspesnost z matematiky 59%, v roku 2003 priemernt tspesnost 52%.

Analyzou vysledkov Ziakov v trendovych polozkach rozdelenych podl'a obsahovych
oblasti matematiky sme zistili, Ze najviac klesla priemerna tispesnost v oblasti meranie
— 0 9%, v ostatnych oblastiach bol tento pokles od 6% do 8%.

Zaver

Porovnanie vysledkov ziakov z matematiky medzi ziicastnenymi krajinami poukazuje
na velky rozdiel v dosiahnutych vysledkoch. Ziaci v 26 krajinich dosiahli signifikantne
lepsie vysledky ako bol medzinarodny priemer.

Vysledky slovenskych ziakov z matematiky mozeme interpretovat ako signifikantne
horsie v roku 2003 ako v roku 1999. Toto zhorsenie identifikujeme vo vSetkych obsa-
hovych oblastiach matematiky - aritmetika, algebra, meranie, geometria, udaje.

Medzi vysledkami chlapcov a dievéat v matematike neboli zistené signifikantné
rozdiely. Signifikantne lepSie vysledky dosiahli dievcata len v obsahovej oblasti alge-
bra, zatial ¢o v ostatnych obsahovych oblastiach dosiahli chlapci lepsie vysledky ako
dievcata.
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Vybrané testové polozky z vyskumnej domény
matematika v medzinarodnej studii TIMSS 2003

JANKA KURAJOVA STOPKOVA

ABSTRACT. This article presents the particular test items and their attributes in TIMSS
study. We specify the topic areas of the research in Mathematics. We publish 5 items with
their attributes - comparing the international and national index of difficulty.

Uvod

TIMSS je medzindrodna komparativna studia z matematiky a prirodovednych pred-
metov. Vyskum TIMSS ma precizne vypracovani metodiku konstruovani medziné-
rodnym timom odbornikov a overovanou na velkych vzorkach populacie. Na Sloven-
sku sa v studii TIMSS 2003 sktimala populacia 2, ktoru tvorili ziaci 8. ro¢nika zaklad-
nych §kol a kvarty gymnéazii s osemro¢nym stidiom. Vo vyberovom siibore Slovenskej
republiky bolo 179 skol a 4 428 testovanych ziakov.

Charakteristika vyskumnych meracich nastrojov

Testovacie néastroje sa ziakom zadali v pisomnej forme testovacich zositov. Ad-
ministrovanych bolo spolu 12 druhov testovacich zosSitov. Roéznorodost Skolskych
kurikularnych dokumentov zucastnenych 46 krajin klddla vysoké néroky pri plano-
vani, vyvoji a tvorbe testovacich nastrojov. Cielom bolo vytvorit testové polozky,
ktoré by nezvyhodnovali niektoré krajiny alebo vybrané skupiny ziakov a boli vhodné
pre vSetky zucastnené krajiny. Zaroven bolo nutné, aby testové polozky dobre rozliso-
vali vykony Zziakov z participujtcich krajin. Testy v stadii TIMSS sa konstruovali tak,
aby mali vysoku reliabilitu a v stlade so zamermi vyskumu aj vysoku validitu.

Statistické spracovanie vlastnosti testovych poloZiek

Charakterizovali sme obtaznost testovej polozky, ktort sme posudzovali podla toho,
kol'ko ziakov ju dokézalo spravne vyriesit [1]. Z nevazenych dat sme vypoéitali hod-
notu indexu obtaznosti P, ktory predstavuje podiel poc¢tu ziakov, ktori odpovedali
spravne a celkového poc¢tu ziakov, ktori mali na uvedenu testovi polozku odpovedat.
Kategoria neplatna odpoved obsahuje pocet ziakov, ktori uvedeni testovi polozku
vynechali, alebo z ¢asového hladiska nedosiahli. Pri interpretacii indexu obtaznosti
testovych poloziek sme pouzili hodnoty [4]: (0% — 20%) — velmi obtazna, (21% - 40%)
— obtazna, (41% - 60%) — stredny stupen obtaznosti, (61% - 80%) — lahka, (81% -
100%) — velmi lahka.

Pocet a druh testovych poloziek

Testovacie zoSity obsahovali spolu 194 testovych poloziek z matematiky. Z toho bolo
128 (66%) poloziek s vyberom odpovede a 66 s tvorbou kratkej odpovede.

V ramci vyskumnych oblasti obsahovej dimenzie prevladali polozky z matema-
tickej oblasti u¢iva — aritmetika (29,4%).
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Tabul'ka 1: Rozdelenie testovych poloZiek podla obsahovej dimenzie

Yyskumne oblasti ohsahovej dimenzie |Poget [ v %
Artmetila 57 294
Algebra 47| 24,2
Meranie 31 16,0
Jeometna 31 160
TUdaie 28| 14,4
Spolu: 194|100,0

Tabul'ka 2: Rozdelenie testovych poloziek podla poznavacej dimenzie

Vyskumné oblasti poznavacej dimenzie | Potet|v %

Ovladanie faktov a postupov 45| 23,2
P ougivanie pojmov 370191
Riefene problémowich dloh 70| 361
Argumentacia 421 21,6
Spolw 1941000

Ak sme polozky rozdelili podla vyskumnych oblasti poznavacej dimenzie, tak
prevladali polozky zamerané na rieSenie problémovych uloh (36,1%).
Tematické okruhy v ramci vyskumnej domény matematika

matematické testové polozky boli rozdelené do uvedenych tematickych okruhov
(tabulka 3).

Tabul'ka 3: Hlavné tematické okruhy rozdelené podla vyskumnych oblasti matematiky

Vyskumna oblast Hlavn¥ tematicky okruh

prirodzené fisla, Zomly a desatinng fizla celé fisla, imernost,
Arttmetika pOfer a percentd

tiselné a algebraické vzorce (prawidld), algebraické wirazy,
Algebra roviice a nerovnice, algebraické vefahy
Merame velifiny a jednotky, meradld postupy a veorce

priamlky a vhly, dvorozmerné a trojrozmerné Utvary, zhodnost’
Geomettia apodobnost, poloha a priestorové vetahy

zhromafd ovanie a triedenie ddajov, zobrazovanie ddajov,

Udaje mterpreticia ddajov, nevréitost a pravdepodobnost

Priklady testovych poloziek a ich vlastnosti

V dalsej casti sme uviedli priklad zadania testovej polozky z kazdej vyskumnej obsa-
hovej oblasti. Z toho boli 4 polozky s vyberom odpovede a 1 otvorené testova polozka.
Symbolom N sme vyjadrili pocet testovanych ziakov.

Priklad testovej polozky ¢. 1 z vyskumnej obsahovej oblasti aritmetika

4
Eolko dalfich $tvorcov treba na obrazku wyfarkat’, aby potom bole = wylarbenych malych

5
Stworcov?
a5 B4 3Dz Bl r

Eme: A T @ TEA, TIMSS 2003
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Testova polozka, ktorej cielom bolo overit znazornenie zlomku vo Stvorcovej sieti
patri do hlavného tematického celku — zlomky a desatinné ¢isla a zameriava sa na
pouzivanie pojmov. Vedomosti potrebné na vyrieSenie polozky si ziaci SR osvojili
v ramci uciva 6. ro¢nika v tematickom celku zlomky. K tejto polozke sa viazu aj
poziadavky na vedomosti a zru¢nosti ziakov uvedené vo vzdelavacom Standarde [6]:
“spravne chapat zlomok* a ,cast celku zapisat zlomkom".

Tabul'ka 4: Volba alternativ odpovede v testovej polozke — priklad testovej polozky ¢.1, N = 1034

L Meplatna
Statisticky parameter v % A| B C D E o)
Medzinarodny priemer 49.2) B2 118 1145 164 48
Celoslovensky priemer 5.7 55 73107138 ad

Pre ziakov v Slovenskej republike aj v medzindrodnom porovnani patrila polozka
medzi stredne obtazné. Z distraktorov si Ziaci najcastejSie vyberali odpoved E, ktora
identifikovala to, ze ziaci uvazovali nespravnym sposobom a k 3 vyfarbenym malym
Stvorcom chceli vyfarbit uz len 1 tak, aby boli spolu vyfarbené 4 malé Stvorce.

Priklad testovej polozky ¢. 2 z vyskumnej obsahovej oblasti algebra

(Fabriel ma dvakrat to ko knih ako Brafie. David ma o & knih viac ake Brafie. Ak ma Brafio x
knih, ktory z nasledujicich vyrazov vyjadrye celkovy poiet knih, ktoré map tite traja
chlapci? A 3z+6 B 3x+8 Cd4z+6 D 5z+6 E 8z+2

Emhe: C @ [EA, TIMISS 2003

Testova polozka, ktorej cielom je priradit algebraicky vyraz k slovne sformulovane;j
tlohe patri do hlavného tematického celku algebraické vyrazy a zameriava sa na
pouzivanie pojmov. Ziaci mali &ftat text s porozumenim a na zaklade pisaného textu
spravne zapisat vyrazy s premennou. Uvedeny ciel obsahuji aj u¢ebné osnovy [4]
v ramci uciva 7. ro¢nika v tematickom celku vyraz a jeho tprava.

Tabul'ka 5: Vol'ba alternativ odpovede v testovej polozke — priklad testovej polozky ¢. 2, N = 1055

e i e ) Heplatna
Statisticky parameter v% | A | B | C | D E odpoved
Medzingrodny priemer J52] 99[ 296 59| 949 5
ieloslovensky priemer MA| 58[399] 33] 78 ah

7 nespravnych odpovedi si Ziaci najcastejSie vyberali moznost odpovede A, ktora
identifikovala chybu, ze ziaci k po¢tu Gabrielovych knih (2z) a po¢tu Davidovych knih
(x + 6), zabudli pripocitat pocet Branovych knih. V medzindrodnom vyhodnoteni si
tento distraktor A vyberali Ziaci ¢astejsie ako spravnu odpoved. Moznost odpovede E
identifikovala Ziakov, ktori neporozumeli pojmom a nevedeli zapisat vyraz 2 — nasobok
¢isla za vyraz o 6 viac ako ¢islo x, lebo celkovy pocet knih zapisali ako (x + 2) +

6x + = a vyraz zjednodusili na tvar 8x + 2. Polozka patrila medzi obtazné pre ziakov
SR.
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Priklad testovej polozky ¢. 3 z vyskumnej obsahovej oblasti meranie

Bazen ma tvar obdlinika, okolo ktoreho qe
znazorneny vydlazdeny chodnik.

Aka je plocha vydlazdengho chodnika®
A100m? B161m® C710me D.1610m?

Ehae: C

@ IEA, TIMES 2003

Testova polozka patri do hlavného tematického celku meradla, postupy a vzorce
a zameriava sa na ovladanie faktov a postupov. Podobné zadania slovnych tloh nasi
Ziaci riegili v ramci uciva 5. ro¢nika v tematickom celku obsah obrazca (obdlznik,
Stvorec).

Tabul'ka 6: Vol'ba alternativ odpovede v testovej polozke — priklad testovej polozky ¢. 3, N = 1044

P Neplatna
Statisticky parameter v% | A B C D adpoNat?
hedzinarodny priemer 112 235 36| 207 =]
Celoslovensky priermer SRI20005030 115 123

Podl'a hodnoty indexu obtaZnosti usudzujeme, Ze polozka bola pre slovenskych
ziakov stredne obtaznd, ale pre Zziakov v medzinarodnom porovnani patrila medzi
obtazné. Velmi ¢astou chybou, ktoru Ziaci urobili bolo to, Ze na vypocet obsahu
chodnika, pouzili len ¢iselné tidaje uvedené na nacrte, ktoré spocitali 70 +23+50+ 18
a vybrali si moznost odpovede B. Ziaci, ktori si vybrali moznost D, zabudli od obsahu
obdlznika (bazén a chodnik spolu), odpoéitat obsah bazénu. Ziaci, ktorf uvazovali a
postupovali tak, Ze vynasobili (70 — 50) a (23 — 18) si vybrali nespravnu odpoved A.

Priklad testovej polozky ¢. 4 z vyskumnej obsahovej oblasti tidaje

Testova polozka patri do hlavného tematického celku interpretacia idajov a zameriava
sa na argumentaciu. V rdmci uciva 7. ro¢nika v tematickom celku percenta nasi
ziaci riesili jednoduché slovné tulohy, graficky znazornovali idaje z tabuliek pomocou
kruhového alebo stlpcového diagramu.

Gral zobrazuje polet pier, ceruziek, pravitok a gum, ktoré sa v obchode predali za jeden
tyEde. WV grafe chybajl nazvy tovarov. Zo vietloych drubov tovaru sa najviac predavali pera,
najmene] gumy. Predalo sa viac ceruziek ako pravitok Eolke ceruziek sa predale?

A 40 BOBO C120 D 140 o -
Eeé: C :
S IEA, TIMES 2003 i

i

rirey jeremivich dnihos overu
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Tabul'ka 7: Vol'ba alternativ odpovede v testovej polozke — priklad testovej polozky ¢. 4, N = 1055

T Neplatna
Statisticky parameter v % A B C D o [
hedzinaradny priemer 4B 134 676 119 25
Celoslovensky priemer 19 136] ¥6,0| 43 42

Ziaci s porozumenim precitali text zadania, spravne Citali graf pre zavisla pre-
menni a porovnavali hodnoty pre nezavisla premenni. Tato testova polozka bola pre
slovenskych ziakov podla obtaznosti lahka a potvrdili to aj medzinarodné vysledky.

Priklad testovej polozky ¢. 5 z vyskumnej obsahovej oblasti geometria

Velkost’ uhla POE na obrazku e 1107, velkost’ uhla QO3 18 90? a velkost’ uhla POS e
1407, Alka je velkost’ uhla QOE?
Odpoved: 1\\ .
i —F
EuE: 60
SIEA, TIMZS 2003

Otvorené testova polozka s tvorbou kratkej odpovede patri do hlavného tematic-
kého celku — priamky a uhly a zameriava sa na argumentaciu. S rieSenim podobnych
grafickych tloh sa ziaci zaoberali v ramci uciva 5. ro¢nika v tematickom celku uhol
a jeho velkost, operéacie s uhlami. Vysledky, ktoré dosiahli slovenski Ziaci pri rieSeni
tejto ulohy (P=36,5%) aj ziaci v medzinarodnom porovnani (P=28,1%) potvrdili, Ze
tato polozka patrila medzi obtazné.

Zaver

Testové polozky z matematiky boli pre nasich ziakoch stredne obtazné, lebo priemerna
hodnota indexu obtaznosti P, dosiahla hodnotu 52,6% (Standardna odchylka 18,4%).
V ramci vyskumnych obsahovych oblasti boli nasi ziaci Gspesnejsi pri rieSeni poloziek
z vyskumnej oblasti aritmetika (P = 56,5%) a z vyskumnej oblasti geometria (P =
54,3%). Na urovni priemernej hodnoty indexu obtaznosti vSetkych testovych poloziek
z matematiky boli polozky z vyskumnej oblasti meranie (P = 52,3%). S menSou
uspesnostou ziaci riesili polozky z algebry (P = 50, 6%) a polozky z vyskumnej oblasti
tdaje (P = 46,8%).

Ak sme obtaznost testovych poloziek vyhodnotili podla vyskumnych oblasti
poznavacej dimenzie zistili sme, Ze nasi ziaci boli Gspesni pri rieSeni poloziek, ktoré
sa zamerali na pouZivanie pojmov (P = 60,6%) a na ovladanie faktov a postupov
(P = 59,7%). Obtazné pre ziakov boli polozky zamerané na rieSenie problémovych
tloh (P =49,0%) a argumentaciu (P = 44,1%).

Pri analyze obtaZznosti poloZiek rozdelenych podla hlavnych tematickych okruhov
sme zistili, ze pre ziakov boli najobtaznejsie polozky z algebry, ktoré boli z okruhu
Ciselné a algebraické vzorce (P = 37,9%) a z vyskumnej oblasti tdaje polozky
z okruhu interpretacia dat (P = 41,3%).

Ak sme vyhodnotili obtaznost poloziek podla forméatu zadania, tak stredne
obtazné boli pre ziakov testové polozky s vyberom odpovede (P = 59,4%) a obtazné
polozky s tvorbou kratkej odpovede (P = 39,5%).
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Vysledky ukazuji, Ze nasi ziaci maji najvacsie problémy s riesenim tloh, ktoré

vyzaduju rozsirit algebraické vyrazy alebo ¢iselné rady, zovseobecnit vztahy, vypisat
niekol'ko ¢lenov postupnosti, objavit vzorec pre vypocet chybajuceho ¢lena, vyjadrit
nezndmu zo vzorca, interpretovat tdaje vyjadrené graficky — v tabulke alebo dia-
grame, prepéajat informéacie medzi tabulkou a diagramom, urobit zéver z tudajov,
zhodnotit tdaje s ohfadom na spravnost a tuplnost interpretéicie a odhadnut vysledok

rieSenia.
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Historické korene problémov s vyuc¢ovanim pojmu
funkcie

LADISLAV KVASZ

ABSTRACT. The aim of the paper is to compare the historical development of the notion of
function, which is one of the central notions of mathematics, with the way it is taught at
secondary school level.

Uvod

Pri zavadzani pojmu funkcie st medzi stredoskolskymi u¢ebnicami rozdiely. Niektoré
uc¢ebnice volia viac neformélny pristup a pojem funkcie definuji pomocou terminu
predpis, ktory nechévaji len v intuitivnej polohe. Iné ucebnice postupuju striktnejsie,
a pojem funkcie zavadzaju ako zvlastny pripad pojmu zobrazenia, pricom zobraze-
nie definuji pomocou aparatu teérie mnozin. Asi netreba zvyraziovat, ze posledne
menovany pristup je presnejsi z matematického hladiska, kym intuitivny pristup je
Tahsie pochopitelny pre Studentov. Vznikéd tak dojem, ako by matematickd presnost
musela ist na tkor zrozumitelnosti.

Je prekvapivé, ako ukazuje dizertacia RNDr. Aleny Kopackovej, ako velky je
nepomer medzi obmedzenou Skalou pristupov k pojmu funkcie v Skolskej matema-
tike a bohatstvom §tadii v historickom vyvine tohto pojmu. Kopackova rozborom
definicii z 25 stredoskolskych ucebnic zistila, Ze vo vyucovani sa vyskytuje len prvé
a posledné vyvinové stadium. Chépanie funkcie ako predpisu pochadza od Johanna
Bernoulliho, ktory roku 1718 prvy definoval tento pojem, kym chapanie funkcie ako
mnoziny usporiadanych dvojic je od Felixa Hausdorffa z roku 1914 . TakZe v pripade
funkcie sa konceptualny vyvoj, ktory sa odohral medzi rokmi 1718 a 1914, z vyucova-
cieho procesu vytratil. Cielom prispevku je stru¢ne priblizit zmeny v chépani pojmu
funkcie a ich vyznam pre vyucovanie.

Zakladné etapy vo vyvine pojmu funkcia

Pojem funkcie mé dlhta prehistoriu v podobe funkénej zavislosti, ktora je znama uz
od nepamati. Clovek asi od nepaméti vedel, ze ¢im vécsiu korist ulovil, tym sa viac
nadrie, kym ju dovlecie domov. So vznikom pisma sa rézne funkcéné zavislosti zacali
vyjadrovat pomocou tabuliek, a vznikol pojem priamej a nepriamej imernosti. Trvalo
vSak pomerne dlho, kym sa jazyk matematiky tak rozvinul, ze dokézal pojem funkcie
aj explicitne vyjadrit.)) Tym sa zaéina proces, ktory nas zaujima.

Formalne chapanie pojmu funkcie (Bernoulli az Euler)

Ako bolo uvedené vyssie, prva definicia pojmu funkcie pochadza od Johanna Bernoul-
liho (1667-1748) z roku 1718:

Funkciou premennej veliciny sa nazyjva veli¢ina zostavend lubovolngm spésobom
z tejto premennej veliciny a konstdnt.
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Podobnu definiciu uvadza roku 1748 Leonard Euler (1707-1783) vo svojej uceb-
nici Introductio in analysin infinitorum (Uvod do analyzy nekonecnych — mysli sa
nekone¢ne malych aj nekonecne velkych):

Funkcia premennej veliciny je analyticky vyraz, zostaveny akymkolvek sposobom
z tejto premennej veliciny a cisel alebo konstantnych velicin.

Teda zhruba po dobu jednej generacie sa pojem funkcie nemeni. Pritom z hladiska
formalneho chapania pojmu funkcie je to, ¢o dnes nazyvame absolitnou hodnotou,
vlastne dvojicou funkcii. Pre zaporné a pre kladné ¢isla je absolitna hodnota zadana
roznymi predpismi (-z, resp. z), a teda ide vlastne o rozne funkcie.

Fyzikalne chapanie pojmu funkcie (Euler az Fourier)

Roku 1755 vydava Euler d'alsiu zo série svojich slavnych uéebnic, Institutiones calculi
differencialis (Zaklady diferencialneho poé¢tu), kde uvadza tplne ina definiciu, ako
pred siedmimi rokmi:

Ak wrcité veliciny zdvisia od ingjch wvelicin takym sposobom, Ze ak posledné
st zmenené, aj prvé podlahni zmene, tak prvé veliciny sa nazyjvaji funkcia-
mi poslednijch. Toto vymedzenie zahina kaZdy spdosob, pomocou ktorého jedna
velicina moZe byt urcend inymia.

Tato definicia sa od predoglej Eulerovej definicie 1iSi v tom, Ze nezévisi od jazyka.
Kym prv uznéval Euler ako funkcie iba tie zavislosti, ktoré je mozné vyjadrit vo
formélnom jazyku matematiky (a teda jeho obor funkcii bol spocitatelny), jeho nova
definicia zésadne prekracuje hranice jazyka a pojem funkcie sa snazi urobit od jazyka
nezavislym. Co ho k tejto zmene nazoru na pojem funkcie priviedlo?

Bola to diskusia o tom, ¢o sa deje na koncertoch vaznej hudby, teda o kmitani
struny. D’Alembert, Eulerov protivnik v uvedenej diskusii, tvrdil, Ze hudobnik ur¢i
podiato¢ény tvar struny, ktorym musi byt dvakrat diferencovatelna funkcia (aby ju
bolo mozné dosadit do diferenciélnej rovnice opisujticej kmitanie struny) a dalej je
uz vSetko v rézii prislusnej diferencialnej rovnice. Teda mozno povedat, ze hudobnici
st Specialne gkoleni zadéavatelia pociatoénych rieSeni diferencialnych rovnic. Podla
d’Alemberta vSak hudobnici smeli vyberat len medzi funkciami, ktoré si predmetom
povodnej Eulerovej definicie z roku 1748. A tu si Euler uvedomil, Ze prirodu (a rovnako
aj strunu) predsa nemdze obmedzovat to, ze aky jazyk pouzivaji matematici. Funkcie,
spomedzi ktorych hudobnici volia pociato¢né riesenia pre svoje hudobné nastroje
nesmu podliechat umelym obmedzeniam jazyka. Preto sa pokusil o nova definiciu,
ktora by bola od jazyka tuplne nezavisla.

7 hladiska didaktiky je zaujimavé, Ze tento zasadny krok a jeho motivéacia uplne
vypadli z vyucovania. Student sa tak nikdy nedozvie, preco matematika opustila
chapanie funkcie ako predpisu.

Teoria funkcii realnej premennej (Fourier, Dirichlet, Riemann)

V' odputavani pojmu funkcie od forméalneho jazyka pokroéil este d'alej Joseph Fouri-
er (1768-1830), ktory v praci Théorie analytique de la chaleur (Analytickd tedria
tepla, kniha v ktorej zaviedol Fourierove rady a Fourierov integral) roku 1822 dava
nasledovnii definiciu funkcie:
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Vo wSeobecnosti funkcia f(x) predstavuje sled hodnét, alebo ordindgt, z ktorgch
kazdd je lubovolnd. Vobec sa nepred-pokladd, Ze tieto ordindty sa riadia nejakou
zdkonitostou; mozu nasledovat po sebe celkom lubovolne.

Radikalna novost tejto definicie spociva v tom, Ze nepredpokladé Ziadnu zékoni-
tost, ktora by zvizovala hodnoty, ktoré funkcia nadobtida. Takto vznika vSeobec-
ny pojem funkcie redlnej premennej. Rad slavnych matematikov ako Lejeune
Dirichlet (1805-1859), Bernhard Riemann (1826-1866) a Henri Lebesgue (1875-1941)
sa venovali skiimaniu realnych funkcii. Teéria Fourierovych radov motivovala sériu
zmien v analyze, predovsetkym pojmu integralu (Riemannov aj Lebesguov integral
sa zrodili v tejto oblasti), ale aj pojmu konvergencie a limity radu. Asi najvyznam-
nejsi ,vedlajsi produkt teorie Fourierovych radov bola teéria mnozin. Cantor totiz
dospel k teoérii mnozin prave skiimanim Forurierovych radov.

Z hladiska didaktiky je dolezité si uvedomit, ze opét studentov sice oboznamujeme
s roznymi vydobytkami tedrie funkcii realnej premennej, napriklad s Riemannovym
integralom, ale bez toho, aby sme im ukézali problémy, ktoré priviedli Riemanna
k jeho novému chépaniu integralu. Studentom tak davame odpovede na otazky, ktoré
nepoznaju.

Mnozinové chapanie pojmu funkcie (Hausdorff)

Zhruba sto rokov po Fourierovej préci Felix Hausdorff (1863-1942) v knihe Grundzige
der Mengenlehre (Zdklady tedrie mnoZin) z roku 1914 prvykrat definuje funkciu ako
mnozinu usporiadanych dvojic. Je pozoruhodné, Zze mnozinova definicia pojmu funkcie
nepochadza od zakladatelov teérie mnozin, od Richarda Dedekinda (1831-1916) ¢i
Georga Cantora (1845-1918). Bolo to spdsobené tym, Ze tito matematici povazovali
mnoziny a funkcie za dva zasadne odlisné objekty, a preto ich ani nenapadlo, Ze by
aj funkciu bolo mozné povazovat za mnozinu.?

To je dolezité z hladiska didaktiky matematiky, lebo ked $tudentom predkladédme
definiciu funkcie ako mnoziny usporiadanych dvojic, casto sa stava, ze Studenti nam
nerozumejui. Ale nemalo by néas to prekvapit. Chépanie funkcie ako mnoziny uspori-
adanych dvojic bolo neprijatelné dokonca aj pre samotnych tvorcov teorie mnozin.

Hausdorffova definicia usporiadanej dvojice bola tazkopadna, a zakladala sa na
predpoklade existencie dvoch §pecidlnych objektov, ktoré Hausdorff oznacil ako 1 a 2.
S ich pomocou definoval usporiadani dvojicu <a, b> ako {{a, 1}, {b, 2}}. Dnesna
definicia usporiadanej dvojice v tvare {{a}, {a, b}}, ktord uz nepotrebuje Ziadne
Specidlne objekty, je od Kazimierza Kuratovského (1896-1980) z roku 1921.

Ked vyuku pojmu funkcia zaCiname hned tymto elegantnym Kuratovského
trikom, nutime Studentov v jednom kroku urobit dva abstrakéné zdvihy. Prvym je
premena funkcie na mnoZinu usporiadanych dvojic (¢o je naroény krok, ved aj Can-
tor by ho odmietol) a druhym krokom je zak6dovanie usporiadanej dvojice pomocou
Kuratovského triku. Je pravidlom, ze technické detaily tohto druhého kroku plne za-
tienia prvy a tak sa Studenti sice naucia pracovat s usporiadanymi dvojicami, ale
samotny pojem funkcie ako mnoziny im ostane cudzi.

Poznamky

1. Délezitym krokom v rozvoji jazyka matematiky bol vznik pojmu neznamej
(pozri Kvasz 2000, s. 795 — 800). Neskor, najmé pod vplyvom analytickej ge-
ometrie a mechaniky za z neznamej zrodila premenna.
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2. Samozrejme, Hausdorffovou definiciou vyvin pojmu funkcie nekonéi. Dalsie
dolezité podnety prisli z oblasti funkcionalnej analyzy, kde sa ukazalo ako
dolezité zahrnit definiény obor a obor hodnot funkcie explicitne do jej definicie.
Neskor tedria kategorii priniesla dalSie zovSeobecnenie chépania tohto pojmu.
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Iterace linearni funkce

JITKA LAITOCHOVA

ABSTRACT. [teration of linear functions are discussed with zero or one fized point. Worked
examples use mathematical induction, geometric series, inequalities.

Ozna¢meJ = (—o00,00), Nmnozinu vSech pfirozenych ¢isel, Z mnozinu vsech
celych ¢isel, Cy(J) mnozinu spojitych funkei definovanych na intervalu J.

Necht ryze monoténni funkce ¢ € Cy(J) zobrazuje interval J na sebe. Mnozinu
takovych funkei ¢ budeme znacit S.

Iterace funkce

Definice 1. Tterace funkce ¢ = (), € S, pro nezéaporny exponent definuje pred-
pisem

pl(z) ==
P () = p"(x),n =0,1,2, (1)
a pro zaporny exponent
" 2) = ¢ (2),n =0, -1, -2, ., (2)

kde p*znaci inverzni funkei k funkei ¢.
Pozndmka 1. 7 definice dané vzorcem (2) pro n = 0 dostavame ¢~ !(z) = ¢*(x). Je
tedy (—1)-ni iterace funkce ¢ jeji inverzni funkce p*.
Pozndmka 2. Body =z, které vyhovuji rovnici ¢(x) = x, vyhovuji rovnici p*(z) =
x, WEL.
Definice 2. Body [z, ¢(x)], pro néz ¢(x) = x, nazveme pevné body iterace. Mluvime
také o pevném bodé funkce ¢.
Lemma 1. Je-li bud ¢(x) > x nebo p(z) < z, x € J, ¢ € S, nema iterace pevné
body.
Opravdu, vyplyva to pfimo z definice pevného bodu iterace.
Lemma 2. Je-li ¢ € S rostouci resp. klesajici na J, je i ¢*(x) rostouci resp. klesajici
na J.

Opravdu, je to vlastnost inverzni funkce.
Lemma 3. Je-li p € S rostouci funkce, pak vSechny iterace ¢#(x), p € Z, jsou rostouci
funkce. .Je-li p € S klesajici funkce, pak viechny iterace p?(x), u € Z, jsou rostouct
funkce a vSechny iterace ¢*~'(z), u € Z, jsou klesajici funkce.
Lemma 4. Necht funkce ¢(z) ma pravé jeden pevny bod xg, v némz plati p(xy) = .
V mnoziné funkei S mohou nastat tyto situace:
@ je rostouci na J a je

1°  @(z) > x pro x # xo,

2°  p(x) <z pro x # x,

3°  (x) <z prox < xg, p(x) > x pro x > w,
(z)

4°  p(x) > x pro x < xg, p(xr) < x pro x > x,
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@ je klesajici na J a je
52 @(x) >z pro x < xg, p(x) < x pro x > .
Lemma 5. Necht ¢ € S je rostouci funkce na J. Necht
L. p(x) > x,
2. p(z) <.

Potom pro iterace plati nerovnosti

Ad 1. p#(z) < ¢"T(x), tj. oboustranna posloupnost iteraci {¢*}

Ad 2. o*T(z) < @"(x), tj. oboustrannd posloupnost iteraci {pH}
Drkaz.

Ad 1. Je-li o(z) > z, je také ¢*(z) > p(x) > x, obecné ¢"(x) > " H(z) > ... >
o(r) > x,n € N, ale o' = ¢*(z) < x, tedy také o 2(x) < ¢ () < z, obecnd
e (z) < " z) < ... < ¢ (x) <z, n € N. Odtud dostévame, Ze oboustranna
posloupnost iteraci {¢"}o2  je rostouct.

Ad 2. Je-li p(z) < x, je také ¢*(x) < ¢(z) < x, obecné ¢"(x) < " H(z) < ... <
o(x) < z,n € N,ale p=! = p*(z) > x, tedy také p?(z) > ¢ '(z) > =z, obecné
o "(z) > " z) > ... > ¢! (x) > x, n € N. Odtud dostavame, Ze oboustranna

posloupnost iteraci {¢*}52  je klesajici.

o0
p=—00
oo
p=—00

je rostouct,
je klesajici.

Iterace linearni funkce

Uvazujme linearni funkci
o(x) = ax +b,a # 0. (3)
Jejim grafem je pfimka p. Budeme uvazovat tii pripady poloh primky p:
1° ptimka p je totozna s grafem funkce y = =z,
2° primka p je rovnobézna s grafem funkce y = x,
3¢ primka p protind graf funkce y = x.
Koeficienty rovnice (3) jsou v jednotlivych piipadech tyto:
1°a=1,b=0,
2° a=1,b+#0,
3° a # 1,a # 0, b libovolné.
Pevné body iterace zjistime, polozime-li
ar+b=x (4)

(a—1)x=-b (5)

Rovnice (5) je splnéna pro kazdé = € J v piipadé 1°.
Rovnice (5) neni splnéna pro zadné x € J v pripadé 2°.

Rovnice (5) je splnéna pro = = —a%l v piipadé 3°.
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Pripad 1°

Rovnice linearni funkce je p(z) = .

Vsechny body [z, 2] jsou pevné body iteraci.

Iterace jsou identity p*(x) =z, u € Z.

Pripad 2°

Rovnice linearni funkce je p(z) =z +b, b #0.

V tomto pfipadé neexistuji pevné body iteraci.

Iterace jsou funkce #(x) =x + pb, pwe Z, b#0.

Ptame se, kdy je v tomto pripadé p(x) > = a kdy ¢(x) < z.
Je-li b > 0, je p(x) > z a pro iterace plati nerovnosti

L<ptr< <ot i< <l <P <<t <

tj.

w<zr—pub< .. <zrz-2b<zr—-b<zr<zH+b<zr+2b<..<zx+pb<..
Je-li b < 0, je p(z) < xa pro iterace plati nerovnosti
> E> > s>t > >t > P> > ot > L

tj.

ww>x—pb>...>x—-2b>r—-b>xr>x+b>x+20> ... >+ pub> ..

Pripad 3°
Rovnice linearni funkce je p(z) = ax + b,a # 0,a # 1.
V tomto pripadé existuje jeden pevny bod iteraci, a to

b
a—1"

r = —

Spocitame iterace

¢’ =z,

o' =axr+ba#1,b#0,

©* = pp(z) = alax + b) + b = a*z + (a + 1)b,

0 = pp*(z) = ala’x + (a + 1)b] + b = a®>x + (a* + a + 1)b,
obecné

O" =" ) =a"r+ (@ Had" P 1D (6)

Vzorec (6) dokdZzeme matematickou indukei:
Predpokladame, ze vzorec plati pro n € N, dokdzeme jeho platnost pro (n+1). Mame

" = o™ (x) = ala"r+ (@ +a" P+ A +b=a" e+ (0" + a4+ 1)b.
Pouzijeme-li v (6) vzorec pro prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti, miizeme pséat,
ze

a*—1

a" '+ ad" %+ . ta+1l=
a—1

Y
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tedy vzorec (6) lze zapsat ve tvaru

n

1
bn=1,2,...
Cl—l y )<

Pron=0,-1,-2, ... je " 1(z) = p*¢"(z), kde ©* je inverzni funkce k ¢.
7 rovnice y = ax + b dostaneme, ze x = %b, a # 0. Tedy
ol =p*(x) = ‘”T_b,kde a#0, a#1,b#0,

bz (a+1)b

-3 x =2 a? _
=" (z) = - = e :
obecné
— (1 a2 o =l a" —1
Sp_n:l’ ( +a+ +a ) _ a-1 = _ & a-l :(Zn.ilf—i— b.
a” an an a” a—1

Plati tedy, zZe iterace jsou funkce

F—1
¢ b,ue Z.

Pg) = gP
o (x) am—i—a_l

Ptame se, kdy je v tomto pripadé

ar+b>x,a#1,b#0,

(a—1)z+b>0.

Tedy p(z) > x pro x > —a—fl, jellia>laz< —a—ﬁl, je-lia < 1.
Ad 2. p(z) < z,

ar+b<z,a#1,b#0,

(a—1)z+b<0.

Tedy o(z) <z proz < —Y7 jelia>laz>—-L jelia<1.

Literattara
[1] Kuczma , M., Functional equations in a single variable, PWN (Warszawa, 1968).

[2] Kuczma, M., Choczewski, B. and Ger, R., Iterative Functional Equations, Cam-
bridge University Press (Cambridge, Warszawa, 1990).



162

JITKA LAITOCHOVA

Adresa autora:

RNDr. Jitka Laitochova, CSc.

Katedra matematiky PdF UP Olomouc
Zizkovo nam. 5

771 40 Olomouc

Ceska republika



Analyza dvoch praktickych aplikacii z financ¢ne;j
matematiky

JOZEF MAJERCAK

ABSTRACT. V prispevku si popisané a na prikladoch interpretované dve praktické aplikdcie
z financnej matematiky, ktoré nie si vo financnej prazi ndleZite vyuZivané, a to:

o cfektivna urokovd sadzba a turokovd intenzita
e casovd hodnota petiazi.

KEY WORDS: trokovd sadzba, irokovd intenzita, efektivna wrokovd sadzba a trokovd
intenzita, peniaze, casovd hodnota periazi

Efektivna urokova sadzba a arokova intenzita

Je vSeobecne zname, Ze pri rovnakej urokovej sadzbe je pre vkladatela vyhodnejsie,
ak sa uroky v banke pripisuju viackrat rocne, lebo sa opéat trokuji. Zohladnenie
vysky trokovej sadzby pri skracovani trokovej doby nazyvame efektivnost trokovej
sadzby.

Pred niekolkymi rokmi som sa zaoberal problematikou finan¢nej matematiky a
v stcasnosti pri vyucovani matematiky na FVT TU som sa do tejto problematiky
necakane dostal opét, ale z komplexnejsieho pohladu, a to z hladiska uplatnenia limit
pri efektivnej urokovej sadzbe a numerickych vypoctov.

Pre efektivnu trokovu sadzbu plati:

1+ie—<1+i) :»z‘e—<1+i) 1 (7)
m m

pricom i, je efektivna trokova sadzba.
Vieme, ze

1 m
lim (1 + —) = e ~ 2,718281828
m

m—00

kde e je Eulerové ¢&islo, zaklad prirodzenych logaritmov. Zo vztahu (7) dostaneme:

.\ m 1 m7i A
i = lim <1+i) —1 = lim (1+E) ] —l=¢ -1

m— 00 m m— o0
Nech ¢ = f | lebo ¢ je ozna¢enim turokovej sadzby, potom plati:

o =el — 1,

7 ¢oho
f=lin(1l+1i.) (8)

pricom f je trokové intenzita.
Ak pri arokovani m— oo, hovorime o spojitom trokovani, pricom plati:

ke = koe!™,
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7 ¢oho

ko = ke I

k; je hodnota kapitalu v case t, kg je pociatoéna hodnota kapitalu.

Uloha 1. Najdite efektivnu trokovu sadzbu, ktora odpoveda 6 % rocnej trokovej
sadzbe pri ro¢nom, polro¢nom, Stvrtroénom, mesa¢nom, tyzdennom, dennom a spo-

jitom drokovani.

Obdobie urok. | Vzorec pre i, | Vypocet i, | i.v %
T 1 1120 1 0,12 12
2 2 1,062 1 0,1236 12,36
3 4 1,03* 1 0,12550881 12,55
4 12 1,012 1 0,12682503 12,68
5 52 1,00231°2-1 | 0,12740987 | 12,74
6 360 1,0003%0— 1 | 0,12747431 | 12,747
7 o0 eOl2- 1 0,12749685 | 12,7497
ie v %
13
125
i
115 T T T T T T
1 2 3 4 5 5] 7

Uloha 2. Aké je vysledna hodnota kapitalu 100.000 Sk, ktory je ulozeny v banke
pri 6 % turokovej miere p.a. na 10 rokov pri ro¢nom, polro¢nom, $tvrtrocnom,
mesacnom, tyzdennom, dennom a spojitom trokovani? ( Nech zéaklad pri ro¢nom
trokovani je 100 % ).

RieSenie
Obdobie urok. | Vzorec pre a, Vypocet a, anv %
1 1 100000.1,061° 179084,7697 | 100,00 %
2 2 100000.1,03% 180611,1235 | 100,85 %
3 4 100000.1,015% 181401,8409 | 101,29 %
4 12 100000.1,005%° 181939,6734 | 101,59 %
5 52 100000.1,001153845°%0 | 182148,7569 | 101,71 %
6 360 100000.1,00016667%°%° | 182204,9568 | 101,742 %
7 o0 100000.e%5 182211,8800 | 101,746 %

Casova hodnota penazi

Zakladnym principom €asovej hodnoty pefiazi je, Ze Stétna mena (napr. koruna)
mé dnes vicsiu hodnotu , akt bude mat o rok. Casova hodnota penazi ovplyviu-
je kapitalovy trh a finan¢né rozhodovanie.



Analyza dvoch praktickych aplikacii z finan¢nej matematiky 165

Wypodet an

184000
182000
LEDY Ovypaotet an
178000
176000
1 2 3 4 5 8B 7

Napr. mame 100 Sk. Ulozime ich do banky pri 5 % turokovej sadzbe. O rok budeme
mat 104,25 Sk (15 % je dan z trokov). Ale zo 100 korun, ktoré dostaneme o rok
budeme mat iba 100 Sk.

Pre vypocet sucasnej hodnoty hg a budicej hodnoty hp plati vztah:

hS = hB(l + T)_n alebo hB = hs(l + T)n7

pricom r— je urokova sadzba, n— je pocet rokov.

Uloha 1. Otec odkézal svojim trom detom 600 tis. Sk takto: kazdé dieta dostane
rovnaky diel po dosiahnuti 18 rokov z penazi, ktoré su uloZené v banke pri 5 %
trokovej miere a polro¢nom trokovani (p.s.). V tom ¢ase mali deti 12, 14, 17 rokov.
Aku ¢iastku dostane kaZdé dieta po dosiahnuti 18 rokov? Bol otec spravodlivy?

Riesenie 1

600000 = z.(1 + 0,025 )72 + z.(1 + 0,025 )8 + x.(1 + 0,025 )12

600000 = z.( 0,951814 + 0,820747 + 0,743556 )

600000 = x. 2,516117 = =z = 238 462,68 Sk

Spolu vyplatenych: s = 3 . 238 462,68 = 715388,04 Sk

Analyza rieSenia 1
Pociato¢ény vklad 600000 Sk, stav vkladu po roku 1,025% . 600000 = 630 375 Sk.
Vyplatenie dietata A — 238 462,68 Sk, zostatok 391 912,32 Sk.

Stav vkladu po dalsich troch rokoch 1,025 . 391 912,32 — 454498,14 Sk.
Vyplatenie dietata B — 238 462,68, zostatok 216 035,46 Sk.

Stav vkladu po dalsich dvoch rokoch 1,025% . 216 035,46 — 238 462,72 Sk.
7 tejto ciastky bolo vyplatené dieta C.

( Rozdiel + 4 haliere vznikol zaokrihlenim. )

Otec nebol spravodlivy, lebo nezohladnil ¢asovi hodnotu penazi.

Riesenie 2

a =1,025% . 200000 = 210 125,00 Sk.

b= 1,025% . 200000 = 243 680,58 Sk.

c= 1,025 .200000 = 268 977,76 Sk.

Spolu vyplatené ¢iastky: s= a + b + ¢ = 722 783,34 Sk.

Analyza rieSenia 2
Zhodnotenie kapitalu 600 000 Sk po roku 1,025% . 200000 = 210 125,00 Sk.
Vyplatenie tretiny kapitédlu dietatu e« =630 375 / 3 = 210 125,00 Sk. Zostatok
kapitalu 420 250 Sk, zhodnotime tri roky 1,0255.420 250 — 487 361,16 Sk.
Vyplatenie polovice zostatku kapitalu dietatu b = 487 361,16 / 2 = 243680,58 Sk.
Zostatok kapitalu 243 680,58 Sk zhodnotime dva roky 1,025%.243 680,58 —

268 977,76 Sk.
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Zaver rieSenia ulohy 1

7 analyzy riesenia 2 vidime, Ze vysledky odpovedaju vysledkom rieSenia 2.

Medzi vyslednym zhodnotenim kapitalu v rieSeni 1 a rieSeni 2 je rozdiel 7395,30
Sk.

Tento rozdiel v prospech rieSenia 2 vysiel preto, lebo v rieSeniach bol zvoleny rozny
pristup k ¢asovej hodnote penazi a zmenil sa aj princip rozdelenia penazi medzi tri
deti.

Uloha 2. Mlad4 rodina dostala od statneho fondu rozvoja byvania na stavbu
bytu pozicku vo vyske 600 000 Sk s dobou splatnosti 30 rokov pri 3 % trokovej miere
(p- a.). Vypocitajte mesacné splatky tohto hypotekarneho uveru a vysledna splatnu
ciastku celej pozicky.

Riesenie

asgo— 600 000 + =3 / (12.100) = 0,0025 t =30v =1 / (1 + i) n= 30.12 = 360

x=(ase.1)/(1-(1+4)""™)=(600000.0,0025) /(1-1,0025730)

x =1500 / ( 1-0,407026546 ) = 1500 / 0,592973454 = 2529,6242 Sk

v=mn.z=360.2529,6242 = 910664,7125 Sk

Vypocet banky bol takyto:

Mesacnu splatku 2530 Sk zaplatit 359-krat ...908270,00 Sk

Posledna splatka 2394,70 Sk ....... 2394,70 Sk

Vyslednéa splatka celej pozicky podla banky 910664,70 Sk

Rozdiel 1 halier medzi nasim vypoc¢tom a vypoc¢tom banky vznikol zaokrihlenim.

Odpoved: Mesa¢na splatka hypotekarneho taveru je 2529, 6242 Sk

Vysledna splatka celej poZicky ¢inf 910664,7125 Sk

Zaver

Sirsie uplatnenie efektivnej trokovej sadzby a trokovej intenzity, ako aj ¢asovej
hodnoty penhazi v praxi umoznuje spestrit finanéné rozhodovanie v Zivote a da sa
vhodne vyuzit vo vyucbe numerickej matematiky, ako aj pri vyuc¢be odbornych a vo-
litelnych predmetov na technickej univerzite.
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O experimente v triede pre nadané deti

ANNA MACHALOVA, MARIA MAJHEROVA

ABSTRACT. We support teaching principles of statistics and probability as early as possible.
This can be achieved via statistical analysis of appropriate real life situations and problems.
We describe a statistical experiment related to the eye colour of children and parents in the
fourth grade of a primary schol.

Uvod

Pravdepodobnost a Statistika su Casti matematiky, kde méze ucitel naplno vyuzivat
realne situacie. Zda sa vsak, ze takych prikladov z redlneho sveta je v ucebniciach
malo, resp. nezaujmi. Pri sledovani oblibenosti, tejto matematickej discipline patria
uz dlhsie obdobie koncové miesta. Mozno aj to bolo pric¢inou, preco sa vyucba zaradi-
la do poslednych ro¢nikov. Na Slovensku vsak existuju nielen zékladné skoly, ale aj
stredné, kde sa ziakom vedomosti z tychto oblasti matematiky vobec nesprostredki-
vavaju. Ucitelia ako hlavny dovod uvadzaju predimenzovanost uciva v rocnikoch, do
ktorych si tieto oblasti matematiky zaradené (Acsova, 2004).

V stcasnych osnovach st prvé tlohy z pravdepodobnosti v 8. roéniku. Ulohy st
spojené s osvojenim si pojmov nadhodny pokus, ndhodna udalost a relativna pocet-
nost. Ziaci sa uéia zaznamenat vysledky nahodnych pokusov a vypocitat relativnu
pocetnost, ktori vyjadruji zlomkom, desatinnym ¢islom alebo percentami (Sedivy,
2001). V 9. ro¢niku sa zoznamuju s pojmami Statisticky subor, Statistickd jednotka,
znak, pocCetnost, relativna pocetnost, aritmeticky priemer a s grafickym znazornenim
adajov (Sedivy, 2002).

Diskusie na konferencidch a odbornych seminaroch néas podnietili k tomu, aby sme
aj my ,overili“ tézu, ze aj nizsie ro¢niky zvladnu zaklady nepopularnej pravdepodob-
nosti a Statistiky. Pripravili sme preto maly projekt. Podla Acsovej (2004) sme sa
zamerali najskor na ,zber dat”, lebo prave oblast Statistiky vychadza z empirickych
sktsenosti ziakov a paralelne sme ku Statistike predstavili aj poznatky z pravdepodob-
nosti.

Popis experimentu

Tento projekt sme realizovali na ZS Smeralova v Presove so Ziakmi triedy pre nadané
deti. Islo o 4. ro¢nik a prieskum prebehol na konci skolského roka. Nametom bola
farba o¢i a nasledne vyslovena hypotéza (tento termin sme pred Ziakmi nevyslovili),
7e diefa ma vadsiu Sancu zdedit po rodicoch tmavi farbu o&i ako svetli. Ulohou
ziakov bolo zozbierat Statistické idaje a spracovat ich.

Cely experiment sa zacal rozhovorom so ziakmi. Dozvedeli sme sa, Zze nevedia
akt farbu o¢i maju ich spoluziaci a tak bol problém odpovedat na otazku ,,éastejéie
stretnes , svetlookého* alebo ,tmavookého* spoluziaka?“. O ¢om boli presvedéeni, bolo
to, ze deti maju vac¢sinou taku farbu oci, ako jeden z ich rodicov, ale nemusi to byt
pravidlom. Ziaci poznaji také rodiny, kde len jeden z rodi¢ov méa hneda farbu oéi a
vSetky ich deti maji hnedé oc¢i. Teda sa zda, Ze deti budi mat castejsie hnedé odi,
ked aspoii jeden z ich rodi¢ov ma hnedé o¢i. (To nas viedlo k vysloveniu hypotézy.)
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Vyzvali sme Zziakov, aby nam pomohli zozbierat ¢o najviac potrebnych tudajov.
Ulohou dvojice, prip. trojice bolo v priebehu tyzdia vyplnit pripravent tabulku (so
zéhlavim meno, trieda, vek, farba o¢i, farba o¢i matky, farba o¢i otca, farba o¢i siro-
denca) pre dany urceny ro¢nik. Z nazbieranych udajov sme ziskali Statisticky subor,
ktory mal 189 jednotiek. Doplnili sme ho dodato¢ne na 200 (kvoli jednoduchsiemu
poc¢itaniu). Cely subor sme potom rozdelili na 7 mensich disjunktnych podstuborov
s rozsahmi 20, 20, 25, 33, 33, 40 a 29. Podstubor s po¢tom 29 jednotiek sme spracovali
bez ziakov, ostatné spracovali vytvorené skupiny (dvojice az trojice ziakov).

Spracovanie zozbieranych dat a diskusia

Ziaci mali najskor zistit pocetnosti vyskytu obmien znaku (farba o¢i) u deti, t. j.
spocitat kol'ko deti mé ¢ierne oéi (¢), kolko hnedé (h), modré (m), modrozelené (mz),
sivé (s), sivomodré (sm), zelené (z), zelenohnedé (zh). Vytvorenie tabulky sme ukézali
na tabulu, aby bola jednotna pre vsetky skupiny. Jednotlivé pocetnosti sme potom
zapisali do spolo¢nej tabulky (na tabuli), pozri tabulku 1.

Tabulka 1: Pocetnosti obmien farby o¢i v jednotlivych skupinach a celkova pocetnost.

f. o¢i | 20 20b 25 33 33b 40 29 200 100%
¢ 0 0 0 2 0 0 0 2 1%

h 12 6 11 17 16 17 13 92 46%
m 2 4 5 7 9 10 5 42 21%
mz 1 0 2 2 1 4 2 12 6%

S 0 0 2 0 0 0 0 2 1%
sm 0 0 0 1 1 0 0 2 1%

Z 4 6 5 1 6 8 9 39 19.,5%
zh 1 4 0 3 0 1 0 9 4,5%

S¢itanim jednotlivych pocetnosti po riadkoch sme ziskali prislusné pocetnosti pre
cely subor. Ni¢ z doteraz uvedenych tkonov nerobilo Ziakom problém. Myslime si,
ze takéto tlohy mozu tvorit celkom dobré ndmety na precvicovanie sc¢itania, ale aj
odc¢itania uz na 1. stupni ZS.

Dalsim krokom bol vypocet relativnej pocetnosti. V 4. ro¢niku sice ziaci poznaju
jednoduché zlomky, ale nevedia ich porovnavat, nepracuji ani s desatinnymi ¢islami,
¢i percentami, preto sa vypocet javil ako problém. Zdalo sa, Ze najschodnejsia ces-
ta je vyjadrenie relativnej pocetnosti v percentach, pretoze Ziaci o nich mali aspon
intuitivnu predstavu, nakolko ich pisomné prace boli vyhodnocované prave tymto
sposobom.

Prepocet sme robili najskor spolocne na tabuli pre cely Statisticky sibor. Otazka:
Kol'ko deti by malo hnedé o¢i, ak by sme z nagich 200 vybrali len 100, viedla k spravne;j
tvahe. Ziaci nemali problém prist na to, ze deti s hnedymi o¢ami bude 2 krat menej
ako je vSetkych deti s hnedymi oc¢ami, teda 46, podobne s modrymi o¢ami bude
42:2=21, z vybraného poc¢tu 100 deti. Pomocou najdeného algoritmu (vydelenim 2)
sme prepocitali poc¢etnosti pre vSetky znaky a overili sme si, ¢i vypocitané pocetnosti
v jednotlivych skupinach tvoria 100 (%). Ziakom sme vysvetlili, Ze to, ¢o sme spoloéne
vypocitali, je tzv. relativna pocetnost vyjadrena v percentach. Pomocou nej moézeme
Tahko porovnat rozne velké Statistické siubory, ktoré sleduju tie isté znaky:.

Ziaci potom dostali za tlohu vypocitat relativne pocetnosti v percentéch pre svoje
podsubory. Spolo¢ne sme vSak nasli pravidlo (ako sa z danej pocetnosti dostat ku
100 vynasobenim, prip. delenim). Ziaci zistili, ze ked cely stbor ma 20 jednotiek, tak
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musia kazdid pocetnost vynésobit ¢islom 5, podobne pre 25 jednotiek ¢islom 4. Pri
40 tiez rychlo vznikol nédvrh vydelit ¢islom 2 a vynésobit ¢islom 5. Najvacsi problém
vznikol pri 33 ¢lennom stubore. Po kratkej diskusii sme sa dohodli na tom, ze pomerne
presny vypocet ziskame vynasobenim ¢islom 3, pozri tabulku 2.

Tabulka 2: Vypocitané relativne pocetnosti pre rozne rozsahy podsiborov.

f.oci |20 100% | f. 25 100% | f. o¢i | 33 99%
o¢i
¢ 0 0% ¢ 0 0% ¢ 2 6%
h 12 54% h 11 44% h 17 51%
m 2 10% m 5 20% m 7 21%
mz 1 5% mz |2 8% mz 2 6%
s 0 0% S 2 8% s 0 0%
sm 0 0% sm |0 0% sm 1 3%
z 4 20% |z 5 20% |z 1 3%
zh 1 5% zh 0 0% zh 3 9%

Ziskané relativne pocetnosti v jednotlivych podstuboroch sme porovnali s re-
lativnymi pocetnostami celého suboru. Ziaci si vsimli, ze najvacsie diferencie boli pri
stiboroch s malymi pocetnostami. Uvedomili si fakt, ze ak chceme mat ¢o najpresnejsi
vysledok, musime mat zistenych ¢o najviac dat.

V poslednej ¢asti hodiny sme sa vratili k vyslovenej hypotéze o dedeni tmavej
farby o¢i (z tvodu hodiny). Na jej overenie sme pouzili znamienkovy test (Riecan,
Komornik, 2005). Kvoli jednozna¢nosti sme vylucili moznost nezdedenia farby, vyskrt-
nutim riadku. Potom Zziaci mali najst a oznacit znamienkom + tie riadky, kde mama
alebo otec, prave jeden z nich, méa tmavé o¢i (hnedé alebo Cierne) a spoécitat pocet
znamienok. Dalej v riadkoch, ktoré boli oznacené znamienkom + mali najst a opét
oznaéit (do dalsieho stipca) znamienkom + tie riadky, kde dieta zdedilo tmavé oéi
a znovu spocéitat pocet znamienok. Vysledky sme zapisovali na tabulu, pozri tabulku
3.

Tabulka 3: Poc¢ty ,+“ v jednotlivych skupinach.

skupina 1 2 3 4 ) 6 7 8
povodny pocet 20 20 25 33 33 40 29 200
upraveny pocet 7 7 17 19 16 24 21 111

pocet zdedenych
tmavych oc¢i (pocet +) | 4 3 8 4 |9 12 |10 |60
svetlych oci 3 4 9 ) 7 12 11 51

Ziakom sme vysvetlili, Ze ak chceme, aby nase tvrdenie platilo skoro s istotou,
musi aj dostato¢ne velké cast deti zdedit tmava farbu o¢i po rodi¢och. Ukézali sme
im tabulku (Rie¢an, Komornik, 2005, strana 18), ktora uvadza potrebny pocet deti
pre rozne pocty rodi¢ovskych parov na uznanie nasho tvrdenia. Potom sme spolo¢ne
pomocou tejto tabulky zistovali, ¢ aspon v jednej skupine sa podarilo potvrdit hy-
potézu. Stalo sa tak len v jednej 33 ¢lennej skupine. Nakoniec sme ziskané vysledky
spocitali pre cely stubor a vysledok nasu hypotézu nepotvrdil. Mohli sme teda kons-
tatovat, Ze v naSom zmensenom stbore (z povodnych 200 ,iba“ 111), neplati, ze deti
dedia tmavu farbu o¢i castejsie ako svetlu.
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Zaver

Pri tomto experimente sa o.i. ukdzalo aj nadSenie deti pri ziskavani idajov a nasledné
vyhodnotenie ,ako to dopadlo“. Podobnych nametov méze ucitel najst viac aj pri
roznych hrach, kedy ,zber dat* ziakov bavi.

Zékladné pojmy sme nemuseli definovat, Ziaci ich intuitivne tusili. Nevieme vSak,
ako si tieto pojmy zapamétali, pretoze na overenie, ¢i by boli schopni pouzit ich aj
pri inych realnych situéciach sme nemali ¢as (k dispozicii bola len jedna vyucovacia
hodina). Myslime si, Ze na tomto stupni by ani nemalo byt cielom vediet presni defini-
ciu Statistického terminu, ale aby Ziaci mohli zacat ziskavat prvé kontakty s tymito
pojmami. Tym, Ze novy pojem pouZiva ucitel, postupne si ho osvoji aj ziak.

Dalsie pozitivum bolo, ked Ziaci pochopili, Ze presnost vysledkov zéavisi od poc¢tu
udajov. Cim viac udajov ziskame, tym moézeme presnejsie urcit hodnoty (v nasom
pripade relativne pocetnosti).

Vzhladom k tomu, Ze sme experiment robili v triede pre nadané deti, nevieme
ako by dopadol u ich rovesnikov v klasickych triedach. Predpokladame, Ze reakcie
by boli pomalsie a tym by bol potrebny aj dlhsi ¢as pri spracovavani. Priestor pre
overenie tychto nasich tvrdeni sa ukazuje bud v ¢ase, ked je pred prazdninami, alebo
aj v ramci rozsirujiceho uciva v 5. ro¢niku v spojeni s témami ,,Elementarne poznatky
z logiky* (oznac préave jeden, ...), prip. ,Kalkulacka a poéitanie s vyuzitim kalkulacky*
(relativna pocetnost a jej vyjadrenie pomocou desatinného ¢isla).
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Uwagi na temat elementé/w obrazu pojecia wartosci
bezwzglednej liczby rzeczywistej u studentéw I11
roku matematyki

JOANNA MAJOR

ABSTRACT. This paper presents some remarks on understanding of the absolute value of a
real number by the students.

Zagadnienia dotyczace rozumienia i procesu ksztaltowania w umysle uczacego
sie poje¢ matematycznych sa przedmiotem badan wielu dydaktykéow. Prowadzone
przeze mnie badania dotycza takze tych zagadnien. Opisywane w niniejszym artykule
uwagi stanowia fragment wynikéw badan wstepnych dotyczgcych rozumienia przez
studentow pojecia wartosci bezwzglednej liczby rzeczywiste;j.

Jak wiadomo ksztaltowanie sie poje¢ matematycznych jest procesem diugotr-
walym, ktory wymaga bardzo wielu zabiegéw dydaktycznych na wszystkich etapach
ksztatcenia (por. Nowecki, 1985; Sierpiriska, 1985; Stachurska, 1985). Jednoczesnie:
Problem ksztattowania poje¢ matematycznych ma w nauczaniu matematyks szczegolne
znaczenie. Bez rozumienia tych pojec, w odpowiednim dla danego poziomu nauczania
zakresie, nie jest mozliwe uzyskanie zadowalajgcych wynikow nauczania matematyki
(Nowecki, 1985). A. Sierpinska stwierdza, ze budowanie poje¢ wymaga statego wza-
jemnego oddziatywania miedzy uczniem a sytuacjami problemowymi, oddziatywania
dialektycznego, w ktorym angazowatby swojq poprzedniq wiedze, poprzednie koncepc-
je, poddawat je rewizji, modyfikowat, uzupetniat lub odrzucat w celu wyksztatcenia
nowych koncepcji (Sierpiriska, 1985).

Zauwazmy, ze kazdym z poje¢ matematycznych uczniowie i studenci wigza pewne
wyobrazenia myslowe, reguty, schematy, strategie operowania nimi, intuicje, fakty,
wlasnosci przyjete jako prawdziwe w wyniku logicznej analizy lub zaakceptowane
jako obowiazujace, choé¢ niekoniecznie zgodne z intuicjami. Taka calo$¢, strukture
poznawcza, A. Sierpiniska nazywa koncepcjq pojecia (por. Sierpinska, 1985). W lit-
eraturze dydaktycznej funkcjonuja takze terminy concept image lub obraz pojecia
(por. Tall, Vienner, 1981, Bugajska-Jaszczolt, 2001, Przeniosto, 2001). W strukturze
tej istotne jest dostrzeganie zaleznosci miedzy jej elementami i zwiazkéw z obraza-
mi innych poje¢. Przy czym nie wszystkie elementy struktury bywaja uswiadomione,
a niektore moga pozostawaé¢ w sprzecznosci ze soba. Obrazéow poje¢ powstalych w
umysle ucznia i studenta nie mozna obserwowaé bezposrednio. O ich istnieniu moze-
my dowiedzie¢ sie¢ poprzez analize dziatan, sformutowan i rozwigzan proponowanych
przez uczacego sie. (por. Sierpinska, 1985).

W dalszej czesci omowie trzy komponenty obrazu pojecia wartosci bezwzglednej
posiadane przez studentéw I1I roku matematyki Akademii Pedagogicznej w Krakowie.
Beda to: baza intuicyjno-skojarzeniowa (tj. wyobrazenia i intuicje), elementy syste-
mowe (m. in. zwiazki z innymi pojeciami, zaleznosci pomiedzy elementami odnosza-
cymi sie do danego pojecia) oraz konteksty sytuacyjne (obrazy pewnych sytuacji, rzu-
tujace na zwiazki danego pojecia z innymi, zadania, w ktérych mamy do czynienia z
pojeciem).

Wyrdznione czesci poszezegdlnych komponentéw obrazu pojecia zostaly przeze
mnie okreslone na podstawie analizy wytworow dzialania 30 studentow. W czasie
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badan studenci zamieszczali pisemne odpowiedzi na pytania kwestionariusza. Ponizej
zamieszcze czesSé zadan z kwestionariusza badan, ktore przyczynity sie do scharak-
teryzowania poszczegdlnych komponentéw obrazu pojecia wartosci bezwzgledne;j.

1. Z czym kojarzy Ci si¢ pojecie wartosci bezwzglednej?

2. Podaj przyktady 3 zadan (probleméw), w ktorych wystepuje pojecie wartosci
bezwzglednej oraz przedstaw schematyczny plan rozwiagzania tych zadan.

3. Czy dostrzegasz zwiazki wartosci bezwzglednej z pojeciem odleglosci? Swoja
odpowiedz uzasadnij.

4. Opisz zwigzki wartosci bezwzglednej z innymi znanymi Ci pojeciami.

5. Opisz znane Ci zastosowania pojecia wartosci bezwzgledne;j.

6.Czy znane Ci sa uog6lnienia pojecia wartos$ci bezwzglednej? Jesli tak to krotko
je opisz.

Na podstawie analizy zebranego materialu badawczego stwierdzitam, ze baze
intuicyjo-skojarzeniowq pojecia wartosci bezwzglednej u badanych studentéw stanow-
iq:

- definicje pojecia,

- znaki graficzne (skojarzone z ,pionowymi kreskami®),

- symbole, rozumiane jako ,znaki do dziatania®“ (,co$ trzeba zrobi¢®),

- narzedzia wykonawcze, zwigzane z rozwigzywaniem zadan, w ktérych wystepuje
pojecie,

- rOZne nazwy omawianego pojecia.

W bazie intuicyjnyjno-skojarzeniowej niektoérych studentow mozna ponadto
wyroznié element zwigzany z postrzeganiem wartosci bezwzglednej jako funkcji, op-
eratora dzialajacego ze zbioru liczb rzeczywistych w zbioér liczb rzeczywistych do-
datnich. Do bazy intuicyjno-skojarzeniowej naleza takze inne pojecia matematyczne
takie jak: o$ liczbowa, odlegtos¢ oraz liczba.

Opisujac elementy systemowe stanowiace element obrazu pojecia wartosci
bezwzglednej nalezy stwierdzi¢, ze wielu studentoéw podaje tu zwigzki wartosci
bezwzglednej z pojeciami, ktére pozwalaja definiowaé¢ warto$é¢ bezwzgledna liczby
rzeczywistej (pierwiastek drugiego stopnia liczby rzeczywistej nieujemnej, znak liczby
i odlegtosc). Niektore osoby wiazaly omawiane pojecie z rownaniami, nier6wnosciami
i funkcjami, w ktorych wystepuje wartos¢ bezwzgledna. Badani wskazywali wiec na
wybrane konteksty (zadania), w ktorych mieli do czynienia z wartoscia bezwzgledna.
Ponadto 1 osoba podata uogoélnienie omawianego pojecia, ktoérym jest norma. Badani
wiagza takze wartos¢ bezwzgledna z pojeciami czasu i liczby naturalnej. Wedlug stu-
dentow pojecia te posiadaja podobne cechy (sa nieujemne).

Charakteryzujac konteksty sytuacyjne nalezy stwierdzi¢, ze u wiekszo$¢ badanych
do tego elementu obrazu wartosci bezwzglednej naleza:

- algebraiczne rozwiazywanie réwnan i nieréwnosci,
graficzne rozwiazywanie réwnan i nieréwnosci,
szkicowanie wykresow funkeji,
wyznaczanie wartosci bezwzglednych liczb rzeczywistych,
obliczanie odlegtosci punktow,

- badanie ograniczonosci ciggu oraz zbioru oraz

- obliczanie réznicy temperatur.

Na uwage zastuguje fakt, ze badani studenci posiadaja bardzo ubogi kontekst, w
ktorym osadzaja pojecie wartosci bezwzglednej, nie dostrzegaja oni czesto wielosci
jego zastosowan jak i mozliwych uogdélnien. Zaréwno baza intuicyjno-skojarzeniowa,
elementy systemowe jak i konteksty sytuacyjne stanowiace elementy obrazu pojecia
warto$ci bezwzglednej poszczegdlnych studentow zwigzane sa w wiekszosci z nich
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tylko z elementarnymi pojeciami matematycznymi poznawanymi w szkole podsta-
wowej i Sredniej. Mozna tu postawi¢ hipoteze, iz wiekszo$é studentéw nie rozumie is-
toty omawianego pojecia. Moznaby powiedzie¢, ze wiele badanych os6b nie dostrzega
takze zwigzkow zachodzacych pomiedzy pojeciami matematyki wyzszej i ,szkolnym*
pojeciem wartosci bezwzglednej liczby rzeczywiste;j.

Jednoczesnie wyniki prowadzonych przeze mnie badan wskazuja, ze studen-
ci potrafia, w wielu stereotypowych sytuacjach ,postugiwac” sie omawianym po-
jeciem pojawiajacym sie w kontekscie poje¢ matematyki wyzszej, nieujawniajac
przy tym powierzchownego rozumienia (albo catkowitego braku rozumienia) wartosci
bezwzglednej liczby rzeczywiste;j.
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Uwagi na temat wiedzy studentow III roku
matematyki w zakresie szkolnych tresci rachunku
prawdopodobienstwa

MACIEJ MAJOR

ABSTRACT. The paper deals with intuitive understanding of probability by Il year students
before their starting learn theory of probability.

Opisywane w tym artykule wyniki stanowia kontynuacje badan prowadzonych
przeze mnie od 10 lat, a dotyczacych stanu wiedzy probabilistycznej studentow ma-
tematyki sekcji nauczycielskich. Opisywane tu badania prowadzone byty wsrod 37
studentow III roku Akademii Pedagogicznej w Krakowie przed rozpoczeciem ich
akademickiego kursu rachunku prawdopodobieristwa. Wyniki badan miaty z jednej
strony pokazaé¢ jak studenci subiektywnie oceniaja poziom swojej wiedzy z rachunku
prawdopodobienistwa ze szkoty Sredniej i jaki jest aktualny poziom ich wiedzy z tej
dziedziny matematyki (ile pamietaja ze szkoly sredniej). Z drugiej za$ strony moga
by¢ one plaszczyzna odniesienia do wynikéw jakie zamierzam uzyska¢ w badaniach,
ktore beda przeprowadzone w tej samej grupie po zakonczeniu kursu rachunku praw-
dopodobienstwa. Badania te koresponduja z badaniami prowadzonymi w Polsce w
latach 1986-1990 przez zesp6l pracujacy w ramach Resortowego Programu Badan
Podstawowych RP. III. 30. na temat stanu wiedzy i przygotowania matematycznego
studentow sekcji nauczycielskich.

Studenci otrzymali do wypelnienia kwestionariusz, ktory sktadat sie z 8 pytan i
zadan.

KWESTIONARIUSZ BADAN

Ocenn w skali od 1 do 10 nastepujace stwierdzenia.
Uwaga: 1 oznacza, ze calkowicie nie zgadzasz sie z danym stwierdzeniem, zas 10, ze
catkowicie si¢ z nim zgadzasz.
Rachunek prawdopodobienistwa znatem(am) dobrze ze szkoly $redniej ......
Rachunek prawdopodobienstwa sprawial mi w szkole §redniej trudnosci ......
Pojecie prawdopodobieristwa znatem(am) ze szkoly sredniej ......
Pojecie prawdopodobienstwa sprawiato mi w szkole sredniej trudnosci ......
Wtasnosci prawdopodobienistwa znatem(am) dobrze ze szkoly sredniej ......
7 czym kojarzy Ci sie pojecie prawdopodobienstwa? Zapisz swoja odpowiedz.
Podaj definicje prawdopodobienstwa.

Wyobraz sobie sytuacje, w ktorej musisz opowiedzie¢ kolezance lub koledze co to
jest prawdopodobieristwo. Zapisz jak objasnitby$ znaczenie tego terminu.
Opisz zwiazki prawdopodobienstwa z innymi znanymi Ci pojeciami.
Opisz znane Ci zastosowania prawdopodobieristwa.
Podaj znane Ci twierdzenia dotyczace prawdopodobienistwa.
Podaj przyklady 3 zadan (problemoéw), w ktorych wystepuje pojecie praw-
dopodobienstwa oraz przedstaw schematyczny plan rozwiazania tych zadan.

W tym artykule omoéwie tylko wyniki uzyskane podczas analizy odpowiedzi na
pytania 1, 2, 5 oraz 6.
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Pytanie 1 miatlo na celu poznanie subiektywnej oceny studentéw w zakresie
ich szkolnych pojeé¢ rachunku prawdopodobienistwa. Ponizsze diagramy prezentuja
zestawienie odpowiedzi studentéw na omawiane pytanie.

Liczba odpowiedzi

Liczba odpowiedzi

Pytanie la Pytanie 1b
71
5 of
E
g 51
o
<4t
o
23
[}
52
1
Ocena Ocena
Pytanie 1c Pytanie 1d
71
=
E
g 51
o
<41
o
231
[}
S2t
1_..
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Ocena Ocena

Z przedstawionych diagraméw wynika, ze badani studenci dos¢ wysoko ocenili swo-
ja znajomos¢ (ze szkoly sredniej) rachunku prawdopodobieristwa, a w szczegolnosci
pojecia prawdopodobieristwa. Uznali tez, ze dos¢ dobrze, w momencie ukonczenia
szkoty $redniej, znali wtasnosci prawdopodobieristwa. Odpowiedzi uzyskane na po-
zostale dwa pytania sa nieco gorsze. Srednie uzyskane dla pytan la, lc, le wynosza
odpowiednio: 6.48, 6.03, 5.81, natomiast dla pytan 1b i 1d sa bliskie 5 i wynoszg 5.21
i 4.59. Analizujac zebrany material mozna stwierdzi¢, ze wyniki sg dos¢ zréznicowane
w przypadku poszczegbdlnych oséb, niemniej badani na ogét dosé wysoko oceniaja
swoje wiadomos$ci z rachunku prawdopodobienistwa.

Pytanie 2 miato na celu ustalenie z jakimi pojeciami lub tez obiektami badani
kojarza pojecie prawdopodobienistwa. Badani podawali najczesciej po kilka sko-
jarzen. Analizujac ich odpowiedzi mozna wyrdznié¢ 5 grup skojarzen. Rachunek praw-
dopodobienstwa kojarzy sie badanym z:

[. pojeciami kombinatorycznymi (21 odpowiedzi);

I1. pojeciami teorii rachunku prawdopodobieristwa (6 odpowiedzi);

III. réznymi doswiadczeniami losowymi (8 odpowiedzi);

IV. grami losowymi i hazardowymi (9 odpowiedzi);
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Pytanie le

Liczba odpowiedzi

Ocena

V. oceng lub przewidywaniem szans wystapienia zdarzenia (15 odpowiedzi);

VI. matematyzacja sytuacji z zycia (1 odpowiedz).

Wisréd odpowiedzi zaliczonych do grupy [ najczedciej wystepuja kombinacje, wari-
acje z powtorzeniami i bez powtorzen oraz permutacje. Badani wymienili tu tez po-
jecie silni i zbioru.

W grupie II znalazty si¢ pojecia: zdarzenia losowego, przestrzeni zdarzen elemen-
tarnych, prawdopodobieristwa zdarzenia, schematu Bernoulliego i losowania.

Do grypy III zostaly zakwalifikowane te skojarzenia, ktére odwoluja sie do
do$wiadczen losowych. Badani wymienili tu rzut moneta, rzut kostka do gry, losowanie
kuli z urny, losowanie o0s6b.

Studenci kojarza tez rachunek prawdopodobieristwa z grami losowymi i haz-
ardowymi. W odpowiedziach zaliczonych do grupy IV badani wskazywali na rézne
gry hazardowe, wymienili w szczegdlnosci totolotek oraz lotto.

Stosunkowo duzo skojarzen nalezy do grupy V. Najczestsza odpowiedzia byta:
mozliwoscé zdarzenia sie jakiejs sytuacyi. Wystapity tez odpowiedzi:

z czym$ co moglo sie zdarzyc,

z przypadkiem losowym,

z wyznaczaniem szansy zajscia zdarzenia,

z przewidywaniem wystapienia jakiegos zjawiska,

z obliczaniem na ile moze co$ sie wydarzyé, z szansq na zajscie jakiego$ zdarzenia,

z pewng skutecznosciq zaistnienia zjawiska, itp.

Podsumowujac, mozna stwierdzi¢, ze bardzo duzo skojarzen dotyczy pojeé¢ kom-
binatorycznych, a wiec jednego z narzedzi wykorzystywanych przy obliczaniu praw-
dopodobienstw zdarzen.

Pytanie 5 jest w pewnym stopniu podobne do pytania 2. Celem tego pytania byto
poznanie jakie zwiazki prawdopodobienistwa z innymi pojeciami matematycznymi
zauwazaja badani studenci. Na to pytanie nie odpowiedziato az 13 studentéw. Niek-
torzy z nich stwierdzali, ze nie znaja zwigzkow, inni pozostawiali puste miejsce. Sto-
sunkowo w najwiekszej liczbie wypowiedzi (29 odpowiedzi) wskazywano na zwiazki
rachunku prawdopodobienistwa z kombinatoryka. Wymieniono tu: rachunki zwiazane
ze zliczaniem liczby wariacji, obliczaniem liczby permutacji, kombinacji, obliczaniem
silni, wyznaczaniem mocy zbiorow.

Podawano tez zwiazki prawdopodobienistwa z innymi dziedzinami: statystyka ma-
tematyczna (5 odpowiedzi), genetyka (5 odpowiedzi), budownictwem (1 odpowiedz).

Czes¢ badanych dostrzega zwiazki prawdopodobiefistwa z innymi pojeciami
rachunku prawdopodobienstwa takimi jak: zmienna losowa (4 odpowiedzi), przewidy-
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wanie wyniku (2 odpowiedzi) czy zdarzenie (1 odpowiedz).

Odpowiedzi na pytanie 6 kwestionariusza dopetniaja informacje uzyskane w
wyniku analizy odpowiedzi na pytania 2 i 5. Odpowiadajac na to pytanie najwiecej
osob wskazato badz na zastosowanie prawdopodobieristwa do oceny lub obliczania
szans wygrania w roznych grach losowych i hazardowych, badZz do oceny spraw-
iedliwodci gier badz do ich projektowania. Wskazywano tu w szczegdlnosci na lotto,
rulete, gre w kosci, gry z wykorzystaniem monety. Wskazywano tez na zastosowanie
prawdopodobienistwa w statystyce matematycznej oraz ekonomii: ocena ryzyka przed-
siewziecia finansowego, zagadnienia zwigzane z gielda papieréw wartosciowych.
Wskazano tez na zastosowanie rachunku prawdopodobienistwa w policji, budownictwie
(prawdopodobienistwo zawalenia sie np. mostu), medycynie(prawdopodobienstwo za-
chorowania np. na raka), genetyce, przy planowaniu potomstwa (prawdopodobierist-
wo zaj$cia w ciaze) oraz w przepowiadaniu pogody. Zwrocono tez uwage na fakt, ze
prawdopodobienistwo (funkcja ,random") wykorzystywana jest przez informatykow
przy pisaniu programéw komputerowych. Wéréd odpowiedzi, byty tez takie, ktore
wskazywaly na zastosowanie rachunku prawdopodobieristwa do rozwigzywania zadan,
w ktorych wystepuja tresci z rachunku prawdopodobienistwa.

Przeprowadzona analiza pokazuje, ze studenci III roku matematyki, pomi-
mo iz do$¢ wysoko oceniaja swoje wiadomosci z rachunku prawdopodobienistwa,
posiadaja uboga wiedze na ten temat. Zwiazki jakie dostrzegaja pomiedzy poje-
ciem prawdopodobienistwa a innymi pojeciami matematycznymi oraz niematema-
tycznymi, ograniczaja sie¢ w istocie do potocznego rozumienia prawdopodobienstwa,
gier losowych oraz do poje¢ kombinatorycznych. Prawdopodobienistwo postrzegane
jest przez wiekszos¢ badanych przez pryzmat zadan jakie rozwiazywali oni w trakcie
nauki w szkole sredniej. Przyktady zadan, jakie proponowali studenci dotycza praw-
dopodobienstwa klasycznego. Moim zdaniem na odpowiedzi studentéw udzielane w
pytaniach 2, 5, 6 niebagatelny wptyw ma duzy nacisk ktadziony w szkole sredniej w
procesie rozwigzywania zadan na zastosowanie kombinatorycznych wzoréw (na liczbe
permutacji, wariacji, kombinacji). Wielu studentéow rozpoczynajacych kurs rachunku
prawdopodobienistwa rozwiazywanie zadan wiaze nierozerwalnie z obliczaniem mocy
zbioru ).

Jednostronne postrzeganie prawdopodobienstwa moze by¢ zZzrodtem btedéw i trud-
nosci na dalszym etapie ksztalcenia w zakresie rachunku prawdopodobieristwa. Dlat-
ego licencjackich kurs rachunku prawdopodobienistwa w Akademii Pedagogicznej w
Krakowie ma m. in. za zadanie wielostronnie ksztattowaé szkolne pojecia rachunku
prawdopodobienstwa.
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Histoéria ,,nejednej* pravdepodobnosti

IvAN MASARYK

ABSTRACT. The aim of this paper is to give some overview of the historical development of
the probability theory, as well as to mention some aspects in the teaching of the probability
at the primary schools in Slovakia. Here, the history of the probability is studied from the
cognitive process point of view, which consists of the motivation, creating the separated and
universal models, abstraction and finally generalization.

Uvod

Do beznej slovnej zasoby Tudi patri mnoho vyrazov tykajucich sa ndhody a pravde-
podobnosti, pretoze sa s nimi v beznom zivote stretédvaju na kazdom kroku. Uz Ziaci
na zakladnej skole pouzivaju slova ¢i zvraty ako ,,sanca”, ,,pravdepodobnejsi‘; ,,mozno®,
,urcite®, | spravim to na 100 percent”, ¢i dokonca ,,donesiem ti to na 200 percent a iné.
Je zaujimavé, Ze pravdepodobnost je v beznej re¢i zrozumitel n&, naproti skiisenostiam
s vyucovanim matematickej tedrie pravdepodobnosti. S touto tedériou méa problémy
ako mnoho studentov tak aj mnoho ucitelov. Skiimanie tohoto rozdielu ma priviedlo i
k studiu historie pravdepodobnosti. Ttto historiu si uvedieme v modeli poznéavacieho
procesu, ktory je prevzaty z |3, s. 23] i ked tu bol pouzity v inych stuvislostiach. Model
sa sklada z

e motivacie,

tvorby separovanych modelov,

tvorby univerzalneho modelu,

poznatku,

e a zovSeobechovania (kryStalizacie).

Motivacia pojmu pravdepodobnosti — hazardné hry

Ku vzniku teérie pravdepodobnosti prispelo viacero udalosti. Jej vznik sa datuje do
druhej polovice 17. storocia, avSak lTudia sa hrali hazardné hry od pradavnych ¢ias.
Podla [1, s. 4] existuju archeologické nélezy, ktoré poukazuji na existenciu doskovych
hier uz pocas vlady prvej dynastie v Egypte (cca. 3500 pnl.). Tieto hry sa hrali
pomocou malych kosti zvierat (astragali). Prave tieto astragali pripominaja kocky.
St v8ak trochu nepravidelné a tak nepadaji rovnako ¢asto na kazdua stranu. Pouzivali
sa v roznych kulturach zvac¢sa pri nabozenskych ritualoch, hazardnych hréach i pri
vesteni a komunikacii s bohmi. V Malej Azii sa pomocou tychto kosticiek vestilo.
Sposob nizsie popisaného ritualu [7| sa podoba modernej hre Poker. Pri vesteni sa
hadzalo 5 astragali, ktoré mali Sest ocislovanych stien podobne ako nase kocky. Na
stenidch mali niekedy vyryté i rézne ornamenty. Jednotlivé figiry boli potom spajané
s bohmi a ¢lovek dostal od vestca aj radu do Zivota. Napriklad figara (1, 3, 3, 4, 4)
bola spajand s Diom a bola znakom povzbudzujicej aktivity. Na druhej strane bola
figara (4, 4, 4, 6, 6) predstavujica nestastie, nakolko sa spéjala s Chronom, ktory
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pojedal deti a radou bolo, aby sa vSetci znamy mali na pozore pred nebezpecenstvom
a nestastim.

Hlinené kocky sa nasli uz v egyptskych hrobkidch z pred roku 2000 pnl. a
neskor v Case rozkvetu antiky boli uz kocky takmer vSade. Sved¢i o tom i slavny
vyrok Gaiusa Juliusa Caesara (100 — 44 pnl.) z roku 49 pnl. pri prekroceni rieky
Rubikon hranice medzi Galiou a Italiou na severe dnesného Talianska. Prekrocenim
Rubikonu zacala v Rime pétro¢na obcianska vojna medzi Caesarom a Pompeiom
(106 — 48 pnl.), resp. jeho synmi.

Alea iacta est.
(Kocky su hodené.)

Pocas antického obdobia hra nahoda stale rolu mystického, ale hlavne rolu
spravodlivéeho. Napriklad v starovekom Grécku nebolo sikromné vlastnictvo,
ale kazda osada mala spolofné vlastnictvo a na kazdy rok bolo potrebné rozdelit
podu. Kto bude obhospodarovat ktort zem sa rozhodovalo losom, ¢o bola bozia vola.
Podobne sa nikto nesmel vzopriet l6su pri volbach, aby si nepohneval bohov.

Separované modely v 17. storo¢i — Fermat, Pascal, Huygens

Podiatok matematickej teorie pravdepodobnosti sa zvykne stotoziovat so zaciatkom
korespondencie Blaisa Pascala (1623 — 1662) a Pierra Fermata (1601 1665)
v roku 1654. Koncom 16. storocia a zaciatkom 17. storoc¢ia sa problematike hazard-
nych hier venovali aj Geronimo Cardano (1501 — 1576) a Galileo Galilei
(1564 — 1642), ktorych diela vSak vysli az omnoho neskor. Naopak Christian
Huygens (1629 — 1695) in3pirovany Pascalom i Fermatom publikoval zékladnu
knihu Viypocty v hrach s kockami(1657), ktora sa stala pre matematikov ucebnicou
na nasledujucich 50 rokov. Tito vedci si boli plne vedomi, Ze pravdepodobnost moze
nadobudat Tubovolna redlnu hodnotu z intervalu (0, 1), avSak pri rieSeni problémov
hazardnych hier si vystacili iba s raciondlnymi hodnotami. Riesili mnoho konkrétnych
problémov z réznych uhlov pohladu. Najc¢astejsie islo o hry s kockami.

Za zmienku tu stoji fakt, ze Pascalovi zomrel v roku 1651 otec a on prepadol na
3 roky hazardnym hram. Je preto mozné, ze znamy rytier de Mére, ktory vystupu-
je ako postava v Pascalovych listoch Fermatovi je samotny Blaise Pascal. O hrach
a pravdepodobnosti sa ¢itatel moze doc¢itat v knizke Alfreda Rényiho (1921 -
1970) Dialogy o matematicel5, s. 126]. Rényi tu vysvetluje velmi dolezity rozdiel
medzi pojmom pravdepodobnosti a jej odhadom.

Univerzalny model — Bernoulli

Jednym z vyznamnych matematikov, ktori prispeli k rozvoju teérie pravdepodobnosti
je aj Jacob Bernoulli (1655 — 1705), ktorého vysledky boli publikované az v roku
1713 v Ars Conjectandi. Dokazal prvi limitnt vetu o pravdepodobnosti. Jej myslienku
uvadzam v modernom zapise [2, s. 7|. Nech na falosnej minci padne hlava s pravde-
podobnostou p, teda nech Pravdepodobnos (padne jedna hlava, v jedenom hode) =
P(1,1) = p. Znak potom padne s pravdepodobnostou 1 — —p. Pravdepodobnost
padu k hlav z n hodov potom bude:

Pl = (1 )sa-t
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Pri¢om pre hodnoty £ = 0,1,2,...,n nadobtda (1) hodnoty binomického rozdele-
nia. Bernoulliho vysledok hovori, ze Ve > 0:

P(lp—Ek/n| <e)—1,pren — o0 (2)

Bernoulliho dékaz hovori aj o rychlosti tejto konvergencie a ilustruje ju na priklade.
Akp = 0,6 ae= %, potom ak je pocet hodov vacsi alebo rovny 25550, tak je Sanca
29 31

1000 : 1 ze pomer (k / n) bude v intervale (z;, %>, teda pravdepodobnost toho, ze

pomer (k / n) bude mimo tohoto intervalu bude mensia ako 5or. Tato Bernoulliho
veta je dnes uz len Specialnym pripadom vSeobecného Zdkona velkyjch cisiel. Za jeho
¢ias v8ak bola prevratnym spojivkom medzi empirickymi skiisenostami a matema-
tickou vedou.

V roku 1733 sa podarilo Abrahamovi de Moivre (1667 — 1754) ukazat, ze
binomické rozdelenie pre hodnotu p = 1/2 sa blizi k norméalnemu rozdeleniu so spo-
jitou hustotou. Publikicia bola dodatkom Miscellanea Analytica (1730)

V roku 1763 bolo publikované vyznamné dielo Thomasa Bayesa (1702 — 1761)
An FEssay towards Solving a Problem in Doctrine of Chances, ktoré obsahuje Baysovu

vetu o podmienenej pravdepodobnosti. Vychédza z nasledujicej rovnosti,

P (B&A) = P (A&B)
P(B).P(A/B) = P(A).P(B/4) )

Nech P(B) # 0 a st zname pravdepodobnosti P (A),P (B)aP (B/A), tak naj-

jednoduchsia podoba tejto vety hovori, ze
P(A&B) P(A)P(B/A)

Baysovsky pristup kladie doéraz na kombinaciu vyuzitia apriérnej informacie
(skisenosti) a informacie ktoru ziskame z cieleného experimentu. Apriérna informécia
moze mat objektivny, ale aj subjektivny charakter, podla toho, ¢i ide o kolektivnu
alebo osobnu sktusenost. Uvediem tu upraveny priklad z [6, str. 10]. Predpoklada-
jme, Ze v nasom okoli je len priblizne kazdy 10000 ¢lovek chory (CH) na $pecialnu
chorobu a lekari maju pristroj, ktory zdravého ¢loveka (Z) vySetri spravne s pravde-
podobnostou 95 %. Chorobu u chorého ¢loveka vsak odhali na 100 %. Ozna¢me

symbolom (4) udalost, Ze pristroj indikoval chorobu a prirodzene
symbolom (—) udalost, ze pristroj chorobu neindikoval.

P (—/Z) je oznagenie pre podmienent pravdepodobnost, ze pristroj neindikoval
chorobu, za predpokladu, ze pacient bol naozaj zdravy. Potom plati, ze

P(=/Z)=95% P(—/CH)=0%

P(+/Z)=5% P(+/CH)=100%

KedZe v nagom okoli je na dant chorobu chory len kazdy desattisici ¢lovek, tak
P (Z)=99,99 %je apriorna pravdepodobnost, ze sme zdravi.

P(CH) = 0,01 %je apriérna pravdepodobnost, ze sme chori,
Pravdepodobnost, Ze pristroj indikoval chorobu je P (+).
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P(+)= P (Z&+)+ P (CH&+) = P(Z) . P(+/Z)+P (CH) . P (+/CH) = 5,0095 %

Nas vSak zaujima pravdepodobnost toho, Ze sme zdravi, za predpokladu, ze
pristroj indikoval chorobu. Teda P (Z/+). Podla (4) dostavame

P(Z).P(+/2)
P(+)
Napriek tomu, ze pristroj indikoval chorobu, mézeme si byt skoro isty, Ze nie sme
chori. Teda z 1000 pacientov, ktorym pristroj indikoval chorobu st v priemere ozaj
chorf priblizne dvaja.

P(Z/+) = ~ 99,8004 %.

Poznatok — klasickd pravdepodobnost — Laplace

Pierre Simone de Laplace (1749 — 1829) zovSeobecnil diela Bernoulliho, Baysa
a de Moivra v diele Théorie analytique des Probabilités (1812). O dva roky neskor
publikoval nasledovnu definiciu:

Teoria nahody spociva v redukovani vsetkych udalosti rovnakého druhu na urcity
pocet rovnako moznijch pripadov, co znamend, Ze mozZeme byt rovnako nerozhodnuty
ohladom ich nastatia. Tedria tieZ spo¢iva v urceni poctu priaznivijch pripadov udalosti
(A), ktorej pravdepodobnost je hladand. Pomer poctu priaznivjch a poctu vetkych
moznijch pripadov je miera pravdepodobnosti. Je to vlastne zlomok, ktorého citatel
je pocet priaznivych pripadov (m) a ktorého menovatel je pocet vSetkych moznich
pripadov (n).

Podla tejto definicie sa pravdepodobnost skimanej udalosti A da vyjadrit ako

P =" ()

Tento pristup k pravdepodobnosti sa presadil a bol Siroko pouzivany v nasledu-
jacom storo¢i. Napriklad rusky matematik Andrei Andrejevi¢ Markov (1856 —
1922) v roku 1912 vo svojej knihe pojednéava aj o Markovovych retazcoch a opiera
sa o tuto klasicka definiciu pravdepodobnosti. Takéto Siroké a trvacne uznanie pojmu
je prekvapujtice, napriek tomu Ze napriklad i Richard von Mises (1883 — 1953)
tvrdo napadol klasickil teoriu pravdepodobnosti otédzkou: ,,Ako si mdzeme vystacit
s tedriou pravdepodobnosti zalozenou na pocte rovnako moznych vysledkoch v pri-
pade falosnej kocky? “ Tuto otazku vsak Von Mises vyslovil az v roku 1928.

Paradoxy s principom nerozhodnosti sa objavili uz skor. Napriklad v roku 1883
Joseph Louis Francois Bertrand (1822 — 1900) publikuje paradox z oblasti
geometrickej pravdepodobnosti, ale paradoxy sa objavovali i v ostatnych oblastiach
tedrie pravdepodobnosti.

Zovseobecnenia v 20. storo¢i — Kolmogorov

Spominany von Mises sa vyznamne podielal na tvorbe frekvencnej tedrie pravde-
podobnosti. Jej zakladnym kamenom je zékon opakovatelnosti udalosti bez pod-
mienky rovnako moZnych udalosti, av8ak idealizaciou je moZnost opakovatelnosti
udalosti. Zékladné pravidlo tejto tedrie potom hovori, Ze rozdelenie pravdepodobnos-
ti ndhodnych udalosti bude rovnaké ako rozdelenie pravdepodobnosti opakovanych
udalosti. Zvykne sa tvrdit, ze nahodné udalosti maji dana (stabilni) hustotu pravde-
podobnosti. Tato teoria pokryva i pripad falosnej mince, ¢i kocky a mnoho dalsich.
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Napriek tomu, ze frekvencné teoéria pokryva vicsie mnozstvo udalosti, nepokryva
ich v8etky. Vo svete sa totiz Casto stretavame prave s takymi udalostami, ktoré st
neopakovatelné za tuplne totoZnych podmienok. Napriklad nakup konkrétnych akeii
na konkrétnej burze je neopakovatelna udalost, pretoZe burza sa nevratne zmeni uz
prvym nakupom na novi burzu s inymi pravdepodobnostami vynosov z nakupov
jednotlivych akcii.

Axiomaticki teériu pravdepodobnosti zalozil v roku 1933 Andre: Nikolaje-
vi¢ Kolmogorov (1903 — 1987). Obsahuje ako princip opakovatelnosti, tak aj
princip nadhodnosti. Cela je vybudované na pravdepodobnostnom priestore (€2, S, P),
kde €2 znamené priestor elementarnych udalosti, ¢o je mnozina vSetkych moznych
vysledkov ndhodného pokusu. S je g-algebra podmnozin ). Prvkami S st ndhodné
javy. Pravdepodobnost P je takéto zobrazenie:

P : S — (0, 1)pricom plati,

e 1. axioma: VA€ S: P(A) >0
e 2. axioma: P (Q) =1

e 3. axiéoma: Ak A, € S;sn=1,2, ...aA,NA; =0,i#j, tak

2 <n§1 An) - i P(A,). (6)

ZAaver

Pomerne mlada tedria pravdepodobnosti mé Siroky rozkvet aplikacii vo fyzike,
ekonomii, genetike, chémii, psychologii, ale i inde. V oblasti aplikicii matematickej
Statistiky a teodrie pravdepodobnosti zo slovenskych matematikov mozno spomenut
Andreja Pdzmana a Gejzu Wimmera. Medzindrodne uznavanu skolu z teoérie
miery a jej aplikicii v pravdepodobnosti vytvorili Beloslav Riecan a Tibor
Neubrunn (1929 — 1990), ktory na Slovensku inicioval i studium kvantovych logik.
Spickové vysledky v oblasti kvantovych Struktir a fuzzy pravdepodobnosti dosahuja
aj skupiny slovenskych matematikov, ktorych vedie Silvia Pulmannovd, Anatolij
Dvurecenskij, Beloslav Riecan a Radko Mesiar.
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Vyuzitie Catalanovych c¢isel vo vyucovani
kombinatoriky

JANKA MELUSOVA

ABSTRACT. This paper deals about possibility of making use of Catalan numbers as a way
of propaedeutic and practise of combinatorics at the high school.

Uvod

Kombinatorika je jednou z tych oblasti modernej matematiky, ktoré prenikaja do
skolskej matematiky. Je neoddelitelnou sucastou modernizécie elementéarneho mate-
matického vzdelavania. Pritom v8ak patri medzi najmenej obltubené partie stredo-
skolskej matematiky. Nielen u ziakov, ale aj u ucitelov. MozZe to byt zavinené tym, Ze
Studenti nemajia dostato¢né skusenosti s kombinatorickymi situédciami a nemaju roz-
vinuté kombinatorické myslenie. Toto je budované na schopnosti organizovat prvky
mnoziny do prehladnych tabuliek, grafov, schém a zoznamov. V poslednych rokoch
je zrejmy trend zaradit do osnov matematiky na druhom stupni zakladnych §kol a na
prvom stupni osemroc¢nych gymnézii propedeutiku kombinatoriky a tak rozvoj kom-
binatorického myslenia posilnit. Takisto je potrebné kombinatorické myslenie rozvijat
aj na gymnaziach. RieSenie kombinatorickych tloh, pri ktorych rieseni sa daju vyuzit
Catalanové ¢isla, resp. skumanie vlastnosti Catalanovych ¢isel by sa preto mohlo stat
zaujimavou napliou matematickych krazkov.

Catalanove ¢isla

Osobnost matematika Leonarda Eulera (1707-1783) je jednou z najvyznamnejsich
v historii matematiky. Jeho dielo bolo i v sticasnosti je studnicou napadov i motivacie
inych matematikov. Prave ono inspirovalo belgického matematika Eugéna Charlesa
Catalana (1814-1894). Eulera zaujimalo, kolkymi r6znymi spésobmi mozno rozdelit
konvexny n-uholnik pomocou niektorych jeho uhlopriecok na trojuholniky. Ttto tlo-
hu aj vyriesil. Jednoduchsie a ,elegantnejsie” rieSenie problému vsSak naSiel prave
Catalan.
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Obrazok 1 Mozné rozdelenie patuholnika na trojuholniky

Catalanova postupnost (niekedy nazyvand 1 Segnerova) je postupnost
prirodzenych ¢isel, ktoré znamenaju, kolkymi spésobmi moZno na trojuholniky
rozdelit n-+2-uholniky. Prvé ¢leny tejto postupnosti su 1, 1, 2, 5, 14, 42, 132, 429,
1430, 4862, 16796, 58786, 208012, 742900, 2674440, 9694845, 35357670, 129644790,
477638700, 1767263190, 6564120420, 24466267020, 91482563640, 343059613650,
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1289904147324, 4861946401452 ... Znamy je aj vzorec pre vypocet n—tého Cata-
lanovho ¢isla (n-tého ¢lena Catalanovej postupnosti),

C”:ni1(2:>‘ (1)

Vsetky Catalanove ¢isla st prirodzené ¢isla. Kratkou upravou (1) dostaneme iny

vztah pre vypocet C,,.
2 2
C’n:(n)—< n);prenZl. (2)
n n—1

Pre uplnost doplnime aj rekurentny vztah pre vypocet n-tého Catalanovho ¢isla.

n—1
CO = 1, Cn = Z C’,;C’n_l_i, pren Z 1. (3)
i=0
Okrem zistenia uz spominaného poc¢tu rozdeleni polygénov, mozeme Catalanove
¢isla vyuzit pri rieSeni mnohych inych kombinatorickych tuloh. Catalanove ¢isla ozna-
¢uju pocet:

1. réznych sposobov, ako moézeme tplne uzatvorkovat n-+1 ¢lenov. Napr. pre
n=3 mame nasledovnych 5 sposobov: a(b(cd)), a((bc)d), (ab)(cd), (a(bc))d,
((ab)e)d;

2. binarnych stromov s n+1 listami;

3. neizomorfnych plnych bindrnych stromov s n vnatornymi vrcholmi (binarny
strom nazyvame plny, ked kazdy vrchol méa bud dvoch potomkov, alebo ani
jedného);

4. Dyckovych slov dlzky 2n. Dyckovo slovo je retazec zlozeny zo znakov X a Y
tak, ze v ziadnom pociato¢nom podslove tohto slova nie je viac znakov Y ako
znakov X. Napr. XXXYYY, XXYXYY, XYXYXY, XYXXYY, XXYYXY su
vietky Dyckove slova dizky 6. A skutocne, 6 = 2.3, Cy = 5;

5. sposobov, ako si modze 2n Tudi podat ruku ponad stol tak, aby sa Ziadne dve
ruky nekrizovali;

6. ciest v mriezke Sirky n-+1 a dlzky n+1 z Tavého dolného do pravého horného
rohu takych, aby nikdy ,nepresiahli“ diagonalu. Priklad pre n=2 vidime na
obrazku 2.
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Obrazok 2

Vymenovali sme niekol'ko spésobov interpretacie Catalanovych ¢isel. Sloanova en-
cyklopédia celociselnych postupnosti tvrdi, Ze existuji tucty spdsobov ich vyuzitia.
Hl'adanie dalsich a vztahy medzi nimi mézu byt predmetom matematického skiimania
aj na gymnaziu.

Priklad 1 Néjdite pocet ciest z Iavého dolného do pravého horného rohu stvorcovej
mriezky takych, aby nepretinali diagonalu mriezky. Vyuzite znalost po¢tu Dyckovych
slov.

Pri hl'adani cesty v Stvorcovej mriezke nadm na ,navigaciu®“ staci pouzit dva prikazy
(P — vpravo, H — hore). Ak nechceme, aby nasa cesta krizovala diagonalu, musime
ist najprv vpravo, a az neskodr hore. Postupnost krokov tak mézeme ,zakddovat® do
retazca zlozeného zo znakov P a H, ktory splia podmienky Dyckovho slova.

FPPHHH FPHFFH FHFHFH FHFFHH PPHFPHF
Obrazok 3

Vztah Catalanovych ¢isel a Pascalovho trojuholnika

Skumanie vlastnosti Pascalovho trojuholnika uz tradi¢ne patri medzi objekty mate-
matického skiimania na gymnéziach. Existuje niekol'ko sposobob, ako mézeme Cata-
lanove ¢isla najst pomocou Pascalovho trojuholnika.

Prvy sposob je velmi jednoduchy. Catalanovo ¢islo vypocitame ako rozdiel kom-
bina¢ného &sla v strednom stipci Pascalovho trojuholnika a &fsla s nim ,susedného®.
Na obrézku 4 st tieto ¢isla vyznacené tuénym pismom.

1 2 1
1 3 3 1
1 4 ] 4 1
1 3 10 10 5 1
1 i 15 20 15 6 1
1 i 2 35 35 a1 i 1
1 3 28 36 T0 56 18 3 1
1 9 36 24 126 126 24 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Obrazok 4



190 JANKA MELUSOVA
1 6120 | 70| 252
- 111411556 210
11112 5 |14 42

Druhy sposob je analogicky s prvym spoésobom. Ziskame nim Catalanove ¢isla
pocinajic Cs. Vyberame neparne riadky. Catalanove ¢islo je rozdielom binomickych
¢isel v stlpcoch vyznacenych tuénym pismom (obrazok 5).

1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 f 4 1
1 5 10 10 5 1
1 f 15 20 15 f 1
1 7 21 35 35 21 ¥ 1
1 3 28 56 70 36 28 3 1
1 a 36 &4 126 126 84 36 Q 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Obrazok 5

113110351 126

-1l 5 21| &4

112 5 |14 | 42

Existuju aj zaujimavejsie rozlozenia, napr. také, aké je na obrazku 6.

1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 fi 15 20 15 fi 1
1 ¥ 21 33 35 21 7 1
1 3 28 i 70 56 28 3 1
1 Q 36 84 126 126 84 36 a 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Obrazok 6

1 = 1

2-1 = 1

6-3-1 = 2

20-10-4-1 = 5

70-35-15-5-1 = 14

252 -126-56-21-6-1 = 42

Zaver

Catalanove ¢isla nie st obsahom uc¢iva matematiky, ale praca s nimi a skiimanie ich
vlastnosti mézu Studentom sprostredkovat nové pohlady na kombinatorické tlohy
a tak prispiet k rozvoju ich kombinatorického myslenia.
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Inovacné stratégie rieSenia — geometria bez kruzidla

MAREK MOKRIS

ABSTRACT. The article deals with description of strategy solving traditional exercise by
inovation method.

V tomto prispevku charakterizujeme stratégie riesenia standardnej skolskej ulohy
z geometrie za pomoci nestandardnych stratégii pri jej rieSeni. Ziaci mali najst stred
opisanej kruznice trojuholniku, avsak ich riesenie bolo obmedzené istymi podmienka-
mi (pozri text ulohy).

Analyzujeme jednotlivé postupy rieSenia, ktoré pouzili ziaci 9. ro¢nika zakladnych
skol z presovského regionu pri rieSeni vybranej tlohy na matematickom stistredni pred
krajskym kolom matematickej olympiady. O ¢iasto¢nych skiisenostiach s objavovanim
stratégii pri rieSeni tohoto problému informoval M. Mokri§ v [2]|. Terajsia analyza je
doplnené o dalsiu stratégiu, ktoru sme identifikovali na ostatnom takomto stretnuti.
Skumanie rieSeni ulohy prebiehalo pocas troch rokov a zucastnili sa ho ziaci, ktori
boli pozyvani na krajské kolo MOZ 9 na zaklade vysledkov okresnych stutazi.

Miestom konania spominaného matematického siistredenia bola Skola v prirode
Turzov pri Gelnici. Toto podujatie blizsie charakterizuju A. Pridavkova a V. Kal-
nassyova v pracach [1], [3], [4].

Cielom tohto prieskumu bolo identifikovat stratégie pouzitelné pri rieSeni, ohod-
notit ich castost a spravnost. Ako prieskumné metoédy boli pouzité: analyza ziackych
prac a participa¢né pozorovanie.

Skiimané tloha:

Nech je dany Iubovolny trojuholnik ABC. Najdite stred S kruZnice opisanej tomu-
to trojuholniku, ak pri hladani bodu S méZete pouzit pravouhlé rysovacie pravitko
(bez meracej stupnice) a nemdzete pouzit kruzidlo. Ziak mohol pomocou pravouhlého
pravitka narysovat priamky, a kolmice, nemohol ho pouzit na meranie dlzok.?

Stratégia ¢. 1:

Stred S opisanej kruznice trojuholniku ABC' je priese¢nikom osi stran trojuholnika
ABC. Teda cely problém rieSenia tejto tlohy sa transformuje na problém najst stredy
stran. Pretoze, ak budeme poznat stredy stran, ich osi uz nie je problém zostrojit
(kolmice podla zadania tlohy mézeme zostrojit).

Nech ['ubovolna strana trojuholnika A BC' predstavuje uhlopriecku obdiznika (obr.
1) Kedze uhlopriecky obdlZnika sa navzajom rozpoluju, t. j. ich prieseénik lezi v strede
uhlopriecok, potom kolmica vedena na prislusna stranu trojuholnika a prechadzajica
stredom obdlznika je osou strany trojuholnika. Priesecnik tychto kolmic je stred S
kruznice opisanej trojuholniku ABC.

9Text nasledujicich stratégii riesenia bol modifikovany pre potreby tohto &lanku so zachovanim
jeho vypovednej hodnoty (myslienky rieSenia ziaka).
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lo

obr. 1

Stratégia ¢. 2:

RieSenie je podobné prvému, avSsak v tomto pripade strana trojuholnika ABC
predstavuje aj stranu obdlznika. Teda nad kazdou stranou trojuholnika ABC' zostro-
jime Tubovolny obdlznik (obr. 2)1.

abr. 2

Stratégia ¢. 3:

Vyuziva poznatok, Ze uhlopriecky kosodlZznika sa rozpoluju.

Vedme kazdym vrcholom trojuholnika ABC' rovnobezku (zostrojime pomocou
dvoch kolmic) s protilahlou stranou trojuholnika ABC. Tym dostaneme trojuholnik
A*B*C* (obr. 3). Oznacenie volime tak, aby bod A lezal na usectke B*C*, bod B na
usecke A*C* a bod C' na tseckeA* B*.

Teraz zostrojime stredy stran trojuholnika ABC. Pretoze napr. ABCB* je
rovnobeznik, potom sa tusecky AC, BB* navzajom rozpoluju; oznacme By ich
priese¢nik. Bod By je teda stredom strany AC. Rovnako zostrojime stred Cy strany
AB a stred Ay strany BC. Pomocou trojuholnikového pravitka zostrojime v bode Aq
kolmicu o; na priamku BC, dalej v bode By kolmicu 0, na priamku CA a konecne v
bode C kolmicu o3 na priamku A B. Vieme, ze vSetky tri priamky oy, 09, 03 prechadza-
ju jednym bodom, stredom .S opisanej kruznice trojuholniku A BC. Kolmice 01, 02, 03
rysujeme vSetky tri pre kontrolu spravnosti rysovania.

10V Ziackych riegeniach sa &asto objavovala aj modifikdcia obr. 2 v tom vyzname, Ze vyfarbené
obdlzniky boli zostrojené do vnutra trojuholnika.
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A* obr.3

Stratégia ¢. 4:

Vyuziva poznatky o Talesovej kruznici. V bode A zostrojime priamku a . AB (obr.
4) a v bode C priamku ¢l BC. Priamky a, ¢ sa pretnt v bode D. Priamka BD
rozdeluje stvoruholnik ABCD na dva pravouhlé trojuholniky so spolo¢nou preponou
BD. Podla Talesovej vety je stred usecky BD (oznacime ho S) stredom kruznice
opisanej trojuholnikom ABD, BCD; jej polomer je |SA| = |SB| = |SC| = |SD|.
Zostrojime bod E, ktory je priese¢nikom priamok, pre ktoré plati DE||AB, AD|BE.
Potom stvoruholnik ABED je rovnobeznik, ktory ma pri vrchole A pravy uhol a preto

je obdlznikom. Kruznica k so stredom v bode S'! je kruznicou tomuto obdlzniku
opisanou, teda aj trojuholniku ABC.

Zaver a odporucania

7 charakteristiky jednotlivych stratégii mézeme identifikovat tvorivost a napaditost
pri objavovani rieSeni. Z hladiska castosti vyskytu prislusnej stratégie pri rieSeni, mali

postupy 1, 2 a 3 rovnaku frekvenciu aplikacie, avsak stratégia ¢. 4 sa vyskytla iba
raz.

HBod S zostrojime ako priese¢nik uhloprie¢ok obdlznika ABED
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Pri analyze korektnosti rieseni sme dospeli ku konstatovaniu u stratégie ¢. 3, ze na-
jcastejSou chybou bol zaver, ze uhlopriecka kosodlznika je aj osou prislusnej strany, ¢o
vo vSeobecnosti neplati. U ostatnych stratégii sme nespravne zavery neidentifikovali.

Prezentovana tloha, ako aj objavené stratégie jej rieSenia, by mohli byt vhod-
nym zdrojom spestrenia vyucovacej hodiny matematiky, resp. zdrojom skiimania pre
ziakov navstevujucich matematické krazky.
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Program VUStat ako doplnok EXCELu pri
vyucovani Statistiky

IVETA MOLNAROVA

ABSTRACT. The aim of this paper is to ilustrate possibilities how to use VUStat in the course
of elementary Statistics.

Uvod

Rozhodovanie sa v neistych situaciach, pri nedostatku tdajov, napor vysledkov
roznych prieskumov, odportacania na investovanie penazi je sucastou kazdodenného
zivota, no v Skoléch sa rozvoju Statistického myslenia a jeho kultivacii eSte nevenuje
dost pozornosti.

V priprave budtcich uéitelov je z hladiska pravdepodobnosti a Statistiky najvhod-
nejsou kombinaciou kombinacia matematika - informatika, ktora dostato¢ne pripravi
ucitelov na to, aby hodiny matematiky podporili pocitacovou technikou a vlastnymi
programami. HorSie je to s kombinaciami M- chémia, M- biolégia, M- geografia, M-
hudobné vychova, M- vytvarna vychova, kde navySe podla volby diplomovych prac
vidiet, Ze studenti maju casto lepsi vztah k svojmu druhému aproba¢nému predmetu.

Prednasky a cvicenia zo Statistiky z tohto doévodu orientujeme tak, aby studenti
— buduci uéitelia nemuseli programovat, ale aby vyuzivali hotové a dostupné soft-
vérové systémy. V ucitel'skom Studiu vystacime s Excelom, pricom doéraz kladieme
na interpretaciu ziskanych vystupov a overenie vstupnych predpokladov pouzitych
metod. NavysSe Statistika je predmet, kde vztah praxe a teodrie je uzsi ako v inych ma-
tematickych disciplinach a vyuzitie vypoctovej techniky tento vztah len zvyraziuje.
Preto nazornost je d'alsia vlastnost, ktoru treba rozvijat v zakladnom kurze Statistiky,
mozno aj na ukor rozsahu a podrobného teoretického vykladu.

Vustat ako doplnok Excelu

Vyuébovy program VUStat, ktorého demoverzia (vustatengdemo.zip) sa da stiahnut
z internetu zo stranky www. vusoft2. nl je dobry prostriedok pri vyucovani pravde-
podobnosti a Statistiky, ktorym sa da simulovat mnoho nahodnych javov, s jeho
vyuzitim sa nézorne interpretuju vysledky Statistickych procedir, Tahko sa zobrazi
obor prijatia a zamietnutia nulovej hypotézy, nazorne sa ukazu vlastnosti réznych
rozdeleni, zmena ich vlastnosti po inej volbe parametrov rozdeleni. Niektoré vlast-
nosti programu ukézem na prikladoch.

Priklad 1. V teorii odhadu sa vzdy prednasa intervalovy odhad strednej hodno-
ty zakladného suboru. Na zaklade udajov z jedného vyberového stiboru sa v Exceli
pomocou Popisnej Statistiky jednoducho ur¢i intervalovy odhad parametra, no Stu-
denti tento vysledok interpretuja tak, Ze interval spolahlivosti je pevny a meni sa
strednéd hodnota, ktora do tohto intervalu padne s istou vopred zvolenou pravde-
podobnostou. Napravit tito chybnu predstavu a ukazat, ze stredna hodnota je kons-
tanta, ale ndhodne sa menia hranice intervalu spolahlivosti (resp. aj Sirka intervalu)
v zavislosti od X, S, n umozni simulacia zachytena na obr.1. V tomto pripade pre
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vyberovy subor s rozsahom n = 25je po kazdom kroku najdeny vzdy iny 95% interval
spolahlivosti pre strednt hodnotu s vyuZitim kvantilov t-rozdelenia.

Confidence intervals o[> D@ lY[El | 2|z
Choosze distribution Sample size
H Proportion Experiment 7
Humber cormrect 6
LA Percentage 85.7%
exp Mean Standard deviation | Interwal ‘ 05 2 35 ~
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3 212 036 [1.72:281] ]
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] 21 0,36 [1.71:2580] ]
E 21 0,33 [1.72:249] ]
7 1.74 115 [1.26;2.22) ]
Obrazok 1

Priklad 2. Pri studovani vlastnosti normélneho rozdelenia, pri testovani hypotéz,
kde testovacia Statistika ma normalne rozdelenie sa d& pouzit Distributions/Normal
distributions, ¢o umoznuje aj interaktivne tpravy obrazka, zmenit u, o, typ alter-
nativnej hypotézy (obr.2).
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Obréazok 2

Priklad 3. Pri testovani zhody strednej hodnoty, rozptylu alebo podielu s kons-
tantou neméa Excel v ponuke hotovy test. Vo VUState mdzeme néjst z-test ako test
zhody strednej hodnoty normalneho rozdelenia a zndmym rozptylom s konstantou,
t-test pre pripad, Ze rozptyl v zédkladnom stibore nie je zndmy, binomicky test, Pois-
sonov test. Napriklad pomocou VUStatu po volbe t-test, zadani ug, T, S, n, « sa
oblast prijatia nulovej hypotézy, hodnota testovacej statistiky znézorni ako na obr.3.
Lahko rozhodneme o zavere testovania (¢o sa zarovenn automaticky vypise pod graf).
Velkou vyhodou je aktivne vstupovanie do obrazku, mézeme sledovat, ako iné hod-
nota vyberového priemeru T ovplyvni vysledok testovania.
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t-test: normal distribution, SD unknown
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Obrazok 3
Podobne v tej istej situécii sa da vyuzit a znazornit p-hodnota (obr.4).

045

The test statistic T = (¥ppan-24(SD H0)
has at-distribution with 9 degrees of freedom

035

0,25

0,15

0,05

0

-6
Result

T =[32)/ [FA10)=0.4518 Sigrificance level[alpha) M e it
FLT > 045=03311 Formulate
The null hypothesis is not rejected.

Mot significant

Obrazok 4

Priklad 4. Vo VUState je pripravenych mnoho simulécii ndhodnych javov.
Na ilustraciu aproximacie binomického rozdelenia normalnym pouzil Rényi v [1]
Galtonovu dosku, kde po dostatoéne velkom mnoZstve napr.N = 1000spustenych
guliek po doske sa tieto roztriedili do stipcov, ktoré spolu vytvorili atvar, pripomina-
juci Gaussovu krivku. Tento ndhodny pokus sa da simulovat aj v tomto prostredi, da
sa menit pocet radov kolikov n, pravdepodobnost p odrazenia gulky doprava, vysled-
kom (obr.5) st absolatne i relativne pocetnosti padania guliek do priehradok ako
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aj teoretické pravdepodobnosti vypocitané podla Bernoulliho schémy (st vyjadrené
v percentéch). Na porovnanie empirického a teoretického rozdelenia posluzia aj oba
histogramy, ktoré sa daju zobrazit.
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Obrazok 5

Binomické rozdelenie Bi(n; p) konverguje k normalnemu rozdeleniu N (np; npq)
pre n — oo. Na Galtonovej doske sa da menit pocet radov kolikov len od 1,...12.
V tomto pripade zhodu empirickych tdajov z obr.5 pre n = 12, p = 0, 5s teoretickym
modelom N (6;3) mozeme overit Chi- kvadrat testom dobrej zhody. Vyhodne pre
uréenie p-hodnoty pouzijeme vo VUState graf distribu¢nej funkcie x2?—rozdelenia
(obr.6).

Priklad 5. Pad gulky po Galtonovej doske dobre ilustruje posobenie zakona
velkych ¢isel. Vzniknuté rozdiely medzi relativnymi pocetnostami a pravdepodob-
nostami st velmi malé, ¢o nas v praxi opraviiuje pouzivat relativnu pocetnost
namiesto nezndmej pravdepodobnosti. V priklade 4 je maximalny rozdiel 0,0236.
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Zaver

Dnesné vyucovanie Statistiky je tizko spojené s vyuzitim vypocovej techniky. Vhod-
nym doplnenim Excelu programom VUStat moézeme rozsirit vyucovanie o simulécie
nahodnych udalosti, o nové prvky grafickej prezentacie, ¢o ulah¢uje analyzu a inter-
pretaciu rieSeni.
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Ro6zne reakcje studentéow pedagogiki na bledy
uczniéw popelniane podczas rozwigzywania zadan z
matematyki

BARBARA NAWOLSKA

ABSTRACT. This paper is an attempt to analyse how students of early primary school peda-
gogics are prepared to teach mathematics in classes of young pupils. They should be able not
only to properly react to their pupils mistakes but to have the ability to use these mistakes in
order to teach them mathematics. The paper contains a certain number examples of students
reactions to their pupils mistakes.

Btad jest nieuniknionym sktadnikiem ludzkiej aktywnosci, jest sktadowa czescia
rozwoju wiedzy i zawsze towarzyszy uczeniu sie matematyki. Naturalne jest wiec, ze
uczniowie popetniaja bledy i trzeba to zaakceptowac i wykorzysta¢ w nauczaniu.

Wiedza matematyczna jest zawsze wiedza osobista zalezna od indywidualnych
do$wiadczen. Uczenie sie jest procesem rozwiazywania probleméw, w trakcie ktorego
uczen pokonuje trudnodci, przeszkody, btedy i dzieki temu konstruuje swoja wiedze.
Tak skonstruowana wiedza staje si¢ wtasnoscia tego kto sie uczy. Uczniowie kon-
struujac swoja wlasng matematyke uogolniaja sensownie, lecz nie zawsze wlasciwie
swoja poprzednia wiedze. To moze prowadzi¢ do btedéw. Dzieci nie popetniaja btedow
bezmyslnie, one albo wierza, ze robig dobrze, albo nie sa pewne w ogole tego co robia
(Booker,1989).

Czesto w szkole dzieci boja sie btedu, gdyz jest on podstawa selekcji. Obawa
przed bledem moze spowodowaé strach przed matematyka. Taka atmosfera nie jest
korzystna.

Nauczyciel powinien byé¢ przewodnikiem dziecka w konstruowaniu jego wiedzy,
powinien stuchaé¢ dzieci, akceptowaé to co moéwia, asystowaé przy tym co czynia, a
wszystko powinno sie odbywaé¢ w atmosferze bezpieczenistwa. Wowczas popelnianie
btedow staje sie istotna czescia procesu uczenia sie. W tej sytuacji nauczyciel powinien
rozumie¢ role btedu w edukacji matematycznej i fakt ten winien byé¢ waznym celem
ksztalcenia nauczycieli. Nie mozna stwarzac¢ atmosfery strachu przed btedem, ani omi-
ja¢ btedow, wrecz przeciwnie, nalezy tak postepowac, aby btedy mogtly sie ujawniac
gdyz mozna je przedyskutowacé. Nauczyciel musi przygotowaé dzieci do pokonywania
bledéw. Blad nie spetlni pozytywnej roli jezeli zostanie poprawiony przez nauczy-
ciela lub kogo$ innego niz ten kto popetnit btad. Wtasciwa reakcja nauczyciela na
btad ucznia wymaga zidentyfikowania btedu i refleksji nad jego zrédtem. Mozna tu
wywolaé¢ konflikt miedzy tym co dziecko sadzi a rzeczywistoscia. Nastepnie mozna
powr6cié do tego co pewne i dalej stopniowaé nauczanie, by nie byto duzych skokow
lub luk. Dziecko poprawi btad nawet tego nie zauwazajac, bo rozumienie pojawi sie
tam gdzie byly braki. Mozna tez zredukowaé abstrakcje, gdyz dziecko ma tendencje
do manipulowania symbolami. Stale tez trzeba uzywaé¢ konkretnych materiatow, bo
to pomaga w rozwoju rozumienia (Ciosek, 1992).

Podczas hospitowania zajec¢ szkolnych w klasach mtodszych mogltam zaobserwowaé
roznorodne bledy ucznidow oraz reakcje nauczycieli. Stad pomyst sprawdzenia jak w
analogicznych sytuacjach moga zareagowa¢ nasi studenci, zwlaszcza, iz w ich ksz-
talceniu, poswiecamy sporo uwagi problematyce btedow i reakcji na nie. Studenci
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mieli na piSmie przedstawi¢ swoja reakcje na zaprezentowany blad uczniowski. Po
sprawdzeniu prac, kazdy student miatl mozliwos¢ ponownego przyjrzenia sie swojej
pracy i dyskusji nad zaproponowanym przez siebie rozwigzaniem metodycznym.

Zalezalo mi na tym aby studenci nie moéwili dziecku wprost, ze popetnito btad,
lecz by swoja uwaga, zachowaniem, odpowiednim pytaniem sprawili, iz uczeri sam
go zauwazy i by w tej sytuacji samodzielnie lub przy niewielkiej pomocy nauczyciela
umial 6w btad poprawi¢. W ten sposob chcialam sprawdzi¢ jak studenci rozumieja
pojecia, ktore maja ksztaltowaé¢ w przysztosci u swoich uczniow oraz jak reaguja na
btedy uczniéw i czy potrafia je wykorzystywaé do ksztatcenia matematycznego.

Omoéwie kilka roznych reakeji studentéw na uczniowskie btedy.

Sytuacja 1.

Jak pomozesz uczniowi, odkry¢ i poprawié¢ btad, gdy odejmowanie 56 - 28 wykonatl
nastepujaco: 56 — 28 = 56 — 20 +8 = 36 + 8 = 44.

W tej sytuacji istotne jest rozumienie pojecia odejmowania i wazna jest umiejet-
nos¢ znajdowania wyniku tego dziatania réznymi sposobami. Podstawowa interpre-
tacja odejmowania w klasach mtodszych jest czynnosé ujmowania.

Wszystkie badane studentki zauwazyty btad, wiedzialy na czym polega. Najcze-
Sciej polecaty dziecku sprawdzi¢ odejmowanie za pomoca dodawania. To pozwalato
zauwazy¢, ze wynik jest zty. Nastepnie odwolywaly sie¢ do pojecia odejmowania jako
ujmowania w sytuacjach konkretnych. Jedna wykorzystata w tym celu historyjke o
zjadaniu cukierkow. WyobraZ sobie, ze masz 56 cukierkow i zjadtes 28, ale jadles je
w taki sposob, ze najpierw zjadtes 20 cukierkow, a poiniej jeszcze 8. W ten sposob
odwolujac sie do sytuacji bliskiej dziecku mogla poméc uczniowi zauwazy¢ blad i
zrozumied, iz odjac 28 to odjaé 20 i jeszcze odjac 8. Na uwage zastuguje rowniez fakt,
ze wykorzystala nastepstwo czasu do rozdzielenia w naturalny sposob liczby 28 na
dwa sktadniki (20 i 8). Inne studentki proponowaly uczniowi sytuacje z zakupami np.:
Masz 56 ztotych, robisz zakupy, kupujesz stodycze za 20 zt i owoce za 8 2t. Ile musisz
zaptaci¢ za zakupy i ile pieniedzy ci zostanie? W tej realistycznej sytuacji réwniez
wykorzystane jest odejmowanie jako ujmowanie i naturalne rozdzielenie liczby 28
na dwa skltadniki, co pozwala dziecku wykona¢ podwojne odejmowanie (odjaé¢ koszt
stodyczy i odjaé¢ koszt owocow).

Byly jednak studentki, ktére odwotywaly sie¢ albo do ,autorytetu” nauczyciela
i uzywaly zwrotow typu: Czy na pewno musimy dodac?; Zastanow sie i wykonaj
to dzialtanie jeszcze raz!, Sprawdz jeszcze raz czy dobrze wykonate$ dziatanie; Mamy
odejmowanie, dlaczego dodates 87 albo do formalnej matematyki i praw dziatan:
Zapisz te sume w nawiasie 56 - (20 + 8); Co oznacza ten zapis? Kiedy przed nawiasem
stoi znak ,, minus® to w nawiasie zmientamy znak.

W tej sytuacji wprowadzenie nawiasu zamiast poméc dziecku moze mu tylko
utrudni¢ rozwiazanie problemu, bo gdyby uczen wiedzial co tu oznacza nawias i jak
nalezy wykonaé¢ takie odejmowanie — nie popetnitby btedu. Ostatnie z omawianych
prac sa typowe dla rzeczywistosci szkolnej i prezentuja dosé czeste reakcje nauczycieli.
Zacytujmy dostownie jedng z takich reakcji na btad:

. Jakie dziatanie miates wykonac?
- Odejmowanie.
- Jakq liczbe nagpierw odjgtes?
- Odjgtem 20 i dodatem 8.
- Czy na pewno musimy dodacé 82 Przypomnij mi jakie dziatanie masz wykonac?
- Odegjmowanie.
- Czy mozemy dodaé 8 jezeli odejmujemy?
- Nie.

T2 Z
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N: Co musimy zrobi¢?

U: Odjgé.

N: Musimy poprawi¢ znak. Jakie bedzie dziatanie?

U: 56 - 28 =56 - 208 =36 -8 =28

W przytoczonej powyzej propozycji jednej ze studentek nauczyciel jawi sie jako
niepodwazalny ,autorytet” posiadajacy monopol na wiedze. Uczen w tej sytuacji musi
jedynie odgadywac jego intencje i biernie poddawaé sie instrukcjom. Efekt w postaci
konicowego zapisu jest dobry, ale czy uczeni zrozumial swoj btad? Czy uchwycit sens
trudnosci zawartej w zadaniu? Czy mial mozliwosé samodzielnego dzialania i rozu-
mowania?

Sytuacja 2.

Jak pomozesz uczniowi, odkryé i poprawi¢ blad, gdy dzielenie 360 O (3 + 2)
wykonal nastepujaco: 360 O (3 +2) =360 03 + 360 O 2 = 120 + 180 = 300

W sytuacji tej istotne jest rozumienie pojecia dzielenia i znajomo$¢ jego interpre-
tacji wykorzystywanych w klasach mtodszych tj. dzielenia jako podziatu na réwne
czedci lub rozdzielania po kilka elementéw czyli tzw. mieszczenia.

Jedna studentka wcale nie zauwazyta bltedu mimo informacji o nim. Kilka stu-
dentek odwotato sie do kolejnosci wykonywania dziatan. Koncentrowaly one uwage
dziecka na koniecznosci obliczenia najpierw dzialania w nawiasie. Przy takiej postaw-
ie nauczyciela uczen poprawia swoj btad zgodnie z instrukcja, nie wie jednak dlaczego
tak nie wolno mu dzieli¢, ani dlaczego w innych sytuacjach |[np. w mnozeniu 17
- (22+2)] wecale nie musi najpierw dodawa¢. Wyglada na to, iz swojego bledu nie
popetil przypadkowo. Mozna przypuszczaé, ze znajac i wielokrotnie z powodzeniem
stosujac rozdzielnos¢ mnozenia wzgledem dodawania w przypadku dzielenia postepu-
je analogicznie. Dzielenie jest rozdzielne wzgledem dodawania jednakze rozdzielac¢
mozemy dzielna a nie dzielnik i o tym prawdopodobnie uczen nie pamieta. Na ten
fakt nalezy zwrécié mu uwage odwolujac sie do samego pojecia dzielenia np. jako
podziahu na réwne czesci. Tego w propozycjach tych studentek brakuje.

Byly takie, ktore odwotaty sie do samego pojecia dzielenia proponujac np.: Gdy-
bysmy mieli rozdzielic 360 2zt po rowno pomiedzy 3 dziewczynki © 2 chlopcow to jak-
bysmy to zrobili? W tej sytuacji uczen sam musi zauwazy¢, ze jak rozdzieli cata kwote
miedzy 3 dziewczynki to dostana one po 120 zt i juz nic nie zostanie dla chtopcow. Tak
wiec w ten sposob dzieli¢ nie mozna. Ta sytuacja zmusza ucznia do odkrycia sposobu
rozdzielania tej kwoty na pie¢ réwnych czesci. Moze tu nawet rozdzielaé¢ dzielna by
tatwiej mu byto obliczac¢ po ile kazdy dostanie.

Sytuacja 3.

Nalezato rozwiazaé¢ zadanie: Adam i Ewa maja podzieli¢ miedzy siebie 20 zt tak,
aby Ewa miala o 4 z wiecej. Ile pieniedzy dostanie kazde z nich?

Uczenn zaproponowal nastepujace rozwiazanie: Najpierw rowno rozdziele 20 2t
miedzy Bwe i Adama, a poiniej zabiore 4 2t Adamowi i dam Fwie. Wtedy Fwa bedzie
miata o 4 2t wiecey.

Jak by$ pomogta uczniowi odkry¢ i poprawic¢ btad?

W tej sytuacji z kolei mamy do czynienie z poréwnywaniem réznicowym. Wazne
jest tu rozumienie zwrotu ,0 4 wiecej“. W klasach poczatkowych powinien on by¢é
rozumiany jako ,tyle samo i jeszcze 4.

Wiele studentek pozwalalo uczniowi rozwiaza¢ zadanie tak jak zaproponowal i
pytato:

N: Ile ma Ewa a ile Adam?

N: Sprawdz o ile wiecej ma Fwa niz Adam.

N: Czy tak miato byc?



204 BARBARA NAWOLSKA

To pozwalato dziecku zauwazy¢, ze jest blad. Nalezalo jeszcze ten btad zlokali-
zowaé i poprawi¢. W tym celu prosity o zilustrowanie rozdawania pieniedzy za po-
moca zetonow, patyczkoéw lub na rysunku. W kazdym przypadku akceptowaty pomyst
ucznia podziatu pieniedzy na 2 réwne cze$ci. Na rysunku sg dwa szeregi zetonow
(koteczek), w kazdym po tyle samo i sa one utozone jeden pod drugim. Nastepnie
zachecaly do przesuwania po jednym zetonie z czesci Adama do czesci Ewy przy jed-
noczesnej obserwacji zmian w liczebnosci elementéw obu zbioréow. Przy przesunieciu
jednego zetonu, réznica podwaja sie i wynosi 2. Aby wiec roéznica wynosita 4, nalezy
przesuna¢ 2 zetony, a nie 4 jak proponowal na poczatku uczen. Takie postepowanie
z jednej strony sygnalizuje, ze gdzies jest blad, a ponadto pozwala ten btad odkry¢
i poprawi¢. Jedna z nich na zakoriczenie proponuje jeszcze inne rozwiazanie, ktore w
tej sytuacji pozwala jeszcze lepiej zrozumieé¢ poréwnywanie roznicowe.

Inna ze studentek podata uczniowi instrukcje:

Nalezy najpierw od 20 zt odjgc 4 21, a nastepnie reszte, czyli 16 21, podzieli¢ na 2
0soby |chodzi o podzial na 2 rowne czesci|, czyli majg po 8 2t. Ale Ewa ma mieé o
4 2t wiecej i dopiero do tego trzeba dodaé 4 2t dla Ewy: 8 zt + 4 zt = 12 zt — kwota
Fwy, a 8 zt — kwota Adama. Poniewaz ty zabrate$ 4 2t Adamowi [10 - 4] i dates je
Fwie |10 + 4], wtedy Ewa miata nie o 4 2t wiecej tylko o 8.

Tutaj studentka pokazala, ze sama potrafi rozwiaza¢ zadanie, ale nie zrobita nic
by pomoc uczniowi odkryé¢ i poprawié btad, ktory on popetnit. Ponadto narzucita mu
swbj sposob rozwigzania. Obawiaé¢ sie mozna, ze jest tak dlatego, ze ona nie potrafi
wykorzysta¢ pomystu dziecka. Umie tylko tak rozwiazaé jak to zademonstrowala.

Reakcje studentéow na bledy uczniowskie byty rézne. Niektorzy, zamiast pomoc
dziecku polecali §ledzi¢ swoj sposob myslenia narzucajac wlasne rozwiazania |[patrz
ja to robie tak]|, inni sterowali czynnosciami ucznia wydajac szczegotowe instrukcje
kolejnych krokéw postepowania, pozorujac tym samym aktywnos$é ucznia, gdy tym-
czasem on byl tylko narzedziem w reku. nauczyciela. Jeszcze inni w sytuacji 1. lub
2. zamiast zredukowaé abstrakcje i uzywaé¢ konkretéow powotywali sie na kolejnosé
dziatan i reguty opuszczania nawiasow.

Warto na zakoriczenie doda¢, ze reakcje studentéw na btedy uczniéw nie odbiegaja
w istotny sposob od reakcji do$wiadczonych nauczycieli. Pocieszajacym jest fakt, ze
sa wsrod nich zachowania pozgdane. Chce wierzy¢, ze sa to te dobre efekty naszej

pracy.
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Dvé tulohy reSené Markovovymi retézy

JIRINA NOVOTNA

ABSTRACT. The mathematical approach used by chains of Markov is described in our article.
The processes of Markov are simulated by means modern mathematical approach, namely
theory of probability, matrices and graphs.

Uvod

Posloupnost pokusi, kde vysledek kazdého jednotlivého pokusu je zavisly na nék-
terych nekontrolovatelnych faktorech, které maji nahodny charakter, se nazyva
stochasticky proces. Budeme popisovat procesy s konecnym poc¢tem takovych pokusii,
z nichz kazdy mé konec¢ny pocet vysledkii.

Dalsim ptedpokladem je, Ze zndme-li vysledky vsech predchozich pokusi, zndme
také vsechny vysledky, které mohou nastat pii provedeni pokusu nésledujiciho, i jejich
pravdépodobnosti

Specialnim typem stochastickych procesu jsou Markovovy fetézy. Jsou to takové
stochastické procesy, kde vysledky nasledujicich pokusii jsou zéavislé jen na vysledku
pokusu predchazejiciho.

Markovovy retézy

Posloupnost pokust, kde kazdy pokus méa tutéz kone¢nou mnozinu moznych vysledku
Eq, Es,. .. E,, nazveme Markovovym fetézem, jestlize pravdépodobnost kazdé konecné
posloupnosti vysledki (pokusi nultého az n-tého) je dana vztahem

P(Ej07 Ejla . -Ejn) = PjoPjoj1 Pj1j2- - - -Pjin—1jn,

1 <j < n, jsou pravdépodobnosti vysledkii nultého pokusu a pjj, kde 1 < j < n,
1 < k < n, je pro vSechny
pokusy podminénd pravdépodobnost vysledku E; za podminky vysledku E; v pokuse
predchézejicim,

pjr = P(Ex/E;).

Posloupnost p;, 1 < j < n, se nazyva pocatecni rozdéleni pravdépodobnosti.

Cisla pjx = P(Ex/E;) udavajici podminénou pravdépodobnost, ze uvazovany
pokus bude mit vysledek Ey, jestlize bezprostiedné pfedchézejici pokus mél vysledek
E;, se nazyvaji pravdépodobnosti pfechodu.

Markovovy tetézy, které maji vlastnost nezavislosti podminénych pravdépodob-
nosti P(E;/E;) na Case t, se nazyvaji homogenni Markovovy fetézy. V dalsim se
budeme zabyvat pouze homogennimi Markovovymi fetézy. Ctvercové matice P, jejiz
kazdy prvek p,;; udava pravdépodobnost prechodu ze stavu i do stavu j, se nazyva
matice pravdépodobnosti prechodu daného Markovova fetézu. Kazdy Markovuv fetéz
je jednoznacné urcen touto matici a poc¢atecnimi pravdépodobnostmi p;, kde 1 <j <
n. Tuto matici je mozno znazornit také prechodovym diagramem, kde stavy Eq,...,
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E, zobrazime v roviné n raznymi body Ay, ..., A,, a pravé tehdy, kdyz p;; je klad-
né cislo, vedeme od A; k A Sipku oznacenou ¢islem pjz, viz prechodovy diagram u
feSené ulohy. Matici pfechodu miizeme také vyjadrit ve formé nstromi, kde za koreny
stromt postupné volime stavy Eq,..., E,, jak je uvedeno napt. v (1), (4).

Mocniny matice prechodu jsou velmi dilezité pii ur¢ovani pravdépodobnosti pie-
chodu ze stavu E; do stavu E; po n krocich. Podminéné pravdépodobnost toho, Ze
systém je v ¢asu n ve stavu Ej za podminky, Ze jeho pocatecni stav byl E;, je rovna
prvku p;r  n-té mocniny piislusné matice pravdépodobnosti prechodu.

Mocninu matice pfechodu muzeme urcovat riznymi zpusoby, viz [2], [3] a [4].
Protoze u resenych prikladi se jednéd o mnohonasobné opakovani, nezadané konkrétni
hodnotou, provadime vypocet pomoci pevného bodu (vektoru) matice prechodu.

Resené tulohy
Pocasi v zemi OP.

Ve staté OP maji zvlastni chod pocasi. Nemaji tam nikdy dva po sobé jdouci
dny s péknym pocasim. Je-li tam urcity den hezky (tento den ozna¢ime H), je stejna
pravdépodobnost toho, ze pfisti den bude priet(ozna¢ime D) nebo padat snih (S).
Pada-li snih nebo prsi, pak je pravdépodobnost jedna polovina, ze druhy den bude
totéz pocasi. Zméni-li se pocasi ze snézeni nebo desté, jen v poloviné pripadi je to
zména v hezké pocasi.

Sestavte Markovuv Tetézec o trech stavech, ktery popisuje situaci. Najdéte
pravdépodobnosti snéhu, desté a hezkého pocasi po dlouhé dobé. Kolik dni v roce
je v zemi OP hezky?

Nejprve sestavime matici prechodu: Prechodovy diagram ma nasledujici tvar:

i)

Il
»n U @
oo oo
T oo i—o 1~
U2 D=0 [0 | =
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Pravdépodobnosti riznych druhi P = poP"

pocasi po n-tém dni: Py = (%’ %, %)

Vypocet pevného vektoru w, Soustava rovnic, ze kterych vypocitame prvky
w = (z,y,2) pevného vektoru:

T = }Ly + iz

Y= %x + %y + iz

zZ= %x + iy + %z

l=x+y+=2

Pravdépodobnost toho, ze v zemi OP bude hezky, je % , prset bude s pravdépodobnosti
% a snézit s pravdépodobnosti % Pocet dni v roce, v nichz bude hezky, je 73 dni.
Hrasek pod skorapkou.

Eskamotér vklada zrnko hrachu pod tfi skorapky oznacené A, B, C.

(.T,y, Z) = (l’,y,Z) ’

s = O
HS =00 [ =0 | =
N I

1. Je-li hrach pod A, je stejné pravdépodobné, Ze vlozi zrnko znovu pod A, jako
ze je premisti pod skofapku B. Je-li pod B, umisti ho urcité pod C. Je-li pod

v s

umisti pod C nez pod B.

2. Je-li hrach pod A, je jasné, ze pristé bude opét pod A, je-li hrach pod B, je
stejné pravdépodobné, ze pristé bude pod A, B, nebo C a je-li pod C, bude pak
s polovi¢ni pravdépodobnosti pod A a s polovi¢ni pravdépodobnosti pod B.

K obéma c¢astem tlohy urcete, pod kterou skotapkou a s jakou pravdépodobnosti
bude zrnko hrachu po n krocich.
1) Matice prechodu:

~
I
Qw >

o onie
UUC.OI)—I O
Qwiv — O

Ptechodovy diagram: Strom ma tvar:

112 1 2/3
172

Vypocet pevného vektoru w, w = (z,y,2) Ziskdme soustavu rovnic:
_ 1.1
r=y+ 32

11
5 5 0
2 2 _1 1 1
Yy=35r+35y+ 32
x,y,2)=(x,y,2z)-| 0 0 1 2 ? ¢
(z,y,2) = (x,y, 2) o0 S SRS S
3.3 l=x+y+=z

o _ 1, _ 3 s (0 1 3
Ze soustavy rovnic: = 0,y = 3,2z = 3, takie w = (0, 7, 7). 1

Po n krocich bude hrach pod skofapkou B s pravdépodobnosti P(B) = ; a pod

skofapkou C s pravdépodobnosti P(C) = %.



208 JIRINA NOVOTNA

2)Matice prechodu: Prechodovy diagram:
A 1 00
11 1
ol
C AL
A B C

Strom je tvaru:

Vypocet pevného vektoru w, w = (z,y,2) Ziskdme soustavu rovnic:

_ 1 1
100 ”y“"_“f;j%; 27
(I,y,Z):(ZE,y,Z)' % % % Z_i 2
19 = 3Y
2 2 l=o+y+=z

Ze soustavy rovnic: z = 1,y =0,z = 0, takze w = (1,0,0).
Po n krocich bude hrach s pravdépodobnosti P(A) = 1 pod skofapkou A. Jde o
absorbujici Markovuv fetézec.
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Stochastické usudzovanie v matematike ,,pre
kazdého”

ADAM PLOCKI

ABSTRACT. The amount of probabilities consists not only of groups of definitions and sen-
tences but of special judgements. Those judgements concerns the process of decision making,
validation of hypotheses, estimation of chances and risks. It arises from the extent of probabil-
ity of some events, from the average value of random variable etc. To form those judgements
and proofs is a mathematical activity typical for the stochastic. Development of the ability to
form judgements, which in practice arises from the fact that some event has low probability
(in fact is imposible), is an important aim of education of stochastic at school. There are
examples of some statistic judgements suitable for mathematical lessons.

Uvod. Stochastickid metodologia vo vyuébe pravdepodobnosti

Pocet pravdepodobnosti pre kazdého sa spaja s vypoctami pravdepodobnosti réznych
javov. Nedostatok motivacie pre tieto vypoéty je jednou z pri¢in neoblibenosti tejto
Casti matematiky medzi uc¢itelmi a ziakmi.

Ako matematicka teoria je pocet pravdepodobnosti postupnostou definicii a viet.
St to v podstate definicie pojmov a tvrdenia tedrie miery. To ¢o odliSuje pocet pravde-
podobnosti ako Specidlnu ¢ast matematiky (od tedrie miery) je jeho metodologia,
ktora obsahuje:

e Specifické objekty a prostriedky matematizacie (jedna sa o konStruovanie
pravdepodobnostnych priestorov ako matematickych modelov niektorych, vacsi-
nou mimomatematickych situécii),

e Specifické usudzovania vyplyvajice z vypoctov a dedukcie (a teda napriklad
z velkosti vypocitanej pravdepodobnosti javu), a dotykajice sa ohodnotenia
Sance a rizika, oCakavanych ziskov a strat, hladania racionalnych stratégii pos-
tupu alebo tieZ procesu rozhodovania v podmienkach rizika atd.

Metodologia, o ktorej tu hovorime, sa tyka dvoch faz procesu aplikacie matematiky:
fazy matematizdcie a fdzy interpretdcie. Matematicky problém, ktory tu vznika, sa
tyka medzi inymi vierohodnosti spomenutych tsudkov.

Praca sa dotyka stochastickej metodologie ako doélezitého prvku matematického
vzdelavania v ramci ,matematiky pre kazdého“. Predmetom préce si:

o usudzovania tykajice sa argumentacii, ze pravdepodobnostny priestor je stocha-
stickym modelom nahodného pokusu (symetrie v pripade hodu kockou alebo
mincou, pomery v pripade losovanie gal z urny, kariet z balika kariet alebo
kamenov domina, miery v pripade losovania sektora ruletky alebo mieSania
a delenia cesta s hrozienkami, Statistické idaje) a sucasne niektorej mimoma-
tematickej situacie;

o usudzovania pomocou analégii, ktoré vyplyvaju z niektorej ekvivalencie pravde-
podobnostnych priestorov (ide o ich izomorfizmus);
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o usudzovania spojené so stochastickou simulaciou (konstrukcia nahradnych loso-
vacich nastrojov);

o usudzovania opierajuce sa o ,princip praktickej istoty* (jav prakticky nemozny
v stochastickych tsudkoch) a spojené s overovanim hypotéz, teda

a) usudzovania spojené s konstrukciou kritickej oblasti a

b) usudzovania vyplyvajuce z faktu, ze hodnota niektorej Statistiky patri do
kritickej oblasti.

Ak je A konena mnozina, tak A oznacuje pocet jej prvkov. Kazdu n-¢lenni postup-
nost, ktorej ¢lenmi st prvky mnoziny A, nazyvame n-célennou varidciou mnoziny A.
Subor vSetkych n-¢lennych variacii mnoziny oznac¢ujeme symbolom A™. Zapis {0, 1}"
tu oznacuje subor vSetkych n-¢lennych postupnosti, ktorych ¢lenmi su ¢isla 0 a 1.
Takych postupnosti je 2™.

Pravdepodobnostny priestor ako matematicky model naAhodného pokusu

Predmetom poc¢tu pravdepodobnosti nie st techniky vypoctu pravdepodobnosti, ale
konstruovanie a skimanie pravdepodobnostnych priestorov.

Nech Q je Tubovolnou, aspoii dvojprvkovou, ale kone¢nou mnozinou. Nech dalej
Q={w1, wo, w3, ...,ws }.
Definicia 1. Rozdelenim pravdepodobnosti na mnozine Q={w wa, ws, ...,ws } nazy-
vame kazda nezapornu funkciu p na mnozine 2 taka, Ze

p(wr) + p(w2) + plws) + ... +pws) = 1.

Definicia 2. Dvojicu (£2, p), kde p je rozdelenim pravdepodobnosti na mnozine €2,
nazyvame pravdepodobnostnym priestorom. Ak Q={w; ws, ws, ...,ws } a plwy) =
plws) = p(ws)=....=p(w,) = I, tak funkciu p nazyvame klasickym rozdelenim pravde-
podobnosti na mnozine € a dvojicu (£2, p) nazyvame klasickiym pravdepodobnostnym
priestorom.

Definicia 3. Ak (£, p) je pravdepodobnostny priestor, tak kazda podmnoZinu
mnoziny €2 nazyvame javom alebo udalostou v tomto pravdepodobnostnom priestore.
Definicia 4. Nech (2, p) je pravdepodobnostny priestor a Q={w; wa, w3, ...,ws }.
Nech A C Q. Mnozina A je jav v pravdepodobnostnom priestore (€2, p). Pravde-
podobnostou javu A nazyvame ¢&islo

0, ak A =10,
P(A) =4 p(w), ak A ={w}, (4)
p(wjl) +p<wj2) T +p<wjk>7 ak A = {wjuwjzv s 7wjk}'

Veta 1. Ak (Q, p) je klasicky pravdepodobnostny priestor a A je jav v tomto priestore
(A C Q), tak

P(A) =

=]

Je to obsah tzv. vety o klasickej pravdepodobnosti alebo Laplaceovej vety. Tato
veta sa Casto omylom nazyva ,klasicka definicia pravdepodobnosti®.

Pravdepodobnostny priestor je matematicky pojem. Vo vyucovani matematiky
tento pojem (tak ako geometrické pojmy) méa byt tzko previazany s realnym svetom,
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v ktorom ziak Zije. Na vyucovacich hodinach pravdepodobnostny priestor je stocha-
stickym (a teda matematickym) modelom nahodného pokusu, ktory ziak prevadza
v hre alebo v inej ¢innosti. Ndhodnymi pokusmi si:

e hod mincou, hod kockou a losovanie gule z urny (jednoduché ndhodné pokusy),
e viacnasobny hod jednou mincou alebo hod viacerymi mincami,
e viacnasobny hod jednou kockou alebo hod viacerymi kockami,

e viacnasobné losovanie (s vratenim alebo bez vracania) gule z urny alebo sti¢asné
losovanie viacerych gul z urny.

Stubor moznych vysledkov ndhodného pokusu oznac¢ujeme dalej €2. Definicia 5. Ak

(2, p) je pravdepodobnostny priestor a 2 je mnozina vSetkych vysledkov ndhodného
pokusu d, a funkcia p priraduje ku kazdému vysledku pravdepodobnost, s akou sa
moze pokus & skoncit tymto vysledkom, tak dvojicu (2, p) nazyvame stochastickgm
modelom pokusu 6.

Stochastickym modelom pokusu 9 je klasicky pravdepodobnostny priestor vtedy
a len vtedy, ak vSetky jeho vysledky st rovnako pravdepodobné.

7 Laplaceovej vety vyplyva: pokial vSetky vysledky nahodného pokusu § su rov-
nako pravdepodobné a A je jav spojeny s tymto pokusom, tak

pocet vysledkov priaznivych javu A

P(A) = :
(4) pocet vSetkych moznych vysledkov pokusu o

Mince, hracie kocky a urny s gulami nazyvame losovacie ndstroje. f)alej budeme

uvazovat len mince a hracie kocky.

Dalej pouZijeme, Ze plati: 221 = 2097152, 6% = 46656, 6! = 720.

[Stochasticky model hodu mincou] Dva mo7né vysledky hodu mincou ko-
dujme c¢islami: 0: padne lic, 1: padne rub. Zo symetrie mince vyplyva, Ze oba tieto
vysledky st rovnako pravdepodobné. Stochastickym modelom hodu mincou je preto
klasicky pravdepodobnostny priestor (Qx, par), kde

Q= {0, 1} a pu(0) = par(1)=3.

[Stochasticky model hodu kockou] Vysledok hodu kockou je pocet padnutych
bodiek. Vsetky vysledky hodu kockou st rovnako pravdepodobné. Stochastickym
modelom hodu kockou je preto klasicky pravdepodobnostny priestor (Qg, pr), kde

= {1,2,3,4,5, 6} a pic(1) = pc(2) = pie(3) = pcld) = pie(5) = pic(6) = &

e Na obrazku 1 mame siete Styroch kociek: Kjo3456 (obr. 1la), Kopo1111 (obr. 1b),
Kooooo1 (obr. 1¢) a Kigesss (obr. 1d). Kocka Kja3456 je v podstate oby¢ajnou
hracou kockou, len na stenédch namiesto bodiek je ich pocet. Vysledok hodu
kazdou z tychto kociek je padnuté ¢islo, to je ¢islo na hornej stene po jej hode.

1]

1
L

o] [o]o
<)

5] fo]o
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12
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3]
0] [2]2]311]
d) é‘"

[==|=l
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Obr. 1 Siete styroch kociek ako losovacich néstrojov
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e Stochastickym modelom hodu kockou Kis3456 je pravdepodobnostny priestor
(Qr, px).-

e Stochastickym modelom hodu kockou Kyggpo1 je pravdepodobnostny priestor
(Qespe), kde Q. = {0,1} a pe(0) = 3, pe(1) = §.

e Stochastickym modelom hodu kockou Kjs9333 je pravdepodobnostny priestor
(Qd7pd)’ kde Qd = {172a3} apd(1> = %7 pd(2) = % = %7 pd(3) = % = %

[Stochasticky model n-nasobného hodu mincou| Vysledok n-nasobného ho-
du mincou predstavujeme ako postupnost vysledkov postupnych hodov, a teda ako
n-¢lennd varidciu mnoziny {0, 1}. Ak Q7 je mnozina vysledkov n-nasobného hodu
mincou, tak %, = {0, 1}". Mame 2" moznych vysledkov n-nasobného hodu min-
cou a vSetky st rovnako pravdepodobné. Vyplyva to z faktu, ze v kazdom hode rub
a lic st rovnako pravdepodobné. Stochatickym modelom n-nasobného hodu mincou
je pravdepodobnostny priestor (Q%,, p%,), kde

Qr ={0,1}" apy(w) = 3 = (3)" pre kazdeé w € QF,.

[Stochasticky model n-nasobného hodu kockou] Vysledok n-nasobného ho-
du kockou je postupnost vysledkov postupnych hodov, a teda je to n-¢lenna variacia
mnoziny {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Ak Q% je mnozina vysledkov n-nasobného hodu kockou,
tak Q% = {1, 2, 3, 4, 5, 6}™. Mame 6" moznych vysledkov n-ndsobného hodu kockou
a v8etky st rovnako pravdepodobné. Vyplyva to z faktu, ze v kazdom hode kazdy zo
siestich vysledkov hodu kockou je rovnako pravdepodobny. Stochatickym modelom
n-nasobného hodu kockou je pravdepodobnostny priestor (Q%, pl% ), kde

Qp ={1,2,3,4,5,6}" a pi(w) = & = (%)" pre kazdé w € Q%

e S n-nédsobnym hodom mincou spojme javy:
A, = {padne viac licov ako rubov},
B, = {padne viac rubov ako licov}.
Zo symetrie vyplyva, ze P(A,) = P(B,) pre kazdé nepéarne n >1.
Ak n = 21, tak P(Ay) = P(By) = %

Javy prakticky nemozné, javy prakticky isté a princip praktickej istoty

Definicia 6. Jav A v pravdepodobnostnom priestore (2, p) nazyvame prakticky
nemoznym, ak P(A) < 0,05. Jav B v tomto priestore (€, p) nazyvame prakticky
istym, ak P(B) > 0,95 . Cislo a = 0,05 nazyvame hladinou vijznamnosti.
e So Sestndsobnym hodom kockou spojme javy:
Ak = {padni vietky pocty bodiek},
Bk = {niektory pocet bodiek padne aspori dvakrdt}.

V klasickom pravdepodobnostnom priestore (%, p%) je:

6! 720
= ——=0,015432 a P(Bg)=1-P (A4g) = 0,984567

P(AK) = & = To656

Jav Ak je tu prakticky nemozny, jav By je prakticky isty.
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e Sestnasobny hod jednou kockou mézeme nahradit sifasnym hodom Siestimi
roznofarebnymi kockami. S hodom Siestimi kockami spojme javy:

Agx = {padni vietky pocty bodiek} = {na kazdej kocke padne iny pocet bodiek},
Bs = {niektory pocet bodiek padne aspon na dvoch kockdch}.

Je samozrejmé, ze

— jav Agg je rovnako malo pravdepodobny ako jav A,

— jav Bgk je rovnako velmi pravdepodobny ako jav Bg.
Jav Agk je tu prakticky nemozny, jav Bgg je prakticky isty.

e Prakticky nemozné s tiez nasledovné javy spojené s hodom Siestimi kockami:
Csx= {na kazdej kocke padne Sest bodiek},
Der= {na kazdej kocke padne rovnaky pocet bodiek }.

e S n-nasobnym hodom mincou spojme javy:
CJ ={rub padne aspon j krdt} pre j = 1,2, 3, ..., n,
D,, ={v kazdom hode padne rub},
E, = {v kaZdom hode padne td istd strana mince}.
Nech n = 21. Potom
P(CY) < 0,05 a P(CH) > 0,05 a
P (Dy) = 51 < 0,05 a P (Es1) = 5r < 0,05;

a teda:

— javy Doy a Fsy st prakticky nemozné,

— najmensie j, pre ktoré jav C’gl je prakticky nemozny, sa rovnéa 15.

Z toho vyplyva, 7e pre kazdé k > 15 jav C}, je tiez prakticky nemozny.

[Princip praktickej istoty] Stochastické usudzovania, o ktorych dalej hovorime,
sa opieraju o tzv. princip praktickej istoty. Jeho obsahom je fakt, ze ak jav A spojeny
s ndhodnym pokusom 0 je prakticky nemozny, tak mozeme si byt prakticky isti, ze
tento jav nenastane, ak nahodny pokus 0 (za chvilku a teda v budicnosti) vykoname.

e Ak za chvilku budes hadzat Siestimi kockami (nie je dolezité akej su farby), tak

— je prakticky nemozné, aby padli v8etky poc¢ty bodiek (aby nastal jav Agx),

— mozes si byt prakticky isty, ze aspon na dvoch kockich padne rovnaky
pocet bodiek (Ze nastane jav Bgg),

— mozes si byt prakticky isty, Ze nenastane ani jav Cgx ani jav Dgg .

Poznamka: Hadz Siestimi kockami a presved¢ sa o tom, ze vysSie uvedené tsudky sa
potvrdzuju v praxi. Uvaz pri tom, Ze tieto tsudky sa tykaju budicnosti.

e Ak planujes za chvilu 21 krat hodit mincou, tak si mozes byt prakticky isty, Ze
pocet padnutych rubov nebude vicsi ako 14, lebo padnutie aspon 15 rubov (jav
C3?) je prakticky nemozny.
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Mimomatematické problémové situacie ako pramen Skolskych tiloh z poc-
tu pravdepodobnosti

Navrhneme dve skupiny tloh vzniknutych na zaklade mimomatematickych situacii.
Preklad tychto tloh do matematického jazyka, ziskavanie metod ich rieSeni na zaklade
poctu pravdepodobnosti, pouzivanie stochastickych analogii ako zvlastneho prostried-
ku argumentacie a sicasne interpreticia vysledkov vypoctov do reality, to sit mate-
matické aktivity kreované tymito tlohami. Tieto aktivity sa tu dotykaji nielen sveta
matematiky (faza vypoctu), ale aj prechodu od realneho sveta do sveta matematickej
abstrakcie (faza matematizacie) aj s navratom (faza interpretacie). Navrhnuté prob-
lémy mozu byt na hodindch matematiky ilustraciou procesu aplikdcie matematiky
(pozri 7], str. 245).

Model hodu mincou v mimomatematickych tilohach

1. O chvilu by malo zacat futbalové stretnutie. Rozhodca je uz na thrisku a odrazu
zistil, Ze nemd so sebou mincu. Co by si mu poradil v tejto situdcii?

2. Na zdbavnej hre mozZes vyhrat za 1 Euro DVD prehrdvac, ktory stoji 100 Fur.
Najprv musis zaplatit 1 Euro za ucast v hre a potom hddzat 21 krdt mincou.
Prehravac je tvoj, ak padni samé lice alebo samé ruby. Aké mads Sance na vghru
tohto prehrdavaca za 1 Furo? MoézZe prevddzkovatel tejto hry ocakdvat zisk? Ako
to vysvetlis pomocou poctu pravdepodobnosti?

3. Z rybacky sa vracaji dedko s vnukom. Obaja lovili ryby na rovnaké ndvnady.
Pringesli spolu 21 ryb. Je mozné odhadnit kolko rijb ulovil dedko? Nakolko je
pravdepodobné, Ze vsetky ryby ulovil dedko?

4. Mama miesSa cesto, do ktorého pridala 21 hrozienok. Cesto bude rozdelené na
dve rovnaké casti a z kazdej vznikne babovka. Nakolko je pravdepodobné, Ze jedna
z tgjchto bdaboviek bude bez hrozienok?

5. Mama uZ zamiesila cesto a rozdelila ho na dve rovnaké casti. Z kaZdej vyfor-
mowvala babovku. Pred vloZenim baboviek do riry sa ukdzalo, Ze 21 hrozienok sa
(ndhodou) nedostalo do cesta a lezi vedla. Co urobif v tejto situdcii s tymito
hrozienkami, aby sa dostali do baboviek?

6. V pisomke zo zemepisu Ziak dostal 21 otdzok. Ku kaZdej siu pripojené dve
odpovede dno alebo nie a Ziak md podciarknut sprdvnu. MoéZeme dat dobri
zndmku za podciarknutie vSetkijch sprdavnych odpovedi? Nie je predsa memozZné,
Ze Ziak, ktory mic¢ nevie z uciva zemepisu, uhddne ndhodou spravnu odpoved ku
kaZdej otdzke. Tento Ziak md Sancu ziskat dobri zndmku z tejto pisomky. Akd
velkd je tdto Sanca? Je vierohodnd takdto dobrd zndmka?

7. Kvocka sedi na 21 vajickach. Predpokladdme, Ze sa z kaZdého vajicka vyliahne
kuréa. Nakolko je pravdepodobné, Ze sa vyliahnu len samé sliepocky alebo samé
kohaty?

8. V hre sa bude hddzat 21 mincami. Ak padne viac licov ako rubov, tak vyhrdva
Adam, ak padne viac rubov ako licov, tak vyhrdva Boris. Je spravodlivd tdto
ndhodnd hra?

9. Dvaja polovnici Jan a Jozef sa vracaju z polovacky. Spolu ulovili 21 zajacov.
Nakolko je pravdepodobné, Ze vietky tieto zajace ulovil jeden z tyjchto polovnikov?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Predpokladajme, Ze v tejto polovacke vietky tieto zajace ulovil Jan. Povedal, Ze
to je dokaz toho, Ze je lepsim polovnikom ako Jozef. Mozes suhlasit s Janovym
turdenim? Predpokladajme, Ze su obaja rovnako dobri polovnici (je to hypotéza
Hy). Nakolko je v tejto situdcii pravdepodobné ulovenie vsetkych 21 zajacov
Jdnom?

Riaditelstvo mestskijch kaviarni hladd pracovnika, ktory by kontroloval, ¢i v ka-
vtarnach casnici spravne uctuji prislusnid cenu za poddvany druh kdvy. V tyjchto
kaviarnach je podavand kava dvoch druhov. Sdlka kazdého druhu md ind cenu.
Prihldsila sa panit Novdkovd, ktord tvrdi, Ze md schopnost rozlisovat podla chute
druh kdvy. Riaditelstvo sa rozhodlo overit schopnost tejto pani. Boli jej podané
dve salky kavy, pricom kaZdd bola iného druhu. Panit Novdkovd sprdavne urcila
druh kdvy v tychto sdalkach. Tento pokus bol opakovany 21 krat. Pani Novdkovd
17 krat spravne urcila druh kdvy. Ddva tento fakt zdklad, aby bolo mozné turdit,
Ze pani Novdkovd md schopnost potrebni pre tito prdacu? Nakolko je pravde-
podobné ziskanie aspon 17 spravnych uréeni druhu kdvy v situdcii, ked pani
Novdkovd nemd schopnost rozlisit druh kdvy (a teda pri predpoklade, Ze hdda)?

Model hodu kockou v mimomatematickych tilohach

Cim a akym sposobom nahradit kocku v situdcii, ked ju nemdme. Ako hddzat
kockou, ked nemdme kocku? A teda ako simulovat hod kockou?

Po miesant a rozdeleni cesta na 6 rovnakych casti (z ktorych je vyformovanijch
6 baboviek), sa zistilo, Ze 6 hrozienok sa nedostalo (ndhodou) do cesta. Ako
postupovat v takej situdcii, aby sa hrozienka dostali do bdaboviek? Je potrebné
nanovo miesat a delit cesto? Je to mozné urobit aj indc?

Mama miesa cesto do ktorého nasypala 6 lieskovych orieskov. O chvilu bude
cesto rozdelené na 6 rovnakiych casti, z kaZdej zostane vyformovand a upecend
babovka. Nakolko je pravdepodobné, Ze v kaZdej babovke bude oriesok. Nakolko
je pravdepodobné, Ze aspon jedna bdibovka bude bez orieskov?

V' pekdrni bolo zverejnené ozndmenie: ,Dnes predavame rohliky s hrozienka-
mi. Spolu je upecengjch s rovnakijch rohlikov z cesta, do ktorého bolo pridané
k hrozienok.“ Kupil si jeden rohlik a v niom nebolo hrozienka. MoéZeS sa citit
sklamany v situdcii, ked s =k = 67

Z polovacky sa vrdtilo 6 polovnikov (ulovend zver zostala vonku). Z vypoveds
polovnikov vyplyva, Ze sa ndhle ukdzal krdel 6 kaciek, kaZdy z polovnikov rijchlo
zacielil a strelil do (ndhodne) vybratej kacky. Je mozné, na zdklade tejto infor-
mdcie, usudzovat, kolko kaciek ulovili tito polovnici?

Boris pozijva Andreja do hry. V hre bude hdadzanijch 6 kociek (3 kocky hadze An-
drej a 8 Boris). Ak padni vsetky pocty bodiek, vyhrdva Andrej, ak niektory z poc-
tov bodiek nepadne na Ziadnej z kociek, tak vyhrdva Boris. Je Andrej povinng
prijat pozvanie? Ako rozhodovanie Andreja vysvetlit na matematickom zdklade?

Na zdbavnej hre moézes vyhrat za 1 Euro walkman, ktory stoji 20 Eur. Hrdc,
ktory zaplati 1 Euro za ucast v hre, dostdva prdavo hddzat Siestimi kockami.
Stdva sa majitelom walkmana, ak padni vSetky pocty bodiek. Aké su Sance toho
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19.

20.

hrdca na vjhru walkmana za 1 Euro? Aké je riziko, Ze prevddzkovatel tejto hry
strati walkman za 1 Euro?

V teste z biologie dostava Ziak 6 otdzok, ku kaZdej je pripojenijch 6 odpovedi, z
ktorijch jedna je spravna. Ziak md ku kazdej otdzke zakrizkovat spravnu odpoved.
Za oznacenie vsetkych spravnych odpovedi dostdva dobri zndmku. Je tato dobrd
zndmka vierohodnd? Ako velmi je pravdepodobné ziskanie dobrej zndmky u Ziaka,
ktory mi¢ nevie?

V jazere lovilo ryby Sest rybdarov. Vsetci na rovnaké ndvnady. Po ndvrate bolo
zistené, Ze spolu ulovili Sest riyjb. Mama tvrdi, Ze kaZdy z tichto rybdrov ulovil
jednu rybu. Sihlasis s tymto ndzorom mamy alebo radsej si ho overis?

Uloha 1 sa tyka simulécie hodu mincou, a teda nahodného pokusu 4,7 s dvomi rov-
nako pravdepodobnymi vysledkami. Uloha 12 sa tyka simulacie hodu kockou, a teda
nahodného pokusu dx , ktory méa 6 rovnako pravdepodobnych vysledkov.

Stochastické analbégie vyplyvajice z izomorfizmu stochastickych modelov
dvoch situacii

Definicia 7. Dva pravdepodobnostné priestory (€21,p1) a (£2,p2) nazyvame
izomorfnymi, ak existuje bijekcia g z mnoziny 2; na mnozinu {2, a taki, ze splha
podmienku:

Ve e Wy € Qy iy =g(x) = p1(z) =p2 (y)].

Hovorime, Ze bijekcia g zachovdva pravdepodobnost.

&) (1)
Bl 16 el lopl el oo 28] l58l
M oco
Uy Us Uy U

[ 5 Us Uz Us

Obr. 2

Uvazujme nasledovné nadhodné pokusy, v ktorych losovacimi nastrojmi si urny
z obrazka 2:

o1
02

03 :
04
05 :
06 :
o7 :
g :

losovanie jednej gule z urny U; (vysledok je ¢islom na vylosovanej guli),
losovanie jednej gule z urny U, (vysledok je ¢islom na vylosovanej guli),
losovanie dvoch guli z urny Us (vysledok je sucet ¢isel na vylosovanych guliach),
losovanie dvoch guli z urny Uy (vysledok je sucet ¢isel na vylosovanych guliach),
losovanie dvoch guli z urny Us (st v nej 3 Cervené gule a 1 biela ),

losovanie dvoch guli z urny Ug (st v nej 3 biele gule a 1 ¢ervena),

losovanie dvoch guli z urny Uz (vysledok je sucet ¢isel na vylosovanych guliach),

losovanie dvoch guli z urny Ug (st v nej 3 biele gule a 2 ¢ervené).
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V pripade ndhodnych pokusov d5, dg a dg je vysledok jednozna¢ne uréeny poctom
¢ervenych guli medzi dvoma vylosovanymi.

Predpokladajme, Ze stochastickym modelom pokusu d; je pravdepodobnostny
priestor (€2;,p;) pre j = 1,2,3,4,5,6,7,8.

e Nie je tazké zistit, ze §; je ndhodnym pokusom so Siestimi rovnako pravde-
podobnymi vysledkami. Stochasticky model hodu kockou a stochasticky model
losovania guli z urny U; st izomorfnymi pravdepodobnostnymi priestormi. Hod
kockou je tu mozné simulovat pomocou urny Uj . Cislo na vylosovanej guli z urny
U; moézeme interpretovat ako pocet bodiek padnutych pri hode kockou.

€) d)

Obrazok 3. Usecky ako vysledky alebo rovnako mozné pripady pri losovani
dvoch guli z urny

e 7 obrazka 3a) vyplyva, ze je 6 rovnako pravdepodobnych vysledkov sucas-
ného losovania guli z urny U, (ndhodny pokus d4). Kazdy vysledok na tom-
to obrazku reprezentuje usecka, spajajuca dve vylosované gule. Mame tu dalsi
sposob simulovania hodu kockou.

e St dva mozné vysledky losovania d:
2: obe vylosované gule si cervené a
1: jedna vylosovana gula bude biela a jedna cervena.

Stochastickym modelom ndhodného pokusu 5 je tu dvojica (s, ps), kde

3 1

Q5 ={1,2} a P5(1)2P5(2):6:§-

Prostriedkom argumentécie, ze vysledky 1 a 2 st rovnako pravdepodobné je
obrazok 3c). Kazda usecka spajajica dva vrcholy Stvorca (st v nich gule) pred-
stavuje rovnako mozny pripad. Z tychto 6 rovnako moznych pripadov st 3
priaznivé pre vysledok 1 (jedna biela a jedna Cervena) a 3 pre vysledok 2 (obe
Cervené).

Stochasticky model losovania dvoch guli z urny U; a stochasticky model hodu
mincou, a teda pravdepodobnostné priestory (€25, ps) a (Qar, par) st izomorfné.
Bijekciou z mnoziny Q5 = {1, 2} na mnozinu Q,, = {0, 1}, ktor& zachovéava
pravdepodobnost, je funkcia g uréené vzorcom g(j) = 2 — j pre j = 1, 2. Tato
bijekcia je sticasne ,slovnikom* pre preklad vysledku losovania dvoch guli z urny
Us na vysledok hodu mincou. Aby sme simulovali hod mincou pomocou urny
Us staci vylosovat dve gule z tejto urny. Ak obe budu ¢ervené (vysledok 2), tak
hovorime, ze padol lic (vysledok 0). Ak jedna z vylosovanych guli bude biela
a jedna Cervena (vysledok 1), tak hovorime, ze padol rub (vysledok 1).

e Zo symetrie vyplyva, zZe losovanie dvoch gil z urny Us (ndhodny pokus dg) mé
tiez dva rovnako pravdepodobné vysledku. Hod mincou je tu mozné simulovat
pomocou urny Us.
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e Nie je tazké ukéazat, posluziac si znova obrazkom ako prostriedkom argumentacie
(pozri obr. 2.9 v [7], str. 33-35), Ze pravdepodobnostné priestory (£27,p7) a
(Qs, ps) st izomorfné. Izomorfné su tiez stochastické modely nahodnych pokusov

52 a (53.

e Je 2" moznych a rovnako pravdepodobnych vysledkov n-nasobného hodu min-
cou (kazdy vysledok je n-¢lennou postupnostou, ktorej ¢lenmi st prvky mnoziny
{0, 1}. Tento nahodny pokus d%, je mozné simulovat losovanim gule z urny
Up—(2n—1), v ktorej je 2" gal ocislovanych ¢éislami od 0 po (2" — 1). Ak vy-
losovana gula ma cislo j, tak zapiSeme toto ¢islo v dvojkovej sustave, pricom
ak zapis ma menej Cislic ako n, tak na zaciatku ho doplnime tolkymi nulami,
aby tento blok mal n ¢islic. Tak ziskant n—¢lenna varidciu mnoziny {0, 1}
interpretujeme ako vysledok n-néasobného hodu mincou.

V tabulke na obréazku 4 je urcené bijekcia g z mnoziny Qpy = {0,1,2,3,4,5,6,7}
na mnozinu 23, = {0,1}%. Této bijekcia je sucasne ,slovnikom“ pre preklad
vysledkov losovania gule z urny U_; (v ktorej je 8 guli oé¢islovanych od 0 po
7) na vysledkoch trojnasobného hodu mincou.

r€e€Qy:| 0 1 2 3 4 5 6 7
g(x): {000 |001|010| 011 | 100 | 101 | 110 | 111

Obrazok 4. Bijekcia g z mnoziny {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} na mnozinu {0, 1}*

Trojnasobny hod mincou mézeme tu simulovat pomocou urny Uy_.7. Staci vy-
losovat gule z tejto urny. Ak zostane vylosovana gula s ¢islom 7, hovorime, Ze
trojnasobny hod mincou sa skonéil vysledkom ¢(j), kde j =0,1,2,3,4,5,6,7.

e O tom, ¢i sa z vajicka (na ktorom sedi kvocka) vyliahne sliepocka (0) alebo
kohutik (1), rozhoduje nahoda. Oba tieto vysledky st rovnako pravdepodobné.
Tento stochasticky fakt napoved4 myslienke simulécie hodu mincou pomocou
kuracieho vajicka a kvocky. Na hodine ziak formuluje tento podivny napad
rieSenia tulohy 1. nasledovne:

- Aby hodit mincu mozno posadit kvocku na jednom vajicku a cakat, aZ sa z toho
vajicka vyliahne kuriatko. Ak to bude sliepocka, tak hovorime, Ze padol rub a ak
kohaiit, tak padol lic.

Odtial vyplyva dalsi dsudok. Ak kvocka sedi na n vajickach, tak pocet
sliepociek, ktoré sa vyliahnu z tychto vajicok, méZeme interpretovat ako pocet
rubov padnutych v n-nidsobnom hode mincou, alebo v stiicasnom hode n min-
cami (vajicka pod kvockou nie st rozlisitelné).

e Dedko s vnukom lovia ryby. Obaja lovia na rovnaké ndvnady. O tom, na ktoru
navnadu sa chyti ryba rozhoduje ndhoda a kazdy z tychto rybarov méa rovnaku
Sancu, ze sa prave na jeho navnadu chyti ryba. Mame tu nasledovny priklad
nédhodného pokusu s dvomi rovnako pravdepodobnymi vysledkami a zaroven
nasledovny sposob simulécie hodu mincou. Ziaci formuluju tato myslienku
nasledovne:

- Hod mincou moézZeme simulovat pomocou dvoch rybdrov, napriklad dedka a vnu-
ka. Staci zavesit na udiciach tychto rybdarov rovnaké ndvnady, posadit ich
k jazeru a cakat aZ sa chyti prvd ryba. Ak rybu chyti dedko, povieme, Ze padol
lic. Ak rybu chyti vnuk padne rub.
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e Ak by rybéarov bolo Sest a vSetci by chytali na rovnaké navnady, potom ¢akanie
na to, Ze jeden z nich (ktorykol'vek) chyti rybu, pripomina hod kockou. Mame tu
dalsiu myslienku simulacie hodu kockou (staci pred rybolovom oé¢islovat rybarov
¢islicami 1 az 6).

e Ale z uvedenych faktov vyplyva odpoved na otéazku sformulovantu v tlohe 20. Je
prakticky nemozné, aby kazdy z rybarov ulovil jednu rybu. Je to rovnako méalo
pravdepodobné ako padnutie vSetkych poc¢tov bodiek pri hode Siestimi kockami
(jav Agk ). To st zéklady pre overenie nazoru mamy.

e Polovnik poluje na kacky. Nahle sa objavili dve kacky. Polovnik rychlo zacielil
a strelil do jednej z nich. Predpokladajme, Ze zésah bol presny. Ktora z kaciek
bola zasiahnuta rozhodla nahoda a pritom kazda z kaciek mala rovnaki ,Sancu‘
byt zasiahnuta. Bol to tu tiez nahodny pokus s dvoma rovnako pravdepodob-
nymi vysledkami. Mame tu novi myslienku simulécie hodu mincou (pomocou
polovnika a dvoch kaciek).

e Keby namiesto dvoch letelo Sest kaciek, potom popisané polovanie pripomina
hod kockou. Polovnik a stado Siestich kaciek moézu tu simulovat hod kockou.

Zdoéraziujeme, ze sa tu skor jedna o samotni ideu, ale nie o v praxi realizo-
vatelny spoésob simulovania hodu mincou alebo hodu kockou. Ide tu len o niektoré
dolezité stochastické fakty, z ktorych neskor buda vychadzat stochastické tsudky
opreté o analogie.

e V kisku cesta sa nachédza jedno hrozienko. O chvilu to cesto bude zamieSané
a rozdelené na s rovnakych ¢asti. O tom, do ktorej ¢asti sa dostane hrozienko,
rozhodne nédhoda. Pretoze vSetky ¢asti st rovnaké (maji rovnakd hmotnost),
pre kazdu z tychto ¢asti je pravdepodobnost, Ze hrozienko sa do nej dostane,
rovna % Ocislujme casti cesta od 1 do s. MieSanie cesta s jednym hrozienkom
a jeho delenie na s rovnakych casti je tu ndhodnym pokusom 4 s s rovnako
pravdepodobnymi vysledkami. Na urcenie jeho stochastického modelu sme
pouzili hmotnost (ako niektort mieru). Tento priklad ukazuje pravdepodobnost
v geometrickom aspekte.

Nahodny pokus 62 pripomina hod mincou, ndhodny pokus 6%, pripomina hod
kockou. Méame tu osobitné spodsoby simulécie hodu mincou a hodu kockou po-
mocou kiiska cesta a jedného hrozienka. Ziaci formuluju tieto sposoby ako pos-
tupnost osobitnych procedur:

Aby sa mohol zacat futbalovy zdpas, rozhodca moéze:

vziatl kusok cesta a jedno hrozienko,

— cesto s hrozienkom dokladne vymiesat a rozdelit na dve rovnaké casti,
— jednu cast oznacit cislicou 0 (lic), druhi ¢islicou 1 (rub) a

— zistit, do ktorej z casti sa dostalo hrozienko.

Ak hrozienko sa dostalo do casti 0, to znamend, Ze padol lic, ak sa dostalo do
druhej casti (1), tak padol rub.

e Miesanie cesta s k hrozienkami a nésledné delenie na s rovnakych casti nazy-
vame ndhodym rozmiestnenim k hrozienok v s bdbovkdch. Nech k = s = 6.
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S nadhodnym rozmiestnenim Siestich hrozienok v Siestich babovkach spojme
nasledovné javy:

Ay = {do kaZdej babovky sa dostane hrozienko},
By = {aspori jedna babovka bude bez hrozienka}.

Jav Ap je rovnako malo pravdepodobny ako jav Agx spojeny s hodom Siestimi
kockami. Analogie, ktoré st zdkladom tohoto stochastického tisudku, odhalujem
na mojej hodine matematiky v kontexte mimomatematickej situacie popisanej
v ulohe 13.

e Vratme sa k ulohe 13. Ocislujme babovky. Aby sme pre jedno hrozienko vy-
losovali babovku, do ktorej sa ono dostane, stac¢i hodit kockou. Ak padne j
bodiek, tak hrozienko treba vlozit do babovky ¢islo j (j= 1, 2, 3, 4, 5, 6). Aby
sme nahodne rozmiestnili Sest hrozienok v Siestich rovnakych babovkach, staci
hodit Siestimi kockami a nasledne tolko hrozienok vlozit do babovky ¢islo 7,
na kolkych kockach padlo j bodiek (7= 1, 2, 3, 4, 5, 6). Do kazdej babovky
sa dostane hrozienko (v takejto situacii) vtedy a len vtedy, ak v hode Siestimi
kockami padni vSetky pocty bodiek, a teda nastane jav Agx. Z toho vyplyva, ze
jav Ay (resp. jav Bpy) je rovnako pravdepodobny ako jav Agx (resp. jav Bgk ).

e 7 vysSie uvedenych avah vyplyva, ze:

1. Je prakticky nemozné, aby pri peceni Siestich baboviek (rohlikov) z cesta
so Siestimi hrozienkami (orieskami) v kazdej babovke (v kazdom rohliku)
sa naslo hrozienko (oriesok).

2. Je prakticky isté, Ze aspon jedna babovka (aspon jeden rohlik) bude bez
hrozienka (bez orieska). Je to tu rieSenie tlohy 14.

e Keby oznam v pekarni (pozri alohu 15) informoval, Ze dnes je v predaji Sest
rohlikov, ktoré vznikli z cesta so Siestimi hrozienkami, tak je prakticky isté,
ze aspon jeden z tychto rohlikov je bez hrozienok. Pravdepodobnost, Ze kupis
rohlik bez hrozienka je tu rovné najmenej %, a teda nie je mala. Nemas dovod
sa citit sklamany, ak v kiipenom rohliku nie st hrozienka.

Uvéazme, ze

1. Polovanie, na ktorom sa zucastiuje Sest polovnikov v situécii, ked sa objavil
kidel Siestich kaciek, pripomina nahodné rozmiestnenie Siestich hrozienok (st
to naboje polovnikov) v Siestich babovkach (st to kacky);

2. Rybolovy s ucastou Siestich rybarov zakonc¢ené tlovkom Siestich ryb pripomina
nahodné rozmiestnenie Siestich hrozienok (st to ryby) v Siestich babovkach (st
to rybari);

Predpokladéame tu, ze Ziadny z polovnikov nemé chybnu strelbu, Ze rybari lovia
na rovnaké navnady. Z tychto analogii vyplyva, ze

— je prakticky nemozné, aby pri polovani, pri ktorom do kfdla Siestich kaciek
striela Sest polovnikov, v8etky kacky boli zastrelené, je prakticky isté, ze
aspon jedna kacka prezije;

— je prakticky nemozné, aby kazdy z rybarov ulovil rybu, ak vieme, Ze lovili
na rovnaké néavnady a spolu ulovili Sest ryb, mdzeme si byt prakticky isti,
Ze aspon jeden z rybéarov neulovil ziadnu rybu.
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e Vratme sa k ulohe 16. MoZeme si byt prakticky isti, Ze polovnici nezastrelili viac
ako péat kaciek. Zastrelenie vSetkych Sest kaciek a tiez ulovenie ryby kazdym
zo Siestich rybarov (iloha 20.) je rovnako mélo pravdepodobné ako padnutie
vSetkych bodiek v hode Siestimi kockami.

Tieto usudky opreté o stochastické analogie su stucastou metodologie stochastiky.
Podstatou tychto analégii st izomorfizmy pravdepodobnostnych priestorov ako
stochastickych modelov mimomatematickych situacii.

Pravdepodobnost ako ohodnotenie miery rizika a Sance

V tulohéch 8 a 17 sa hovori o dvoch ndhodnych hrach. V hre z tulohy 8 sa hadze 21
krat mincou. V pravidlach hry sa spominaji dva javy spojené s tymto ndhodnym
pokusom:

Agy = {padne viac licov ako rubov},

By = {padne viac rubov ako licov}.

V tejto hre vyhra Adam, ak nastane jav As;, vyhra Boris ak nastane jav Bs;.
Pravdepodobnost javu As; je tu ohodnotenim miery Sance Adama na vyhru. Pravde-
podobnost javu Bsjje ohodnotenim miery Sance Borisa na vyhru. Zo symetrie vy-
plyva, ze P(Ay) = P(Bs1). Téato rovnost ma svoju interpretéciu v praxi. Oznacuje
rovnost Sanci oboch hrac¢ov na vyhru. Tato ndhodné hra je spravodliva.

Uloha 17 sa tyka procesu rozhodovania. V tejto hre sa hadze Siestimi kockami (nie
je dolezité, ze troma kockami hadZze Andrej a troma Boris). V hre vyhrava Andrej,
ak nastane jav Agx spojeny s hodom Siestimi kockami. Boris vyhra, ak nastane jav
Bgx . Zistili sme, Ze

— P(Asx) ~ 0, 015432, a teda jav Agx je prakticky nemozny, a preto Sance
Andreja na vyhru v hre st velmi malé,

— P(Bgsk) =~ 0, 984567, a teda jav Bgk je prakticky isty, a preto Ssance Borisa na
vyhru v hre su blizke 1 (velké).

Pravdepodobnost javu je v tychto tasudkoch ocenenim miery Sance hraca na vyhru
hra¢a v nahodnej hre. Tato hra nie je spravodliva. Odmietnutie pozvania k tejto hre
je zo strany Andreja racionalnym rozhodnutim.

Vratime sa k situaciam popisanym v tlohéch 2 a 18. Ohodnotenim Sance hréaca
na vyhru daného predmetu (DVD prehrava¢ resp. walkman) je pravdepodobnost.
V pripade tlohy 2 je to pravdepodobnost hodu samych rubov alebo samych licov
pri 21-nadsobnom hode mincou. Téato pravdepodobnost sa rovna 2 - (%)21, a teda je
blizka nule. Je prakticky nemozné, aby hra¢ vyhral DVD prehrava¢ za 1 Euro. Pre
prevadzkovatela tato pravdepodobnost je ohodnotenim miery rizika, ze za 1 Euro
strati tento prehravac.

V situécii popisanej v ulohe 18 ohodnotenim analogickych Sanci (v pripade hraca)
a rizika (v pripade prevadzkovatela) je pravdepodobnost javu Agk. Je tu prakticky
nemozné vyhra walkmanu v jednom pokuse (a teda za 1 Euro). V oboch hréach tento
prevadzkovatel moze o¢akavat zisk.

V pripade testov, o ktorych sa hovori v tlohach 6 a 19, treba tiez hovorit o miere
Sance a rizika. Nie je nemozné, ze ziak, ktory ni¢ nevie, na kazda otazku odpovie
spravne. Dostane dobru znamku a ona mu nepatri. Uéitel tu hovori o riziku, Ze Ziak
dostane dobri, ale nezasliZent znamku. Z pohladu Ziaka sa jedna o mieru Sance
na to, ze sa ni¢ nenaudi a ziska dobri znamku. Ohodnotenim tychto Sanci a rizik je
pravdepodobnost:
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— hod samych rubov v 21-nasobnom hode mincou (tato pravdepodobnost sa rovna

(1)21, a teda

5 to znamen4, Ze je blizka nule) v situacii z alohy 6,

1
20971527

— hod samych Sestiek v Sestndsobnom hode kockou (tato pravdepodobnost sa

. 6 e - .. . . e .
rovna (%) , a teda @, to znamend, Ze je tiez blizka nule) v situécii z ulohy
19.

V oboch pripadoch dobra znédmka je vierohodna, lebo jej ziskanie pomocou hédania
(bez vedomosti) je prakticky nemozné.

Verifikacia hypotéz — kriticka oblast

V kontexte pisomky zo zemepisu (pozri ulohu 6) vznikaju otazky:

a) Ci je mozné dat dobru znamku, ak ziak d& napriklad 20 spravnych odpovedi
(jedna chyba)?

b) Od akého poé¢tu spravnych odpovedi od Ziaka je mozné dobru znamku za tento
vysledok pisomky povazovat za vierohodnu?

Aby sme odpovedali na poslednii otazku je treba rozhodnit, od akého k£ poc¢inajic
ziskanie aspon k spravnych odpovedi pomocou hadania, je prakticky nemozné (pozri
[5]). Postavme hypotézu Hy, Ze ziak ni¢ nevie z uciva skusaného pisomkou. Ak je
hypotéza H, pravdiva, tak pravdepodobnost ziskania spravnej odpovede na jednu
(ktorukolvek) otazku, je rovna %, a teda je rovnaka ako pravdepodobnost padnutia
rubu v hode mincou.

Pravdepodobnost ziskania aspon k spravnych odpovedi od Zziaka, ktory ni¢ nevie
(a teda, ked hypotéza Hy je pravdivé) sa rovna pravdepodobnosti hodu aspon k rubov
v 21-ndsobnom hode mincou (pravdepodobnost javu C%, ). Z tivah uvedenych v casti 2
vyplyva, Ze pre k € {15,16, 17,18, 19, 20,21} odhadnutie aspon k spravnych odpovedi
ziakom, ktory ni¢ nevie je rovnako mélo pravdepodobné ako jav C%, spojeny s 21-
nasobnym hodom mincou, a teda je prakticky nemozné. Ak tu ziak v spomenutej
pisomke dé k spravnych odpovedi a £ > 15, tak mu mozeme dat dobrii znamku, lebo
ziskanie najmenej k spravnych odpovedi pomocou hadania je prakticky nemozné.

Nech u je pravdepodobnost ziskania spravnej odpovede v jednej otézke. Ak ziak ni¢
nevie, tak u = % Vo vyssie uvedenych tivahach sa hovori o verifikacii nulovej hypotézy
Hy, 7ze 7iak ni¢ nevie (Hy: u = %) oproti alternativnej hypotéze Hi: u > 1 (pozri
[11]). Mnozina Ag o5 = {15,16,17,18,19,20,21} je mnozinou takych poc¢tov spravne
ziskanych odpovedi, ktoré hovoria proti hypotéze Hy, a teda, ktoré st zakladom pre
jej overovanie. Mnozina A g5 sa nazyva kritickou oblastou.

Podobné otéazky vznikaju v kontexte testu z biologie (pozri ilohu 19). Konstrukcia
kritickej oblasti je zaroven konstrukciou pravidla vierohodného ohodnotenia vysledkov

testovej kontroly vedomosti.

Ci dany fakt je vysledkom vedomosti, schopnosti, vlastnych informacii
a lebo nahody?

V pripade testového sktSania vedomosti sme vyriesili otazku: ¢i dana fakt (ziak
uviedol k spravnych odpovedi) je vysledkom hédania alebo vedomosti. Podobny
problém nachadzame v tlohe 11. Rozhoduje sa tam, ¢i fakt, Ze pani Novakova 17
krat spravne ohodnotila druh kivy je vysledkom jej schopnosti alebo hadania, a te-
da nahody. Tak velky pocet spravnych ohodnoteni (17 z 21 pokusov) dava zaklad,
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aby sme overili hadanie. Keby pani Novakova nemala tieto schopnosti, tak spravne
ohodnotenie druhu kavy aspon 17 krat by bolo prakticky nemozné.

Iné priklady rieSenia takychto problémov stochastickymi metédami mozno néjst
v 7] (pozri str. 44 — 47).

Zaver

Predmetom c¢lanku boli osobitné stochastické analogie i o ne sa opierajice usudzova-
nia. Podstatou tychto analogii je izomorfizmus pravdepodobnostnych priestorov ako
aj ich niektoré ekvivalencie. Odhalovanie tychto analogii a formulovanie z nich vy-
plyvajucich tsudkov je matematickou aktivitou (pozri [1]), ktora hra dolezitt ulohu
v rozvoji stochastickych intuicii ziakov ako dolezitého aspektu matematickej kultury.

Predstavené uvahy su reflexiami z vyucovacich hodin matematiky na zakladnej
a strednej Skole autora. Problematika tychto hodin pochadza z kniziek [2], [3]| a
[4], ktoré povstali z iniciativy Polskej Jednoty matematikov (PTM) ako literatira
propagujuca stochastické myslienky u ziakov vo veku 11 — 12 rokov.
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Przyczynek do badan nad procesem rozwigzywania
zadan matematycznych przez absolwentéw szko6t
Srednich

ZBIGNIEW POWAZKA

ABSTRACT. In the present paper possibility of using the sheaf of the planes and sheaf of the
spheres to solve some problems of analytic geometry are discussed. We describe some facts
from the theory of the spheres in relation to linear combination of their equations. There are
shown several examples of this part of geometry in this article.

1. Wstep

Jednym z waznych probleméw dla wyzszych uczelni prowadzacych studia mate-
matyczne jest badanie wiedzy przysztych studentow, rekrutujacych sie z absolwentow
szkot §rednich. Takie badania sa prowadzone od kilku lat w Akademii Pedagogicznej
w Krakowie.

Narzedzie badawcze stanowia zestawy 10 zadan egzaminacyjnych. Metoda
badawcza jest analiza wytworéw dziatania, tzn. analiza rozwiazan zadan egzami-
nacyjnych uzyskanych w czasie tego egzaminu od kandydatéow na studia (Lobocki,
1984). Zadania te maja na celu sprawdzenie nie tylko znajomosci podstawowych po-
je¢ i twierdzen, lecz takze zbadanie umiejetnosci korzystania z informacji i tworzenia
informacji (zob. Informator maturalny 2003). Powstaje zatem okazja do szukania
odpowiedzi na nastepujace pytania:

- Czy absolwenci szkoél srednich, chcacy studiowa¢ matematyke, dysponuja
potrzebnymi wiadomosciami z matematyki nabytymi w szkole $redniej?

- Czy posiadaja niezbedne umiejetnosci, takie jak np. umiejetnosé logicznego
my$lenia,stosowania definicji i twierdzen do rozwiazywania zadan i problemoéw,
postugiwania sie rysunkiem oraz symbolem?

- Czy potrafia dostrzega¢ i wykorzystywacé analogie, uzasadnia¢ swoje hipotezy,
przeprowadza¢ nieskomplikowane rozumowania dedukcyjne i redukcyjne?

Uzyskanie odpowiedzi (choéby czesciowych) na powyzsze problemy badawcze wydaje
sie by¢ pozyteczne przy ocenie wyniesionego ze szkoly éredniej przygotowania do
studiowania matematyki.

Badanie wiedzy matematycznej poprzez rozwiazywanie zadan i problemoéw nalezy
do waznych zagadnien dydaktyki matematyki. F. Kufina zalicza je do najwazniejszych
mysli

A. 7. Krygowskiej, aktualnych dla dydaktyki matematyki XXI wieku (Krygowska,
1977, Kufina, 2005).

W trakcie analizy rozwigzan zadan egzaminacyjnych z kilku ostatnich lat pojawita
sie idea zwigzana z opisem procesu rozwigzywania zadania matematycznego przez os-
obe dysponujaca okreslonym zasobem definicji i twierdzen i poddajaca sie¢ procedurze
egzaminacyjne;j.

Ponizej przedstawie analize jednego z zadan egzaminacyjnych i na jej podstawie
zilustruje podstawowe przestanki wspomnianej wyzej idei.
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Problemy te zywo interesuja dydaktykéw matematyki, o czym $wiadcza prace, np.
M. Hejnego (Hejny, 1997), M. Ciosek (Ciosek 1976, 1999), J. Czapliniskiej (Czaplins-
ka 2003), D. Ciesielskiej, J. Czapliriskiej, Z. Powazki (Ciesielska, Czaplinska, Powaz-
ka 2004), M. Majora (Major 1996), B. Pawlik (Ciosek, Pawlik 1998), Z. Dybiec, J.
Szczepanskiego (Dybiec, Szczepanski 1993), Z. Powazki (Powazka 2005),

2. Analiza rozwigzan wybranego zadania

W niniejszym paragrafie poddam analizie wybrane zadanie z listy egzaminacyjnej
z roku 2004. Bedzie ona obejmowaé nastepujace zagadnienia:

- sposob punktowania rozwiazania,

- metody rozwiazania, ktore ujawnili rozwiazujacy,

- 7zr6dta i rodzaje popetnionych btedow.

Do analizy wybieram zadanie wymagajace zastosowania definicji funkcji parzyste;j.
Jest to zadanie z parametrem, ktore mozna zaliczy¢ do tzw. zadann na tworzenie
informacji. Oto temat tego zadania:

a) Podaé definicje funkcji parzystej.

b) Wyznaczyé wszystkie takie wartosci parametru a, aby funkcja

f(x) = (a®*+a—06)x*+(a® - 4)x + 5 byla parzysta. Podaé wzor otrzymanej funkcyi.

2.1 Analiza zadania i metod jego rozwigzania

Przystepujac do analizy rozwiazan tego zadania zauwazmy, ze w zamierzeniu au-
torow jego celem byto sprawdzenie znajomosci podstawowej definicji zwigzanej z wlas-
no$ciami funkcji oraz zbadanie, jak kandydaci radza sobie z rozwiazywaniem réwnania
7 parametrem.

W czesci a) omawianego zadania nalezalo podaé¢ definicje funkcji parzystej. W
czesel b) nalezato wyznaczy¢ wszystkie rzeczywiste wartosci parametru a, dla ktorego
funkcja f rozwazana w temacie zadania jest parzysta. Mozna to byto uzyska¢ w rozny
Sposob:

S1 — Stosujac definicje parzystosci funkcji otrzymuje si¢ rownanie z parametrem a

(a? + a—6)x* + (a2 — 4)x+ 5 = (a? + a— 6)x* - (a? — 4)x+ 5, x € R,
rownowazne rownaniu
(a2 —4)x = 0, x € R.

Wynika stad, ze a = 2 lub a = -2.
Sy — Rozwazajac przypadki ze wzgledu na warto$é wspotezynnika przy x2.
W metodzie S, mozna postapi¢ w jeden z nastepujacych sposobow:

I. Rozwiazaé¢ réwnanie
a?+a-6=0
i bada¢ parzystos¢ funkcji liniowej f(x) = 5x + 5, gdy a = =3, lub f(z) = 5,

gdy a = 2, lub funkcji kwadratowej f(z) = (a* + a — 6)2? + (a*> — 4)x + 5 z
a# —3ia#2.

II. Rozkladajac na czynniki wielomiany zmiennej a stojace przy z? oraz przy x
otrzymuje sie nastepujaca posta¢ funkcji f:

f@) = (a+3)(a—2)a"+ (a—2)(a+2)z +5,
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Z postaci tej odczytuje sie, ze dla a = —3 lub a = —2 funkcja ta jest liniowa i
tylko dla a = 2 jest parzysta, gdyz jedyng funkcja liniowa parzysta jest funkcja
stata. Natomiast, gdy a # —3 i a # 2, to funkcja f jest kwadratowa i jest
parzysta wtedy i tylko wtedy, gdy wspotczynnik przy x jest réwny zero.

III. Rozwazajac przypadki ze wzgledu na wartoéé wspotezynnika przy x? mozna
zauwazy¢, ze jezeli a® +a — 6 # 0, to funkcja f jest kwadratowa i jest parzysta
wtedy 1 tylko wtedy, gdy wierzchotek paraboli bedacej jej wykresem lezy na
osi y, czyli pierwsza wspotrzedna tego punktu réwna sie zero. Prowadzi to do
rozwazenia uktadu warunkéow

a>—4=0ia>+a—6#0,

skad wynika odpowiedz a = —2.

Rozwazajac przypadek a® +a — 6 = 0, w ktérym otrzymuje sie funkcje liniowa,
uzyskujemy odpowiedz a = 2.

2.2 Analiza rozwiazan badanych

Egzaminatorzy wycenili to zadanie na 9 punktow. Wskaznik tatwosci, bedacy ilo-
razem sumy zdobytych punktéow przez wszystkich piszacych, do sumy punktow, jakie
mogli za nie otrzyma¢, wyniost 0,65 (Niemierko, 1975, Szurig, 1978).

Niewielka liczba kandydatéow (12 os6b na 335 bioracych udzial w egzaminie)
uzyskata za rozwiazanie tego zadania 0 punktéw i az 113 prac oceniono na maksy-
malng liczbe punktow.

W czesci a) 323 osoby podaty poprawna definicje funkeji parzystej. Z pozostaltych
12 0s6b jedna pomylita to pojecie z pojeciem funkcji nieparzystej, a dwie osoby oddaty
puste kartki. W pozostatych 11 pracach albo nie zaktadano symetrii dziedziny funkcji
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych, albo postugiwano sie stwierdzeniem, ze
funkcja parzysta ma wykres symetryczny wzgledem osi y. Wyniki te moga $wiadczy¢
o tym, ze ta definicja, byta kandydatom dobrze znana lub potrafili ja odpisaé z tablic,
z ktorych wolno im byto korzystaé¢ w czasie egzaminu. O tym, ze takie zjawisko mogto
mie¢ miejsce, niech $§wiadczy fakt, ze 15 0os6b podato poprawng definicje i nie podjeto
proby rozwigzania drugiej czesci zadania.

W czesci b) wiekszo$é egzaminowanych (190 osob) wybierala metode S;.
Nalezy stwierdzi¢, ze ta droga rozwiagzania prowadzita bezposrednio do poprawnej
odpowiedzi, cho¢ nalezy odnotowaé, ze nieliczni kandydaci, ktorzy w wyniku przek-
sztalcen otrzymali warunek

(a*> —4)xr =0,z € R,

nie umieli spojrze¢ na te rownosé jak na identycznosé dwu wielomiandw.

Najpowazniejszym bledem, jaki popelniali kandydaci (14 os6b) rozwiazujacy
omawiane zadanie metoda S; bylo stosowanie podstawienia —z? zamiast (—z)2.
Prowadzilo ono do koniecznosci rozwazania innego uktadu warunkéw i nie dawato
szansy na poprawne rozwiazanie. W czeSci analizowanych rozwiazan pojawily sie
takze drobne btedy rachunkowe.

Metode rozwiazania So wybrato 120 kandydatow. Duza czeé¢ osob, ktore rozwiazy-
waly zadanie ta metoda popeklita btedy. Do najczestszych nalezy utozsamianie
rozwazanej w zadaniu funkcji f z jak na funkcjg kwadratowa i nie zauwazanie fak-
tu, ze gdy wspolczynnik przy x? jest réwny zero, to taka funkcja jest liniowa. Blad
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ten popelnita potowa kandydatow rozwiazujacych zadanie metoda Ss.. Jest to, moim
zdaniem, efekt rozwiazywania w szkole sredniej zbyt malej liczby zadan dotycza-
cych funkeji kwadratowej zawierajacej parametr przy x2. Wsrod osob wybierajacych
metode Sy znalazlo sie rowniez 10 egzaminowanych, ktorzy rozwazyli jedynie przy-
padek zerowania sie wspolczynnika przy x?. Jest chyba malo prawdopodobne, by
nie wiedzieli, ze nalezy przedyskutowaé rowniez parzystosé funkcji kwadratowej. Jesli
tego nie robili, to albo z braku czasu, albo z braku stosownych umiejetnosci.

W wyniku przeprowadzonej powyzej analizy nalezy zauwazy¢, ze wiekszosé kandy-
datow dysponowala znajomoscig faktow, ale nie wszyscy wykazali sie znajomoscia
sposoboéw oraz przepiséw dziatania, co uniemozliwito im rozwiazanie zadania (Nowak
1989, Lompscher, 1972).

Postugujac sie kryterium skutecznosci ksztatcenia sformutowanym przez W.
Nowak (Nowak 1989. s. 144) mozna stwierdzi¢, ze podczas egzaminu nie wszyscy z
kandydatow dysponowali potrzebng wiedza werbalng. Zauwazmy jeszcze, ze w trakcie
rozwigzywania tego zadania u wielu z nich ujawnity sie niektore aspekty matema-
tycznej aktywnosci (Krygowska, 1986). Mam tu na mysli przede wszystkim dostrze-
ganie 1 wykorzystanie analogii. Jednak skojarzenia dotyczace wystepujacych w zada-
niu pojeé, jakie powstaly w §wiadomosci prawie 16% badanych, nie doprowadzity ich
do pelnego rozwigzania problemu. Zachodzi oczywiste pytanie, dlaczego tak sie dzieje
i jakie sa przyczyny takiego zjawiska? Moze to by¢ miedzy innymi efekt edukacji w
szkole sredniej wynikajacy z matej r6znorodnoéci przyktadow ilustrujacych omawiane
tam pojecia.

3. O pewnym sposobie opisu procesu rozwigzywania zadania

Jak juz wspomniatem powyzej, zaktadam, ze kandydat na studia dysponuje pewna
wiedza z matematyki. Leksykon filozofii klasycznej wérod wielu okresleri wiedzy poda-
je, ze jest to uktad wiadomogci, ktére uznajemy i potrafimy w pewien sposéb uzasad-
nié¢ (Leksykon filozofii klasycznej, 1997, s. 537 — 539). M. Hejny (Hejny, 1997) opisujac
matematyczna czesé struktury poznawczej wyréznia cztery komponenty: pojecia, fak-
ty, umiejetnos$¢ stosowania i schematy. Opisana ponizej idea procesu rozwigzywania
zadania opiera si¢ na nastepujacych przestankach.
1) W swiadomosei osoby rozwiazujacej zadanie istnieja trzy zbiory elementow Aj,
Ay A3 decydujace o powodzeniu w pracy nad rozwiazaniem zadania. Zbiory te na ogoét
nie sa puste (zaleza kazdorazowo od wiadomosci i doswiadczenia, jakim dysponuje
okreslona osoba). Nalezy jednak zaznaczy¢, ze uzycie w tym miejscu pojecia zbioru
moze budzi¢ watpliwosci z punktu widzenia formalnego rozumienia tego pojecia w
teorii mnogosci. Te watpliwosci nie wptywaja jednak na wartosé tego opisu, natomiast
ulatwiaja plastyczne rozumienie omawianego procesu.
Do zbioru A; zaliczamy znane rozwigzujacemu wiadomosci (definicje, twierdzenia,
przyktady i kontrprzykltady). Do zbioru A, przynalezg rézne umiejetnosci, jakie ujaw-
nia rozwiazujacy podczas rozwiazywania zadan i probleméw (np. umiejetnosé zrozu-
mienia tresci zadania, przeprowadzania rozumowan dedukcyjnych i redukcyjnych,
umiejetno$é kodowania, matematyzowania, schematyzowania, postugiwania sie algo-
rytmami itp.
Zbior A, zawiera zatem rozne aspekty matematycznej aktywnosci (Krygowska, 1986).
Do zbioru Az zaliczam skojarzenia zwiazane z pojeciami wystepujacymi w zadaniu i
powstajacymi w Swiadomosci osoby pracujacej nad rozwiazaniem tego zadania.
Moc tych zbioréw, rozumiana w sensie matematycznym, jako ilos¢ elementow, zalezy
od doswiadczenia oraz posiadanej wiedzy formalnej.
2) Procesowi rozwiazywania kazdego zadania matematycznego odpowiada pewien
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skonczony zbiér elementow z kazdego ze zbiordéw Aq, As, Az. Z uwagi na mozliwosé
rozwigzywania zadania roznymi sposobami reprezentacja ta nie musi by¢ jednoznacz-
na i na ogol taka nie jest. Zbior A; U Ay U A3 stanowi swoista baze teoretyczno —
skojarzeniowa.
3) Elementy tylko jednego z tych zbioréw na ogot nie wystarczaja do rozwiazania
zadania, przy czym elementy ze zbioru Az moga przyczyni¢ sie do ,szumu informa-
cyjnego” i wplynaé¢ negatywnie na proces rozwiazania zadania.
4) Ujawnianie sie poszczegolnych elementoéw bazy opisanej w punkcie 2 zalezy od psy-
chologicznych uwarunkowan rozwiazujacego (jego stanu emocjonalnego oraz predys-
pozycji psychofizycznych) w chwili rozwigzywania zadania.
5) Zbyt mato wiadomosci posiadanych przez osobe dysponujaca wieloma umiejetnos-
ciami i pozytywna motywacja do rozwiazania problemu najczesciej nie wystarcza do
jego rozwigzania.
6) Duzy zasob definicji i twierdzen (przyswojonych ,na pamie¢ bez zrozumienia) bez
zaangazowania matematycznej aktywnosci nie gwarantuje rozwiagzania problemu.

W opisanym w paragrafie 2 zadaniu do zbioru A;zaliczam definicje funkcji parzys-
tej oraz funkcji liniowej i kwadratowej, jak rowniez réwnania stopnia pierwszego i
drugiego z jedna niewiadoma oraz pojecie tozsamosci. W zbiorze A, znajduja sie takie
umiejetnodci jak stosowanie definicji, umiejetnosé rozwiazywania rownan liniowych i
kwadratowych zawierajacych parametr. W zbiorze A3 znajduja sie rézne skojarzenia,
ktore pojawily sie u rozwigzujacych. Np. u niektorych z nich ze wzorem funkcji f
kojarzyt sie jedynie trojmian kwadratowy, co prowadzito do niepelnego rozwigzania.
Swiadczy¢ to moze o niepelnym obrazie pojecia wielomianu (Tall, Vinner, 1981) lub
o symptomach zdegenerowanego formalizmu (Turnau, 1990).
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Perception of equality 0,999...=1

MALGORZATA PRZENIOSLO

ABSTRACT. We analyze how pupils and students perceive the equality of numbers
0,999. .. and 1 . Our experience revealed many important problems related to the nonaccept-
ing of their equality. Also, we present some ways to prevent the formation of the intuitive
conviction that these numbers are different.

Introduction

The answer for the question whether 0,999...equals 1, seems obvious. To prove the
equality of the numbers one of algorithms of converting of infinite and periodical
decimal into common fraction is often mentioned. Are these schemes convincing for
the opponents? Are they convincing for our pupils and students?

While doing my research on understanding the basic concepts of calculus by sec-
ondary schools pupils and university students I had a chance to analyse the problem
of equality of 0,999...and 1. The results were so surprising that I decided to write
about it. It should be added that my research methods including analysis of extended
well-constructed written tests and interviews, which were conducted not according to
a stiff procedure but in open way, significantly contributed to the profound investi-
gation of the examinees’ associations.

Attitudes assumed by pupils and students

Majority of examinees revealed the conviction that numbers 0,999...and 1 differ
from each other. They upheld it although they knew the algorithms of converting
infinite and periodical decimal into common fraction. The examinees presented the
algorithm based on equivalent equations as follows: x = 0,999...; 10z = 9,999...;
10z — x = 9,999...—0,999...; 9x = 9; = 1 and that one based on the sum of an
infinite geometric sequence (series), where the first term a; = 0,9 and the common
ratio ¢ = 0,1, in the form:

0,999... = 0,9 + 0,09 + 0,009 +...— <1aTq> =2 =1

According to them the aforesaid algorithms confirmed only that: “it is assumed
that 0,999...and 1 are not different from each other”. They believed, however, that
“in fact these numbers are not equal but it is impossible to determine the difference®.
They thought that “only in mathematics it is assumed that the numbers are equal®.
They supposed that it is caused by the fact that “every decimal expansion finite or
infinite is only the decimal expansion of a certain number, so the situation must
be the same for 0,999...and as it is periodical it must be a rational number, but
since like for other rational numbers it cannot be obtained by dividing numerator
by denominator so there is only one possibility — assuming that 099...is equal to
1“. They were convinced that we can assume that the two numbers are equal as the
difference between them is “infinitely small“, “optionally small“ or “they differ by the
smallest possible value®. They thought, however, that “it is not the same equality as
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1:% or % = %, but just a semi-equality“. They did not question the “truthfulness* of
the equality but as R. J. Pawlak (1996) wrote in case of similar “infinite operations®
treated it as some kind of agreement — the result of mathematical “tricks*. Many
examinees perceived the phrases “optionally small* or “infinitely small*“ as connected
with the infinite process of approaching zero by the sequence of differences between
number 1 and succeeding terms of the sequence: 0,9; 0,99; 0,999; . ... It was probably
consequence of epistemological obstacle connected with perceiving an infinitely small
number as a constant smaller than some arbitrary number.

The epistemological obstacle that many pupils and students did not manage to
remove was also perception of infinity (see Monaghan, 2001; Sierpinska, 1990; Tall,
2001). It frequently consisted in treating infinity as existing potentially and not ac-
tually and was particularly regularly expressed by pupils and the first-year students
who claimed that: “the approach to the limit will be permanent and will never end“.
This perceiving infinity was related to the concept of time but equally often result-
ed from “realistic understanding of the word “never”. For example, the feeling that
numbers 0,999...and 1 are not equal was supported by the conviction that “we will
never be able to write the last 9 as there will always be a possibility of adding next
one’; the same belief applied to series.

For some pupils and students the numbers 0,999. . . and 1 differed by “0,000. .. 0001,
but it is impossible to determine precisely where after decimal point 1 is but it is
somewhere”. This was the result of perceiving infinity as a very great number.

Attitudes assumed by examinees to “schemes of converting

Majority of pupils and students considered the algorithms of converting of infinite
fractions to be merely approximated calculations giving the result with “almost ideal
accuracy” or “the error almost equal to zero”. They explained such conviction referring
to the operations on “infinite numbers” or infinitely many numbers.

However, after a thorough analysis of, for example, the algorithm based on equiva-
lent equations the examinees could not explain which equality is approximated. Some
hesitated whether the numbers 0,999...and 1 are different but did not change their
opinion as they were deeply convinced that their intuitive feelings were right. Other
pupils and students which were convinced that their intuitions were right, being un-
able to get rid of the contradiction and point out the point of approximation tried to
undermine the truthfulness of the algorithm saying, for example, that “it is somehow
bizarre”.

Other pupils and students analysing the algorithm based upon the sum of infinite
geometric sequence or series (a1 = 0,9, ¢ = 0,1), considered the equality between this

ay

sum and the number 7 to be approximated. However, they remembered it very

schematically. They forgot that the sum of the infinite geometric sequence (a,) or

n—1

o0 oo
geometric series > a, = > aq" ' (a = ap) is the limit of the sequence of partial

n=1 n=1
sums, that is of the exactly the same sequence as the one considered by them. By no

means did they dispute the method of calculating the limit of this sequence (which
equalled 1). However, in the course of discussions it turned out that some found it
difficult to notice that the sum of infinite geometric sequence or series equals the
limit of the sequence of partial sums. For others the considerations were too formal
to undermine the intuitive belief that the numbers 0,999...and 1 are different.

Also the discussion centring on the fact that 1 = %—i— % —|—% =0,333...+0,333... +
0,333...=0,999...and 1 = 1 +2 = 0,333...+ 0,666...= 0,999...and 1 = 9 -3 =
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9-0,111...=0,999.... did not change the examinees’ belief that numbers 0,999. .. and
1 are different. Some examinees thought that summing 0,333...and 0,666. ..or mul-
tiplying 0,111...by 9 give the approximated result. Others believed that the equali-
ties %:0,333. . §:0,666. ..and %:0,111. ..are approximate although they had not
thought so before; now they pointed out the infinite process of “dividing the numera-
tor by denominator” as confirmation of their new opinion. Significantly, at first they
claimed that 0,333...“can be obtained by dividing one by three”, to prove the equal-
ity %:0,333. .., and justified the lack of equality between 0,999...and 1 by assuming

that the same procedure cannot be applied here.

The reasons for attitudes and wayof correcting them

All the discussed attitudes show how strong the intuitive belief that numbers
0,999...and 1 are different was. It seems that the convictions could not be changed
by the “schemes of converting” the pupils and students had already known or by
described discussions because these attempts referred to some other mental sphere
— responsible for formalized knowledge and not effecting the intuitions. The exami-
nees were more inclined to question and accept these schemes in approximation than
to modify their intuitive convictions. The reason was probably the “nature* of all
intuitive feelings — perceiving them as self-evident (see Fischbein, 1987, p. 13).

The convictions of this type can be probably corrected only by referring to other
intuitive conceptions. The discussions showed that referring to associations connected
with the limit of a sequence turned out efficient. At first, I asked the examinees if
the number 0,999. .. was the limit of the sequence: 0,9; 0,99; 0,999; . ... Some of them
made reference to “vertical‘ notation of a sequence:

0,9
0,99
0,999
0,9999

Others drew a graph or marked the terms on an axis and referred to associations
related to the limit of a sequence (see Cornu, 1991; Mamona-Downs, 2001; Przeniosto,
2003, 2004; Sierpinska, 1990, 1994). It was, for example, the association that “the
terms of the sequence approach and are less and less different from 0,999..., and
the difference becomes arbitrarily small or its more general form — conviction that
it begins from a certain point. The examinees, especially students who completing
their studies, also used more precise conceptions like, for example, “almost all terms
of a sequence belong to an arbitrary neighbourhood of 0,999...% or “starting from
a certain point all the terms fall into an arbitrary neighbourhood of 0,999..., or a
strip drawn around the straight line y = 0,999... . or “for each neighbourhood of
0,999. .. may be found a natural number ng such that, for all greater natural numbers
the values of a sequence belong to this neighbourhood of 0,999...%. The discussions
referring to such conceptions helped the examinees notice that 0,999...is the limit
of the sequence. This statement coupled with the conviction that number 1 is also
the limit and awareness of the uniqueness of the limit enabled them to accept that
numbers 0,999...and 1 are equal and not approximately equal.
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Suggestions on considering the problem in school

In order to prevent the formation of the aforesaid intuitive conviction it is essen-
tial that introducing the schemes of converting they should not only be applied to
numbers 0,999...and 1, but also other operations are necessary. The fact that the
examinees did not intuitively believe that the equalities %:0,333. . §:0,666. ..and
5:0,111. ..are approximate suggests that these equalities can be used to form the
conviction that the numbers 0,999...and 1 are equal before the impression about
their inequality becomes overwhelming. It can be done by referring to simple opera-
tions which are certain to appear while solving the following problem:

Problem 1. You know that £=0,333..., 2=0,666...and $=0,111.... By means of
these equations show that 0,999...=1.

The equality of numbers 0,999...and 1 should be discussed in various situations.
For example, the following problem may be interesting when talking about functions:

Problem 2. Complete the graph so that it will represent the function for which
the same set A = {%; 0,999; 1; 5} constitutes the domain and range of values and
it assigns the same number to the number from A set.

While solving the equations the coefficients being infinite decimal expansions in-
cluding 0,999. ... can be used. Talking about geometrical problems, even the simplest
ones, also enables to discuss the equality of numbers 0,999...and 1.

Problem 3. Draw a straight line which have the equation y = z— 0,999....

Here the question what 0,999.... is equal to will be undoubtedly asked as the
pupils find it difficult to mark the number 0,999. .. on the axis (such difficulty revealed
some examinees).

As for the operations on sets another problem can be used.

Problem 4. The common part of the sets A and B is a two-element set. Write this
set.

A=1{1%0,99..; 1,41}

B = {0,3; 0,333..: 0,999: 1: \/5}

If the pupil can see that 1,41 is only the approximation of v/2 so it does not belong
to the common part he/she will clearly understand that numbers 0,999...and 1 are
equal without approximation.

A good opportunity to form the belief that the numbers 0,999. .. and 1 are equal is
considering the sequence limit. Obviously, using the second of the aforesaid schemes of
converting is not enough. It seems worthwhile to ask the pupils to solve the following
problem:
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Problem 5.
a) Is the number 0,999. .. the limit of the sequence presented below?
0.9, 0.99, 0.999, 0.9999, ...
b) Is the number 1 the limit of this sequence?
¢) Are the numbers 0,999. .. and 1 different from each other? If so, what is the differ-
ence?

While discussing whether 0,999. . .is the limit of the sequence the suggestions and
intuitive feelings described above can be used. However, pupils have to form such
conceptions either “deformalising” the definition of a sequence limit or in the course
of discovering the very concept, which of course is better — for suggestions on this
way of teaching the concept see (Przeniosto, 2005).

Final remarks

The presented results of the research show that the problem of equality of numbers
0,999...and 1 is very difficult for pupils and even for university students. Therefore,
considering it in different situation is necessary. I present only some opportunities
to discuss this problem. Of course, many more situations can be used to form the
conviction that 0,999...= 1. The more often we discuss them the bigger the chance
that the “intrusive” feeling that these numbers are not equal will not become a strong,
difficult to correcting, intuitive belief.
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Jeden pohl'ad na kontinuitu matematického
vzdelavania na zakladnej Skole

IVETA SCHOLTZOVA

ABSTRACT. The period of transition from elementary to junior secondary stage is marked by
specific pedagogic and psychological aspects from the particular subject’s point of view. Hence,
mathematics education deserves its focus and attention in this important transitional stage.

Uvod

Sucasna koncepcia vyucovania ponima 1. a 2. stupen zakladnej skoly ako jednoliaty
celok. Napriek tomu sa pri prechode Ziakov zo 4. do 5. ro¢nika ZS vynara mnoho
problémov, ktoré nemozno zanedbévat. Ide o prechod zo spésobu vyucovania jednym
(triednym) uc¢itelom na odborné vyucovanie realizované viacerymi ucitel mi, z ktorych
jeden je triednym uéitelom. V sucasnosti Ziaci prechadzajia zo 4. do 5. ro¢nika ZS.
V minulosti i8lo o postup z 5. do 6. ro¢nika zakladnej devitroc¢nej skoly a dévnejsie
z piatych ro¢énikov Iudovej 8koly do prvych tried gymnazii, redlok a mestianskych skol.
Podla sucasnej koncepcie vychovno-vzdelavacej ststavy sa u néas zac¢ina na zakladnej
skole odborné vyucovanie v piatom ro¢niku (okrem vyucovania cudzich jazykov).

,Skolské dochéadzka ziakov v prvych styroch ro¢nikoch zékladnej skoly je relativne
uzavretou etapou v skolskom vyvine Ziaka. Ziak si zvykol na styl prace i na rezim zivo-
ta v Skole a vybudoval si vlastnt (ziakovskil) povest, s ktorou prichadza na 2. stupe.
Zéakladnym cielom z pedagogicko-psychologického hladiska je zabezpecit plynulost
tohto prechodu.“ (Hvozdik, 1986, s. 109)

Matematika a prechod ziaka z 1. stupnia na 2. stupen zakladnej
Skoly

Ak cheeme zabezpedit plynulost prechodu z 1. stupiia na 2. stupeii ZS z vedomostnej
stranky, je potrebné dbat na to, aby sa kazdy novy poznatok ziaka mnohostranne
spajal s jeho predchadzajicimi poznatkami a skiisenostami.

K tomu, aby vyucovanie matematiky na 2. stupni ZS mohlo splnit svoje ciele
je potrebné, aby kazdy vyucujuci vedel, s akymi poznatkami maja ziaci 1. stupna
prichadzat do 5. ro¢nika.“ (Balint, 1988/89, s. 11)

Kuric (1965) uvadza, ze kym v mladsom Skolskom veku rastie pamét z kvanti-
tativnej stranky a prevlada nézorna, mechanicka pamét, na 2. stupni ZS sa rychlost
rastu tejto paméte spomaluje a vytvara sa predovSetkym pamét slovno-logicka. Pre-
javuje sa to najmé pri osvojovani abstraktného uciva.

Skuisenosti pedagogov z praxe ukazuji, ze ziaci pri prichode do 5. ro¢nika maja
rezervy v pocitani spaméti a v zvladnuti pisomnych poc¢tovych tikonov, najma delenia.
Tiez sa objavuju problémy pri praci s ¢iselnou osou. Dalsou problematickou oblastou
je rieSenie slovnych tloh. Pri¢inou tohto problému je aj nedostato¢na znalost techniky
¢tania. Ziaci casto nevyriesia slovni tlohu preto, lebo ju nevedia s porozumenim
precitat. (éerveny, 1985/1986; Cerveny, 1987)

Kontinuitu matematického vzdelavania na zakladnej skole urcite ovplyviuje via-
cero faktorov. Medzi nich moZzeme zaradit v prvom rade vedomostnu troven ziakov,
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osobné postoje ziakov k vyucovaniu matematiky i odbornu a pedagogicki erudiciu
ucitelov na 1. aj 2. stupni zékladnej skoly.

Prieskum na zakladnej Skole

Pre empirické overenie javov stuvisacich s kontinuitou matematického vzdelavania
na zakladnej skole bol realizovany prieskum vo vychodoslovenskom regione. Jeho
stucastou bolo testovanie vedomosti a zruc¢nosti ziakov, dotaznik pre ziakov a dotaznik
pre ucitelov 1. stupia i uéitelov matematiky na 2. stupni 7S.V prispevku prezentu-
jeme poznatky ziskané z testovania ziakov.

Vzorku respondentov tvorilo 254 ziakov zo siedmich §kol. Boli to skoly vidiecke aj
mestské, plneorganizované aj malotriedne. Vychadzajic z u¢ebnych osnov, respektu-
juc obsahovy a vykonovy Standard pre 1. stupen zakladnej skoly a po konzultaciach
s ucitelmi na 1. stupni i u¢itelmi matematiky na 2. stupni tychto skol bol zostaveny
nestandardizovany didakticky test.

V teste bolo zahrnuté ucivo 1. — 4. ro¢nika ZS z oblasti aritmetiky, algebry a ge-
ometrie. V jednotlivych tlohéach sa vyzadovala znalost zaokrtihlovania prirodzenych
Cisel; porovnavania prirodzenych ¢isel; s¢itania, od¢itania, ndsobenia a delenia priro-
dzenych ¢isel; rieSenia nerovnic; spravna identifikacia geometrickych ttvarov; premena
jednotiek dlzky; rysovanie geometrickych ttvarov; vypocet obvodu rovinného geomet-
rického ttvaru; zapis zlomku; rieSenie slovnych tloh. Vytvorené boli dve verzie testov.
Ich struktira bola identicka, 1isili sa iba ¢iselnymi hodnotami a typom geometrickych
atvarov.

Ziaci boli testovan{ dvakrat — na konci 4. ro¢nika a nasledne na zaciatku 5. roéni-
ka. VSetci testovani respondenti vypracovali obidve verzie testov. Cielom testovania
nebolo merat vedomostni uroven ziakov, pripadne realizovat porovnavanie medzi
jednotlivymi 8kolami. Hlavnym cielom bolo porovnat vysledky Ziakov dosiahnuté na
konci 4. ro¢nika a na zaciatku 5. roc¢nika.

Predpokladali sme, Ze trovenn vedomosti a zru¢nosti ziakov na konci 4. ro¢nika a
na zaciatku 5. ro¢nika bude porovnatelna.

Kvantitativna analyza testov priniesla nasledovné tdaje:

Tabulka 1 Porovnanie dosiahnutych vysledkov vo 4. a v 5. ro¢niku ZS

Sledovany jav pocet ziakov
zlepSenie o viac ako 10% 38
odchylka v rozmedzi + 10% 186
zhorgenie o viac ako 10% 30

Tabulka 2 Rozdelenie Ziakov podl'a tspesnosti

uspesnost v % | pocet ziakov 4. ro¢nika | pocet ziakov 5. ro¢nika
(0;10) 1 0
(105 20) 2 0
(20; 30) 2 5
(30; 40) 5 2
(40; 50) 10 8
(50; 60) 16 11
(60; 70) 22 19
(70; 80) 42 56
(80;90) 83 88
(90; 100) 71 56
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Pre statistické vyhodnotenie bol pouzity Wilcoxonov test pre parové hodnoty.
Ide o znamienkovo poradovy test medzi dvojicami parovych hodnét. Pri spracova-
ni nameranych tudajov (body z testov) boli pre kazdy zo stborov (4. ro¢nik a 5.
ro¢nik) najdené rozdiely medzi dvojicami tychto hodnot. Ak sa rozdiel rovnal nule,
tato dvojica bola vynechané. Bez ohladu na znamienko bolo uréené poradie vypoci-
tanych rozdielov. Poradové ¢isla pre kladné a zaporné rozdiely boli rozlisené tak, ze
boli napisané v dvoch stIpcoch. Potom bol vypoéitany stcet vietkych kladnych a za-
pornych poradovych ¢isel a mensie ¢islo z tychto su¢tov bolo povazované za testovaciu
Statistiku 7.

Pre zistenie Statisticky vyznamného rozdielu medzi oboma stibormi boli pouzité
nasledujuce vztahy:

stredna hodnota: pp = ML)

4 Y

n.(n+1).(2n+1)
24 g
kde n je pocetnost skiimaného siiboru. Vychadzajic z tychto vztahov bol vypocitany

normovany tvar Statistiky z:

smerodajna odchylka: op =

o T—pr _ T— e
T or n(n+1).(2nt1)

24

Zistena hodnota bola porovnana s kritickou tabulkovou hodnotou. Kriticka oblast
na hladine vyznamnosti a = 0,05 je 1,96. V nasom prieskume zp = —4,89. Kedze
zistend hodnota |zp| > 1,96, znamena to, Ze je Statisticky vyznamny rozdiel medzi
vysledkami Ziakov z matematiky vo 4. a v 5. ro¢niku.

Domnievame sa, ze dovody vacsieho poctu tych ziakov, ktori sa v teste v 5. ro¢niku
zlepsili, st dva. Na jednej strane je to dokladné zopakovanie matematického uciva
na zaciatku Skolského roka, ¢o je uréite dobra vizitka pre ucitelov matematiky na
2. stupni ZS, ktori zopakovaniu venuju potrebni pozornost. Na druhej strane je to
nepochybne aj dosledok rozumového ,dozrievania“ ziakov.

Pri kvalitativnej analyze Ziackych rieseni v testoch je doélezité venovat pozornost
najcastejsie sa vyskytujucim chybam v rieseniach ziakov (Pridavkova, 2001). Takato
analyza je vychodiskom pre ndpravu nedostatkov. Pri jednotlivych chybach je uvedena
pocetnost vyskytu danej chyby v prislusSnom ro¢niku vo vzorke 254 respondentov.

Tabulka 3 NajcastejSie chyby Ziakov v jednolivych alohach testu

Typ chyby Pocet vyskytov | Pocet vyskytov
vo 4. ro¢niku v 5. ro¢niku

premena jednotiek dlzky 118 124
urcenie zlomku 84 103
zaokrihlovanie N-¢isla na stovky 76 73
matematizacia realnej situacie 72 80
vypocet obvodu obdlZznika 70 54
rieSenie slovnej ulohy 70 106
zaokruhlovanie N-¢isla na desiatky 64 56
odcitanie N-cisel 62 61
pomenovanie priestorovych ttvarov 62 29
porovnavanie N —c¢isel o7 29
vyznacenie priemeru kruznice o7 63
nasobenie viacciferného ¢isla 49 71
jednocifernym ¢islom

rieSenie nerovnice 49 34
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Identifikicia najcastejsie sa vyskytujacich chyb uréite moéze pomoct uéitelovi ma-
tematiky na 2. stupni ZS ziskat potrebné informécie o novych ziakoch.

Zaver

Kazdy rok sa v ¢ase prijimacich skuSok a nasledne na zaciatku Skolského roka
pravidelne opakuje jeden syndréom nasho skolstva. Vysoké skoly nie st spokojné s
vedomostnou turoviiou absolventov strednych skol, stredné skoly sa stazuju na ne-
dostatky vo vedomostiach a zruc¢nostiach absolventov zakladnych skol, ucitelia v 5.
ro¢nikoch hladaju nedostatky u ziakov zo 4. ro¢nikov. Vari iba ucitelia 1. ro¢nika na
zakladnej 8kole sa zatial nezvyknu stazovat na pripravu v materskych Skolach.

Asi by kazdy z nas, pedagogov, mal zacat od seba. Mohli by sme si osvojit tézu,
ze kontinuita matematického vzdelavania a hlavne pozitivny vztah ziaka k mate-
matickému vzdelavaniu zavisi aj od osobnosti ucitela, jeho pedagogického taktu a
didakticko-metodickej vyspelosti.

Ako hovoria Rumanovska — Sedivy (1991, s. 210): ,UTah¢it ziakom prechod a
zabezpecit plynulost vyuc¢ovania matematiky a dobré vysledky moze len dobry uditel,
ktory si v plnej miere uvedomuje rozdiely v praci na oboch stupnoch a predmetom
jeho prace nie je len u¢ivo matematiky, ale taktiez samotny ziak.“

MozZno len sthlasit s Tomkovou (2005, s. 89), Ze ,...objavovanie veci, novych
moznosti a savislosti je na matematike to najkrajSie. A tento pocit objavitela
a uspesného riesitela by sme ako ucitelia mali dopriat kazdému ziakovi.*

Dalsie zaujimavé poznatky k problematike kontinuity matematického vzdelava-
nia na zakladnej skole priniesol aj dotaznikovy prieskum pre ziakov 5. roc¢nika 7S
a ucitelov na 1.1 2. stupni ZS. Informécie o iom budeme prezentovat niekedy v budic-
nosti.
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SutaZze na hodinach matematiky primarnej skoly

Epita SIMCTKOVA, BLANKA TOMKOVA

ABSTRACT. A contest motivate and mobilize pupil. However it doesn’t produce enjoyment
and fun. Selection of contests is very important mainly for practice.

Co je to sutaz? Podla elektronického slovnika znamena slovo sttaz jednak usilie
predstihntt inych a dosiahnut prvenstvo (sttazenie); a tiez takto verejne organizované
asilie, napr. volejbalova sutaz, verejna sutaz.

So stitazou a sttazenim sa ziaci 1. stupna zakladnej Skoly stretédvaju aj na hodinach
matematiky. Ziaci a uditelia vnimaja tento pojem v niekol’kych variantoch.

Celoslovenské matematické sataze

Poznédme $tyri celoslovenské matematické sutaze — Matematickd olympiada, Py-
tagoriada, Klokan a MAKS, vyhlasované organiza¢nymi vybormi a s niekolkoro¢nou
tradiciou.

Matematickd olympidda. Na 1. stupni sa jej zucastiuju ziaci 4. ro¢nika. Pre-
bieha v dvoch koldch — domacom a Skolskom. Pre tspesné rieSenie sa vyzaduje nielen
spravny postup a vysledok, ale aj popis postupu, ¢o je pre ziakov 1. stupna neobvyklé
(aby slovne popisovali postup rieSenia) a teda aj naroc¢né.

Pytagoridda. matematicka sutaz, pri ktorej nejde o postup ale o spravny vysledok.
Za kazdé spravne riesenie ziskava ziak 1 bod, pri zisku asponi 10b (z 15b) je kazdych
usetrenych 5 minut odmenenych ziskom 1 bodu. Sutaze sa zucastiuja ziaci tretich
a Stvrtych ro¢nikov 1. stupna.

Matematicky klokan. Medzinarodna matematicka sitaz organizované vo viacerych
krajinach sveta. Ulohy st rovnaké, st zverejnené v jeden deh naraz vo vietkych
krajinach (termin je zvac¢8a v mesiaci marec). Ziaci dostant 24 tloh rozdelenych
do troch skupin. Osem tloh po troch bodoch, osem po Styroch bodoch a poslednych
osem po piatich bodoch. Za kazdé spréavne rieSenie ziskava ziak prislusny pocet bodov,
za nespravne rieSenie 1 bod straca, za nerieSseny priklad body neziska ani nestraca.
Sutaze sa zucastnuju ziaci stvrtého ro¢nika 1. stupna zékladnej skoly.

MAKS ( Matematicky koreSpondencny semindr). Ide o korespondenénti matema-
ticka sutaz, ktorej zaujimavostou je, Ze sa jej mozu zucastnovat nielen jednotlivci, ale
aj dvojice. VyrieSené tlohy zasielaju ziaci na adresu firmy EXAM, ktora dand sitaz
(podobne ako Matematického klokana) rozsiruje a obratom ziskavaji opravené tlohy
spolu so sériou tloh dalsieho kola. Tato sutaz je urcéena ziakom Stvrtého ro¢nika 1.
stupna ZS.

Posledné dve stutaze st spoplatnené. Takze kazdy riesitel plati presne stanoveny
poplatok, ktory je zvic¢sa uré¢eny na postovné, kopirovanie, pripravu diplomov pre
uspesnych riesitelov a pod.

Okrem tychto celoslovenskych sttazi existuju dalsie matematické sutaze urcené
viac ziakom 2. stupna, vynimoc¢ne ziakom stvrtého ro¢nika 1. stupna zékladnej skoly.
Malo je vyuzivana moznost ucasti talentovanych Zziakov nizsich rocnikov na sutazi
ziakov vyssich ro¢nikov.

Niektori ucitelia v snahe podnietit zaujem, pripadne vyuzit nadSenie svojich Zia-
kov, vytvaraja dalsie vlastné sutaze. Dosah tychto sutazi je v8ak miestny — vztahuje
sa zvicSa na jednu triedu, pripadne jeden ro¢nik danej skoly.
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Stutaze a hry s charakterom sttaZe na hodinadch matematiky.

Aj ked ucast na matematickych sutaziach (Pytagoridada, Klokan) z roka na rok
stiupa, v ovela vicSej miere vyuzivaju ucitelia 1. stupna zékladnej $koly sutaZenie
ziakov na hodinadch matematiky. Vyplyva to z niekolkoro¢nych skusenosti z praxe
— z rozhovorov s u¢itelmi na metodickych seminaroch, zo zavereénych prac 1. kvali-
fikacnej skusky a z hospitacii na vyuc¢ovacich hodinéch. Tento trend zdoévodiuja rozne.
SutaZenie podla nich:

e zvySuje motivaciu ziakov,
e aktivizuje Cinnost ziakov,
e respektuje prirodzend tuzbu ziakov stperit medzi sebou,

e umoznuje diagnostikovat vedomosti Zziakov ,hravou” formou a pomerne rychlo
a pod.

Pozrime sa vSak na takyto priklad.

Nemecky pretekar M. Schumacher, jazdec F1 za tim Ferrari, sa stal v roku 2004
majstrom sveta, rovnako ako v roku 2003, 2002, 2001. V roku 2004 bolo vitazstvo M.
Schumachera jasné uz niekol’ko pretekov pred ukoncéenim sezony. Cely scenar pretekov
vyzeral na kazdom okruhu rovnako. Znalcom F1 je zrejmé, ze M. Schumacher je skvely
jazdec, ze méa skvely monopost a tiez skvely tim, a teda si vitazstvo zasluzil. Problém
bol v tom, Ze takéto preteky zacinali byt nudné.

Ako to vyriesila FIFA? Zmenila pravidla. V tomto roku sa preteky F1 stali opét
zaujimavymi. Ferrari uz nemé predplatené prvé miesto.

Preco tento priklad?

Vicsina matematickych sutazi je postavenda na dvoch faktoroch — presnosti
a rychlosti (Matematicky kral, Elektrina, Cierny Peter a pod.) Podporuju ziakov
v presnosti pocitania, v rychlosti vypoctov, teda v tom, ¢o podla mienky vacSiny
Tudi potrebuje dobry poctar.

Ale je to naozaj tak?

Potrebujeme v Zivote vzdy to najrychlejsie rozhodnutie? Je rychlost (samozrejme
spojend s presnostou) naozaj to, ¢o chceme u ziakov dosiahnut?

Nemala by to byt tizba nevzddvat sa, hladat rieSenie problému, rozmyslat o niom
z roznych pohladov a nebdt sa chyb? To je jedna otazka, ktoru si kladieme.

Druhou a mozno vaznejSou je otazka, ako vplyvaju takéto sutaze na sebavedomie
tych ziakov, ktori

— su vzdy tymi ,druhymi‘,

— su v tychto sitaziach vzdy netspesni,

— sd trémistami a maji problém vystupit pred ,obecenstvom®,
— mylia sa, ked st niteni pracovat ,pod tlakom".

Poméhame im? Motivujeme ich? Aktivizujeme ich k ¢innostiam? Davame im vSetkym
rovnaké Sance? Ako sa oni divaju na tieto sitaze?

Sutaz a osobnost dietata

Humanisticky orientované stratégie vyucovania ziakov na 1. stupni zakladnej skoly
podporuju realizéciu vyucovacich metoéd, ktoré respektuji osobnostné vlastnosti zia-
ka a individualizaciu jeho rozvoja. Ulohou pedagoga je prisposobovat vyber metod
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vyucovacieho procesu schopnostiam a zadujmom ziaka. Ako suvisi sitaz, v ktorej je pr-
voradym kritériom tspechu rychlost odpovede Ziaka a dalsim presnost s predchadza-
jucimi snazeniami? Ako tu moZno pracovat s chybou (omylom) ako s prirodzenym
aspektom v Zivote ¢loveka tak, aby nebola iba terc¢om vysmechu, ale aby sluzila na
autokorekciu vlastnych poznatkov a autoregulaciu sebarozvoja osobnosti?

Podobné tdvahy na zamyslenie, stvislosti, ale aj antagonizmy moZno najst
medzi zédsadami humanisticky orientovaného hodnotenia a sutazami preferovanymi
pedagogmi v praxi (v pravidlach a kritériach hodnotenia). Na jednej strane boju-
jeme proti porovnavaniu ziakov medzi sebou, nehodnotime ich osobnostné vlastnosti
v hodnotiacich komentaroch, vytvarame pravidl4 na porovnavanie vlastnych vykonov
a vedomosti a na druhej strane stutazime a davame najavo, Ze toto sa ceni najviac.
Co na to ziak? Chce pracovat v takychto podmienkach? Komu sttaz vyhovuje a koho
ponizuje? Komu sutaz vyhovuje viac — uc¢itelovi alebo Ziakovi?

Na zaklade pozorovani ziakov pocas vyucovacieho procesu sme dospeli k niektorym
zéverom (nemame tu na mysli celoslovenské sitaze).

Matematicka sutaz vyhovuje tym, ktori st rychli, temperamentni a zaroven poci-
taju presne, maja radi vitazstvo nad druhym, rusnost, dynamiku. Nevyhovuje tym,
ktorych pracovné tempo je pomalsie, lahko sa pomylia, neoblubuji ruch, s v strese
pri psychickom tlaku a vtedy je ich myslenie zablokované.

Matematicka sutaz, v ktorej st neuspesni stéle ti isti ziaci, spdsobuje ich nizke
sebahodnotenie, sebatictu a sebaddveru najmé vtedy, ked ide o verejné triedne sutaze.
Takyto ziak sa moéze branit vzdorom, odmietanim sutazit, zdmernym vylicenim zo
sutaze hned v prvom kole, aby potom mohol svojim spravanim naru$it cely dalsi
priebeh a pod.

Navrh rieSenia

Ako teda riesit tento problém? MoZno uvazovat o niekolkych moznostiach:

1. zrusit sutaze
+ odstranime nadmernu neZiaducu sitazivost deti

+ zamedzime nezdravému sebavedomiu pravidelnych vitazov a podcenovaniu
tych menej tspesnych

- potla¢ime prirodzenu sutazivost deti
- znizime pocet aktivizujicich ¢innosti
2. zmenit pravidla

+ potlac¢ime rutinu pri praci so ziakmi

+ zabezpecime koncentraciu pozornosti ziakov — nemoézu sa spoliehat na to,
7e tuto sutaz uz poznaju a nemusia sledovat jej pravidla a postupy

- zvySime neistotu

- dosiahneme zniZenie zaujmu o sutaz u uspesnych ziakov tym, Ze nedosia-
hnu prvenstvo (p. ucitelka zistila, Ze stale vyhravam, zmenila pravidla —
»Nemd ma rada?")

3. menit typy sutazi

+ zvySime zaujimavost koneéného hodnotenia tispechu zmenou kritérii

-+ vyrovhame Sance na tuspech
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+ zaradime kooperativne sutazenie
+ dame priestor stutazit iba tym, ktorf maja zaujem
- zvySime Casovil naro¢nost na pripravu ucitela

- zvySime casovi naro¢nost na neustale vysvetlovanie pravidiel novych
stutazi.

Napriek istym uvadzanym nevyhodédm sme presvedcéeni o tom, ze tretia moznost

je najviac vyhovujicou a z pohladu rovnosti Sanci na tuspech aj najspravodlivejSou.
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Ro6znorodé meté6dy vyucovania tematického celku
zaporné cisla

MARIA SLAVICKOVA

ABSTRACT. In this article we try to show some ways, how to make teaching of signed integers
more popular for pupils. We’re writing about more interesting and more inspired possibilities
to make teaching more effective.

Uvod

So zapornymi ¢islami sa ziaci stretavaju v readlom zivote skor, ako sa im za¢ni venovat
na hodinach matematiky, aj ked maji menej moznosti sa s nimi stretnit ako s kladny-
mi ¢islami. Aj napriek tomu, Ze uz poculi -2 ° C, -150 m nadmorskej vysky a pod.,
je tato cast pre nich problematickd. Spociatku, pokial pojmov a pravidiel nie je
vela, sa im zd4 preberand latka jednoduché a tak jej nevenuju dostatocni pozornost.
Casom je v8ak pre nich neprehladna, tazka a zbyto¢na. Ucitel sa na hodinéch stretava
s poznamkami typu: ,Na ¢o mi to je?*,  Mne to netreba, ja budem pravnik a pod.

Modely, ktoré sa pouzivaju pri vyucovani zapornych cisel vychéddzaja z historie
zapornych ¢isel a mozno ich rozdelit do troch tried:

e zaporné mnohosti — dlzoby, nedostatky, chybajtuce prvky,
e zaporné operatory — odoberania, navraty, pohyb spét,

e zaporné adresy — zaporné udaje na stupniciach napr. teplomer, vytah, alebo
¢iselné os.

KedZe do styku so zapornymi ¢islami neprichadzajia tak casto ako s kladnymi,
je potrebné im tento nedostatok vykompenzovat, napriklad hrami alebo inym zauji-
mavym, netradi¢nym sposobom, ktory bude Ziakov nielen motivovat, ale ich aj nieco
naudi. Ucitelia nielen na Slovensku sa snazia najst spdsob, ktory by bol v ich triede
uspesny. AvSak ¢o je dobré pre jednu triedu, je nepouZitelné v inej triede a preto
je zo strany ucitela potrebné znalost skupiny Ziakov, u ktorych chce novii metodu
pouzit. Preto sa v tomto ¢lanku pokusime popisat viac aj menej pouzivané metody
zavedenia s¢itania a odc¢itania celych cisel.

Zaujimavé metédy vyucovania tematického celku zaporné cisla

Pokusime sa prezentovat metody, ktoré zvysSia motivaciu ziakov o preberant latku
a vzbudia v nich zaujem o preberany celok.

Podnikatelia

Potrebné pomocky: tabula, krieda a $pongia

Téma: Scitanie a od¢itanie celych ¢isel

Zaradenie do procesu vyucovania: motivacia, zavedenie zapornych cisel,
pravidla pre s¢itanie a odc¢itanie celych ¢isel
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Popis: Ziakov v triede rozdelime na dve skupiny — obchodnikov so stavebnym ma-
teridlom a dodavatelov stavebného materialu (pripadne im dame moznost si vybrat,
s ¢im by cheeli obchodovat). Ué¢itel hra ulohu zdkaznika a od stavebnej firmy pozadu-
je urcity pocet prepraviek tehal (resp. nie¢oho iného, podla toho, s ¢im obchoduju).
Tabulu pripravime nasledujticim spésobom:

Na sklade sa nachadza tehal
Na sklad prislo: tehal
Objednali si: tehal
Ostane/bude chybat” tehal

Hodnotu ,,Na sklade sa nachddza“ mozeme nastavit napriklad na 200 kusov a za-
¢neme sa pytat obchodnikov, Ze ¢ chct na sklad objednat nejaké tehly. Ak &ano,
opytame sa dodavatelov, ¢i im tuto poziadavku splnia. Ak im dodavatelia potvrdia
objednavku, do policka ,,Na sklad prislo“ dopiSseme hodnotu, ktora si cheii objednat.
Ucitel, ako zékaznik si moze objednat nejaky pocet tehal, tito hodnotu napiSeme
do ,,Objednali si“. Do , Ostane/bude chiyjbat* napiseme vysledny stav tehal na sklade.
Tito hodnotu prepiseme do ,,Na sklade sa nachddza® a ostatné hodnoty zotrieme.

V7zdy, ked si chct doobjednat na sklad, je potrebné sa opytat dodavatelov, ¢i st
ochotni im splnit poziadavku. Tu vznikaju pekné situacie, ked Ziaci nechci objed-
navku splnit, pretoze napriklad nezaplatili ti z minula a teda im dalsi tovar nedaju
a pod.

Je dobré dat horna hranicu na pocet objednanych kusov, napr. 500. Uc¢itel sa
bude snazit dostat pocet kusov na sklade do minusu, zavedie sa oznacenie dlhu cez
minus. Ziaci to bez problémov prijmi a dokdzu s takymto ¢islom manipulovat.

Odportéana dizka trvania hry: miniméalne 20 minat, aby sa v3etci Ziaci mali
moznost stotoznit s novymi ¢islami a pravidlami.

Kasino

Potrebné pomécky: poharik (umelohmotny), Zetony modrej a ¢ervenej farby, volny
stol (katedra)

Téma: Sc¢itanie a odcitanie celych ¢isel

Zaradenie do procesu vyucovania: zavidzanie pravidiel pre pocitanie

Popis: Ziaci vystupuji ako pozorovatelia a radcovia. Na zaciatku im povieme
nasledujiuce pravidla: Prazdny poharik mi predstavuje nulu, resp., Ze ni¢ nemam.
Cervené zetony predstavuju kladné ¢isla, modré zaporné (resp. majetok, dlh a pod.).
Rovnaky pocet Zetonov cervenej a modrej farby v pohari sa nuluje a mozem ich
odstranit.

S tymito pravidlami mézem jednoducho zaviest scitanie celych ¢isel nasledovne:
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Priklad 1: 3+4 =7

Do pohéara ulozime 3 Gervené zetony a pridame eSte 4 Cervené Zetony. Spolu ich
je 7 a teda vysledkom je +7.
Priklad 2: (—3) + (—6) = —9

Analogicky ako v predchadzajicom priklade, t.j. do pohara ddme 3 modré Zetony
a pridame eSte 6 modrych zetonov. Spolu ich je 9, teda vysledok je —9.
Priklad 3: (—5) +2 = -3

Do pohéra dame 5 modrych zeténov a 2 cervené. KedZze pocet rovnakych Zetonov
sa nuluje, odoberieme 2 ¢ervené a 2 modré. To ¢o ostalo v pohari je vysledok, t.j. —3

Zavedenie odcitania vSak nie je natolko jasné:
Priklad 4: (—=2) — (+7) = —9

Do pohara dame 2 modré Zetony, potrebujeme vytvorit +7 a preto pridame nulu
v tvare 7 ¢ervenych a 7 modrych Zetéonov. Teraz vyhodime 7 Cervenych Zeténov a
to ¢o nam ostane v pohari je vysledok. Tu bude ziakom mozno trosku dlhsie trvat
uvedomenie si umelého kroku pridania nuly.
Priklad 5: 3 — (—9) = 12

Analogicky ako v predchadzajicom pripade: do pohéra dame 3 cervené Zzetony
a pridame nulu v podobe 9 ¢ervenych a 9 modrych Zetonov. Teraz, ked uz mame
v pohari devat modrych Zeténov, mozeme ich odobrat. Ostane nam 9 ¢ervenych (tie
sme pridali) a 3 modré (pévodné), teda vysledok je +12.

Odporacana dizka trvania hry: 1 vyucovacia hodina

Farebné pocitadlo

Potrebné pomocky: pre ziakov pastelky, resp. fixky — ¢ervena a modra farba, zoSit;
pre ucitela bud meotar a folie, alebo farebné kriedy alebo pocitac¢ s projektorom

Téma: Sc¢itanie a odcitanie celych ¢isel

Zaradenie do procesu vyucovania: motivacia, pravidla pre poc¢itanie s celymi
¢islami

Popis: Na zaciatku hodiny povieme ziakom, zZe méme dva druhy minci — modré
a Cervené (preto sme im kazali priniest na hodinu modra a ¢ervenu pastelku, resp.
fixku). Princip je podobny ako pri kasine. Cervena farba predstavuje dlh a modra
aktiva. Cisla vyjadrujeme ako zlomky, resp. dvojice.

- | +3
LN N LA L L B B LA L L L L
ttdtet S0 L 8 8. 8 8.8 4 4

& cervand ® modra

Takato aritmetika bola pouzita v Cine, kde pri rieSeni stistavy rovnic pri aprave
na redukovany tvar vychadzali zdporné ¢isla, boli farebne odliSené.

Reprezentéciu pomocou usporiadanej dvojice mozno naznacit nasledovne:

4¢ = [5m, 9¢|, ¢o je zodpovedajici zapis celého &isla pri vystavbe celych ¢isel z
prirodzenych v teorii mnozin. Av8ak tento zapis je na zéakladnej Skole nepouzitelny,
kedZze s usporiadanou dvojicou sa Ziaci stretavaji neskodr (geometria — sturadnice
bodov). Pri vychodisku Komenského skoly hrou, je tato téma velmi vdacéné, kedze
deti moézu samé objavovat poznatky, napriklad pri¢itat ¢ervenii znamené odobrat
modru.
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Odportacana dlzka trvania hry: moznost vyuzitia pocas doby celého prebera-
nia s¢itania a odc¢itania.

Kartova hra

Potrebné pomocky: papier, pero a 22 kartic¢iek pre jednu dvojicu, pricom na 11 st
modré ¢isla od 0 po 10 a na 11 st Cervené ¢isla od 0 po 10

Téma: Sc¢itanie a odcitanie celych ¢isel

Zaradenie do procesu vyuc¢ovania: motivacia, zavedenie pravidiel pre s¢itanie
a odcitanie celych ¢isel.

Popis: Karty dobre zamiesame a polozime na jednu kopu. Dvojice si budu na
papier zapisovat vysledky jednotlivych tahov. Kazdy hra¢ si voli jenu farbu — cerveni
alebo modru. Hraci beru z kopy po jednej karte, pricom si body pripisuju podla
nasledujtcich pravidiel:

e ak obidve vytiahnuté ¢isla st modré, ziskava ich stcet hrac¢, ktory si zvolil modra
farbu. Ak obidve ¢isla su ¢ervené, ziskava ich sucet hrac¢, ktory si zvolil ¢erventu
farbu

e ak st vytiahnuté ¢isla roznej farby, ziskava ich rozdiel hra¢, ktory si vytiahol
vacsie ¢islo (ak maju rovnaka hodnotu, nikto si nepripisuje body)

Po vycerpani vSetkych kariet z kopky sa s¢itaju body a vyhréva hrac s va¢sim poc¢tom
bodov.
Obmenou tejto hry mozno zaviest pravidla pre s¢itovanie celych ¢&isel:

e Cervené Cisla sa zapiSu ako kladné, modré ako zaporné
e sicet Cervenych cisel je ¢islo ¢ervené, sucet modrych cisel je ¢islo modré
e znamienko rozdielu ur¢i farba ¢isla, ktoré ma viacsiu hodnotu

Vytiahnuté sucty sa zapisuju ako tlohy, teda ak boli vytiahnuté dve cervené ¢isla
napr. 6 a 8, tak si ziaci do zo$ita zapisu: (+6) + (+8) = +14. Ak boli vytiahnuté dve
modré ¢isla, napr. 7 a 9, tak si zapisu (-7) + (-9) = -16. Ak bolo vytiahnuté modré
¢islo 9 a Cervené cislo 4, tak sa zapise (9) + (+4) = - (9 - 4) = -5.

Odporacana dizka trvania hry: 1 vyucovacia hodina, moznost prace s kar-
tickami pocas celej doby preberania s¢itania a od¢itania celych cisel

Tajna chodba

Potrebné pomocky: stvorcekovy papier, pero alebo ceruzka

Téma: Scitanie a od¢itanie celych ¢isel

Zaradenie do procesu vyucovania: motivacia, zavedenie pravidiel pre s¢itanie
a odcitanie celych ¢isel

Popis: Model tajnej chodby mé jednoduchti myslienku. V tajnej chodbe st rovné
useky, ale aj schodistia smerom hore a dol. U¢itel opisuje pohyb postavy po tomto
schodisku. Ulohu je vhodné historicky motivovat. Ziaci na Stvorcekovy papier zapisuju
profil tajnej chodby, ucitel sa obcas opyta: ,,Kolkokrdt sme uZ stipali?“ alebo ,,Sme
vysSie alebo nizZsie ako pri vchode do chodby?. Neskor ucitel zrychli diktovanie, ¢o
nati ziakov zmenit zapisovanie a vymyslat znacky pre klesanie a stupanie. Niektori
ziaci sami pridu na oznacovanie klesania minusom a stipania plusom. Potom uz nie
je problém zaviest operacie s¢itania a odc¢itania celych ¢isel.



252

MARIA SLAVICKOVA

Priklad: (—5) +2 = —3

Po vstupe do tajnej chodby sme i8li 5 schodov nadol a 2 schody nahor. Sme vyssie,

alebo nizsia ako pri vstupe? O kolko?

Odporicana dlzka trvania hry: minimélne 1 vyucovacia hodina

Zhrnutie

Uviedli sme niekol'ko zaujimavych moZnosti oZivenia vyucovacich hodin pri preberani
celku aritmetika zapornych ¢isel. MoZnosti je v8ak ovela viac. Kazdy ucitel ma svo-
ju preferovani metoédu vyucovania tohto celku. Myslime si vSak, Ze zmena spésobu
vyucovania bude prospesnéa nielen pre Ziakov, ale aj ucitela, kedZe novy sposob je
pre neho motivujicim a osviezujicim prvkom vo vyucovacom procese.
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Humanizacia vychovy a vzdelavania — zakladny
predpoklad modernizacie stcasnej Skoly

IMRICH SUCHY

Uvod

Vsetci (uditelia matematiky) sme zodpovedni za vysledky vyucovania tak dolezitého
predmetu (nechcem absolutizovat), ako je predmet matematika. Aby tie vysledky boli
¢o najlepsie, dovolim si prispiet svojou ,troskou*.

Mozno citime, ze vysledky naSich ziakov nie sti adekvatne vynaloZenej namahe a
st iba priemerné (ako o tom oficidlne hovori i Statna Skolska inspekcia). Castokrat
odchadzame z naSich tried nespokojni, Ze sme nedosiahli stanoveny ciel z rdéznych
dovodov. A tu je najvyssi ¢as prehodnotit svoje postoje k predmetu, jeho obsahu,
k pouzitym metodam a formam prace a pod. Nazval by som to reviziou, aktivizaciou
ucitela, modernizaciou sucasnej §koly.

Modernizacia vyucovania

Zo svojich studii pozname pojem tradi¢né vyucovanie. Dnes oproti nemu stoji tsilie
o modernizaciu vyucovania. Aktualne st pojmy ako vyuzivanie efektivnejsich metod,
progresivne vyucovanie, modernejSie vyucovanie. Ich spoloénym menovatelom je
odlisenie sa od tradi¢ného vyucovania, ktoré je malo efektivne (lebo nedosahuje ziadu-
ce vysledky), nemoderné (lebo uéi zastaralymi metodami), neinovativne (lebo malo
uplatiiuje nové metody vyucby). Efektivne, moderné, alternativne vyucovanie, by
sa svojim obsahom, cielmi, metodami a formami prace malo zasadne odliSovat od
tradi¢ného vyucovania. Podstata inova¢nych a moderniza¢nych pristupov spociva v
tom, aby vychovno — vzdelavaci proces zodpovedal najnovsim pedagogicko — psycho-
logickym a metodickym poznatkom.

Modernizaciu stcasnej Skoly je treba dnes chapat komplexne. Je to predovietkym

1. modernizdcia obsahu vzdeldvania - moznost modifikovat obsah uciva az na
predpokladanych 40%, obsah vzdelavania chépat ako prostriedok rozvoja ziaka,
je nielen to, ¢o si mé ziak osvojit, ale prostrednictvom neho rozvijat psychické
poznéavacie procesy,

2. modernizdicia cielov vzdeldvania - moznost modifikovat ciele Skolou a ucitelom,

3. modernizdcia metod a foriem vichovno - vzdeldvacej prdce - uplathovat na-
jnovsie poznatky psychologie a pedagogiky,

4. modernizdcia materidlno - technickej stranky vjucby - vyuzivat moderna didak-
tickt techniku, vratane vypoctovej techniky.
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Ciele skolského vzdelavania v sticasnej Eur6pe vSeobecne a pri
vyucovani matematiky

Dnes sa javi ako nutné potreba vychovavat a vzdelavat Ziakov pre XXI. storocie,
pricom doraz sa kladie nielen na vedomosti ako stihrn poznatkov, ale predovsetkym na
rozvoj vietkych stranok osobnosti ziaka. Ulohou gkoly je pripravit ziaka k samostat-
nému a produktivnemu mysleniu, naucit ho vediet uplatiovat tvorivé schopnosti pri
studiu na strednych skolach, v praxi a viest ho k potrebe celozivotného vzdelavania.

Tymito cielmi sa priblizujeme k spoloénym cielom 8kolského vzdelavania v Eu-
rope. Popri nutnosti podielat sa na utvarani eurépskeho obé&ianskeho vedomia, zin-
tenzivneni vzdelavania v cudzich jazykoch, zabezpeceni vychovy a vzdelania na
takej urovni, aby absolventi §kél boli schopni zaradit sa do dynamicky po6sobiacich
hospodarsko-ekonomickych procesov, aby neustéle zvySovali pracovni a zamestna-
necki konkurenciu, pre nas aktuélne skvalitnit tzv. ,prirodovedné vyucovanie®, tzn.
na jednej strane plne zvladnut najmodernejsie poznatky vedy a techniky a vediet
ich aplikovat v praxi, na druhej strane poznat dopad modernej techniky na zivotné
prostredie a plne zabezpecovat jej ochranu. Aké st vychodiska pre splnenie cielov vo
vyucovani matematiky?

matematika je sucastou Iudskej kultury a sprevadza ludstvo od jeho zaciatkov,
bola stcastou studia roznych vied. Dnes je matematika G¢inny pracovny nastroj inych
disciplin a podiela sa na intelektualnom vyvoji moderného ¢loveka sic¢asnosti. Nie
neskromne moézeme povedat, Ze posunula kvalitu matematického myslenia, ¢o nas
opraviuje pouzivat synonymum ,kralovna vied.

V SirSom kontexte mozeme matematiku chapat ako exaktna vedu, ktora na kazdua
zmysluplni otézku vie dat spravidla jasni odpoved. Pri svojom §tudiu si kladie jed-
noznacné ciele, ktoré mozeme rozdelit do troch skupin:

— ak matematiku chapeme ako vedecku disciplinu, potom ma za ciel obohatit ju
0 nové teodrie,

— ak ju chédpeme ako aplika¢ni vedu, potom svojim teoretickym potencialom ma
prispievat k rieSeniu konkrétnych problémov spolo¢nosti,

— tretie ciele sa tykaju vychovy novej vedeckej generdcie matematikov.

Napliiat ciele vyucovania matematiky v sucasnosti znamena, ze ucitel musi byt v
stulade s matematickou vedou a vyrazne popri zmene obsahu sa musia modernizovat
i vyucovacie metody. Tieto nemozu byt iba cestou osvojovania novych poznatkov,
ale zaroven i cestou k rozvijaniu schopnosti hladat nové vedomosti, skuisenosti a for-
movanie osobnosti. Tym plnia vyucovacie metddy funkciu vzdelavaciu a vychovnii.
K novym prostriedkom prace patri aktivizacia procesu ucenia, aktivizacia pozna-
vacich schopnosti Zziaka, rozvoj samostatnosti a v konecnom dosledku tvorivost.

Humanizacia vychovy a vzdelavania — zakladny predpoklad
modernizacie vyucovania

Ked sa po roku 1989 zacal v odbornej tlaci a literattre pouzivat vo zvysenej frekvencii
pojem tvorivo — humanistické vyuc¢ovanie, mnohi ucitelia nepochopili, Ze podstata,
na prvy pohlad jednoduchej otazky je omnoho zloZitejsia, ako sa ona javi. Totiz
to, ze ucitel Ziakov netresté, nezosmiesnuje ich, ba dokonca voli k nim individualny
pristup, nemusi eSte znamenat, ze jeho vyucba je orientované humanisticky. Ucitelia
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¢asto zjednodusene formulovali problém humanizacie vyucovania na to, ze sta¢i mat
k detom dobry vztah, mat pre deti pochopenie, priblizit sa k nim a pod. I ked takéto
a podobné formulacie st pri beznej interpretacii problematiky humanizécie v zésade
spravne, predsa len je treba vniknit do podstaty trochu hlbsie.

Slovo humanizmus v latin¢ine znamené doslova I'udskost, ludomilnost, ¢o v naj-
jednoduchsom preklade do préace ucitela by malo znamenat, Ze ucitel by nemal Zia-
kov trestat, mal by mat pre nich pochopenie aj pri ich mensich, ¢ nebodaj vécsich
prehreskoch.

Humanizéaciu v skolstve mozeme budovat na zaklade tychto vychodiskovych idei:

Clovek tu nie je pre §tat, pre institucie (8kolu), organizacie a pod. Prave naopak,
stat, skola si tu pre ¢loveka pri respektovani jeho obcianskych prav, slobod, osob-
nosti. Vychova a vzdelanie nie st néstrojom na popretie osobnosti. Naopak, maju
reSpektovat dostojnost jednotlivea, osobnosti a dalej ju rozvijat. Zaklad huméannych
vztahov spoéiva predovsetkym v tom, Ze vo vztahu uditel — Ziak musia byt domi-
nantné zékladné normy mravnosti, spravodlivosti, vSeludské hodnoty a pod. Ucitel
v rdmei humanistického pristupu mé dat ziakom moznost vyberu, volby a podla nich
uci ziakov vyberat si a vazit hodnoty.

Uc¢it hodnotam, rozvijat hodnotiace myslenie ziakov, je tak kardindlnym
principom uéitela snaziaceho sa o humanisticky pristup k ziakom. ,Humanisti sa
usiluji o vytvorenie skolského prostredia, v ktorom je poloZeny déraz na zrozumitel nii
a efektivnu komunikaciu, spolo¢ni zodpovednost, rieSenie konfliktov, rozvoj sebaovla-
dania ziakov a na tsilie o napliiovanie ich potrieb.“ |1, str. 327]

Najvystiznejsie porovnava tradi¢ni a humanistickt skolu Carl Rogers.

Tradi¢na skola stoji na tychto principoch:

— uditel je majitel poznania, Ziak ocakavanym prijimatelom
) )

— vyklad (ako metoda) a ucebnica (ako prostriedok) sprostredkivaji poznanie
k ziakom, skisky meraji rozsah, v akom ho ziak prijal,

— v triede vladne autorita, ucéitel ma moc, ktoru uplatiiuje prostrednictvom dis-
cipliny, znamok a ziak je ten, kto poslucha, vzdjomna doévera je minimalna,

— ziakov mozeme najlepSie ovladat tak, ze ich udrziavame v opakujicom sa alebo
v konStantnom stave napatia, tzkosti, strachu, ohrozenia znamkami ¢i inymi
trestami,

demokracia a jej hodnoty sa v takejto praxi ignoruji,

— vo vzdeldvacom systéme tak nie je miesto pre celit osobnost, ale iba pre jej
intelekt.

Ako protiklad tradi¢ného pristupu rozpracoval C. Rogers systém PCE (person
centred education), v ktorom su tieto principy:

— zakladnym predpokladom je, Zze ucitel sa citi byt dostato¢ne isty vo svojich
vztahoch k inym, Ziaka povazuje za bytost hodnu dévery,

— uditel spolu so Ziakmi a ich rodi¢mi nesie spoluzodpovednost za proces edukéacie,

pozornost sa sustreduje na podporu pokrac¢ujuceho procesu ucenia sa, vytycené
ciele ziak dosahuje na zéklade uvedomelej sebadiscipliny,

— rozsah a obsah ucenia ziak hodnoti sam, v krajnom pripade za pomoci ucitela,
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— ucenie sa v tejto klime napomaha rozvoju osobnosti, je obvykle hlbsie, prenika
do zivota a spravania sa ziaka viac ako ucenie v tradi¢nej skole.

Pristup C. Rogersa pri rieSeni tohto problému je pristupom orientovanym na ziaka
(v literature je ¢asto oznacovany pojmom Ziakocentristicky orientované vyucovanie).
Pre tento pristup je charakteristické, Zze je zamerany na zmeny cloveka prostred-
nictvom citového prezivania. Ucitel vo svojej praci ma uplathovat:

— ,kongruenciu — jeho uprimnost, otvorenost, pravdivost a autenticitu,
— akceptaciu - aplné prijatie ziaka a bezpodmiene¢ne pozitivny postoj k nemu,
— empatiu - veitenie sa do ¢loveka, presné porozumenie jeho citom.* |2, str. 35]

Tieto tri regersovské stratégie emocionalizacie na prvé miesto kladu ziaka. Tymto
vyjadrenim postavil filozofiu tradi¢nej skoly ,,na hlavu®, pretoze v nasich podmienkach
si to vyzaduje doslova revolu¢né zmeny v pristupe vSetkych zainteresovanych.

Slovo do vlastnijch radov

Ucditel musi doverovat svojim ziakom a nechat ich robit vlastné rozhodnutia. Musi
ich povzbudzovat, rozumiet im, mal by byt empaticky, spolupracujici a mnohostran-
ny. Mal by podporovat techniky vyuzivajtce sebaobjavovanie ziakov, sledovanie vlast-
nych postojov a pocitov. Ué¢itel musi podporovat hodnotiace myslenie, mal by rozvi-
jat tvorivost, podéavat ziakom divergentné tlohy a cvic¢enia, ktoré ziakom umoziuji
robit volby, rozhodnutia, uci ich netradi¢ne mysliet, hodnotit, u¢i ich samostatnos-
ti, uzito¢nosti a autenticite, ¢o vSetko napokon vedie k formovaniu zodpovednosti
za vlastna tvorivé rozhodnutia a hodnotenia. Ziak je najvyssia autentickda hodnota
a naSou profesionélnou povinnostou je ,milovat* kazdého Ziaka, povzbudzovat ho,
verit mu, umoznit mu rozvijat sa ako jedinecnej bytosti.

Je na nés uciteloch, ako sa ndm podarim pritom spojit poziadavky suc¢asnej skoly
s humanistickym pristupom k vychove a vzdeldvaniu.

A v ¢om spociva pozitivny pristup ucitela k ziakom?

— pozorne pocuvajme ziakov, ¢o nam chct hovorit,

reagujme na ich pocity len vtedy, ked sa oni chci a potrebuju vyrozpravat,
vyjadrit svoje pocity, riesit problémy,

— vyjadrujme sa v prvej osobe, hovorme za seba, ¢o si myslime a ¢o citime,

— konflikty rieSme zmierlivo, aby ani jedna strana nepocitovala prehru, hladajme
kompromisy, ak je treba, ustipme.

Pravidla, ktoré by mali dodrziavat Ziaci:

e vo vztahu k spoluziakom

— pocuvat sa navzajom, ked hovoria ini, neskékat si do redi,

— oslovovat sa navzajom krstnymi menami,

nerusit druhych hlasnou recou, chédzou,
— nepouzivat posmesné a urazlivé slova,

— reSpektovat osobnost svojich spoluziakov,

e vo vztahu k skole
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— reSpektovat vnatorny poriadok a majetok skoly,

e vo vztahu k sebe samému

plnit si svoje povinnosti,
— nosit si u¢ebné pomocky na vyucovanie,
— pracovat na svojom odbornom a osobnostnom raste,

— tesit sa z uspechu.

Ziaci by sa mali dopracovat k tomu, Ze si budua navzajom doéverovat, budu sa zaujimat
o to, ¢o preziva druhy, budu si v§imat, ¢i nie je niekto ohrozovany, ¢i sa neboji. Kazdy
musi mat pocit, Ze je uzito¢ny, ze ho nebudu ignorovat a prijmu ho takého, aky je.
Potom sa bude vyskytovat menej ttokov, nepriatelstiev, hnevu a bude medzi nami
viac dobroprajnosti, spoluprace a ochoty pomoct druhému.

Preto v zmysle humanistickej Skoly je nesmierne doélezité vytvarat podmienky na
citovy rast a vyvoj deti. V takychto triedach vystupujem skor ako poradca a sprievod-
ca, nez ako predstavitel autority. Dopracovat sa v takému stavu je velmi narocné.
Sam chcem od ziakov, aby sa ucili sebadiscipline, prevzali zodpovednost za svoje
chovanie a uvedomili si, Ze ked sa nechovaju v zmysle tychto principov, je to pre mna
sklamanie a nemo6zeme dosiahnut také vysledky, aké by sme mali.

V tychto stvislostiach by som este zverejnil jeden postreh vychédzajici z vliastnej
riadiacej praxe. Videl som mnozstvo vyucovacich hodin, z nich mnohé z matematiky:.
Popri mnohych kladoch, za jeden z najvacsich nedostatkov, okrem vecnych a meto-
dickych, povazujem malo citovej komunikacie na hodinédch matematiky. Z vyjadreni
mnohych ziakov vyplyva, Ze ucitelia matematiky st casto akisi ,suchéri®, nevedia sa
znizit k ziakom, spestrit vyucovacie hodiny tsmevnou prihodou zo Zivota, nejakou
perlickou a pod.

Psycholégovia upozoriiuji na aké stranky psychologie vyucovania je treba upria-
mit pozornost a akymi zasadami sa treba pritom riadit, aby ucitel

— neostal len v tlohe informatora, sprostredkovatela uciva,
— vzbudil zdujem o matematiku a rozvijal kladny vztah Ziaka k nej,
— navodil druzna atmosféru a pontkol pozitivny zazitok z hodin matematiky.

,Usilim kazdého tvorivého ¢loveka je nielen vytvéarat nieco nové, prospesné, ale aj
humanizovat medziludské vztahy* [3, str. 2| a prave citova vychova sa uskutocnuje
prostrednictvom humanizacie vztahu ucitel — ziak. Ucitel by mal mat dostato¢ne
vyvinuti schopnost empatie, aby sa dokazal vcitit do myslenia ziaka. Mal by dokazat
prijat kazdého Zziaka ako nepodmiene¢nt hodnotu. Preto na hodinidch matematiky
vytvaram dostatocne velky priestor pre tito oblast pdsobenia na Zziaka. V mojom
motivacnom usili nemédzem tento psychologicky aspekt prehliadat.

Komunikécia je predpokladom akejkolvek ¢innosti, predpoklada ochotu zacat
pracovat, dodava chut do prace, vytvara alebo prehlbuje dobré vztahy, je zdrojom
psychickej energie. Ustna komunikicia mi déva okamziti spétnt vizbu, umoziuje
plnsie nazriet do predstav a myslenia ziakov. Pri prenose informécii vyuzivam aj iné
prostriedky - intonaciu reci, gestikulaciu, nezabtidam, Ze hovorim nielen slovami, ale
aj o¢ami, mimikou, vyrazom tvare a pod. Tieto neverbalne signaly sprevadzaji moje
slova a preto paméatdm na ich spravne pouzivanie. Komplexnym vyuzivanim tychto
prostriedkov je moja re¢ zaujimavejsia a lahsie iou vyjadrim svoje myslienky a pocity.
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Tieto otazky sa stavaji objektom mojich ivah a vysledok patri do moéjho peda-
gogického rukopisu.

Na ilustraciu uvediem aspon dva priklady.

Pri zavadzani pojmu zlomok ako ¢asti z celku v 6. ro¢niku, rad prerusim pracu
ziakov poznamkou o tom, aké je dolezité pochopit myslienku ruského spisovatela L.
N. Tolstého:

,,élovek sa podobéa zlomku, kde ¢itatel je to, ¢o skuto¢ne predstavuje, ale meno-
vatel je to, ¢o si o sebe mysli.

Cim visi je menovatel, tym mensi je zlomok, ked je menovatel nekoneény, zlomok
sa rovna nule.”

Nasleduje pomalé interpretacia tejto myslienky, vyuzivam pritom matematickt
symboliku (é — ¢lovek, S — skuto¢nost, P - predstava), zapis: C =S:P v tvare
zlomku. Na konci si vZdy pockam na preklad a hodnotenie ziakov (ked si o sebe vela
mysli§, potom si nulovy, si asi prazdny a pod.), pozorujem Zziakov - ako niektori ozili,
niektori sa zamysleli, inf zahanbili, a ja ¢asto uz k tomu ani ni¢ nedodam, lebo niekedy
je treba i tak ukoncit dial6g, s tromi bodkami.

Inokedy na ta istd tému rad spestrim vyucovaciu hodinu vlastnou sktusenostou
z verejnej schodze v obci, ked hlavny recnik pri oslavach VOSR v ¢asoch totality
predstavil ZSSR na jednej Sestine sveta. Potom predstavil viziu buducnosti - ,,Postu-
pne sa bude socializmus budovat na jednej sedmine, potom osmine atd sveta.“ (Ani
si neuvedomil, aki povedal pravdu.)

Vyucovanie matematiky je velmi citlivé na vztah medzi uc¢itelom a Ziakom. Citova
zlozka vztahu Ziaka a jeho ucitela je ¢asto rozhodujuca prave v ¢ase vytvarania vztahu
k matematike. Aby som mohol vo vyucovacom procese vystupovat ako pomocnik
ziakom, zaujimam sa o ich nazory. Odpovede na otazky st ndzormi ziakov na nasu
spoloc¢nu pracu. Tvoriva préca si totiz ziada od ucitela nielen hladanie najuc¢innejsich
sposobov realizacie uéebného procesu, produkeciu novych uzito¢nych rieSeni, vela pre-
mySlania a napadov, ale i overovanie, experimentovanie, zbieranie a triedenie néa-
zorov. Kvalitativnou analyzou Ziackych odpovedi si pri praci velmi poméham. Z ich
formulacie pre mna jednoznac¢ne vyplyva, ze ziaka nemozno podcenovat, ale musi byt
pre mna partnerom.

Na ukazku uvadzam anketu, ktory dévam ziakom 9. ro¢nika po prvom klasi-
fika¢nom obdobi, t.j. po polro¢nej praci v kolektive, zvlast, kde som predtym neudil.
Méam s nim skusenosti z poslednych rokov. Ziaci mali odpovedat na nasledujtce
otazky:

1. Vyhovuju ti terajsie metody a formy prace pri preberani nového uciva a pri
jeho precvicovani?

2. Je matematika pre teba strasiakom?

3. Chcel by si, aby sa hodina matematiky zacinala individualnym skdsanim pri
tabuli?

4. Vyhovuje ti terajsi sposob zadavania a kontroly domécej tlohy?

5. Vyhovuje ti terajsi sposob klasifikicie predmetu? (t.j. malé znamky - za
rozcvicky, za desatminutovky, za dobré napady, za aktivitu, za zodpovedania
zvl4st problémovych otézok, za doméacu tlohu, za dobrovolné pisomné pre-
vierky a velké znamky — za povinné tematické previerky, Stvrtroéné pisomné
prace a znamky z tstnych odpovedi.)
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10.
11.
12.

Mas rad matematické rozcvicky?
Tvoj nazor na dobrovolné pisomné previerky.

Si spokojny so zavere¢nym slovnym hodnotenim, ktoré predchadza vyslednej
znamke?

. Aky je tvoj nazor na zaradovanie nepovinnych (zaujmovych) tloh do tematic-

kych previerok a stvrtroénych pisomnych prac (ktorymi po vyrieSeni ziskavas
dalsie body)?

Ako ti poméhaja u¢ebné pomdcky pri objasniovani nového uciva?
Si spokojny s dosahovanymi vysledkami?

Co mi chees este povedat? (Tvoje iné pripomienky).

Z odpovedi, ktoré som v minulom skolskom roku dostal, vyberam :

najskor to bol pre mna problém, ale teraz som si uz zvykla,

matematika bola pre mna kedysi problémom, teraz sa mi zda trochu
jednoduchsia,

schvalujem také priklady,

¢asto si po skonceni hodiny matematiky myslim, Ze je to velmi jednoduché,
ucivo na seba nadvézuje, zaCina sa mi to skladat ako domcek z kociek,
hodina pri vas zbehne velmi rychlo ( odpovede na otézku ¢. 1),
matematika je O.K.,

je fajn, pohodicka a i ked ma matematika velmi nezaujima, nenudim sa,
cenim si, ze kazdého chcete presvedcit, Ze to robi pre seba,

nemusela by existovat, zaobidem sa, (2)

ano, ale mali by ste zapisovat iba jednotky alebo dvojky, (3)

dobré je, ze doméace tlohy temer nekontrolujete, aspon si kazdy zvazi ¢o chce,
je dobré, ze nedavate za tulohy pétky,

domace tlohy by sa nemali vobec kontrolovat, je to moja vec, (4)

vyhovuje, ale mohlo by byt viac znamok (pozn. za polrok 3 — 4 znamky z tema-
tickych previerok, 2 znamky z pisomnych prac, 2 — 3 z tstnych odpovedi a 8 —
12 malych znamok),

teraz sa musim viac ucit,
nie, lebo chceete viac, ako u¢itelka v minulom roku,

nie, lebo dostavam zlé znamky a doma méam za to tresty, (5)

ano, aspon sa presved¢im, ¢o som sa vCera naucila,
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— aspon viem na ¢om som,

Pa

— mohli by byt i tazsie priklady, iny Ziak sa vyjadril presne opacne, (6)
— dobré vec, to tu eSte nebolo,

— dobry napad, ale nech pise, kto chce,

— ale, len vtedy, ak dostanem dobru znamku, (7)

— aspon sa dozviem svoje chyby a na ¢om som vo vagich ociach,

— toto hodnotenie mi da viac ako znamka,

— je to lepsie, ako ,odstavit”* ziaka znamkou,

— slovo vzdy viac potesi,

— s hodnotenim som spokojné, so znamkou velmi nie, (8)

— suhlasim, ale niektoré su tazké priklady, nedaji sa uz vyrobit body,

— dobré, aspon si mozem privyrobit, ak som urobil niekde chybu v povinnych

ulohéch, (9)
— som spokojny, ale mam este rezervy,
— snazim sa, ale nejde mi to lepsie,
— na pisomke som nervozna, aby som neurobila chybu,
— neviem pre¢o sa mi nedari, ale chcel by som sa zlepsit, (11)
— aby ste ma niekedy mohli doucovat,
— viac pisomnych previerok,
— v knihe st tazké priklady,

— aby sme mali viac ¢asu na pisomke,

mohli by ste pomalsie diktovat (12).

Vazim si, Ze ziaci sa necitia byt izolovani a chcii so mnou spolupracovat. Odpovedali
veelku spontéanne, niektori velmi otvorene a mnohi z nich odpovedali temer na
vSetky otazky. Mnohé z odpovedi svedcia o schopnosti vyjadrit sa a formulovat svo-
je myslienky na takej trovni, na akej sti. Snazim sa respektovat myslienky a logiku
ziaka. Z odpovedi, ktoré som dostal, robim analyzu a ziskané poznatky st pre mna
urd¢itym vektorom v mojej dalsej praci.

Zaver

Skola je miesto, ktoré umoznuje ziskavat vedomosti a rozvijat tvorivé schopnosti
nasich ziakov. Nebolo by dobré zuzit poslanie skoly iba na akisi tovaren na vedomosti.
Poslanim gkoly je i rozvijat ducha a pestovat postoje k zakladnym otazkam I'udského
Zivota, ucit sa vzajomnej tcte a ohladuplnosti, rozvijat v cloveku dobro - jednoducho
vychovéavat. Len chladny rozum a vedomosti zbavené citu st pre plnohodnotny Zivot
méalo. Mudrost totiz nie st len vedomosti. Mudrost je rozum preziareny dobrotou
srdca.
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Nova forma Statnych skasok — vyhodnotenie

Branka TOMKOVA

ABSTRACT. Thedrie de la connaissance est trés importante. Mais une application des théorie
en practique il est neccessaire. Mais nos etudiant les sait? Comment est le resultat de la
licence?

KEY WORDS: théoretique, pratique, etudiannt . ..

Uvod

Predmet matematika nepatri, vo vSeobecnosti, medzi najobltubenejsie predmety na
Pedagogickej fakulte Presovskej univerzity. Napriek tomu nikto nepopiera jeho dolezi-
tost (vo svete sa dokonca uvazuje o tom, ze predmety ako matematika a materinsky
jazyk by mali byt na zédkladnych skolach posilnené, pretoze tiroven vedomosti a schop-
nosti dnesnej generécie — s ohfadom na tieto predmety — klesa). Nasi studenti teda aj
nadalej kondia studium na Pedagogickej fakulte, okrem obhajoby diplomovej préce,
statnou skiskou z materinského jazyka, matematiky, pedagogiky a psychologie.

Doterajsi priebeh statnej skusky bol taky, ze nasi studenti, po zvladnuti 6smich
semestrov Stidia v dennej forme alebo desiatich semestrov studia v externej forme,
mali na Statnej skiske z predmetu matematika s didaktikou matematiky zodpovedat
na dve otazky. Kazda otazka bola d'alej ¢lenena na dve ¢asti — teoreticku a didaktick.
Prva otazka bola z predmetu Elementarna aritmetika a podotazku tvorila prislacha-
juca didakticka interpretacia, pripadne otazka z predmetu Didaktika matematiky (ak
nebolo mozné dant problematiku prepojit). Druhéa otézka sa teoreticky zameriavala
na predmet Algebra a geometria a doplnena bola opét didaktickou ¢astou.

Dany model umoznoval prehlad teoretickych vedomosti aj ich prepojenie s didak-
tikou, av8ak mal isté nedostatky. Neumoznoval studentovi prezentovat jeho schopnosti
ucitela, premyslenost skladby tloh, prace so Ziakmi, zbehlost v praci s literarnymi
pomdckami pri priprave na vyucovaciu hodinu.

Studenti boli tiez presvedceni, ze v podstate ide o akiisi duplicitna skusku z mate-
matiky a v diskusidch a dotaznikoch o studiu a statnych skuskach sa vyjadrovali, Ze by
bolo lepsie priblizit Statnu skisku z predmetu matematika s didaktikou matematiky
viac redlnemu zivotu a podmienkam v praxi.

Novy model

Po zvazeni studentskych nazorov a po diskusidch na katedre sme sa preto v minulom
skolskom roku 2003,/2004 rozhodli upravit formu statnych skasok z predmetu mate-
matika s didaktikou matematiky. Prisposobili sme tomu aj obsah predmetu ,Vybrané
kapitoly z matematiky“ a novy model statnych skiSok sme v tomto Skolskom roku
(2004,/2005) prvykrat vyskusali v praxi.

V ¢om spocivala podstata nového modelu? Na rozdiel od predchadzajicich rokov
si Student nevolil dve, ale len jednu otazku. Kazda otézka ale pozostavala z troch
Casti:

— teoretickej,
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— didaktickej,
— prakticke;j.

Priklad: Student dostal otazku L Trojuholnik.

V teoretickej ¢asti mal definovat trojuholnik, vyuzit roézne pristupy k definovaniu
trojuholnika, mal popisat vlastnosti trojuholnika, venovat sa klasifikacii trojuhol-
nikov.

V didaktickej casti sme od studentov pozadovali, aby sa venovali propedeutike po-

jmu trojuholnik vo vyucovani matematiky na 1. stupni 7S, metodike zavedenia pojmu
trojuholnik, urc¢eniu vlastnosti trojuholnika (samozrejme s ohladom na 1. stupen ZS)
a metodike rysovania trojuholnika.

Posledna praktickd ¢ast mala byt venovana navrhu projektu vyucovacej hodiny

(alebo jej ¢asti) v savislosti s danou témou. Student mal prezentovat nadhlad a pre-
myslenost svojej prace vhodne volenymi metédami a formami préace, premyslenou
motivaciou, konkrétnymi prikladmi a tlohami (najlepsie so stipajticou naro¢nostou).
Mal preukazat zbehlost v praci s ucebnicou a pracovnymi zoSitmi, s metodickou
priruckou, uc¢ebnymi osnovami a vzdelavacimi Standardmi. Mal vediet vyslovit a
vysvetlit aké ciele (kognitivne aj afektivne) sledoval svojim postupom.

V snahe priblizit sa realnym podmienkam mal kazdy Student k dispozicii u¢ebné
osnovy, vzdelavacie standardy, metodické prirucky, uc¢ebnice a pracovné zosity.

Postrehy zo statnych skiiSok

Co sme zistili? Zatial este na nasej katedre neprebehlo vyhodnotenie vSetkych skusa-
jucich (z predmetu matematika), preto tieto vysledky a postrehy maju cenu akéhosi
prvotného poznania.

1. Neexistovala otazka, ktora by nevedel zodpovedat Ziaden Student

2. Uroven teoretickych vedomosti studentov nijako vyznamne neklesla (Studenti
pri prvotnom oboznameni sa s novym modelom Statnych skuasok prejavovali
nadSenie, pretoze sa musia menej ucit. Rychlo zistili, Ze menej otazok z teorie
neznamend z ich strany mensiu pripravu).

3. Problematickymi otazkami (v teoretickej rovine) aj nadalej zostavaju otazky
venované problematike: , Bindrne reldcie”, ,,Zobrazenia a funkcie®, ,,Pojem
prirodzeného cisla®, ,, Miera usecky” a ,,Miera rovinného utvaru®.

4. Prekvapujico sa problematickymi (vdaka didaktickej, ¢i dokonca praktickej
Casti) stali otazky, ktoré studentom pripadali lahkeé: |, Vgroky a vyrokovd logika®,
. Kruh a kruznica®, ,,Sc¢itanie prirodzengjch c¢isel”, ¢i dokonca ,,Slovné wlohy. Pri
odpovedi na tieto otazky sa potvrdilo to, ze Studenti sa najviac obavaju teore-
tickej ¢asti. Prekvapuje ich, Ze mozu neuspiet v didaktike, ked teoriu zvIadli.

5. Najslabsim ¢lankom celej odpovede studenta pocas statnych skisok z matema-
tiky bola posledna tretia prakticka ¢ast. Ani sebareflexia pripravy tejto casti nie
je jednozna¢na — mali sme Studentku, ktord nés presviedcala, ze eSte nestihla
pripravit dokonalu ukazku vyucovacej hodiny a ma iba nacrt — a nakoniec to
bola dokonale premyslena ukazka aktivit, ¢innosti, prikladov a tloh. Zvacsa
Studenti vysvetlovali, Ze pripravu hodiny zatial nestihli napisat (o tejto forme
vedeli sedem mesiacov vopred, takze ak by to nepremysleli za tato dobu, 30
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minat by im asi nestacilo), ale maju ju premyslenu — ¢o ale, ako sme zistili,
nebola pravda — zviac¢sa mali premyslené dve - tri ¢innosti, ktoré spolu navyse
nesuviseli a spravidla nemali ani stupajicu naro¢nost.

Problematické boli aj motiva¢né priklady a tlohy:
— nesuviseli s danou témou (pesnic¢ky na vyuzitie medzipredmetovych vztahov),

— boli zdlhavé a odvadzali Ziakovu pozornost (matematické rozpravky o zlych
princeznach a dobrych ¢arodejniciach spojené s tlohami a trvajice viac ako pét
minat),

— boli neredlne (most z Presova do Humenného, ktory meria 15c¢cm) a pod.

Zaver
Zistili sme, zZe:
e Studenti vnimaju teoretické a praktické poznatky znac¢ne izolovane.

e Nevedia uplatnit poznatky z pedagogiky a psychologie v odbornych predmetoch
— matematike (problematicka formulacia ciela, ur¢ovanie metod a foriem préace
na konkrétnych ¢innostiach, problém s vhodnou motivaciou — neprisposobenie
sa vekovej kategorii deti).

e Nevedia premysliet strategicky postup (¢o uz ziaci vedia — ¢o moéZzem vyuzit —
¢o mi moéze pomocet, akd prakticki zru¢nost — ¢o ich chcem naucit — kam méam
dospiet — kde sa to uplatni v praxi, teda aky to ma pre ziakov vyznam).

Dané zistenia chceme uplatnit v pristupe k vyucovaniu predmetov ,, Didaktika ma-
tematiky®, ,, Vybrané kapitoly z matematiky*, a tiez pri skladbe a priprave predmetu
,, Tvorba pociatocnijch matematickiyjch predstdv®, ktory je zahrnuty v novom vyucova-
com programe Predskolské a elementarna pedagogika.
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Paradox Krétana

ZDENKO TAKAC

ABSTRACT. The paper deals with the Cretan paradox. There are formulated the conditions
that must be fulfilled, to Cretan paradox corresponded to the Liar paradoz.

Uvod

Logické paradoxy su obltibenym tivodom do vyucovania logiky na vSetkych trov-
niach - od zékladnych 8kol po vysoké skoly (napr. [1]). Ich vysvetlenie sa obycaj-
ne prisposobuje veku a schopnostiam ziakov. Je mozné o nich zmysluplne diskuto-
vat so ziakmi zékladnych 8kol, no na druhej strane moézu robit problémy i Studen-
tom vysokych $kol. Pochopit podstatu niektorych paradoxov totiz vyzaduje zvladnut
netrivialnu myslienkovu abstrakciu, ktorej objasnenie je cielom tohto ¢lanku.

Jednym z najznamejsich paradoxov je tzv. Paradox Krétana. Tento ¢lanok vznikol
na podnet [2], kde autori opisuji metodu pripustnych situécii, vhodni na vysvetlenie
Paradoxu Krétana pre deti vo veku 12 — 15 rokov. Pomocou uvedenej metody si
deti uvedomia, ze Paradox Krétana v podstate nevedie k sporu. Ukazeme, za akych
predpokladov k sporu vedie.

Paradox Krétana

Prvé pisomné zmienky o Paradoxe Krétana mozno hl'adat v Novom zakone, v Liste
Titovi (pozri [4]):

1114

Ved ktosi z nich, ich vlastnij prorok, povedal: ,Krétania si vecni luhdri, ...
Dnes je paradox znamy najmé v nasledujicom zjednodusenom znenf:

Krétan Epimenides prehlasil: ,\Vsetci Krétania siu luhdri.“
Povedal Epimenides pravdu alebo klamal?

Jednoduchou tvahou prideme k zaveru, ze v uvedenom zneni Paradox Krétana
nevedie k sporu. Ten mozno dosiahnut iba nespravnym negovanim Epimenidesovho
vyroku:

Vsetci Krétania su pravdovravni.“ 2

Ak sa vyhneme tejto chybe a urobime spréavnu negaciu vyroku (vSeobecny kvan-
tifikdtor zmenime na existen¢ny):

LSExistuju Krétania, ktori siu pravdovravni.”

12Predpokladame, Ze negaciou vyroku ,je luhar“ je vyrok ,je pravdovravny®.
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zistime, Ze sa nejedna o ziadny paradox. Stac¢i uvazovat situdciu: Epimenides klamal,
t.j. existuju pravdovravni Krétania. To nevedie k sporu, ale k zaveru, ze Epimenides
nepatri medzi pravdovravnych Krétanov, pritom je isté, ze aspon jeden pravdovravny
Krétan existuje.

Aby sme mohli hovorit o skutoénom paradoxe (bez nepresnosti pri negovani), je
nutné pripustit dva predpoklady:

1) Existuju iba dva druhy Krétanov: pravdovravni - hovoria vzdy pravdu a luhari
- vzdy klamu (v tom pripade je skuto¢ne negéaciou vyroku ,je luhar* vyrok ,je prav-
dovravny*).

2) Epimenidesov vyrok chapeme ako oznacenie charakteristickej vlastnosti
Krétanov, t.j. bud st naozaj vSetci Krétania luhéri, alebo naopak, vSetci Krétania su
pravdovravni (tym sa vyhneme spominanej chybe s kvantifikdtormi pri negovani).

Uznanim uvedenych predpokladov sa Paradox Krétana vyvinul do tzv. Paradoxu
luhéara, ktorého podstata je zhodna, ale formuléacia je jednoduchsia a jednoznacne
vedie k sporu:

Krétan Epimenides prehldsil: ,Prdve teraz klamem.“ 3

V tomto pripade obidve moznosti vedi k sporu. Ak je Epimenidesov vyrok prav-
divy, tak je zaroven i nepravdivy. Naopak, ak je Epimenidesov vyrok nepravdivy, tak
je sucasne i pravdivy. V dalSsom texte sa budeme odvolavat na poslednu formulaciu
Paradoxu luhara.

Navodeny problém s schopni uvedomit si uz ziaci zékladnej Skoly. Na druhej
strane, v plnej miere pochopit jeho podstatu a objasnenie je naro¢na tloha, urcena,
podla nasho nézoru, skor pre Studentov vysokych Skol.

Metasvet a metajazyk

Klasické vysvetlenie Paradoxu luhéra je jednoduché: Epimenidesov vyrok sa za-
obera vlastnou pravdivostou, ¢o nie je mozné. Vyrok neméze vypovedat sim o sebe.
Vysvetlenie si Studenti strednych ako i vysokych §kol rychlo osvoja. No z naSich
skiisenosti je zrejmé, Zze do veci ,nevidia®“.

Pomdézme si nasledujicim prikladom: uvazujme, ako funguje presadzovanie
spravodlivosti v spolo¢nosti. Ulohou stdu je zhodnotit konanie I'udi z ur¢itého nad-
hl'adu a rozhodnut o spravnosti, resp. nespravnosti (z hladiska dodrziavania zakonov)
takéhoto konania. Stidnictvo tvori akoby ,vySsiu hladinu sveta“ okolo nas. Na zaklade
zédkonov rozhoduje o udalostiach, ktoré sa stali v ,nizSej hladine sveta‘.

V skuto¢nom, redlnom svete to takto funguje. Problém nastane, ked je sudca
podozrivy z prekrocenia zakona a sid ma rozhodovat o spravnosti konania vlast-
ného c¢lena. Z toho dévodu maji sudcovia urc¢ittd imunitu a na ich potrestanie
je nutné zlozitejSie pravne konanie. V ¢om spociva tento problém? Odpoved je
jednoduché: pomiesala sa ,yysSia hladina sveta“ s ,nizSou hladinou sveta“. Sudca,
ktory je podozrivy z prekrocenia zédkona patri sucasne do ,vyssej hladiny* (ako sud-
ca) i ,nizsej hladiny* (ako podozrivy).

Skumajme suvislost uvedeného prikladu s Paradoxom luhara. Podobne, ako v tom-
to priklade, i na Kréte existuji dve hladiny sveta:

1. ,Nizsia hladina®“ - svet, v ktorom Krétania ziju. Tu dochadza k roznym udalos-
tiam. Tuto hladinu budeme volat realny svet.

13Uvadzame kombinovanii verziu Paradoxu Kréfana a Paradoxu luhara, aby sme zdéraznili ich
vzajomnu suvislost.
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2. ,Vyssia hladina“ - svet, ktorého tlohou je z nadhladu pozorovat redlny svet,
svojim vlastnym jazykom opisat udalosti redlneho sveta a rozhodovat o pravdivosti,
resp. nepravdivosti formulovanych vyrokov. Tuto hladinu budeme volat metasvet.

Teraz uz mozeme identifikovat problém Paradoxu luhara. Epimenides, ako sucast
realneho sveta sa svojim vyrokom ,povysil‘ do metasveta. Epimenides patri do real-
neho sveta, preto i kazdy jeho vyrok musi patrit do redlneho sveta. Vyrok ,prave teraz
klamem", vSak zaroven rozhoduje o pravdivosti tohto vyroku z hladiska metasveta
a na to Epimenides z pozicie ,nizsej hladiny* nemé préavo. Tu prichddza k mieSaniu
oboch hladin sveta a z prikladu so sudcami je evidentné, Ze to prinasa problémy.

matematicka analdgiu paradoxu mozno v rdamci vyrokového poc¢tu vyjadrit nasle-
dovne:

Tento vyrok je nepravdivy.

Jedné sa o typickt ukdzku mieSania jazyka a metajazyka. Je to tvrdenie, ktoré
,chce* byt sticastou matematiky i metamatematiky. Ak vyjadrime toto tvrdenie vo
formalizovanom jazyku tedrie vyrokového poctu:

A— —A

dostaneme vyrok (v matematike, nie v metamatematike), ktory nevedie k sporu a nie
je ani ziadnym paradoxom. Jedné sa jednoducho o nepravdivy vyrok, ¢o mozno overit
pomocou tabulky pravdivostnych hodnét.

Zaver

Pre potreby tohto ¢lanku sme zvolili ako nosnii ideu Paradox Krétana, resp. Para-
dox luhéara. Ten zdaleka nie je jediny svojho druhu. Na zaver uvedieme este niekolko
najznamejsich podobnych paradoxov (CGerpané z [3]):

Sancho Panza - V druhom diele Cervantovej knihy Duchaplny rytier Don Quijote
de la Mancha riesi Sancho Panza nasledujtci problém: rieka delila mesto na dve Casti,
cez rieku viedol jediny most. Na konci mosta stéla Sibenica a pan mesta vydal rozkaz:
,Kazdy kto chce prejst po tomto moste musi najskér odprisahat, kde ide a ¢o tam
bude robit. Ak bude prisahat podla pravdy, nech je ihned prepusteny na druhu stranu
rieky. Ak vak bude krivo prisahat, nech odvisne na tejto gibenici.*“ Co sa raz nestalo!
Jeden clovek prisahal, ze priSiel iba preto, aby odvisol na Sibenici pri moste.

Sudcovia uvazovali: ,Ak toho muZza pustime na druhud stranu, tak nam tu préave
krivo prisahal a mal by skoncit na Sibenici. Ak ho obesime, tak nam prisahal podla
pravdy a mali by sme ho slobodne pustit na druht stranu.“ Ako sa maji sudcovia
zachovat?

Paradox krokodila - Krokodil uniesol dieta a sltubil matke, Ze ho vrati prave
vtedy, ked pravdivo odpovie na otazku: ,Vratim dieta?

Matka stoji pred nerieSitelnou dilemou: ak odpovie ,Aano“, krokodil dodrzi svoj
slub, ¢ uz dieta vrati alebo nevrati. Naopak, ak matka odpovie ,nie”, krokodil v 7i-
adnom pripade svoj slub nesplni.

Berryho paradox - Existuje prirodzené ¢islo, ktoré sa neda v slovencine opisat
pomocou menej ako 30 slabik, pretoze vSetkych slabik a teda aj vSetkych usporiada-
nych tridsatic slabik je iba konecny pocet. Napriek tomu vieme menej ako 30 slabikami
opisat ¢islo: Najmendgie prirodzené ¢islo neopisatelné pomocou menej neZ tridsiatich
slabik.
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Poznamenajme, Ze v slovencine sa podstata Berryho paradoxu krasne prejavuje uz
pri jeho formulécii. Opis ¢isla obsahuje 26 slabik. Keby sme nahradili slovo tridsiatich
slovami dvadsiatich siedmych, pocet slabik v opise by vzrastol na 28. Bolo by teda
nutné zmenit slova dvadsiatich siedmych na dvadsiatich deviatich, ale tym by pocet
slabik vzrastol na 29.

Sokratov vyrok - ,Viem, Ze ni¢ neviem.*
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Priestorova predstavivost a jej vyznam vo vyucovani
matematiky

VIERA UHERCIKOVA

ABSTRACT. Space imagination plays very important role in our life. It is united with effective
learning, development of person and with successfulness in life at all. But in the first years
of primary school there is not enough attention for space imagination. This situation should
be refined, because it is one of the reasons for problems in geometry during all school study.
Space imagination is not inborn. But it could be obtained by didactic games, puzzles and
proper educational tools.

Sucasna spolo¢nost kladie zvySené poziadavky na ziakov a Studentov v zaujme Co
najuaspesnejsieho profesiondlneho uplatnenia. Mame preto snahu ¢i uz ako rodicia ale-
bo ucitelia rozvijat uz od utleho veku dietata schopnosti, ktoré bude v Zivote urcite
potrebovat pri zvladani roéznych zivotnych situacii. Jednou z takychto dolezitych
schopnosti je prave priestorova predstavivost. Vyznamnost uvedenej problematiky
vystizne potvrdzuju aj slova, Alberta Einsteina: ,Predstavivost je dodlezitejsia ako
vedomost*.

Vnimanie priestoru, orientacia v priestore, priestorova predstavivost — to si témy,
ktoré fascinuju vedcov, umelcov, literatov a pod. Zrejme v tom hra tlohu délezitost,
vyznamnost tychto tém nielen pre vedu, umenie, vzdelanie, ale pre zZivot kazdého
z nas vobec. Ved s dobrou priestorovou predstavivostou suvisi napr. schopnost dobre
zaparkovat auto, rozmiestnit nabytok v byte, ma vyznam v roéznych povoleniach,
v Sporte a pod.

Anglicky antropolog a matematik polského povodu J. Bronowski pise: ,,...[udsky
tvor méa rad jedine¢nych schopnosti, ale tou najzakladnejSou je umenie robit zavery
o nevidenom na zéklade videného, dokazat sa preniest v mysli cez priestor a ¢as. Této
schopnost je skuto¢nym pramenom nasich vedomosti...”.

O zéavaznosti danej témy hovori aj fakt, Ze priestorova predstavivost, resp. schop-
nost vnimania priestoru je uznavana ako jedna zo stucasti globélnej inteligencie ¢love-
ka. Napr. aj H. Gardner uvadza v ramci teérie multiplika¢nej inteligencie priestorovi
inteligenciu ako samostatny faktor. Uvedeny autor zdorazhuje, Ze priestorova in-
teligencia je vlastne schopnost vytvarat si v mysli obrazy, uchovavat ich a znovu
si ich vybavovat. Pricom tvrdi, Zze ukladat si informécie touto cestou je efektivnejsie
pre zapamétanie u vacsiny Iudi, nez zapamétanie len pomocou slov. Podla neho je
jeden obraz hodnovernejsi ako tisic slov. Predstavivost je mimoriadne doélezita pri za-
pamatavani, teda aj pri uceni sa. Predstavuje zéklad vsetkych tvorivych schopnosti.
/5/

J. A. Komensky piSe: ,Mat vedomosti znamené vediet nieCo zobrazit, ¢ uz
myslienkou, rukou ¢i jazykom... VSetko totiz ma svoj pévod v zobrazovani, t. j. vo
vytvarani podob a obrazov skuto¢nych veci.”

Predstavivost je predpokladom a zakladom tvorivosti. Bez geometrickej predsta-
vivosti nie je mozné technicka tvorivost, bez obrazotvornosti nie je mozna tvorba
ni¢oho nového.

K vyznamu priestorovej predstavivosti v Zivote Cloveka, ako aj jej dolezitosti pri
vyucbe matematiky, menovite geometrie autori Z. Pulpan, F. Kufina a V. Kebza vo
svojej vyznamnej publikacii ,,O pfedstavivosti a jeji roli v matematice uvadzaju:
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.V beznom Zzivote chapeme predstavivost ako schopnost vytvarat a vybavovat
si predstavu. Predstava je potom obraz vytvoreny v mysli na zédklade predchadza-
juceho vnemu rozumovou ¢innostou alebo na zéklade skiisenosti.

Predstavivost sa ¢asto chape geometricky ako schopnost vybavovat si obrazy telies
alebo geometrickych utvarov, ktoré maju urcité vlastnosti. To je ale ztizené ponatie.
Psychologické ponatie predstavivosti je podstatne SirSie a zohladnuje tulohu, ktoru
zohrava predstavivost v zivote ¢loveka. M. Hejny upozornil na skuto¢nost, ze niektori
autori hodnotia troven predstavivosti ako vyznamny faktor trovne tspesnosti ¢loveka
v spolo¢nosti. Ak méa teda predstavivost vplyv na moZnosti rozvoja a uplatnenia
¢loveka v spolo¢nosti, musi Skola désledne dbat o rozvijanie predstavivosti u ziakov.

Priestorova predstavivost teda zohrava vyznamni tlohu aj v Skole a osobitnu tlo-
hu ma pri zvladani geometrie. F. Kufina charakterizuje geometricki predstavivost ako
sihrn schopnosti, ktoré sa tykaju nasich predstav o tvaroch a vzajomnych vztahoch
medzi geometrickymi atvarmi v priestore. /8/

Ak bude nasim zamerom, aby sa uz dieta naucilo orientovat sa v priestore
a budeme dbat o rozvijanie jeho priestorovej predstavivosti, tieto schopnosti vyuzije
nielen v geometrii, ale v Zivote vobec.

Z uvedeného vyplyva vyznam a dolezitost zaoberania sa problematikou rozvijania
priestorovej predstavivosti. Geometrickt predstavivost ¢lovek neméa vrodent. Co je
ale poteSitelné, geometricka predstavivost, ako aj priestorova predstavivost vobec je
ovplyvnitelna skusenostou a da sa ,natrénovat. V literatire moZno néjst mmnoZst-
vo nametov na rozvijanie priestorovej predstavivosti. Uspedna je napr. prirucka J.
Brinckovej: Didaktickd hra v geometrii, ako aj publikicie uvedené v literatare /2/,
/3/,/6/,/8/, /9/ a dalsie.

RieSenie zaujimavych tloh na rozvijanie priestorovej predstavivosti napomaéaha
ziskat lepsie vysledky v geometrii, rieSenie geometrickych tloh zlepsuje priestorovi
predstavivost. Problémy s geometriou totiz zaznamenavame od zékladnej az po
vysoku skolu. Ur¢ite velku pri¢inu zohrava aj jej nedostato¢né vyucovanie na I. stup-
ni ZS. V ramci materskej Skoly sa dba pri jednotlivych ¢innostiach deti na rozvi-
janie orientéacie v priestore, ako aj priestorovej predstavivosti. V 1. a 2. ro¢niku 7S
je ale minimum hodin geometrie, teda nastava prestavka, ktora sa uz vlastne nikdy
nedoZenie. Pritom préave toto obdobie je podla J. Piageta velmi vhodné na cielave-
domé rozvijanie priestorovej predstavivosti. Geometrické u¢ivo by sa dalo pripravit
pre tato vekovi kategoriu didakticky atraktivne, prostrednictvom didaktickych hier,
zaujimavych uc¢ebnych pomocok, stavebnic, hlavolamov. Vhodne pripravené tlohy
mozu rozvijat priestorovi predstavivost deti, ich logické a tvorivé myslenie a mozu
prispiet k motivacii deti pre matematiku vobec. Konkrétne vhodné tlohy s citované
z publikacii /2/, /8/ a /3/.

Publikacia /2/:

Uloha ¢. 18: Hra ,,UkaZz ¢o vies"

Vymodelujte z dvoch najmensich zhodnych trojuholnikov skladacky Tangram

a Stvorca rézne mnohouholniky prikladanim celych zhodnych stran k sebe. Nakreslite
si ich do Stvorcovej siete a porovnajte ich obsahy. Pokiste sa néjst vSetky rieSenia.
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A B ¢ E[l
R PG
Publikacia /8/:

Uloha, ¢&. 1: Nakreslite dva Stvorce tak, aby ich prienikom (spolo¢nou &astou) bol

RieSenie:

a) Stvorec
b) trojuholnik
c¢) péatuholnik

Riesenie:

Publikacia /3/:

Uloha ¢. 2: V tejto ulohe st nahradené body na hracej kocke pismenami abecedy. Na
obrazku su rozlozené steny kocky s pismenami a styri kocky a, b, ¢, d, z ktorych iba
jedna zodpoveda tej, ¢o je rozlozena v podobe kriza. Viete, ktora je to kocka?

Riesenie: b)
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Uloha ¢&. 3: Rozrezte pismeno F na obrazku tak, aby sa z ¢asti dal zostavit §tvorec.
Riesenie:

N 1
AN
2
/
A
/
K 3
A

Uvedenou problematikou sa zaoberame v rdmci doktorandskych préac, ako i diplo-
movych prac buducich ucitelov, posluchacov FMFI UK v Bratislave. Pri svojich
vyskumoch zistili, Ze v geometrii dosahuji naozaj vyznamne lepsie vysledky Ziaci,
ktori sa od tutleho veku zaoberali spomenutymi typmi hier, ako st hlavolamy, staveb-
nice a pod. Autor J. Brierley v /1/ upozoriuje na rozdiely medzi dievéatami a chlap-
cami, ¢o sa tyka priestorovej predstavivosti. Vysvetluje to o. i. prave inym typom
hraciek, ktoré si pre deti zaujimaji v atlom veku. Skutocnost, Ze sa chlapci hraju
viac so stavebnicami, ovplyviuje aj ich lepSiu priestorova predstavivost.

Na zéver teda mozno povedat, Ze rozvijanie priestorovej predstavivosti zohrava
v Zivote dolezitu ulohu. Vplyva na celkovy rozvoj osobnosti ziakov, suvisi s dalsimi
schopnostami, s efektivnym ucenim, so zvladanim Zzivotnych situécii kazdodenného
Zivota, s uspesnostou v zivote. Malo by byt preto nasim doélezitym zaujmom a cielom,
aby sa situacia vo vyucovani geometrie na 1. stupni ZS zlepsila. Umoznili by sme
tym a zéroven dopriali detom ziskat schopnosti, ktoré potrebuju nutne pre svoju
uspesnost pri uplatneni sa v spolo¢nosti, pri profesijnej orientacii, v zivote vdbec
a samozrejme aj v matematike, ktora k zivotu a pozitivnemu rieSeniu problémovych
situacii nevyhnutne patri.
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Aplikacie infinitezimalneho poc¢tu v inzinierskych
predmetoch

ALENA VAGASKA

ABSTRACT. In this paper are described applications of the infinitesimal calculus to engineer-
ing subjects.

Uvod

Sucasné potreby vyucovania matematiky na fakultdch TU sa odzrkadluju hlavne
v poziadavkéach na aplikovatelnost poznatkov z matematiky v inych odbornych pred-
metoch a v technickej praxi a taktiez v snahe eliminovat absenciu motiva¢nych, ap-
lika¢nych a problémovych uloh na cviceniach z matematiky (Vagaska, 2003). K pre-
hibeniu aplika¢ného charakteru matematiky na technickych univerzitach, ¢o je jeden
z aspektov stcasnej modernizacie vyucovania matematiky (Fulier, 2001), prispieva
svojim obsahom tento ¢lanok. Ide vlastne o didakticktl transpoziciu niektorych ap-
likacii infinitezimalneho poc¢tu v inzinierskom predmete pruznost a pevnost.

Aplikacie integralneho poctu pri urcovani geometrickych
charakteristik priecnych rezov pritov

Pevnost, tuhost a teda inosnost konstrukénych casti (pritov) pri niektorych druhoch
naméhania zéavisi nielen od materialu a vel'kosti, ale aj od tvaru plochy prie¢neho rezu.
Tvar a rozlozenie plochy prie¢neho prierezu prita v pruznosti a pevnosti popisu-
ju geometrické charakteristiky plochy prie¢neho prierezu prita: statické momenty
Sy, Sz; kvadratické momenty J,,J,; deviaény moment D,., kvadratické polomery
prierezu a moduly prierezu v ohybe a krute. Pri ich vypocte je potrebné apliko-
vat poznatky z integrélneho poctu funkcie jednej a viac premennych. V riesenych
prikladoch poukazem na urc¢ité rozdiely v sposobe vypoctu niektorych geometrick-
ych charakteristik v matematike v porovnani s vypoc¢tami v pruznosti a pevnosti.
Plochu A(obsah), statické momenty, kvadratické momenty a deviaény moment uréu-
ju v pruznosti a pevnosti vztahy (1), kde dA je element plochy.

z 5 dd
[
=
f I

Obrazok 1
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A=[dA A=34  [mm?
S, :Af 2dA S, =3zA;  [mm?]
S. = zydA S.=>yA  [mm’] (5)
Jy= [22dA .= [y*dA  [mmY
p,. > [y ! ]

Na rozdiel od pruznosti a pevnosti sa v matematike osi kartezidnskeho stiradnico-
vého systému v rovine vicsinou oznacuju x, y a tak aj statické momenty a momenty
zotrvacnosti sa oznacuju Sy, Sy a I, I,. V matematike uvazujeme v rovine o hmotnej
oblasti A (stustava hmotnych bodov) s plosnou hustotou o(z)(hmotnost pripadajica
na jednotkovi plochu) a tak staticky moment k osi z, resp. y sa napr. pomocou
dvojného integralu definuje takto:

b [ 9(x)
S ://U(x)ydxdy:/
A

b [ g(x)

Sy ://a(:c)x dxdy:/ /a(a:):cdy dz  [mm’] (7)

o \fo)

Ak vo vztahoch (2), (3) polozime o(x) = konst. = 1, tak dostdvame vztahy
pre statické momenty prierezu plochy, aké sa vyuzivaja v pruznosti a pevnosti (kde
uvazujeme homogénny material). Dalej st rozdiely v znaceni nésobnych integralov
v odbornych predmetoch. Napr. obsah plochy A by sme v matematike vyjadrili takto

A= // dzdy  [mm?] (8)
(4)

pricom v pruznosti a pevnosti sa obsah plochy zjednodusene zapise ako

A= / dA, (9)

(4)

pricom sa tu pouziva pojem elementarna plocha dA, alebo element plochy. Podobne
objem by sme v matematike zapisali takto

V= / / / drdydz  [mm?] (10)
(V)

pricom v technickych predmetoch sa objem zapise vztahom

V= / av, (11)

V)
opat sa tu pouziva pojem elementarny objem dV, objemovy element. Takyto
zjednoduseny zapis najdeme v odbornej literatire, napr. v (Trebuiia, 2000). Toto
strucné oznacenie pre viacnasobné integraly je v stlade s oznacenim, ktoré uvadza
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aj vyznamny matematik K. Rektorys v (Rektorys, 1974), kde ¢itame: [u(z)dx
G

je struéné oznacenie pre nasobny integral [ ... [w(zy,...,z,)dx...dx,, pre n = 1
G

b
Ju(z)de = [u(z)dx.

a
¢ V predmete pruznost a pevnost je potrebné poznat geometrické charakteristiky pre
jednoduché plochy prierezu a na zéklade toho potom vediet urcovat tazisko zlozenych
ploch. Preto si uvedieme priklady na vypocet geometrickych charakteristik prierezu
aj u jednoduchych ploch.

Priklad 1: Urcte stiradnice taziska homogénnej rovinnej oblasti v tvare rovnora-

menného trojuholnika (obr.2) vypoctom cez statické momenty a) pomocou dvojného
integralu b) pomocou vhodne zvolenej elementarnej plosky.

AKLMK (go) , L(0,R), M(a,h)

}_; & | Dt
A
¥i E
>
i x
0 =
Obrazok 2

RieSenie:
a) Na popis elementarnej oblasti A potrebujeme rovnice priamok KL a KM. Ich
vSeobecné rovnice mozeme urc¢it viacerymi sposobmi, napr. aj pomocou determinan-
tov

- KX |z—-% y ah—y

L — 2 — e ——
KL gmr | s h’ ComrEs T
—— KX rT—5 Y| _ _ah+y
KM= o7 a h‘_o ~r=37

Potom elementarnu oblast A mozno vyhodnejsie popisat ako oblast typu [y, x]

Aly,z] :0<y <h
x

(h—y
o S xS

=

(IS

Vo zvolenom siradnicovom systéme s osami z, y pre suradnice taziska
T'(xr, yr)plati:

%)

[fydedy — [ydA
Tr = F = /}fdxdy = AfdA [mm]

ffAm dzdy fﬂv dA (12>
Yr =4 = /}idxdy = A{dA [mm]

n
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KedZe je zname, 7e tazisko leZi na osi symetrie, pre suradnicu xzp dostavame
__a 2, . N ] . N
rp = §. Stradnicu yr vypocitame pomocou vztahu (8), preto si vypocitame S,
a obsah plochy A.

R h N .
%(h+y) a y a
Sx://ydxdy:/ / ydz dy:/y[m]a(hhy)dy:_/_Qy:_/y2dy:
2 h 2/) h h
0 \a(h—y) 0 s 9
2 h
h %(hzy) N ,
a a
// o / / T dy=op [ 2ydy =5
A 0 (h=y) 0

(SIiS]
&

(resp. obsah AABC mozno vypocitat aj cez vztah A = 3 = %), potom yp =
% = 2h
b) Zvolime si elementarnu plogku dA rovnobeznt s osou x (zakresleni na obr. 2),
ktorti povazujeme za obdlznik s rozmermi z, dy. Velkost vyznacenej elementarnej
plosky je dA = x dy. Z podobnosti trojuholnikov (pévodného a po vyznacenu plosku)
plati:

a:x=h:y = x= 7%y, potom dA = {y,dy. Po dosadeni do vztahu (8) pre yr

h h
o v _afew w
. — Pz — - 3 — Z£
dostaneme: yr = 2 = 5— = — =+ = 3h
[ dA & Judy z
0 0

Priklad 2

Urcte suradnice taziska plochy A (obr. 3) vymedzenej priamkami z = 0, y = a
a parabolou z = % Parameter a = 0,1 m. Vypocet prevedte pomocou a) dvojného
integralu, b) pomocou vhodne zvolenej elementéarnej plosky dA.

Obrézok 3

RieSenie: a) Elementarnu oblast A mézme popisat systémom nerovnosti:

a

Aly,z]: 0
0<

2

<y
z <

o 5 VAN
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Obsah plochy je: A = [[ dydz =
A

O —>=s
~
o,
ISH
Q
oW
<
I
O —=s
)
Sk
oW
Nd
I
O —=s
e[S,
QU
<
I
w8,

Pre statické momenty plati

v
Sy://zdydz:/ /zd dy
0 \o

A

I
—
| — |
1\3|N
| I |

(e}
A
<
I
\
g
<
|

0

2)
o2
Y K 2 474 3
SZ://ydydz:/ /ydz)dy/y(y())dy[yl .
a da ], 4
A 0o \o 0

Suradnice taziska T'(yr, zr) prierezovej plochy A ur¢ime na zéklade vztahov

3, _ 3
= 102 = 1o

e
|

b) Zvolime si elementarnu plosku dA* rovnobeznu s osou z (¢o je obdlznik s rozmermi

2

2, dy) dA* = z dy = Ldy. Obsah plochy jeA = [dA = [ Ldy = [g_] _
A 0 0

3

Pre staticky moment S, si zvolime s vyhodou elementarnu plosku dA rovnobeznu
s osou y, ¢o je obdlznik s rozmermi (a — y), dz; dA = (a — y)dz = (a — y)2Ldy.
Tu sme dz vyjadrili z diferencidlneho oznacenia derivacie funkcie z = % podla pre-

mennej y, takze —; = %y = dz = 2—ydy. Staticky moment S, uréime zo vztahu

(1) S fsz I *(a — y)Edy = f (ay® — y*)dy = <. Pre staticky moment
0
S. s vyhodou vyuzijeme elementarnu plosku dA* rovnobezni s osou z, takze podla

vztahu (1) pre S, plati: S, = [ydA= fy%dy = [Er = 2. Saradnice taziska
A 0 0
s

3 3

T(yr, zr) prierezovej plochy A si yr = % = Z%a = a = =2-m.

Zaver

V predmete pruznost a pevnost sa statické momenty, stradnice taziska a kvadratic-
ké momenty prierezu (plochy) A vé&Sinou nepocitaji cez viacnasobné integraly, ako
to Studentov u¢ime na matematike, ale cez vhodne zvolenu elementarnu plosku dA,
ktort si volime v zévislosti od tvaru plochy a od toho, ku ktorej osi staticky, resp.
kvadraticky moment poc¢itame. Ak pocitame napr. S,, J,, tak vyhodne volime ele-
mentarnu plosku dA rovnobeznid s osou y, ak pocitame S,, J., tak vyhodne volime
elementarnu plosku rovnobeznii s osou z. Vzhladom na medzipredmetové vztahy prik-
lady poukézali na odtrhnutost a izolovanost vo vyucovani matematiky a odbornych
predmetov, pretoze na vypocet tych istych veli¢in u¢ime studentov na hodinéch mate-
matiky iné postupy, ako tie, ktoré sa zauzivali a praktizuju v odbornych predmetoch.
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RieSenie stereometrickych dloh v programe Cabri 3D

DusaN VALLO

ABSTRACT. In this article we try to show how to effectively use interactive geometry software
Cabri 3D.

Priestorova predstavivost je fenomén zaloZeny nielen na skusenostiach, ale aj sys-
tematickom $tudiu priestorovych zékonitosti v skole. Cielavedomé vyu¢ba geometrie
zacina uz v 2. ro¢niku zakladnej koly a postupne pokracuje az po troven vysokoskol-
ského vzdelavania. Jednou z najvyssich foriem priestorovej predstavivosti je schop-
nost predstavovat si geometrické ttvary, vztahy medzi nimi na zéklade ich mode-
lov, prestavovat si geometrické utvary v najroznejsich vzajomnych vztahoch, dokonca
i takych, do ktorych nemdézu byt v redlnych modeloch prevedené. Tento ,nedostatok
materidlnych pomoécok a modelov sa da pomerne I'ahko prekonat pomocou dynam-
ického geometrického programu Cabri 3D.

V nasledujucich riadkoch sa stustredime najma na didakticky aspekt a prezentaciu
rieSenia jednotlivych ukazkovych tloh a prikladov v gymnazidlnom ucive stereometrie,
samotny postup rieSenia bude z priestorovych dévodov vynechany.

Priklad 1. Body P, @, R st vnitorné body hran HG, EH, BF kocky ABCDE-
FGH. Zostrojte rez kocky rovinou PQR.

Ide o jednoduchy a velmi nézorny priklad, na ktorom naznac¢ime pouzitelnost
programu Cabri 3D. Hlavnou vyhodou je, Ze mame moznost ,manipulacie s kockou
ABCDEFGH a jej rezom, program umozni vidiet rez z viacerych pohladov, pripadne
v inych projekciéch.

Dbr. ].a . Dbf ].b

e e Klasicke riegende- itg pohlad
Klasicke riefenie- obraz kocky a reza vo FRP yr

Priklad 2. V rovine podstavy ihlana ABCDV je dané priamka p a vnitri hrany
DV bod K. Zostrojte rez ihlana rovinou pK.

Priklady tohto zadania patria k naroc¢nejsim, pretoze k zostrojeniu rezu vyuziva
vlastnosti vrcholovej afinity. Najcastejsim problémom, s ktorym sa Studenti tazsie
vyrovnavaji, spoc¢iva v neschopnosti ,vidiet “ priamku p v rovine postavy.
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Obr, 2b

Mazhadend rovina remu

Pri konstrukeii rezov hranolov sa ¢asto vyuzivaju vlastnosti afinity dvoch rovin.

Priklad 3. Na hranach AA’, CC’, EE’ pravidelného Sestbokého hranola
AA’BB’CC’DD’EE’FF’ su postupne vyznacené body P, (), R. Zostrojte rez hra-
nola rovinou PQR.

Ako je naznacené na obr. 3a , uréime priese¢nicu roviny rezu s podstavou.
Konstrukcia dalsich bodov je zalozené prave na vlastnosti afinity medzi oboma rovi-
nami.

- Obt. 3b
Obr. 3a Vyznadenty rez hranolom
Kordli ndzonost je vyznadeny trojubolnds POR
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Rezy z inych pohladov

Zaver

Na niekolkych klasickych stereometrickych tlohéch sme sa pokusili demonstrovat
vyuzitie interaktivneho geometrického programu Cabri 3D. Domnievame sa, ze ide
o velmi efektivny néastroj, ktorého zaradenie do vyuc¢by matematiky, nielen na stred-
nych skolach, méze vyrazne prospiet rozvoju priestorovej predstavivosti, schopnos-
ti abstrakcie a myslienkovych operacii s priestorovym usporiadanim objektov. Mo-
tivaény ¢initel takéhoto pouzitia je tieZ neprehliadnutelnym aspektom vychovno-
vzdelévacej prace v pedagogickom procese.
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Didakticka hra vo vyucovani matematiky

PETER VANKUS

ABSTRACT. This article analyses usage of didactic games during mathematics’ education at
primary schools. Author speaks about his personal experience and experiments with didac-
tic games and considers various details from methodology of didactic games as element of
mathematics’ education.

V tomto ¢lanku chceme ¢itatelovi priblizit naSe skuisenosti z pouZzivania didaktic-
kych hier vo vyuc¢ovani matematiky na druhom stupni ZS. T4to téma nie je vybrana
nahodne. V stucasnosti sa v rdmci modernizéicie vzdelavania kladie velky doraz na
zlepsSenie kvality ziackej motivacie a pocitového prezivania pocas edukacie. Chceme,
aby sa ziaci ucili s chutou a potesenim, nie pod hrozbou trestu za zlé vykony. Zaujatie
ziakov pre pracu na hodine tiez riesi mnohé problémy s disciplinou pocas vyucovacieho
procesu, ktoré sa vyskytuji u ziakov nestotoZnenych s cielmi vyucovacej hodiny.
Jednym z moznych prostriedkov na dosiahnutie tychto vyziev modernej edukacie
st didaktické hry. Autor ¢lanku sa uz dlhsie obdobie venuje aplikacii didaktickych
hier vo vyuc¢ovani matematiky a vyskumu efektivnosti takéhoto vyucovania. Skiisime
Citatelovi prezentovat niektoré otazky, ktoré boli poc¢as tohto vyskumu nastolené, ako
aj nase odpovede na ne.

Snad zékladné otazky tykajuce sa pouzivania didaktickych hier vo vyu¢ovani ma-
tematiky st: Existuju didaktické hry vhodné na zaradenie do vyucCovania matema-
tiky? Ak &no, bude vyucovanie prostrednictvom takychto hier efektivnejsie, t.j. budu
didaktické hry prinosom pre edukacny proces? Ak je odpoved na predoslé otazky
kladna, ako treba postupovat pri aplikacii hier vo vyucovani? Bude takéto vyucovanie
namahavejsie ako doterajsie klasické, da sa to zvladnut v rdmci ¢asovych planov a
tematickych osnov...?7

Kym prejdeme k odpovediam na ponuknuté otazky objasnime si zakladné pojmy,
ktoré pouzivame. St to najmé pojmy didaktickd hra a efektivnost vyucovania.

Pod didaktickou hrou rozumieme aktivitu ziakov, ktord im na jednej strane
prinasa radost a poteSenie, na druhej strane realizuje stanovené ciele vzdelavania. Tre-
ba obzvlast zdoraznit druhi cast tejto definicie. Didakticka hra nesmie byt samotucel-
nou aktivitou, jej hlavnym cielom je realizovat tie isté vzdelavacie ciele ako v klasic-
kom vyucovani, ale v prostredi pre deti priatelskom a motivujacom. Kazda didakticka
hra preto ma tieto zlozky (pozri Trenc¢ansky, 2001, Spagnolo — éiimér, 2003):

e Prostredie hry

e (Ciele hry

e Aktivity Ziakov a ucitela, determinované pravidlami hry
e Zaverecné vyhodnotenie

Interakcia medzi ziakmi a prostredim hry musi ziakov motivovat k ¢innosti,
ktora vedie k realizéacii cielov hry. Samotna hra a jej ciele musia viest k realiza-
cii vzdelavacich cielov. Tejto poziadavke je prisposobend forma hry, jej napln aj
priebeh.
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Aktivity ziakov a ucitel'a, riadené pravidlami hry, musia byt pre ziakov atrak-
tivne a motivujice. Tieto aktivity maja byt primerané veku ziakom, ich schopnostiam
a zdujmom. Pravidla hry popisujua formu, napli, priebeh a organizaciu didaktickej
hry. Pravidla hry obsahuji hravé elementy (sutazivost medzi druZstvami, snahu prist
na rieSenie problému a pod.).

Zaverecné vyhodnotenie hry overuje mieru dosiahnutia cielov hry. Jeho tlo-
hou je tieZ odmenit Ziakov a motivovat ich pre buduce aktivity. (Z pohladu ucitela
dolezitejsie ako dosiahnutie cielov hry je zhodnotenie dosiahnutia vzdelavacich cielov.
Takéto zhodnotenie moze byt urobené na zaklade pozorovania ziakov, resp. vysled-
kov ziakov v dalsich aktivitach savisiacich s vzdelavacimi cielmi realizovanymi hrou
a pod. Spatna vizba nam déva doélezité podnety pre pripadné zmeny pri budicom
zaradovani konkrétnej didaktickej hry v danej u¢ebnej situécii.)

Pre lepSiu ilustraciu si teraz uvedieme konkrétny priklad didaktickej hry. Sme
v piatom roc¢niku ZS, preberame tematicky celok Obsah rovinného obrazca ( Obdznik,
Stvorec). Ziaci prave prebrali vzorce na vypocet obsahu obdlznika a §tvorca. Chceme
precvic¢it pouzivanie tychto vzorcov na tlohéch. Za tymto tcelom zaradime didakticka
hry Sifrovana.

Ciel hry: Putavé precvicenie danej latky formou didaktickej hry; spéatnéa vézba
o zvladnuti uciva pre ziakov aj ucitela.

Pocet hracov: Cela trieda, druzstva po 2 hracoch.

Pomocky: Sada tloh pre kazdé druzstvo; jedna sa o ulohy s pouzitim vztahov na
vypocet obsahov a obvodov &tvorca a obdiznika. Pri kazdej tlohe je uvedené jedno
pismeno abecedy. Zasifrovany text sa sklada s ¢isel, oddelenych ¢iarkami. Tieto ¢isla
st vysledkami danych tloh. Text odSifrujeme zadmennou ¢isiel za pismend, napisané
pri dlohéch, pre ktorych su dané ¢isla vysledkami.

Cas trvania hry: 40 min

Pravidla: DruZstva rieia tlohy, ¢im ziskavaji kIu¢ na rieSenie 8ifry. Cielom hry
je odkodovat zasifrovany odkaz (napriklad hadanku). Vyhrava druzstvo, ktoré ziska
najviac bodov (pozri Priebeh a zavere¢né vyhodnotenie hry).

Priebeh a zavereéné vyhodnotenie hry:

Na tvod ziakom rozdame zadania tloh a harky na odpovede. Nasledne ziakom
ustne vysvetlime pravidla hry, sposob odkédovania a bodovanie. Zaradime ukazkovy
postup pre odkédovanie pismena A. Ziaci potom samostatne pokracuju v odkédovani
dalsich pismen. Vyhodnotenie spravime na nasledujtucej hodine. Za kazdé spravne
odkoédované pismeno pridelime napr. 5 bodov. Ako bonus moézeme udelit 20 bodov
pre ziakov, ktori uviedli spravnu odpoved na zaSifrovant hadanku. Vyhrava druzstvo
s najvacsim poc¢tom bodov. (Ak pouzivame viacero hier je mozné usporiadat sutaz. Za
kazdu hru ziska kazdy jednotlivec pocet bodov bud na zaklade svojho individualneho
vykonu, respektive pocet bodov jeho druzstva. Body za jednotlivé hry sa spocitaju.
Takymto sposobom moézeme odmenit najaktivnejsich ziakov napr. jednotkou. Nie
je ale vhodné vykony v hre znamkovat ostatnymi stupnami znamok, lebo to vedie
k poruSenie hravého charakteru ¢innosti ziakov.)

Pozitivne ¢érty danej hry:

aktivna préca celej triedy,
— Tahka kontrola spravnosti prace (desifrovany odkaz),
— ucenie sa spolupraci v ramci skupiny,

— vnutorna motivacia ziakov sutazivostou.
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Druhym pojmom, ktory je klicovy pre odpovede na naSe otézky je efektivnost
vyucovania. KedZe rozsah tohto prispevku neumoziiuje podrobne tento zloZzity
pojem rozanalyzovat, uspokojime sa s tvrdenim, ze pod efektivnostou vzdelavania
budeme rozumiet mieru: 1. dosiahnutia vzdelavacich cielov; 2. vplyvu na postoje
ziakov a ich pocity ohladom vyucovacieho procesu a predmetu; 3. ¢asového trvania
vzdelavania; 4. vhodnosti daného vzdelavania pre rozmanité edukacné podmienky
(pocet ziakov v triede, troven Zziakov, vybavenie 8kol. . .)

Teraz si pripomenieme otéazky, ktoré sme c¢itatelovi predstavili a dame na ne nase
odpovede.

Existuji didaktické hry vhodné na zaradenie do vyucovania matematiky? Ano. Na
Slovensku aj v Cechach vyslo mnoho peknych zbierok didaktickych hier, vhodnych na
priame pouzitie vo vyucovani matematiky. Ako priklad uvaddzame v pouzitej literatire
nasledovné diela: (Krejéova — Volfovéa, 1994; Motovska, 1994; Karova, 1994, 1996;
Foltinova — Novotna, 1997; Totkovi¢ova, 2003)

Je vyucovanie prostrednictvom takijchto hier efektivnejsie, t.5. su didaktické hry
prinosom pre edukacny proces? Jednoznacna odpoved na tuto otazku neexistuje.
Zavisi od konkrétnej situécie, druhu uciva, pouzitej didaktickej hry, irovne a zauj-
mu ziakov. Na zaklade vlastnych skusenosti z vyskumu mézeme konstatovat ze pri
experimentalnom vyucovani prostrednictvom didaktickych hier sme dosiahli vyssiu
efektivnost v porovnani z klasickym vyucovanim (Vankuas, 2004, 2005).

Ako mdm postupovat pri aplikdcii hier do mdjho vyucovania? Metodologické
navody na pouzivanie hier vo vyucovani matematiky najde ¢itatel v nasledovnej
literatture (Cejpekova, 1996, Karova, 1996)

Bude to pre mnia namdhavejsie ako doterajsie klasické vyucovanie, dd sa to zvldd-
nut v rdmci tematickyjch osnov? Na tuto otdazku moézeme odpovedat znovu len na
zéklade vlastnych skusenosti. Ano, vyucovanie s pouzivanim didaktickych hier bude
spoCiatku néaro¢nejsie ¢o sa tyka pripravy na hodiny. Tieto tazkosti vSak pri opé-
tovnom pouZivani danej hry v konkrétnej u¢ebnej situacii odpadaja (pomocky st
hotové, ucitel mé skisenosti). V kazdom pripade odmenou pre ucitela je vyborna
pracovné atmosféra na hodinach, ako aj menej stresu pre ziakov. V naSom experi-
mente sa ndm podarilo, aby vyucovanie s integrovanymi hrami prebiehalo v ¢asovom
stulade s klasickym vyucovanim. Jednoducho niektoré bezné rutinné pocitania sme
nahradili didaktickymi hrami. Teda ano, vyuc¢ovanie s pouzivanim hier sa da zvlad-
nut v ramci tematickych osnov.

Na predloZené otazky sme poskytli ¢itatelovi nase odpovede. Nenarokujeme si
ich absolutnu pravdivost. Nie pre kazdého ucitela je vhodnéa konkrétna vyucovacia
metoda, vietci mame svoje vlastné nazory na idealny priebeh vyucovacieho procesu.
Verime ale, 7Ze sa medzi naSimi ¢itatelmi najdu taki, ktori si skusia najst odpovede
na uvedené otézky priamo, cez vlastné praktické pouzivanie didaktickych hier na ich
hodinéch. To je hlavnym cielom tohto ¢lanku.
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Uloha o dzuse

VALERIA VASKOVA, SONA CERETKOVA

ABSTRACT. The paper presents study concerning to research of solving skills of 15 years
old pupils. The task with context of mixture solved in regional competition of Mathematical
Olympia 2005 was choosen for demonstrating used methods solving strategies.

Uvod

RieSenie slovnych tloh je neodmyslitelnou stcastou matematickych schopnosti a ve-
domosti ziakov vo vSetkych roc¢nikoch zakladnej skoly. Nacvik stratégii rieSenia
slovnych tuloh prebieha vo vyucovani matematiky kontinudlne od prvého roc¢nika,
od najjednoduchsich aritmetickych operacii az po deviaty ro¢nik, kde vrchol mate-
matickych schopnosti predstavuje schopnost matematizovat realnu situaciu a riesit
slovnu tlohu zostavenim sustavy dvoch rovnic o dvoch neznédmych.

Slovnym tloham, ich kontextom, zostavovaniu, formulovaniu, zaradovaniu do
ucebnic, popisu ich rieSenia atd. sa venuji mnohé vyskumy a teoretické prace v tedrii
vyucovania matematiky. Podobne, délezitym prvkom vo vyskumnej praci, je skiimanie
rieSitelskych postupov ziakov.

V clanku interpretujeme riesitelské postupy ziakov pri rieSeni slovnej tlohy za-
radenej do tretieho kola 54 ro¢nika sitaze matematicka olympiada v skolskom roku
2004,/2005. Je to tloha s kontextom koncentracia zmesi, nazyvame ju Uloha o dziise.
Analyzujeme spravne Ziacke rieSenia, popiSeme stratégie, ktoré ziaci pri rieseni pouzili
a porovname s ponuknutym autorskym riesenim.

V zavere nacrtneme moznosti dalsieho vyskumu v uvedenom kontexte.

Skumanie rieSitel'ského postupu

Riesitel'sky proces (Hejny, Michalcové, 2001) je sled myslienkovych krokov, prebieha-
jucich vo vedomi rieSitela a orientovany na najdenie rieSenia, na najdenie mnoziny
neznamych tudajov. Proces sa zacina v okamihu, ked sa vo vedomi ziaka objavi prva
predstava, vztahujica sa k jednej viaczlozkovej tllohe a konéi, ked posledna z tychto
predstav zanikne. KedZe samotna tloha sa sklada z viacerych ¢asti, rieSitelsky proces
sa rozpadéa na niekol’ko samostatnych myslienkovych procesov.

Proces riesenia tilohy mozeme rozdelit do 4 etap:

1. analyza zadania tlohy,

2. hladanie planu rieSenia,

3. vlastné riesenie,

4. posudenie (interpretacia) vysledku.

Pri rieSeni slovnych tloh Ziaci pouZivaji rozne stratégie. Prvou riesitel skou straté-

giou, ktori dieta pri rieSeni matematickych tuloh spontanne pouzije, je stratégia
pokus- omyl. Pri tomto riesitelskom postupe je dolezité ako ziak dalej pokracuje.
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Vo vécsine pripadov slazi tato stratégia ako vychodisko k dalsim matematickym
stratégiam.
Pri analyze stratégii je potrebné brat do uvahy nasledovné:

1. rieSenie bolo najdené nahodne alebo po ziskani vhladu do Struktury tlohy,

2. rieSenie je zalozené na identifikacii slov alebo slovnych spojeni v zadani, ktoré
st pre ziaka signdlom jednak k pouzitiu ur¢itého vzorca, prip. postupu a jednak
k porozumeniu Struktury tulohy natolko, Ze rieSitel je schopny previest ju na
jednu jednoduchsiu tlohu,

3. riesitel pouzil aritmeticky alebo algebraicky aparat,
4. pri rovnakom zadani moze ziak volit rézne spracovanie zadanych vztahov.

Konkrétna aplikacia jednotlivych etap procesu rieSenia tilohy a stratégii je uvedena
v Casti 4.

Typové slovné tilohy — zmesi

Ulohy o zmesiach st podla stcasnych u¢ebnych osnov zaradené v deviatom roc¢niku
v tematickom celku Riesenie linedrnych rovnic a ich siustav. V ucebnici matematiky
pre 9. ro¢nik (citécia z ucebnice pre 9. ro¢nik, Sedivy, 2001, str.101 — 102).

Ulohy o zmesiach

V tlohéach o zmesiach oby¢ajne vytvarame zmes z niekol'kych zloziek, z ktorych
kazda je zastupenéd v urc¢itom mnozstve. VacS8inou je potrebné vypocitat percento
koncentracie, teplotu, mnozstvo alebo cenu zmesi alebo jej zloziek.

Priklad

V lekarni priliali k 6smim litrom 95% liehu eSte dva litre 40% liehu. Aka znacku
? % prilepili na desatlitrovii nadobu, kde bola tato zmes naliata?

RieSenie

Jan si zapiSe:

8 1lichu 95% ... 8 . 15 1 &ist¢ho lichu

2 1 liehu 40% ... 2. % 1 ¢istého lichu

spolu 10 1 liechu 2% ... 10 . 3§ 1 ¢istého liehu

7. 95 40

Jan vypocita: x = 84. Skontrolujte.
Zmes liehu bude mat koncentraciu 84%.
Skuska

v prvej zlozke je 8 . %.50 = 7,6 litra ¢istého liehu

v druhej zlozke je 2. % = 0,8 litra ¢istého liehu

v zmesi je 7,6 + 0,8 = 8.4 litra ¢istého liehu, ¢o je 84%
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Odpoved

Na nadobu prilepia znacku 84%.

Poznamka

V tlohéch o zmesiach, v ktorych sa zmiesavaju dve zlozky vystupuji premenné:

my, Mo ... hmotnost alebo objem jednotlivych zloziek

21, 29 ... koncentracia alebo cena jednotlivych zloziek za jednu jednotku
z ... koncentracia alebo cena zmesi za jednu jednotku

Plati: my.z1 + mo.zo = (myq + mo ) . 2

V uvedenej ucebnici sa okrem citovaného prikladu nachadza este niekolko uloh
a cvifeni na precvicenie demonstrovaného Standardného algoritmu rieSenia. Ziaci
stutaziaci v matematickej olympiade st vac¢Sinou matematicky nadani, samostatne
a tvorivo mysliaci, ktorf si dokdzu vytvorit vlastni originélnu stratégiu rieSenia. Tato
skuto¢nost bola analyzou rieseni potvrdené.

Uloha o dzise: stratégie rieSenia

Autorkou ulohy zaradenej do Z9-111-3 MO v 8kolskom roku 2004/2005 je Monika
Raabova.
Znenie ulohy 79-11I-3 : Mamicka pripravila na oslavu Jurkovych narodenin po-
marancovy dzus do dzbanu tak, ze zmiesala 1 liter 100%-ného dzusu s %htra 30%-ného
dzasu. Jurko si odlial do pohara a ochutnal. Pretoze mé radsej slabsiu koncentraciu
dzisu, dolial do pripraveného dzbanu vodu do povodného mnozstva. Vysledny dzis
mal koncentraciu 61,2 %. To uz Jurkovi vyhovovalo. Aké mnozstvo dzusu si Jurko
odlial do pohara?
Autorské rieSenie predlozené v letaku MO je nasledujice:

V dzbéne bolo po mamickinom naliati 1—&-%: glitra zmesi. Z nej Cisty pomarancovy
dzus predstavoval 1 liter a 30 % z %htra, ¢o je 1 + 0,3. g: 1+ 0,2 = 1,2 litra. To
znamenda , ze mamicka pripravila 1,2 . 100 : gz 72%-ny dzus. Teraz5je dzbane iba

61,2%-ny dzus, ale opat je to glitra. To znamend, Ze tam uz je len 3: 100. 61,2 =
2204 1,02 litra ¢istého pomaranda. Jurko si odlial 0,18 : 72.100 = 0,25 litra zmesi.
Poznamka: Autorské rieSenie ma z pohladu skimania riesitelského postupu nasle-

dovné atributy:
1. rieSenie je aritmetické,

2. proces riesenia ulohy je zlozeny z piatich etap, ktoré predstavuji jednotlivé
Vypocty.

Po oprave ziackych rieSeni tlohy bolo konstatované, Ze tlohu spravne vyrieSilo 14
a¢astnikov (2 z osemroéného gymnazia, 12 ZS).

Okrem vyhodnotenia zakladnej koncepcie zvolenej stratégie rieSenia, t.j. aritme-
tické vs. algebraické, boli vyhodnotené aj dalsie znaky rieSenia: sposob interpretécie
percenta (desatinné ¢islo, zlomok) a existencia grafického nacrtu resp. ilustracie real-
nej situacie ( v troch rieseniach).

Nie je prekvapujica skutoc¢nost, ze deviataci davaja prednost algebraickej stratégii
rieSenia, v 11 zo 14 riesSeni je pouzitd aspon jedna neznadma, jednom pripade tri
nezname. V 10 pripadoch riesitelia rozdelili etapu: rieSenie tilohy na dve casti. Tento
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fakt suvisi so zaradenim slovnych tloh o zmesiach do tematického celku Rovnice
v uc¢ive deviateho ro¢nika a tiez aj so skutocnostou, ze na druhom stupni zakladnej
skoly sa slovné tilohy takmer vyhradne riesia algebraicky, t.j. pomenovanim neznamej
(neznamych) a zostavenim rovnice (rovnic).

Pri analyze stratégii rieSeni ziaci identifikovali ilohu na zéklade slovnych spojeni:
koncentracia, zmieSanie, priliatie, odliatie ako tilohu o zmesiach, na riesenie ktorej sa
pouziva zmiaSavacia rovnica. Tato rovnica sa objavila v roznych zapisoch vo vsetkych
algebraickych rieseniach.

Iba tri rieSenia boli bez pouzitia neznéamej, artitmetické, v dvoch pripadoch riese-
nia vyuzivali vlastnosti pomeru, v jednom pripade to bola postupnost artimetickych
vypoctov, analogické, nie totozna s autorskym riesenim.

V jednom pripade si ziak skonStruoval, ako sam uviedol, vlastny vzorec, ktory ap-
likoval v oboch ¢astiach riesenia. Je zrejmé, Ze vzorec je upravena zmieSavacia rovnica,
z citovanej ucebnice. Zo samotného riesenia vyplyva , ze ziak spravne pochopil text
tlohy a spravne aplikoval standardny v ucebnici uvedeny predpis, vyjadril neznamu
zo vzorca. Pravdepodobne v tomto kroku spocival jeho dojem originality vlastnej
konstrukecie.

Ukazka 1. ast rieSenia ¢.4

V celej tlohe pouzivam vzorec na koncentréaciu, ktory som si sam z hlavy odvodil.

+

Je len pre dve zmieSané latky. % = (', kde Vije objem 1. zmesi, c¢; je kon-

centracia 1. zmesi v percentéch, \}—;je2 objem 2. zmesi, ¢y je koncentricia 2. zmesi
v percentach. Nim som vypocital koncentraciu prvého pomiesaného dzisu. ...

Teraz zmieSame tento dzus s koncentraciou 72% a s objemom glitra s ako ke-
by druhym ,Dzisom* s koncentraciou 0% pricom od prvého objemu glitra musime
odcitat x. Cely objem je stéle glitra
Vznikne takyto vzorec w = ¢9, kde neznama x predstavuje, objem dzisu,
ktory sa odlial, ako aj mnozstvo vody, ktoré sa dolialo. ...

Ukéazkou spravneho vhladu do tlohy je prehladny graficky zapis zmieSavacej
rovnice v rieSeni ¢. 8.

Ukazka 2. ¢ast rieSenia ¢&. 8

Najprv si vypocéitam, kolko % ma stava v dzbéane:

2 5
11 3! 3!
+ -
100% 30% X%
Vypocet mnozstva odliateho dzisu v pohéri:
Stava Jurko si a  prilial rovnaké To sa musi
v nadobe z nej odlial mnozstvo vody rovnat
5 5
31 Xl X1 21
_ + —
72% 2% 0% 61,2%

Pri analyze procesu riesenia tlohy bolo evidentné, Ze ziaci riesili ulohu priamo, t.j.
bez zapisu, ktory je tradi¢nym znakom analyzy zadania. Klasicky zapis slovnej tlohy
bol pouzity iba v jednom zo 14 skiimanych rieSeni. Iba v jednom pripade sa vyskytla
aj skuska spravnosti, ktora je takmer striktne vyzadované pri rieSeni slovnych tloh
v skole.
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Zaver

Riesenie slovnych tloh, nacvik stratégii, algoritmov, spdsobov zapisu, interpretacie
rieSenia, je doélezitou sucastou aj pripravy buducich ucitelov matematiky v ramci
predmetu Didaktika matematiky. Bohuzial, je takmer pravidlom, Ze Studenti uni-
verzitného studia ucitelstva matematiky nevedia pohotovo riesit slovné tlohy istych
typov. RieSenie typovych slovnych tloh, typ zmesi, patri medzi najmenej zvladnuté.

V dalsom vyskume stratégii rieSenia ulohy o dztase budeme pokracovat na pode
univerzity. Skimanie bude zamerané na schopnosti a stratégie rieSenia uvedenej tilohy
Studentami ucitel'stva, doplnené o ukazky roéznych sposobov rieSenia tej istej tulohy,
ako aj o nadobudnutie schopnosti tvorit slovné tlohy.
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Historia matematiky trochu inak

MAREK VARGA, VALERIA VASKOVA

ABSTRACT. The article provides an insight into the life of famous mathematicians. The
samples given here could serve as a part of historical notes in primary and secondary school
course books of mathematics. Their aim is to introduce the famous mathematicians as ,,ordi-
nary people® with different interests and hobbies and to motivate pupils and students in this
way.

Uvod

Pri vytvarani u¢ebnic matematiky pre ZS aj SS sa stalo tradiciou zaradovat do nich
historické poznamky ¢i medailoniky o najvac¢sich matematikoch. Tato myslienka je
dobra, ved ak ziak ¢i Student dnes pozna vSetky svetové ,celebrity®, patrilo by sa
spoznat aj podobu Newtona, Leibniza ¢i inych hviezd svetovej a slovenskej matema-
tiky.

Stretavame sa tu vSak s malym problémom — ziakovi ZS (Studentovi SS) asi prilis
vela nehovoria Zivotopisné poznamky typu: venoval sa diferencialnym rovniciam,
dosiahol uspechy v teorii algebraickych struktir, obohatil integralny pocet a tedriu
mnoznych integralov a pod.

Dalsim problémom zdanlivo nevinnej formulacie ,venoval sa diferencidlnemu a in-
tegralnemu poctu a skiimal diferencialne rovnice moze byt to, ze u Studenta evoku-
je predstavu, ze matematik sa stale ,yenuje” len matematike a ,normalny zivot” sa
preitho neexistuje...

Preto sme sa pokusili vyhladat ,zaujimavejsie” fakty zo Zivota matematikov —
Specialne ich vztah a tspechy v §porte. Spoliehat sa mozeme na nasledovnu myslienku:

Viécsina ,beznych chlapcov® sa totiz neuci o Braxzilii preto, Ze je to ,krajina kavy*,
ale krajina futbalu, podobne Finsko nie je krajinou tisicich jazier, ale skvelych hoke-
jistov atd. TakZe aj Pytagorovu vetu sa moze niekto naucit preto, Ze dotycny bol
olympijskym vitazom v boxe...

Zaujimavosti zo zivota znAmych matematikov

Pytagoras zo Samu (asi 569 — 475 p. n. 1.)

Ako sme uz vyssie uviedli, tento vynikajuci grécky matematik a filozof sa stal na
antickych olympiddach vitazom v péstiarskom siboji. Jeho prinos pre matematiku a
geometriu snad nemusime zdoraznovat.

Harald Bohr (1887 — 1951)

Déansky matematik, ktory sa vo vedeckej oblasti dostal do tiena svojho brata Nielsa
—nositela Nobelovej ceny za fyziku. Urcite vSak brata prekonal v oblasti §portu, ktorej
sa venovali obaja. Na olympiade v Londyne (1908) ziskal ako hra¢ reprezentacného
futbalového muzstva strieborni medailu. Mimochodom, na obhajobu jeho dizertacnej
préce prislo viac futbalovych fanisikov ako matematikov... Opét pridavame aj nejaké
znamejsie fakty — spolu s Landauom dokazali dolezitu teorému o (Riemannovej) zeta-
funkecii.
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George Polya (1887 — 1985)

Tu spomenieme Sport trochu inak. Tento americky matematik (znamy pre-
dovsetkym pracami z problémového vyucovania) sa nemusel zicastnit bojov 1. sve-
tovej vojny (este ako vojak madarskej armady) len preto, Ze sa zranil pri futbale ...

Ralph Fowler (1889 — 1944)

Nasli sme d'alsieho matematika (fyzika) zo $portovej rodiny. Jeho otec bol hviezdou
v rugby, samotny Ralph skonéil druhy na atletickych pretekoch vo Winchestri. Okrem
atletiky sa venoval aj kriketu, futbalu a golfu.

Alan Turing (1912 — 1954)

Anglicky matematik, ktory bol jednym z I'udi stojacich na pociatkoch vypoctove;j
techniky. U nés je v8ak d'alsim c¢lenom atletického klubu — zvitazil totiz v behu na 3
mile, na 10 mil, piaty v maratone.

Godfrey Hardy (1877 — 1947)

Pre tohto anglického matematika, ktory zaviedol sticasné oznacenie limita, bol
vasiiou okrem matematiky aj kriket. Pocas sezony vraj vyzeral den tohto anglického
matematika nasledovne: pri ranajkach ¢ital vysledky kriketovych zapasov, od 9. do
13. hodiny sa venoval matematickému badaniu, popoludni Siel na kriketovy zapas
a vecer si kriket zahral . ..

John Whitehead (1904 — 1960)

Dalsf matematik, ktory si obltbil kriket (tam sa spoznali s Hardym a zacali
spolupracovat). Dobry bol aj v ,8porte®, ktory sme zatial nepostrehli u predchadzajui-
cich panov — hazardné hry. Rad hraval poker, a kedZe bol dobry hrac¢, hraval o peniaze.
Jeho dlznikmi boli samozrejme aj jeho kolegovia . ..

John lord Rayleight (1842 — 1919)

Dalsi pan, ktorého spomenieme len okrajovo (spoluautor Rayleight — Jeansovho
zédkona o ziareni ¢ierneho telesa). Anglickej vysokej Slachte sa zrejme nepatrilo prilis
Sportovat, tak svoj vztah k Sportu mily lord riesil aspon ¢lankom O nepravidelnom
lete tenisovej lopticky ...

Girolamo Cardano (1501 — 1576)

Iste, mohli by sme zacat tym, Ze tento taliansky matematik vytvoril metoédu na
rieSenie kubickych rovnic. Povedzme si vSak otvorene, Ze tiez patril aj medzi hazar-
dnych hracov. KedZe v8ak bol lepsi v pravdepodobnosti ako jeho stuperi, va¢Sinou
vyhraval. Ak v8ak ndhodou prehral, a mal podozrenie, Ze bol podvedeny, obycajne
zautocil na svojho stipera nozom ...

Zaver

Historické poznamky v ucebniciach matematiky pre 7S a SS plnia aj motivacnu
funkciu. Ukazuju totiz, ze aj matematici boli Iudia z mésa a kosti a taktiez mali
svoje zaluby. Casto sa venovali Sportu, mnohi z nich dokonca dosiahli aj pozoruhod-
né vysledky a vykony. Svojimi zivotmi teda dokazali pre dne$nych Ziakov a studentov
pozoruhodnt vec — studium matematiky je mozné spojit s redlnym zivotom... .
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Projekt Matematicky kalendar 2004

BEATA VAVRINCIKOVA

ABSTRACT. Our contribution is devoted to project called MATHEMATICS CALENDAR
which we organized in school year 2003/2004. We give an account on it, describe its targets
and final evaluation. The outcome of this project is an unusual calendar which contains
mathematical tasks for each day of the year. The tasks were created by the participants
of this project. As an example we provide a few students’ tasks. In the closing part of this
contribution we deal with the future continuation of this project in the school year 2004,/2005.

Uvod

Naga skola je od roku 2001 zapojena do projektu Infovek, v rdmci ktorého sa Ziaci
zapéajaju do roznych teleprojektov. Rozhodli sme sa aj my v tomto smere prispiet a
zorganizovat vlastny projekt, pricom sme chceli, aby okrem informatiky zahinal aj
matematiku. A tak od septembra 2003 do decembra 2004 prebiehal prostrednictvom
internetu projekt Matematicky kalendar 2004.

Skolsky rok 2003 /2004

Ako to zacalo: Mate niekedy pocit, ze tlohy v ucCebniciach matematiky st nud-

né, nezaujimavé? Vymyslite krajsie! Fantazii sa medze nekladi! Ocenime originalne,

zaujimavé a samozrejme matematicky spravne sformulované a vyriesené tlohy.
Tymto Gvodom sme v septembri 2003 oslovili tc¢astnikov nésho projektu mate-

maticky kalendar 2004, ktory organizovalo Gymnazium na Alejovej ulici v Kosiciach.
Aké ciele sme si kladli:

e zostavit kalendar na rok 2004, obsahujtci obrazky a matematické tulohy sfor-
mulované tcastnikmi projektu,

e podnecovat tvorivost, fantaziu a rozvoj logického myslenia,
e netypickou formou - tvorbou tloh - zvysit zaujem ziakov o matematiku,

e realizaciou projektu prostrednictvom internetu zvySovat pocitacovi gramotnost
ziakov.

Kto sa projektu ztcastnil: Projekt bol uréeny ziakom 7. ro¢nika 7S a7 2. ro¢ni-
ka SS, sutazili (maximéalne $tvorélenné) druzstva. Celkovo sa zapojilo 762 ucastnikov
v 263 druzstvéach zo 72 §kol z celého Slovenska.

Ako projekt prebiehal:

e projekt sa skladal zo 6 kol, v ktorych sa pripravoval kalendar vzdy na dva
mesiace v roku,

e kazdé kolo malo Styri Casti:

— Cast A - vymysliet matematicku tlohu z daného uéiva (napr. slovni tlohu
o zlomkoch, tlohu o trojuholniku),
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— ¢ast B - vymysliet matematicka tlohu z I'ubovolného uciva, splhajacu
dant podmienku (napr. slovna uloha o snehuliakoch; tloha, ktora ma viac
rieSeni),

— cast C - vymysliet matematicku tulohu, ktorej text sa nejakym sposobom
viaze k danému mesiacu v roku (napr. k sviatku, vyro¢iu narodenia vyz-
namnej osobnosti a pod.),

— cast D - vytvorit obrazok, ktory posluzi ako ilustracia k danym mesiacom
v kalendari (predpisanou technikou).

Co nam tucastnici poslali: V jednej prémiovej tlohe a v 6 kolach nam acastnici
poslali 698 obrazkov, z nich sme pouzili 66. O tom, ktoré obrazky budu ilustrovat
kalendar, rozhodli samotni tcastnici projektu hlasovanim.

Vitaznym navrhom na titulna stranu kalendara sa stala ilustrécia druzstva Fomat
zo ZS Hurbanova v Martine:

No a to najdolezitejsie - pocas celého projektu nam tcastnici poslali spolu 1860
uloh a nebolo Tahké z nich vybrat 366, na kazdy den v roku jednu. Na ilustréciu
uvedme niekolko z nich:

e téma: trojuholnik

autori: druzstvo Levicaté, 1.ZS M.R.Stefanika 34, Levice

zadanie: Do obchodu prisiel trojuholnik, ktorého strany su celé ¢isla v cm a
povedal: "Prosim si tolko stuhy, aby ma presne obislo."Predava¢ mu podal
stuhu dlha 14 cm. Aké strany moze mat trojuholnik?
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komentdr: Pekna ukazka, ako jednoducha formulécia ozvlastni pomerne beznu
tlohu na trojuholnikova nerovnost. Zial formulacia tlohy trpi nepresnostami,
ktorych sa ¢asto dopustaju aj ucitelia.

e téma: trojuholnik

autori: Druzstvo Ikt, Gymnazium J.A.Raymana, Mudronova 20, Presov

-’

4

zadanie: Dva pravouhlé trojuholniky sa pobili, jeden z nich sa natrhol, vyfucali z
neho vedomosti a zmensil sa, ale za trest zostal podobny s tym druhym. Darmo
sa otacal, preklapal a Tutoval, Ze sa bil, nemohol to uz zmenit. Ked sa ukludnili,
zachytili sme ich podoby. Porovnajte, kolkokrat sa 1.trojuholnik zmensil (8 =
36,877).

komentdr: Tato tloha sa nam velmi péacila, jej autori sa so zadanim doslova
pohrali.

e téma: april
autori: druzstvo Ttlavi blazni, SPoS, Stojan 1, Spisskd Nova Ves

zadanie: Bola Velka noc, tak Anickina mama pripravila pre kipacov pohoste-
nie: Sunkové chlebiky, Stamperliky slivovice, ¢okoladové vajcia a 50 korunacky.
Rozhodli sa dat kazdému kupacovi po 4 veci. Kazdy ma vSak rad nieco iné, tak
nie nutne po jednej z kazdého druhu, akurat nikomu nedaja viac ako 100,-Sk
a viac ako dva Stamperliky. Kolko kipacov moze prist tak, aby kazdy mohol
dostat int vysluzku?

komentar: Pekne zostavené tloha z kombinatoriky, vychadzajtca z takmer reél-
nej situacie.

e téma: marec

autori: druzstvo Suchari, SSOS HUMANIS VIA, Holic

zadanie: U¢itel matematiky chcel Ziakom pripomenit ,ucitela narodov v den
jeho narodenin. Po kratkom vysvetleni jeho celozivotného diela sa Ziaci spytali:
,Pred kolkymi rokmi sa vlastne narodil? Ucitel im odpovedal:  Pridete na
to sami. Vyrocie jeho narodenin je 5-nasobkom veku mdjho otca zvacseny o 3-
nasobok veku mojej dcéry. Moja dcéra mé prave tolko rokov, kol'ko je sucet ¢islic
v datume vyrocia narodenin J.A.Komenského roku 2004. Aritmeticky priemer
veku mojho otca a dcéry sa rovnd mojmu veku. Ja som sa narodil r.1959.

komentar: Uloha je narocné na pochopenie a analyzu textu.

Vyuzitie kalendara: Vysledkom celého projektu je teda netypicky kalendar,
zverejneny na adrese http://www.galeje.sk/kalendar. Na kazdy den v roku 2004 ob-
sahuje jednu zaujimavi matematicka tlohu. Moéze tak posluzit ako zbierka tloh,
material na pripravu sutazi, matematickych néasteniek a pod.

Vyhodnotenie projektu: Zaslané tlohy a obrazky sme bodovali. Hodnotilo sa
dodrzanie podmienok daného kola, originalnost, naro¢nost, matematickd spréavnost
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zadania i autorského riesenia tlohy. Konecné poradie na prvych miestach bolo nasle-
dovné:

ndzov druruzstva skola pocet bodov
Mgr G, Alejova 1, Kosice 74
Silna stvorka 7S, P.Jilemnického, Zvolen 73
Suchari SSOS HUMANTUS VIA, Holic 72
7S Okruzna MI 7S, Okruzn4 17, Michalovce 71
Macicky G, DIh4 ulica, Senica nad Myjavou 70

Tychto 5 timov sa za odmenu zucastnilo 9.6. - 11.6.2004 vyletu do Kosic.
Najuspesnejsie druzstva boli priebezne ocenované diplomami a kniznymi cenami.
Obrovsky zaujem o projekt, daleko prevySujuci nase ocakavania, nas velmi potesil.
Poukézal na to, Ze hlavna idea i sposob realizacie oslovili ziakov ako aj ucitelov.
Mnozstvo zaslanych tloh je skuto¢ne origindlnych, ziaci k tvorbe pristupovali tvori-
vo, nebali sa popustit uzdu fantézii. A to bol aj nas ciel - ukézat, Ze matematika
skuto¢ne moze byt pritazliva.

Nazory ucastnikov: V zavere projektu sme pripravili anketu, do ktorej sa za-
pojilo 38 ucastnikov. Vsetci sa o projekte dozvedeli od svojho ucitela a zapojili sa
asponi do 5 kol. Najvécsie problémy im robilo vymysliet tlohy, pricom najlahsie sa
im vymyslali ulohy na dany mesiac, o snehuliakoch a o rozpravkovych bytostiach.
Najtazsie bolo pre nich vytvorit tlohu, ktord ma viac rieSeni. Pokial ide o tvorbu
obrazkov, najviac im vyhovovalo stahovanie z internetu. Malo Ziakov si vSak prezera-
lo hotové stranky z kalendara a riesilo tlohy z nich. Aj preto sme sa rozhodli na jesen
2004 v projekte pokracovat - tentoraz v sutazi jednotlivcov v rieseni tloh z kalendara.

Nazory uéitel'ov: Na anketové otazky pre ucitelov odpovedalo 25 ucitelov. Ako
sme predpokladali, takmer vSetci sa o naSom projekte dozvedeli z internetovych
stranok projektu Infovek. Problémom bolo pre ucitelov hlavne ustriehnut terminy
jednotlivych kol. Ziaci pracovali na projekte najméi doma a v 8kole pocas volna, v
mensej miere aj na hodinach matematiky, informatiky a na krizku. Z odpovedi na
otézku "Co sa vam na projekte pacilo?"vyberame niekolko:

e vyborny népad, vhodné bolo aj rozdelenie na tri etapy, krasne prepojenie in-
formatiky s matematikou,

e u ziakov je potrebné neustale vzbudzovat zaujem o matematiku, a toto bola
vyborna forma,

e samotna téma, dobry napad, volnost Ziakov pri tvorbe,

e 7iaci sa v podstate sami stavali do pozicie ucitela, ktory ¢asto saém musi vytvarat
zaujimavé priklady na hodiny matematiky. Zistili, Ze ani tloha ucitela nemusi
byt jednoduché, ak chce ziakov naozaj zaujat.

e originalnost projektu, deti sa pre rieSenia nadchli.

Medzi pripomienkami sa opakoval navrh, aby sa v budtcnosti takyto projekt robil
ako kalendéar na dalsi skolsky rok, aby bol dlhsie aktuélny a vyuzitelny.
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Skolsky rok 2004/2005

Bola by skoda nevyuzit potencial, ukryty v ilohach v kalendéri. Preto sme sa rozhodli
v novom Skolskom roku vyhlasit pokracovanie projektu, tentoraz ako sitaz jednotliv-
cov v rieSen{ tuloh. Sutaz sa skladala zo 4 kol, odpovedajtcich mesiacom september az
december. Sutaziaci si mali vybrat jednu tlohu z kazdého tyzdna v kalendari, vyriesit
ju a odoslat vysledok.

Do projektu sa zapojilo 704 ucastnikov zo 78 $kol - 77 skol bolo z celého Slovenska
a jedna skola bola z Ceska. Zaciatkom januéra 2005 sme projekt ukon¢ili vyhldsenim
vitazov - spolu 10 ucastnikov ziskalo plny pocet bodov. Verime, Ze i takymto spo-
sobom sme prispeli k spopularizovaniu matematiky - ved ako sme uviedli v uvode,
ilohy z matematiky nemusia byt len nudné a nezaujimaveé. . .
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Rozvo]j priestorovej predstavivosti na I. stupni
zakladnej skole

KiTTI VIDERMANOVA, GABRIELA PAVLOVICOVA

ABSTRACT. In the article is concerned with space - (geometric) - imagination of children of
the pre-school and elementary school. The possibilities of its development are referred in the
framework of the math’s teaching at the level of elementary school, too.

Uvod

Od narodenia sa ¢lovek pohybuje v priestore. Vsetko, ¢o vidi, ¢oho sa dotyka, ¢o
vnima, je trojrozmerné. Napriek tomu si trojrozmernost priestoru ¢lovek iba zriedka
uvedomuje a schopnost predstavit si priestorova situaciu nie je nadm vrodené ako
danost. Tu treba zamerne rozvijat a pestovat. Priestorovi predstavivost pomahaji
rozvijat uz od predskolského veku vSetky aktivity, pri ktorych dieta prichddza do
styku s geometrickymi objektmi; predovSetkym hra s kockami. Neskor sa zac¢ina téato
schopnost zamerne pestovat v Skole.
O sposobe jej realizacie hovoria dva protichodné nazory:

1. Za zéklad vyucCovania stereometrie treba vziat pojmy — bod, priamka, rovina
a relaciu incidencie, podla Komenského zasady ,,0d jednoduchého k zlozitému*.

2. Vyucovanie stereometrie mé organicky nadvézovat na predskolské skiisenosti
dietata ziskané pri hre s kockami a inymi stavebnicami.

Stucasné koncepcia vyuc¢by geometrie na I. stupni ZS vychédza z prvého nazoru, avsak
nizka tiroven priestorovej predstavivosti poukazuje na potrebu zmeny tejto koncepcie.

Niektoré pric¢iny nizkej trovne priestorovej predstavivosti Zia-
kov

Niektoré existujtice pric¢iny stic¢asného stavu nizkej tirovne priestorovej predstavivosti
mozeme rozdelit podla [4] do niekolkych skupin:

e Nie vzdy su reSpektované poziadavky vyplyvajice z poznatkov pedagogickej
psychologie, predovsetkym:

— chyba cielavedomost, ststavnost a komplexnost pri rozvijani priestorove;j
predstavivosti deti,

— nie vzdy sa spravne vyuzivaju praktické skusenosti ziakov a ich poten-
cionalne dispozicie vyplyvajice z ontogenetického vyvoja, predovsetkym u
mladsich Ziakov,

— pozornost sa zameriava na rozvoj statickych reprodukénych predstav a

zanedbavaju sa predstavy pohybu a transformacii,

e Prejavuju sa nasledky nedoéslednej aplikacie metod rozvijania priestorovej pred-
stavivosti v matematike, napr.
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— ziaci nie st dostato¢ne vedeni k zobrazovaniu telies a priestorovych situacif
pri rieSeni uloh,
— nie je dostatoc¢ne rozvijany graficky prejav ziakov,

— nedostatocne sa precvi¢uju konstrukéné tlohy,
e Nedostato¢na pripravenost uc¢itelov matematiky, pretoze nemaju

— patri¢na pripravu vo vyucbe rysovania,
— vypestovany spravny vztah k vyucovaniu stereometrie,

— Casto i oni sami dostato¢ne rozvinuti priestorova predstavivost.

Priestorova predstavivost deti predskolského a mladsieho skol-
ského veku

Priestorova predstavivost, geometrické a priestorové myslenie [udi sa vytvara a rozvija
skiisenostami s najroznejsimi objektmi v beznom Zzivote a systematickym ucenim.

Praca v skole dava velké moznosti k rozvoju priestorovej predstavivosti. Jednym
z cielov vyucCovania geometrie je systematickym skiimanim vlastnosti geometrickych
utvarov v rovine i v priestore rozvijat priestorovii predstavivost ziakov a naucit ich
aplikovat tieto vedomosti pri rieSeni konstrukénych tloh a dloh na vypocty, rozvinut
u ziakov logické myslenie.

Vyucovanie geometrie uz na I. stupni ZS sa musi podielat na harmonickom rozvoji
troch cinitelov, a to:

e priestorovej predstavivosti,
e logického myslenia,
e utvarania navykov pre praktické aplikacie.

Ucebné latka dava isté moznosti pre nacvik utvarania priestorovej predstavivosti,
ale treba venovat tejto otazke velku pozornost, vyuzivat vSetky moznosti, ktoré sa
naskytuju aj mimo vyucovania geometrie.

Geometricku predstavivost deti predskolského a mladsieho Skolského veku mozeme
skimat z dvoch pohladov:

a) ako sa rozvija geometrickd predstavivost dietata bez ohladu na to, ¢o od neho
vyzaduje skola,

b) ako je mozné rozvijat geometricku predstavivost na hodinadch matematiky.

Uz trojro¢né deti dokazu rozoznat mnozstvo rovinnych ttvarov, predovsetkym tie,
s ktorymi sa stretli v rovinnych stavebniciach. Této vedomost rychlo narasta a pri
vstupe do skoly vie ,bezny prvacik® rozoznat, ale i pomenovat takmer vSetky tvary,
s ktorymi sa i nad’alej bude stretavat na hodinach matematiky. Taktiez pozna z vlast-
nych skusenosti zakladné geometrické telesi a je schopny l'ahko objavit mnohé ich
dolezité vlastnosti. Deti si spontanne vytvaraju predstavy o zhodnych a podobnych
rovinnych i priestorovych tutvaroch a ako i o osovej a stredovej stmernosti v rovine.
Vgetky tieto predstavy vychadzaja z ich ¢innosti.

Mozeme teda povedat, Ze pri vstupe do Skoly je geometrickd predstavivost de-
ti na omnoho vySSej drovni nez ucebné osnovy matematiky pre zakladni Skolu
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predpokladaji. Existuju isté ¢asové obdobia zvlast priaznivé pre rozvoj schopnosti
priestorového videnia (vek 5-6 rokov, a 11-12 rokov). Ked sa tieto obdobia premeska-
ju, straca ¢lovek moznost rozvinat svoje schopnosti na taka droven, ktort mu davaju
jeho genetické dispozicie.

Budovanie a rozvoj priestorovej predstavivosti je teda aktualna problematika,
ktorej je potrebné sa venovat s nélezitou pozornostou a doslednostou.

Vybrané tulohy na rozvoj priestorovej predstavivosti

V dalsom uvadzame niekol'ko tloh a nametov vhodnych na rozvoj priestorovej pred-
stavivosti deti na I. stupni zakladnej skoly, ktoré sa daji pouzit i v ramci vyuc¢by ma-
tematiky. Niektoré tlohy st prevzaté z uc¢ebnic matematiky pre I. stupen 7S v éeskej
republike (pozri [5], [6]).

Uloha 1

Martinko si ,,upiekol” babovky z piesku. Rozoznas, z ktorej formicky vznikla ktoré
babovka?

. 'l"}fﬁm;'-:- 1 J-L‘ & "‘z:rﬂ&“- i ._.-.-.,-"':7"'."3“"'-" :'
TP AT Y e, 0T R
Uloha 2
Ku kazdému telesu prirad ¢islo otvoru, ktorym teleso prejde.
Uloha 3

Zly ¢ernoknaznik uniesol princezni z Ruzového kralovstva. Je zamknuté na sedem
zlatych zamkov. Vyslobodi ju ten, komu sa podari néjst spravne klice sa a otvorit
vSetky zamky. Dokézes to?
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Uloha 4
Z kociek postavime budovu podla daného planu (&islo vo Stvoréeku udava pocet
kociek v stlpci postavenych na sebe).

a) b)
1 13|33 2 | 4| 4 3
2 3 3 3
2 3
Uloha 5

K danej stavbe z kociek zostav plan budovy (podl'a tlohy 1):

a) b}

Uloha 6
Prirad rezy na vajicku.

Uloha 7
Akého tvaru budu rezy z torty? Nakresli.

Zaver

Vyznamnou pomockou v stc¢asnosti si i rozne pocitacové softvéry (Detsky kutik, Poly,
Cabri 3D, ... ), ktoré roznym spdsobom podporuji rozvoj priestorovej predstavivosti.
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Na zaver chceme vyzdvihnut potrebu nadvéznosti u¢iva matematiky uz v pr-
vom ro¢niku ZS na uz ziskané elementarne vedomosti z geometrie, s ktorymi deti
prichddzaja do skoly.
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Kombinatorika na stredni skole

ZUZANA VOGLOVA

ABSTRACT. This text is about a combinatorics at secondary school. It shows some problems
of teaching and learning combinatorics, and why it is no popular part of mathematics. There
are some ideas how to make it better and more attractive. It contains some interesting and
useful examples.

Kombinatorika je dilezitou a zajimavou ¢asti diskrétni matematiky, ktera se vSak
obvykle nesetkava s priznivym ohlasem u zaki a ¢asto ani ucitelt zékladnich a stred-
nich skol. Neoblibenost této oblasti matematiky mé hned nékolik divodi.

Student, ktery jiz absolvoval kurz kombinatoriky, si pfi vysloveni slova kombina-
s opakovanim a bez opakovani. Nic hlubsiho si vS8ak pod témito pojmy nevybavi, snad
jen ,nazpamét naucené definice. To je 8koda, protoze velkou c¢ast skolské kombina-
toriky lze vyucovat bez pouziti téchto vyrazi a definic, s pouzitim dvou jednoduchych
pravidel: pravidla sou¢tu a soucinu. Tato pravidla pouzivaji zaci mnohem diive, nez
se s nimi seznami v kombinatorice, aniz by o tom veédéli.

Pravidlo souctu tika, ze pokud mame konecné mnoziny takové, ze kazdé dvé jsou
navzajem disjunktni, potom pocet prvkii mnoziny, ktera je sjednocenim vsech téch-
to mnozin, je roven souc¢tu poc¢tu prvkia jednotlivych mnozin. Pravdépodobné uz na
zékladni skole se zaci setkaji s tilohou, kdy maji zadany trojuhelnik, ktery je rozdélen
na nékolik mensich trojuhelnik. Ukolem je zjistit, kolik trojuhelniki je celkem na
obrazku. Vétsinou zak nejprve spocitd vSechny malé trojihelnicky o strané jedna,
potom najde trojihelniky o strané dvé a takto pokracuje dal, az se dostane k ne-
jvétsimu trojuhelniku. Vsechny castecné vysledky secte a ziska celkovy pocet vSech
trojuhelniki na obrazku. Nevédomky tak pouzil kombinatorické pravidlo souctu.

Pravidlo soucinu lze formulovat takto: Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichz
prvni ¢len lze vybrat n; zptsoby, druhy ¢len po vybéru prvniho ¢lenu nozptisoby atd.
az k-ty ¢len po vybéru vSech predchazejicich ¢lent ngzpisoby, je roven nq -ng-- - -+ Ng-
Typickym pfikladem na pouziti pravidla sou¢inu je vytvareni nékolikacifernych ¢isel,
v nichz se ¢islice mohou ¢ nemusi opakovat. Jednodussi piiklady tohoto typu je
schopen vyfesit i zak na zakladni skole a to vétsinou vypsanim vSech moznosti.

Nevyhodou pii vyuce kombinatoriky na stfedni skole je to, Ze studentim
nemiizeme dat pfesny a univerzalni navod, jak tlohy fesit. Na zac¢atku jim vysvétlime,
co je to kombinacni ¢islo, faktorialy a naucime je s nimi pracovat. Potom objasnime
jiz zminované pravidlo souctu a soucinu a procvi¢ime je na tadé prikladi. Pak by
mély prijit na fadu skupiny prvkia o uréitych vlastnostech — tedy variace, permutace
a kombinace bez opakovani i s opakovanim.

Urcité je dobré studentim ukézat, jak ziskat vztahy pro poc¢ty jednotlivych skupin
prvki. Po par tydnech totiz asi nebudou védét, jestli pro pocet k-clennych variaci
s opakovanim z n prvki plati V,(k,n) = n* nebo k™. Je tedy vhodné ukézat, jak Ize
tento vztah jednoduse ziskat pomoci pravidla soucinu.

Vybirdme usporadanou k-tici z n prvki, v niz se kazdy prvek muze vyskytovat
nejvyse k-krat. Prvni misto lze obsadit n-zptusoby, na druhém misté opét muze byt
kterykoliv z n prvki, atd. az na poslednim misté opét muze byt kterykoliv z n prvkii.
Podle pravidla soucinu lze tedy usporadanou k-tici s opakovanim z n prvki vybrat
n-n-...-n=nk zpisoby.
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Zavadéjici mohou byt pri vysvétlovani rozdilu mezi variacemi a kombinacemi poj-
my zdleZi na potadi a nezdleZi na poradi. Problém si mizeme ukéizat na nasledujicim
prikladu.

Priklad:

Kolik usporddanyjch Sestic lze vytvorit ze ctyr cifer 0 a dvou cifer 17

Ze zadani je zfejmé, ze pokud hledame usporadané Sestice, zcela jisté zalezi na
poradi nul a jednic¢ek. Pfi feSeni je vSak nejjednodussi vybrat ze Sesti moznych mist
CtyTi mista pro nuly, zbyla dvé mista budou obsazena jednickami. Zde by mohlo byt
6 . ies
4 zpusoby, tedy pouziji
vztah pro kombinace nikoliv pro variace. Mame tedy 15 moznosti, jak vybrat ¢tyfi
mista, na néz umistime nuly. Na zbylych dvou mistech budou jednicky. Existuje tedy
15 usporadanych Sestic vytvorenych ze ¢tyT nul a dvou jednicek.

Castou chybou pii vyuce je nespravné interpretace faktu, ze variace jsou skupiny
prvki, u nichz zalezi na pofadi. Zaci z vykladu ucitele casto ziskavaji nespravny
dojem, Ze ono poradi v definici je ur¢eno poradim, v némz prvky ze zakladni mnoziny
vybirdme. Kdyz jsou v osudi ¢isla, kterd postupné vytahujeme a zapisujeme, je poradi
v piislusné variaci samoziejmé uréeno poradim jejich vybirani. Jestlize vSak tato
¢isla po vytazeni seradime do neklesajici posloupnosti, nesouvisi jejich poradi v dané
variaci s tim, v jakém poradi jsme je z osudi vybirali.

Pti vysvétlovani pojmu kombinace je dobré upozornit studenty, Ze se vlastné jedna
o k-prvkové podmnoziny n-prvkové mnoziny. Je ovSsem nutné, aby studenti spravné
chapali pojem mnozina, aby védéli, Ze v mnoziné se nemohou prvky opakovat a
nezalezi na jejich pofadi.

Dalsim problémem miize byt napiiklad rozdil mezi kombinacemi bez opakovdni a
s opakovdnim. Opakovani v riznych pfikladech muZze a nemusi znamenat skutecné
opakovani konkrétnich objektii. Vytvarime-li napiiklad ze skupiny nékolika divek a
nékolika chlapct volejbalové druzstvo, vybirame Sest déti. V urcitych piipadech pro
nés mohou byt podstatné pouze pocty divek a chlapcu v druzstvu. Tuto Sestici po-
tom muzeme povazovat za kombinaci s opakovanim. Opakovani zde ovSem neznaci
opakovéani ditéte, ale opakovani vlastnosti ,hoch“ nebo ,divka“.

Kombinatorika se od ostatnich matematickych disciplin lisi také tim, Ze u priklada
¢asto neni mozna zkouska. Student je pii kontrole vétsinou odkazan jen na sviij vlastni
usudek. Pred samotnym feSenim by se mél zak zamyslet nad tlohou a pokusit se
alespon o fadovy odhad vysledku. A vzhledem k nemoznosti zkousky tady plati vice
nez kde jinde: cviceni dél4 mistra.

pro zadky matouci, Ze ona Ctyfi mista mohou vybrat

Kombinatorika ma vsak také spoustu kladnych stréanek, na které bychom méli
studenty upozornit. Velkou vyhodou je to, Ze v této ¢asti matematiky dostavaji San-
ci i horsi studenti, jejichz vysledky v matematice nebyly zatim nijak osliujici. Pro
studium kombinatoriky na stifedni skole totiz neni tifeba témér zadnych predchozich
znalosti. Sanci nyni dostavaji ti zaci, ktefi maji dobré logické mysleni, predstavivost
a schopnost abstrakce. Casto zde takeé vitézi zdravy selsky rozum nad matematickym
aparatem.

Studenti se casto setkavaji s ptiklady tohoto typu:

Priklad:

Kolik trojcifernijch cisel sestavengjch pouze s cislic 1, 2, 3, 4, 5 je délitelngjch
tremi?

Pri feSeni musime uvazit ty ciferné soucty, které jsou délitelné tfemi — 3, 6, 9, 12,
15. Déle je nutno si rozmyslet, jak 1ze dané ciferné soucty ziskat (napiiklad ciferny
soucet 6 ziskame jako 14144, 2-+2+2 nebo 142+3). Potom je jesté tieba se zamyslet
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nad usporadanim cifer (napiiklad cifry 1,1,4 vytvoii t¥i rizna &isla 114, 141, 411).
Takto ziskame celkem 38 trojcifernych ¢isel s pozadovanou vlastnosti.

Pak studentiim zadame nasledujici priklad.

Priklad:

Kolik cisel mezi ¢isly 2001 a 2999 je délitelnyjch tiemi?

V tomto ptipadé si ovSem staci uvédomit, ze kazdé tieti ¢islo je délitelné tremi.
Staci zjistit, kolik ¢isel je mezi ¢isly 2001 a 2999 a vysledek vydélit 3. Mezi zadanymi
¢isly je 332 cisel délitelnych tremi.

V kombinatorice se zaci setkavaji s celou fadou zajimavych pirikladu ze zivota. Vice
nez napiiklad pfi feSeni rovnic ¢i logaritmi vidi spojeni s realnym zivotem, pocitaji
praktické a zabavné tlohy, coz je dobrou motivaci pro feSeni kombinatorickych tloh.

Priklad:

Nowd registracni znacka automobilu se sklddd z cislic a pismen, obsahuje nejméné
5 a nejvyse 7 znaki, pricemz pruni pismeno na znacce je kodem kraje. Kolik riznijch
znacek automobili existuje?

P1i feSeni budeme uvazovat 14 pismen znacicich kraj, ostatni symboly na znacku
vybirame z 26 moznych pismen a 10 ¢islic. Reseni rozdslime na tii casti, uvazujeme
zvlast znacky obsahujici 5, 6 nebo 7 znaki. Dale musime rozlisovat, na kterém misté
ve znacce stoji kod kraje. V pripadé znacky slozené z péti znaku ziskdme pouzitim
pravidla soucinu a souc¢tu tento vysledek: 14 -36*+10-14-36% +10?-14-362+103-14-
36 4+ 10% - 14 = 32504864. Stejnym zpisobem Fesime i znacky sloZené ze Sesti a sedmi
znakt. Celkem dostaneme 43394783710 moznych registrac¢nich znacek automobili.

Pro feseni nésledujiciho prikladu pouzijeme Dirichlettiv princip. Je to jednoduché
tvrzeni, které umoznuje fesit fadu zajimavych tloh. Dirichlettv princip fiké, ze pri
kazdém rozdéleni n predméti do k prihradek, kde k< n, existuje alespon jedna
prihradka obsahujici alespon dva predméty.

Priklad:

Dokazte, Ze v Praze Zigi alespon. dva lidé, kteri maji stejny pocet vlasi.

Predpokladejme, ze v Praze Zije asi 1 000 000 obyvatel. Bylo dokazano, ze ¢lovek
muze mit na hlavé az 500 000 vlasi. Obyvatele rozdélime do skupin ocislovanych ¢isly
0 — 500 000, podle poctu jejich vlasi. V  nejhorsim“ piipadé bude prvnich 500 001
obyvatel rozdéleno tak, ze v kazdé skupiné bude pravé jeden ¢lovek. 500 002. clovek
vSak uz zcela jisté bude pattit do nékteré skupiny, v niz uz je zarazen jiny clovek.
Dokéazali jsme tedy, ze v Praze existuji alesponn dva lidé se stejnym poctem vlast.
mozna na prvni pohled pouziti tohoto principu nenapadlo.

Priklad:

Je ddno pét prirozenijch cisel. Dokazte, Ze z nich lze vybrat nékolik cisel tak, Ze
jegich soucet je délitelny péti.

Danéa prirozena ¢isla ozna¢me ai, as, ag, a4, as. Utvoime soucty sq, . . . ,85 tak,
7€ S1= a1, So = a;+ ag, . .., S5 = a; + as + ...+ as. Pokud je néktery ze souctu
délitelny péti, jsme hotovi. Pokud ne, rozdélime ¢isla sy, . . . ;s5do ¢tyT skupin tak, Ze
v i-té skupiné budou ¢isla, ktera po déleni ¢islem pét dévaji zbytek i, 1 = 1, 2, 3, 4.
Podle Dirichletova principu aspon v jedné skupiné budou dvé ¢isla. Ta oznacime s,,,
Sp, kde m < n. Potom s, - s, je délitelné péti. Rozdil s,, - s,,lze zapsat jako a; + ao
+...Fapt...+a,—(ag+ag+ ...+ an)=amnt1 + ami2 + ...+ a, . Mezi
danymi ¢isly 1ze tedy vybrat nékolik tak, aby jejich soucet byl délitelny péti.

Pro studium kombinatoriky a procvicovani prikladi maji studenti k dispozici
sbirky tloh a uc¢ebnice s kombinatorickou tématikou. Zatim vsak nebyla vytvorena
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zaddna cvicebnice vyuzivajici vyhody vypocetni techniky. Proto jsem v ramci Fondu
rozvoje vysokych skol prihlasila projekt, ktery by mél tuto mezeru zaplnit.

V réamci tohoto projektu bude vypracovana multimedidlni sbirka ptikladia
z diskrétni matematiky. Sbirka bude slozena ze dvou ¢asti — kombinatoriky a teorie
grafi. Kazda ¢ast potom bude obsahovat motivacni piiklady, historické poznamky,
vzorové TeSené piiklady a priklady k procvicovani, které budou sefazeny podle
obtiznosti. Klicové pojmy a postupy budou popsény v historickych souvislostech a
v pripadech, kdy to bude mozné, budou uvedeny i podobné verze piikladu tak, jak
byly uvadény ve starsich matematickych textech.

Sbirka bude slouzit pro samostudium studentiim ucitelského i odborného stu-
dia matematiky a soucasné bude vhodnou e-learningovou cvi¢ebnici pro dalsi formy
studia. Vysledny text bude vystaven na webovych strankach Prirodovédecké fakulty
Masarykovy univerzity a tudiz by mohl slouzit potencidlnim zéjemctim o studium
matematiky.

Soucasti sbirky bude podpurny program generujici sady piikladt podle zvolenych
témat a stupné obtiznosti. Proto by sbirka mohla byt vhodnym nastrojem pro snad-
né vytvareni riznych test z kombinatoriky pro ucitele stfednich skol. Méla by také
studentiim umoznit samostatné experimentovani v probrané latce. Shirka bude obsa-
hovat také ¢ast, v niz nebudou piiklady fazeny do skupin podle témat, coz bude pii

Stejné jako student jiz béhem prvnich par minut vyucovaci hodiny pozné, zda
mé ucitel dobrou ¢i Spatnou naladu, zjisti velmi rychle, zda ucitele zajima a bavi
probirana tématika. Proto pokud budeme kombinatoriku (a vibec celou matema-
tiku) ucit s radosti a nadSenim, véfim (a pevné doufam), ze bude zajimat i nase
studenty.
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Ako studenti vyuzivaju zakladné Statistické metody
pri spracovani zavereénych prac

LuciaA VRABELOVA

ABSTRACT. This paper deals with application of elementary statistic methods by students,
who elaborate their bachelor final thesis. They realized the research using the questionnaire
and then they have considerable problems with evaluation and interpretation of acquired
information.

Uvod

Studenti pri spracovavani svojich zaverec¢nych bakalarskych alebo diplomovych préac
Casto realizuju rozlicné prieskumy, na ¢o vyuzivaji dopytovanie respondentov formou
dotaznikov resp. ankiet. Pri vyhodnocovani ziskanych odpovedi najcastejsie vyuzivaju
percentualne vyjadrenie relativnej pocetnosti vyskytu jednotlivych odpovedi na dant
otazku. Toto vyhodnotenie potom znazorimji graficky pomocou stipcového alebo
kruhového diagramu. Cielom tohto ¢lanku je poukézat na najcastejsie chyby, ktorych
sa pri tomto vyhodnocovani studenti dopustaju.

Stanovenie problému

Studenti maju v dotaznikoch uvedené tzv. uzavreté otazky, teda otazky, ku ktorym
je respondentovi poniknutych viacero moznych odpovedi. Respondent si vyberie jed-
nu alebo viacero vhodnych odpovedi a tieto v dotazniku vyznaci. S vyhodnotenim
percentualneho zastipenia jednotlivych odpovedi studenti nemaji problém, ak je v
otazke mozné vyznacit len jednu vyhovujicu odpoved, napr.

Otdzka 1: Uvedte Vase pohlavie:

O muz

O Zena.

Je zrejmé, ze v takejto otazke ziadny respondent nemohol vyznacit obidve
odpovede ako vyhovujice. Ak sa student opytoval napr. 100 respondentov a z toho
bolo 55 Zien a 45 muZzov, je vypocet percentudlneho zastupenia (relativnej pocetnosti)
Zien a muzov jednoduchy: Zeny predstavuju 55% a muzi 45% opytanych:

Zeny 55%
muzi 45%

Tieto odpovede nie je problém znazornit kruhovym diagramom:

Obrazok 1 Percentualne zastipenie odpovedi na otazku 1
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Problémy nastavaju vtedy, ak je na jednu otazku mozné odpovedat vyznacenim
viacerych vhodnych odpovedi. V dotazniku sa napr. vyskytla otazka:

Otdzka 2: Ktoré z wvedenich podnikov pouZivate na prepravu a dorucovanie
zdsielok? 3|

O A Slovenskd posta, a.s.
O B iné

Respondenti mohli samozrejme vyznacit jednu alebo obe odpovede. Pri percentudl-
nom vyhodnoteni vyskytu jednotlivych odpovedi nastava u studentov problém. Naj-
Castejsie sa dopustaju nasledujucich chyb:

— nevedia si stanovit vhodni metédu vyhodnocovania odpovedi,

— nespravne si stanovia zaklad pre vypocet poc¢tu percent, teda namiesto poctu
vietkych odpovedi, ktoré ziskali, urcia ako zaklad (100%) pocet respondentov,

— mylia si pojmy absolutna pocetnost a relativna pocetnost,
— neoveria si spravnost vypoc¢tu spoc¢itanim vSetkych relativnych pocetnosti,

— pri grafickom vyhodnocovani neuvazia, preco nie je mozné nakreslit kruhovy
diagram, ak sucet v8etkych relativnych pocetnosti u nich prekracuje 100%, preto
si vlastne neuvedomia nespravnost svojho vypoctu,

— uvedomuju si, Ze vo vypocte musi byt chyba, ale viac sa nad touto skuto¢nostou
nezamyslaju,

— svoje vysledky nespravne interpretuju.

Uvediem priklad.

Nech na dant otédzku 2 v dotazniku odpovedalo 100 respondentov. 55 z nich ozna-
¢ilo odpoved A, 34 vyznacilo odpoved B a 5 respondentov vyznacilo obe odpovede
ako vyhovujuce. Student pri vyhodnocovani odpovedi na dant otdzku prehlési, ze
odpoved A sa vyskytla 60 krat, teda jej relativna pocetnost je 60% zo vSetkych
odpovedi a odpoved B sa vyskytla 50 krat, teda jej relativna pocetnost je 50% z
odpovedi. Toto svoje vyhodnotenie dokéZe aj znazornit stlpcovym diagramom:

100% 4
S -
B -
e -
2 A

%

a B

Obrazok 2 Stipcovy diagram percentuélneho zastipenia odpovedi na otazku 2

Takéto zobrazenie pomocou kruhového diagramu samozrejme nie je mozné a to
z jednoduchého dovodu: kruh (100%) nie je mozné rozdelit na dve dizjunktné casti,
z ktorych jedna predstavuje 60% kruhu a druha 50% kruhu. Aj ked Microsoft Excel
takéto zobrazenie povoli, pri pohlade na tento graf je zrejmé, Ze to, ¢o je vyznacené
ako 50%, nemdze predstavovat 50% - polovicu.
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Obrazok 3 Kruhovy diagram percentualneho zastupenia odpovedi na otazku 2

7 vlastnej skuisenosti mézem povedat, ze takyto sposob vypocétu pouzivajia takmer
vSetci Studenti. Ked sme sa $tudentov pri obhajobach ich zavereénych bakalarskych
prac spytovali, ako je mozné, Ze sucet ich relativnych pocetnosti je vacsi ako 100%,
zdovodnovali tato skuto¢nost tym, ze niektori respondenti vyznagcili viacero odpovedi
na jednu otazku. Takéto vyhodnotenie uvedenej otdzky a jeho interpretacia nemé ale
Ziadnu vypovednu hodnotu a je prakticky nepouzitelné. Na prvy pohlad by sa mohlo
zdat, 7e kedZe sucet percent je 110%, tak 10 respondentov vyznacilo v poloZenej
otazke odpoved A aj B. Ani tento udaj v8ak nie je spravny, pretoZze v skutocnosti to
bolo 5 respondentov. Teda vysledky st na prvy pohlad velmi zavadzajace. Takisto nie
je mozné tymto spdsobom medzi sebou porovnévat percentudlny vyskyt jednotlivych
odpovedi. Pri dvoch moznych variantoch odpovede na polozent otazku by sa este
kratkym zamyslenim sa dalo zistit, kolko respondentov vyznacilo len odpoved A,
kol'ki vyznadili len odpoved B a kolki obe odpovede. Jediny spravny zaver, ktory moze
Student vyvodit zo svojho percentualneho vyhodnotenia odpovedi na dant otazku je
taky, ze ak 60% respondentov vyznacilo odpoved A, tak potom 40% ju vobec nevy-
znacilo. Podobne, ak 50% respondentov vyznacilo odpoved B, tak potom zvysnych
50% respondentov odpoved B nevyznacilo. Takato interpretécia by bola sprava, avsak
relativne mélo hovoriaca, pretoze dolezitejsie pre vyhodnocovanie odpovedi na dant
otazku je porovnavat ich percentualne zasttipenia navzajom.

Problém vsak nastava, ak je moznych odpovedi viac ako dve. Majme napriklad
takuto otazku:

Otdzka 3: Co pokladdte za silné stranky Slovenskej posty, a.s.? |3|

O A odbornost zamestnancov

O B rychlost poskytovania sluZieb

O C podmienky pri cakani na vybavenie zdleZitosti
O D dostupnost

Povedzme, Ze zo 100 respondentov vyznacilo odpoved A 20, odpoved B 30 z nich,
odpoved C 10 z nich, odpoved D 5 z nich, sucasne A aj B vyznacili desiati, B aj C
desiati a odpovede A, B aj C vyznacilo 15 respondentov. Studenti pri vyhodnocovani
vyskytu jednotlivych odpovedi postupuju takto:

Spocitaju vyskyt jednotlivych odpovedi, teda odpoved A sa vyskytla 45 krat,
odpoved B sa vyskytla 65 krat, odpoved C 35 krat, odpoved D 5 krat. Z toho vy-
pocitaju relativne pocetnosti nasledovnym sposobom:
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Tabulka 1 Zastupenie odpovedi na otéazku 3

odpoved | absolutna pocetnost | relativna pocetnost
A 45 45%
B 65 65%
C 35 35%
D 5 5%

Vypoéitané udaje potom Studenti zobrazia stipcovym diagramom:

100 .
R I .
ﬂ:lisf% E =33
dlil N:B:
3 H R

Obrazok 4 Stipcovy diagram percentualneho zasttipenia odpovedi na otazku 3

Zobrazenie kruhovym diagramom Studenti v tomto pripade nevyuzivaju.

Spravny postup

Zaverom z vypoctov v tabulke 1 je, Ze odpoved B ma spomedzi vetkych odpovedi
najvacsie percentualne zastipenie a to 65%. V skutoc¢nosti ale mozeme tvrdit len to, ze
odpoved B vyznacilo 65% respondentov a nevyznacilo ju 35% respondentov. Skutocné
percentualne zastiipenie odpovede B spomedzi vSetkych vyznacenych odpovedi je
43,33%. Z hodnot uvedenych v tabulke 1 je v podstate nemozné urcit napriklad to,
kolko respondentov vyznacilo nie jednu, ale dve odpovede a ktoré to boli. Spravne
by boli vysledky odpovedi na otazku 3 vyhodnotené takto:

Tabul'ka 2 Spravne vyhodnotenie odpovedi na otazku 3

odpoved | absolutna pocetnost | relativna pocetnost
A 45 30%
B 65 43,33%
C 35 23,33%
D 5 3,33%
spolu 150 100%

7 takéhoto vyhodnotenia je samozrejme mozné nakreslit aj kruhovy diagram:
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Obréazok 5 Percentualne zastupenie odpovedi na otazku 3

Druhym prijatelnym sposobom vyhodnotenia percentuélneho zastupenia
odpovedi na otazku 3 je takéto vyhodnotenie:
Tabulka 3 Percentualne vyhodnotenie odpovedi na otéazku 3

odpoved absolutna pocetnost | relativna pocetnost
A 20 20%
B 30 30%
C 10 10%
D 5 5%
AajB 10 10%
BajC 10 10%
AajBajC 15 15%
spolu 100 100%

Tomu zodpovedajici kruhovy diagram je nasledujici:

&3l B3l
15%

Obrazok 6 Vyhodnotenie odpovedi na otazku 3

Zaver

Zo strany Studenta, vyhodnocovanie odpovedi na otézky v dotaznikoch je potrebné
realizovat uvazlivo a metody a pojmy matematickej Statistiky pouzivat zodpovedne,
aby ziskané vysledky boli prakticky pouZitelné. Nemenej dolezité je aj spravna inter-
pretacia vypocitanych ukazovatelov.

Z pohl'adu vyucujiceho musim zial konStatovat, Ze z trinastich Studentov, ktori vo
svojej zaverecnej bakalarskej préaci realizovali nejaky prieskum, len v jednej praci boli
vysledky vyhodnotené spravne. V extrémnych pripadoch studenti dokonca tvrdili, ze
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napriklad odpoved A mala 100% zastupenie zo vSetkych odpovedi, odpoved B mala
takisto 100% zastupenie zo vSetkych odpovedi a odpoved C mala 30% zasttpenie zo
vsetkych odpovedi. Preto si myslim, Ze pri vyucbe Statistiky by malo byt, popri tom,
aby Studenti ovladali spravne postupy pri roznych statistickych metdédach, nemenej
dolezité aj to, aby vypocitané vysledky vedeli aj spravne (alebo vobec nejako) inter-
pretovat a aby si vedeli zvolit vhodny Statisticky nastroj pre svoj konkrétny problém.
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