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Anotacny list

Resumé

Témou diplomovej prace su aplikacie diferencidlneho poc¢tu v réznych oblastiach. Je
rozdelend na osem kapitol. Prva kapitola obsahuje historiu, dalsich pét sa venuje teorii
diferencialneho poctu. V siedmej kapitole st priklady z jednotlivych oblasti, kde mozno
diferencidlny pocet vyuzit. V poslednej kapitole st vysledky cviceni zo vSetkych kapitol.
Cielom préce bolo poskytnit Studentom na vysokych skolach uceleny uc¢ebny text, ktory

obsahuje riesené a neriesené tlohy.

Annotation

Summary

My Master thesis is dedicated to aplications of differential calculus in different ar-
eas. It is divided into eight sections. The first chapter includes history, the following
five chapters describe the theory of differential calculus. In the seventh chapter there
are examples from different areas where differential calculus is used. The last chapter
includes solutions of exercises from all chapters. The aim of Master thesis was to pro-
vide a suitable learning text to university students, which contains solved and unsolved

exercises.



PREDHOVOR

Matematika by nemala byt pokladand za hotowi, kym ju neucinite tak jasni, Ze ju moZete
vysvetlit prvému cloveku, ktorého na ulici stretnete.

David Hilbert

KedZe matematika je pre vacsinu Studentov nie velmi popularnym predmetom,
chceme prispiet k tomu, aby sa to zmenilo. Matematika je veda, ktorej je potrebné
rozumiet, nedé sa naucit a preto sa stotoznujem s vyssSie uvedenym citatom. NaSu elek-
tronicki u¢ebnicu sme sa snazili preto napisat tak, aby bola zaujimava nielen pre Studen-
tov matematiky, ale aby ukazala, Ze matematika sa da aplikovat v réznych odvetviach.
Obsahuje teoriu, ale ta je dostato¢ne vysvetlena na apletoch, ktoré su ovela nazornejsie

ako obrazky a tym lepsie vystihuju jednotlivé stuvislosti.
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UVOD

Internet je ¢oraz viac sa vyskytujicim a nevyhnutnym prvkom v Zivote modernej spoloc-
nosti, ktory prispieva k Tahkému pristupu k velkému mnoZstvu informacii. Informacie
nachadzajuce sa na internete nas mozu informovat, zabavat, ale v neposlednej miere aj

vzdelavat.

Cielom tejto diplomovej prace je vytvorit elektronickt uéebnicu z ¢asti matematicke;j
analyzy nazvanou Aplikicie diferencialneho poctu. Ucebnica by mala byt napomocné
hlavne studentom matematiky. Diplomova praca obsahuje aplety, ktoré poméahaju lepsie

pochopit dany text. Aplety st prilozené na CD.

Aplety st interaktivne javovské programy. Umoznuji dynamicky demonstrovat rozne
javy. Animacia je dosiahnuté najcastejSie moznostou pohybu nejakého bodu, resp. po-
mocou posuvnika. Aplety obsahuju aj sprievodny text, matematicky teoreticky zaklad,

vzorce a pod.

Aplety mozeme vyuzit pri vyucovani matematiky ako motivaény prostriedok ako aj
priamo pri vysvetlovani nového uéiva alebo pri opakovani. Mo6zeme ho predvadzat de-
monstracne cez projektor pre celu triedu, ale vacsinou je efektivnejsie, ak aplet mozu

~ 2 b ANV b e . 0 . > 2z
pouzivat samostatne - moézu pracovat s apletom vlastnym tempom, sami menit volitelné
parametre, skiimat interaktivne dané javy, vyvodzovat zavery, analyzovat a zovSeobecno-

vat.

V naSej praci sme aplety robili v programe GeoGebra. GeoGebra je dynamicky
matematicky softvér pre vyucovanie na strednych skolach, ktora spaja geometriu, algeb-

ru a matematicki analyzu. Na jednej strane GeoGebra je dynamicky (interaktivny)



UVOD

geometricky systém. Umoziuje zostrojit body, vektory, usecky, priamky, kuzelosecky....
a potom ich dynamicky (interaktivne) zmenit. Na druhej strane rovnice a sturadnice
mozeme zadat aj priamo. Takto s GeoGebrou dokazeme pracovat a pocitat s premenny-
mi, ¢islami, vektormi a bodmi, najst derivaciu alebo integral funkcie a pontka prikazy

ako je odmocnina alebo extrém.

V jednotlivych kapitolach sa sustredujeme na vysvetlenie jednotlivych matematic-
kych pojmov tak, aby boli TahSie pochopené studentmi. Kapitoly obsahuja aj nazorne
rieSené priklady, ktoré poméhaju lahSie danej téme porozmiet. Zamerom naSej prace
bolo vytvorit prehladnt ucebnicu, ktora by ozrejmila zmysel diferencidlneho pocétu v

matematike. Zaroven sme text doplnili vhodnymi obrazkami.

Ocakavame, ze tato uc¢ebnica sa stretne so zaujmom a efektivnym vyuzitim.



Kapitola 1
Histoéria

Za tvorcov diferencidlneho a integralneho po¢tu dnes pokladdame Leibniza a Newtona,

ktory posobili v 17. storodi.

Uz indicky matematik Bhaskara (1114-1185) vSak ukazal priklad toho, ¢o dnes
pozname ako ,diferencidlny koeficient” a takisto podal zakladnti myslienku dnesnej
,Rolleho vety”. Indicky matematik Madhava spolu s ostatnymi matematikmi Keralskej
skoly v 14. storo¢i ,podnikli mnohé zaujimavé vylety do diferencidlneho a integralneho

poctu.”

Za priekopnika v oblasti diferencidlneho po¢tu mozeme povazovat franctuzskeho mate-
matika Pierra de Fermata (1608-1665) svojim pristupom k rieSeniu tloh o doty¢niciach,

v ktorom pouzil v podstate metody infinitezimalneho charakteru.

DIhsiu dobu sa vedu nekonecné debaty, ktory z dvojice Leibniz, Newton ako prvy
prisiel s dolezitymi myslienkami celého infinitezimalneho poc¢tu. Vyzerd to vSak tak, ze
uplnia pravdu sa uz nikdy nedozvieme. Jeden z najdoélezitejsich Leibnizovych prispevkov
bola jeho matematickd notéacia. Leibniz ¢asto travil dni vymyslanim najvhodnejgieho
symbolu pre svoju myslienku. Najhorsi doésledok rozporu medzi Newtonom a Leibni-
zom bolo rozdelenie matematikov na dva tabory, ¢o znacne zabrzdilo britsku analyzu v
porovnani s kontinentalnou na dlhy ¢as. Newtonova terminolégia a notacia bola jasne

menej flexibilna a pohodlna ako Leibnizova, napriek tomu bola umelo udrziavana vo

10



1 Histoéria

Velkej Britanii az do 19. storod¢ia, kedy praca spolku Analytical Society kone¢ne vyvr-
cholila tspechom v podobe zavedenie Leibnizového znacenia na britskych ostrovoch.
Cast historikov v stcasnosti zastava nazor, ze Newton objavil pocet skor ako Leibniz,
avSak Leibniz ho publikoval skor. Je vSak nesporné, ze obaja objavili infinitezimalny
pocet nezavisle na sebe, a tak sa to aj berie.

Newtonov pristup mal fyzikdlny charakter a derivaciu chapal predovsetkym ako
rychlost (,Philosophiae naturalis principia mathematica”). Leibnizov pristup mal geo-
metrickd povahu a derivaciu chépal ako smernicu doty¢nice ku grafu v danom bode.
Prva ucebnicu infinitenzimélneho pocétu ,Analyse des infiniment petites pour l'intelligence
des lignes courbes” vydal v roku 1696 francizsky matematik Guillaumus Francois Antoin
de L’Hospital [1661-1704]. Treba vSak poznamenat, ze zékladné tivahy tvorcov infiniten-
zimalneho poc¢tu boli eSte poznactené mnohymi pojmovymi nepresnostami a logickymi

nedoslednostami.
Velké zasluhy o rozvoj matematiky ma francizsky matematik Augustin Louis Cauchy
[1789-1857]. Jeho praca ,,Course d’analyse” [1821] je zakladnou ucebnicou diferencialne-

ho a integralneho poc¢tu, ktora sa cituje aj dnes.

Ciastotné zasluhy na rozvoji diferencialneho a integralneho poctu sa pripisuju aj

Barrowovi, Descartovi, Fermatovi, Huygensovi a Wallisovi.

11



Kapitola 2
Derivacie vyssich radov

Zakladnym pojmom diferencidlneho poc¢tu je pojem derivacie.

Definicia 2.0.1. Hovorime, Ze funkcia f méa derivaciu v bode zq (alebo, Ze je diferen-

covatelna v bode xy), ak existuje

o (@) = o)
T—x0 T — Xg

Tato limitu ozna¢ujeme znakom f'(zg) a nazyvame derivaciou funkcie f v bode z.

Kedze derivacia elementarnej funkcie je funkciou, méa zmysel hovorit o derivacii de-

rivacie atd. Druhou derivaciou funkcie f je derivacia funkcie f’ (ak existuje).

Uvazujme o funkcii f definovanej na mnozine M. Predpokladajme, Ze na tejto
mnozine existuje aj derivacia f’. Moze sa stat, ze funkcia f’, t.j. derivacia funkcie f,
méa na mnozine M derivaciu. Bude to derivacia funkcie f’ a budeme ju nazyvat druhou

derivaciou, alebo derivaciou druhého radu funkcie f.
2

Budeme ju oznacovat f” alebo —=.

dx?
Napr. funkcia f(z) = z* ma derivaciu f’(z) = 423 na intervale (—oc,00). Na tom
istom intervale ma této derivacia derivaciu [f'(z)]’ = 1222. Podla toho ¢o sme povedali,

[
je teda 1222 druhou derivaciou funkcie f(x) = z*. Mo6Zeme zapisat: f”(x) = 1222

Ak méa aj druhé derivacia derivaciu, budeme ju nazyvat tretou derivaciou alebo
3

derivaciou tretieho radu funkcie f(z) a budeme ju oznacovat f"”(x) alebo e
T

12



2 Derivacie vyssich radov

Derivaciou n-tého radu alebo n-tou derivaciou funkcie f je derivacia (n — 1)-¢j

derivécie funkcie f (ak existuje).
Oznacujeme f™(z) alebo —-.
dz™

Je dobré si uvedomit, 7e pre rad derivacie plati podobny zakon ako pre stupen
mocniny pri nasobeni mocnin: "™ (x) = [ (2)]™ = [0 (z)]™

Derivacie f™, n € N,n > 2 nazyvame sihrnne derivaciami vyssieho radu.
Derivacie vyssich radov oznacujeme takto:
o f @G o)
Yy @, y® Ly

Na pocitanie derivacii vyuzivame vlastnosti limit. Platia pravidla o derivacii sictu a
sucinu dvoch funkcii, pravidla pre derivovanie podielu zlozenej funkcie, inverznej funkcie.
Vieme podla definicie derivacie derivovat niektoré elementérne funkcie. Zlozitejsie

funkcie vieme derivovat podla tychto pravidiel.

1. Vypoéitame (zF)™ pre k >n, k <nak =n.
Skiisime najprv vypoditat konkrétnu derivaciu napr.: f:y =212° r € R, k € N.
f'(z) = 5at,
f"(x) =5-4a3,
f"(x) =5-4-32%
f@(z)=5-4-3- 221,
fO(z)=5-4-3-2-1a°,
fO(z) =

Vgeobecne postupnym derivovanim dostaneme
f'(x) = kab1,
() = bl = 12

f(k’l)(a:) =k(k—1)---22', v € R.

Potom f®)(2) = k!2® = k! apren > k, n € N plati f™(2) =0,z € R.

Ak to zhrnieme, pre vSetky n € N a pre vsetky x € R plati
fO(@)=k(k—1)---(k—n+1Da"" n<k fO(z)=Fk, f(z)=0,n>k

13



2 Derivacie vyssich radov

2. Odvodime n-tu derivaciu funkcie y = Inx, x > 0.

1

y = . '

y' = —1(z7?) = 2

y" = —(=2)27% = %

yW =2(=3)z7" = —3?42

y® = —(3-2)(—4)z7" = : ';5. :
— 1)

0 = (a2

|
Ak y ) = (—1)™) ™ _ 4 vatah y™ plati pre n = 1, plati aj pre n > 0

(- n— 1)t

.77"

a dokézali sme, Ze (Inz)™ =

3. Odvodime n-ta derivaciu funkcie y = sinz, x € R.
Yy = cosx = sin (x + g)
y" = (cosx) = —sinz = sin(z + m) = sin <x + 2%)
y" = (—sinx) = —cosz = sin (m + 3%)

y™ = sin (95 + ng)

Ak y D = cos <m + ng) = sin [x + (n — 1)%] a vztah y™ plati pre n = 1,

dokézali sme indukciu, Ze (sinz)™ = sin (ac + n%)

Pre funkciu cos z je odvodenie podobné.

4. Odvodime n-tu derivéiciu funkcie y = a®, v € R, a > 0.
Yy =a"Ina
Y =a*In*a
y" =a*In’a
y™ =a®In"a
Ak je y™tY) = ¢ In""! @ a vztah y™ plati pre n = 1, dokézali sme indukeciu, ze

(a®)™ = a®In" a.

14



2 Derivacie vyssich radov

5. Odvodime n-ta derivaciu funkcie y = log, z.

;L 1
y= z-lna
1 1
"o - .
¥y = Ina 2x2
m_ L2
Ina 23
1 3!
4 — __— .=
y lna x4
1 4!
6) — - .=
y Ina x5
S = (=)™ Yn—1)!
z"Ina
—1)"n!
Ak y(t) = u a vztah y™ plati pre n = 1,
z"t1llna

()" (n—1)!

dokéazali sme indukciu, ze (log, :1:)(") =

2" Ina

Zhrnutie vzorcov pre n-tu derivaciu funkcii:
vzorec podmienky platnosti
[2F]) = re€R keN, k>n
[z7]™ = n! r€R
[e7]() = e” r€R
[In 2] = —(_I)H;L("_l)! x>0
[Infz]) = CH_nth r#0,2>0
[sin2]™ = sin(z + 2F) r€R
[cos 2] = cos(z + %F) r€R
2] =k(k—1)..(k—n+1DaF™ |2 € R, ke N, k<n
[29]™ =a(a—1)...(a—n+1)2*™ | 2>0,a € R
[a*]™ = a”In" a r€R, a>0
[logax](”):%&z—l)! r>0,a>0,a#1,n<k
[loga[x]}(”):%m r#0,a€ R—N,a#1,2>0

Pri stanovovani derivacii vyssich rddov postupujeme tak, Ze si postupne vypocitame

vSetky derivacie, az kym neprideme k derivacii ur¢eného radu. Napr. ak mame urcenu

15



2 Derivacie vyssich radov

funkciu f a chceme néjst jej deriviciu 8-eho radu, najprv urc¢ime prvi derivaciu, z nej
druhu derivaciu,..., aZ zo siedmej derivacie uré¢ime 6smu derivaciu (derivaciu 8-eho radu).
7 tohto prikladu vidime, Ze vypocet derivacie vyssieho radu funkcie moze byt vo vSeobec-
nosti velmi pracny a zdlhavy, pretoze musime postupne vypoéitat derivacie vietkych
nizsich radov. V nasledujicich prikladoch je ale vidiet, Ze v niektorych prikladoch sa
daju jednoducho odvodit v8eobecné vzorce pre vyssie derivacie danej funkcie.

Viac poznatkov, definicii a prikladov sa nachédza aj v knihach od Blagko [2]|, Hlavacek

[5], Kluvanek [12] a Mihalikova [13].

Priklad 1:

Vypocitajte 90-tu derivaciu funkcie y = cos x na mnozine R.

Riesenie:
(cosz) = —sinz, (cosx)” = —cosz, (cosx)” = sinz, (cos )

(88)

1) = COST.

Preto plati (cosx)®®) = cosx

89) _ 90) _

Potom (cos ) —sinx = (cosx)! —COoST
Priklad 2:

Vypoéitajte (logy 31)12),

RieSenie:

(logy 3x) = —

(log, 3z)" = é . ;_21
(log, 3z)" = ﬁ _ %
(log, 3x)¥ = _ﬁ ' i_i
(log, 31)®) = é ' ;1_;

1

V kazdej dalsej derivacii zostane konStanta o néasobi sa exponentom a tento sa potom
n

znizi (je zaporny!) o jednotku. Po dalgich siedmich derivaciach dostaneme (premyslite

si dokladne aj znamienko)

111
12)
(log, 32)™= —g5 - 7

16



2 Derivacie vyssich radov

Priklad 3:

Vypocitajte stvrta derivaciu funkcie y = e * sin x.

Riesenie:

Yy = —e*sinx +e *cosx

y' =eTsinx —e Tcosx —e Tcosx —e Tsine = —2e Fcosx

y" = —2(—e""cosx — e Psinx) = 2e"*(cosx + sin )

y* = —2e %(cosz +sinz) + 2 %(cosx — sinx) = 2e%(— cos ¥ — sinx + cosx — sinx) =
= 2e *(—2sinx) = —4e *sinx

Priklad 4:

Vyjadrite tretiu derivaciu funkcie y = tgx, cosx # 0, v # 5 + k.
Riesenie:
, 1
© cos?w

/"

0-cos’z —1-2cosz(—sinz) 2coszsinz 2sinz

cos?* x cos* x cos3 x

2 - cos x cos® x — 2sin 23 cos® x(— sin ) 20034 x + 3 cos? z sin?

cos® x cos® x

"

cos? z(cos? x + 3sin®) 2cos.2 x4+ 3(1—cos’x) 23 —2cos’x

cosb x costx costx

Priklady a cvicenia som ¢erpala z knih Blasko [2| a Hlavacek [5].

CVICENIA

1. Vyjadrite druhu derivaciu y”, ak:

a) y=av1+a?;
x
b) y= ——;
V= e
3
c) y=lz|";
d) y=(1+x?)arctgz;

e) y=xlnz.

2. Vyjadrite tretiu a piatu derivaciu funkcie y = f(z), ak:

17



2 Derivacie vyssich radov

3. Vypocitajte derivaciu n-tého radu, n € N, funkcie y = f(x), ak:

a) y =sin’z;

b) y = cos® 1 ;
) r+1
c) y= ;
Y r_1’
T
d =
) Y=
e) y=x e*

18



Kapitola 3

Diferencial funkcie

3.1 Pojem diferencialu. Diferencovatelnost funkcie

V matematickej analyze je castou tlohou tloha aproximovat, t.j. priblizne nahradit danu
funkciu f nejakou jednoduchsou funkciou g, ktora by sa od funkcie f lisila miniméalne,
t.j. aby | f(x) — g(z) | bola mala.

Funkcia f(z) = arctgz ma na okoli pociatku ( bodu xzy = 0 ) graf velmi podobny
priamke y = x, ¢o je doty¢nica v bode o = 0. Ak mame napr. vypocitat funkénu
hodnotu v okoli po¢iatku, zrejme sa nedopustime velkej chyby (Obr. 1), ak namiesto

pocitania podla zapisu y = arctg x pouZijeme podstatne jednoduchsi zapis y = x.

w=arcty x

Obr. 1

Toto mézeme urobit v okoli kazdého bodu g, v ktorom existuje dotyé¢nica y = Az + q.
Teda prirastok (zmena) funkénej hodnoty pri malej zmene h premennej z bodu zy do
x = xg + h sa da priblizne vyjadrit A-nésobkom zmeny h , kde A je smernica doty¢nice

v bode .

19



3.1 Pojem diferencialu. Diferencovatel'nost funkcie

Nech funkcia f je definované na nejakom okoli bodu zy. Ak prejdeme od bodu xg do
bodu xo+ h zmeni sa hodnota funkcie o f(xg+h)— f(zo). Tento rozdiel niekedy oznacu-
jeme Af = f(xo+h)— f(zo) a nazyvame diferenciou alebo prirastkom funkcie f v

bode xy, ktory patri k prirastku h.

Definicia 3.1.1. Hovorime, ze funkcia f(x) mé v bode x, diferencial, ak existuje

¢islo A a funkcia w(h), pre ktoru plati

1. w(0)=0
2. }lllir(l]w(h) =0

taka, Zze pre prirastok funkcie pri zmene premennej z z hodnoty zy na zy + h plati
Vyraz A - h sa nazyva diferencial funkcie v bode zy a oznacujeme df (zq) alebo dy.

Teda Ay =dy + h-w(h), pre h — 0 pricom dy = A - h.

Diferencial v bode x ozna¢ujeme struc¢ne dy alebo df (z).

Diferenciél dx nezéavislej premennej x je lubovolné zmena hodnoty = korespondujtca
s diferencidlom dy, ktory je definovany dy = f'(z)dz, kde y = f(z) a f'(z) je derivacia
funkcie f(x).
Stru¢ne dy = f'(x)dx alebo df (z) = f'(x)dx.

Veta 3.1.1. Funkcia f je diferencovatelnd v bode xq prdve vtedy, ak md derivdciu

v bode xo. Pritom plati df (xo) = f'(xg) - h.
Dokaz. Ak funkcia f je diferencovatelna v bode xq, plati

flzo+h)— f(xg) =A-h+h-w(h) a preto
f(zo+h) — f(xo)
h

Odtial potom vyplyva, Ze existuje
lim f(@o + 1) — f(zo) — A
h—0 h

= A+ w(h), pre h #0 aw(h) — 0.

t.j. existuje derivacia f'(z9) = A.
Opacne, nech existuje

f/(x'0> = lim

h—0

f(xo +h) = f(xo)
- :
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3.1 Pojem diferencialu. Diferencovatel'nost funkcie

f(xo+h) = f(o)
h

apreto f(xo+h)—f(zo) = f'(xo)h+h-w(h) ¢o znamena, Ze funkcia f je diferencovatelna

v bode zg a A = f'(z9). O

Odtial vyplyva, Ze — f(x9) = w(h), kde w(h) — 0 pre h — 0

Veta 3.1.1 hovori, Ze existencia derivacie v bode je ekvivalentné s diferencovatelnostou

v bode.

Pozndmka 1. 7 vety 3.1.1 mame tvar diferencialu v bode x¢ (ak h = x — z¢)
df (xo) = f'(x0)(x —x0). Zapis f'(x)dx je bezny na oznacenie diferencialu v f'ubovolnom

bode z.

Funkciu, ktora méa v bode z¢ € I deriviaciu n-tého radu nazyvame n-krat diferenco-
vatelnou funkciou v bode zy. Ak je funkcia f n-krat diferencovatelna v kazdom bode
intervalu I hovorime, Ze funkcia f je n-krat diferencovatelné na intervale I. Ak funkcia
f méa na intervale I derivaciu kazdého radu (t.j. pre kazdé n € N existuje f™) nazy-

vame ju nekonecne diferencovatelnou na I.

Geometricka interpretacia diferencialu:

Nech funkcia f je diferencovatelna v bode xy. Potom existuje doty¢nica grafu tej-
to funkcie v bode M|[xg, f(xo)]. Jej rovnica je y = f(xg) + f'(xo)(z — x9). Nech
bod P = [z9 + h, f(x¢ + h)] je bod grafu funkcie f, E a F' su priese¢niky priamky
r = xo + hsdoty¢nicou a priamkou y = f(zg). Potom E = [xq+h, f(z0)+ f'(x0) h],
F = [zo + h, f(z0)]. Rozdiel y-ovych sturadnic bodov E, F' sa rovna f'(zo)h, t.j.

rovna sa diferencidlu funkcie f v bode xg.

&f




3.1 Pojem diferencialu. Diferencovatel'nost funkcie

Podobny obrazok si mozeme pozriet na aplete ¢.1 (pozri CD), kde modZzeme pozorovat

aj zmenu diferencialu.

Priklad 1:

Vypocitajte diferencial funkcie y = 2® v bode xy = 5.
Riesenie:

Vieme, Ze iy = 322, x € R. Potom

dy = y'(xo)(z — xo) = 3-5%*(x — 5) = 3-25(x — 5) = 75(x — ).

Priklad 2:

Porovnajte velkost prirastku funkcie y = 223 + 32% + 42 + 5 s jej diferencialom v bode
x = 2, ak sa zvacsi o 0,01.

Riesenie:

x9 =2, h=0,01

Af = flzo+h)— flrg) =2-2,01+3-2,0124+4-2,01 +5—(2-23+3-224+4.245) =
2-8,120601 + 34,0401 +4-2,01+5— (16 + 12+ 8 +5) = 41,401502 — 41 = 0,401502

dy = f'(x)dx = (62* + 6z +4)dr = (6-22+6-244)-0,01 = (244+12+4)-0,01 = 0,40
V naSom pripade sa prirastok zhoduje s diferencidlom funkcie do druhého desatinného
miesta. Keby sme zvolili zvicSenie = o 0,000001 zhoda by bola az po piate desatinné

miesto.

Priklad 3:

Nech f(z) = 2% pre kazdé z € (—o00,00). Ukazte, ze funkcia f je diferencovatelna
v bode 2.

RieSenie:

Poznamenajme, ze
f2+h)— f(2) = (2+h)® — 2% = 12u + 60 + *
pre kazdé ¢islo h. Takze, ak pre kazdé h plati
Af =12+ 6h + h?,
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3.2 Pojem diferencialu vyssieho radu

tak je funkcia f spojita v bode 0 a pre kazdé h je splnené

f2+h)—f(2)=Af.

Podla definicie to znamena, ze funkcia f je diferencovatelna v bode 2.

Priklad 4:
Priblizne vypocitajte hodnotu /1, 06.
Riesenie:

Ozna¢me f(z) = /1,06 pre x > 0 a P(1) okolie bodu zy = 1 také, ze 1,06 € P(1).
5
~%

Potom f'(z) = [z5) = x6 , © > 0 a pre aproximéciu v okoli P(1) plati

1 +5 . +5
gl@) = J() + (D) —1) = 1+ Z(e = 1) = ==, tJ. YL06 ~ ——.
1,064+5 6,06

Z toho vyplyva, ze /1,06 ~ — 6+ = 76 =1,01.

Presnejsia hodnota vypocitand na kalkulacke je /1,06 = 1,0097588.
To znamené, Ze chyba vypoctu je mensia ako 1,01 — 1,0097588 < 0,00025.

Priklad 5:

Priblizne vypoé&itajte hodnotu sin 46°.
Riesenie:

sin(z + Az) = sinz + (cos ) Ax.

T T T T
Polozme z — 45° = &~ Az =10 = — t3. 460 =450 + 10 = & 4+ T
OlOZINE T 1 = 180 ! + 1 7180
Dosadime: \/_ \/_
T T T ™ T 2 2 7
() e o) iy
St ST T80/ BT T ) 180~ 2 T2 180

~0,7071 40,7071 -0,7175 = 0, 7T194.

3.2 Pojem diferencidlu vyssieho radu

Nech ma funkcia y = f(z), © € M vo vnatornom bode zy € M kone¢ni n-tu de-
rivaciu f(zy). Potom polyném n-tého stupiia ¢(h) = f(z0)h™ h € R nazyvame
diferencidlom n-tého radu (n-tym diferencidlom) funkcie f v bode zy a ozna¢ujeme

symbolom d" f(xq, h), resp. d" f(zo).
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3.2 Pojem diferencialu vyssieho radu

Ak ma funkcia f v bode z( diferencial n-tého radu, potom ju nazyvame n-krat diferen-
covatelna v bode zy. Ak je f n-krat diferencovatelné v kazdom bode zy € M, potom

ju nazyvame n-krat diferencovatelna na mnozine M.

Pre n = 1 je definicia zhodnéa s definiciou diferencialu, resp. diferencovatelne;j
funkcie. To znamené, 7e pre n = 1 plati d' f(zo, h) = df (xo,h) = f'(x¢)h, h € R.
7 definicie vyplyva, ze ak ma funkcia f v bode xy diferencial n-tého radu, potom mé
v bode xy taktiez diferencialy radov 1, 2, ..., n — 1.
To znamené, Ze ak je funkcia f v bode xy n-krat diferencovatelna, potom je v bode xq
diferencovatelna radov 1, 2, ..., n — 1.
Podobne ako diferencial prvého radu, predstavuje diferencial n-tého radu d" f(x, h) na
mnozine M tiez funkciu s dvomi nezavislymi premennymi x € M,h € R. Stru¢ne ho

oznac¢ujeme symbolmi d" f(z), € M, resp. d"f.

Viac k tejto téme je aj v knihéch od Jirasek [9] a Mihalikova [13], odkial som ¢erpala

aj priklady a cvicenia.

Priklad 1:
Vypocitajte druhy a stvrty diferencial funkcie y = cosx v bode 0.

Riesenie:
K najdeniu diferencialu potrebujeme prislusni derivaciu v danom bode.
Kedze y(0) = 1, ¢/ (0) = 0, y"(0) = —1, y(0) = 0, y®(0) = 1, y®(0) = 0, plati
d?f(0,z) = —x2, d* f(0,7) = 2.
CVICENIA
1. Vypocitajte prirastok Ay a diferencial dy funkcie y = 2 ak z = 20 a Az = 0, 1.
2. Vypocitajte diferencial funkcie:

a) y=z’4+x+1vbodexr=2preds=Az=0,1;

b) y =23 vbode x =4.
3. Pomocou diferencialu vypocitajte priblizne hodnoty:
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3.3 Zakladné vety diferencidlneho poctu

a) 1,04°;

b) cos61°.

4. Vypocitajte diferencial piateho radu funkcie f(x) =Inz, x > 0 v bode z5 = 1.

3.3 Zakladné vety diferencialneho poctu

3.3.1 Veta o minime (maxime) funkcie
Zopakujme si definicie minima a maxima:

Definicia 3.3.1. Nech funkcia f je definovana na intervale I. Hovorime, Ze funkcia f
ma v bode zy € I lokdlne maximum, ak existuje okolie bodu O(zy) C I také, ze pre

vietky = € O(xg), x # xo plati

fx) < fzo).

Definicia 3.3.2. Nech funkcia f je definované na intervale /. Hovorime, ze funkcia f
ma v bode zy € I lokdlne minimum, ak existuje okolie bodu O(zy) C I také, ze pre

vietky x € O(xy), x # xo plati

f(z) = f(zo).

Veta 3.3.1. (Fermatova veta): Ak funkcia f nadobida v bode ¢ minimum (maximum,)

a md v tom bode deriwdciu, tak f'(c) = 0.

Dékaz. Nech napr. f(c) je maximum funkcie f na mnozine A, takze f(z) < f(c) pre

vsetky x € A. Potom pre x € A, = < ¢, je

f@=10
x—c
a teda
/() = lim @ =70
T—c~ xr —C
Dalej pre = € A, z > ¢, je
=10 _,
x—c
a preto (=) 0
! f r)— f c
HO= T =



3.3 Zakladné vety diferencidlneho poctu

Plati teda f (c) <0< f'(c).
Avsak f (c) = f_(c) = f'(c). Z toho vyplyva, Ze f'(c) = 0. ]

Geometricky vyznam Fermatovej vety:
Ak ma funkcia f v bode ¢, v ktorom nadobiida maximalnu alebo minimalnu hodnotu,

derivéciu, tak jej graf ma v bode T[c, f(c)] doty¢nicu, ktoré je rovnobezna s osou .

T t
I
|
|
|
|
|

] n: x

Obr. 3

3.3.2 Vety o strednej hodnote funkcie

Vety o strednej hodnote funkcie patria spolu s L’Hospitalovym pravidlom medzi naj-
dolezitejsie a najcastejsie pouzivané aplikicie diferencidlneho pocétu. Vety o strednej

hodnote funkcie st tri a nazyvaja sa Rolleho, Lagrangeova a Cauchyho.
Veta 3.3.2. (Rolleho veta): Nech ma funkcia f tieto vlastnosti:

1. je spojitd na uzavretom intervale {a,b);

2. v kaZdom bode otvoreného intervalu (a,b) md derivdciu;

3. plati: f(a) = f(b).
Potom v intervale (a,b) existuje aspon jeden bod c taky, Ze f'(c) = 0.

Dokaz. Podla Weierstrassovej vety o maxime a minime, nadobuda funkcia f svoje ma-
ximum M a minimum m.

Moézu nastat dve moZnosti:

1. funkcia f nadobtida aspon jednu z hodnot m, M v nejakom vnitornom bode

c € (a,b).
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3.3 Zakladné vety diferencidlneho poctu

2. funkcia f nadobtda obidve hodnoty m, M v krajnych bodoch intervalu {(a, b).

Ak nastane prvy pripad dokdzeme, ze f'(c) = 0. Predpokladajme, ze f(c) = M. Ak
by f'(c) # 0, potom v nejakom okoli bodu ¢ existuju body ¢y, co také, ze f(c1) > M a
f(e2) < M. To je vSak spor s tym, ze f(c) = M je maximum funkcie f na (a,b). Preto
f'(e) =0.

Ak nastane pripad druhy, potom m = M = f(a) = f(b) a v tom pripade je f
konstantné na (a, b). Potom vSak v l'ubovolnom bode ¢ € (a,b) je f'(c) = 0. ]

Geometricky vyznam Rolleho vety:
Na obréazku 4 je nakresleny graf funkcie f, ktora je spojita v intervale (a, b) a pre hodnoty
f(a) a f(b) plati f(a) = f(b). Graf funkcie mé v kazdom bode [z, f(z0)], o € (a,b),
dotyc¢nicu. Z Rolleho vety vyplyva, Ze medzi tymito dotycnicami bude aspon jedna

rovnobezné s osou . Dotykovy bod 7" méa stradnice [c, f(c)].

Y
T
flc) T
|
I
1 J.
1 | I
: | I
i a & B X
Obr. 4
Priklad 1:
Funkcia f(z) = —x? + 4z je na intervale (1,3) spojitd, ma na nom derivaciu a plati

f(1) = f(3) = 3. Splia predpoklady Rolleho vety, teda na intervale (1, 3) existuje aspoii
jeden bod c taky, ze f'(c) = 0. Derivacia f'(x) = —2x + 4 sa rovné nule v bode ¢ = 2.

¥

i -5
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3.3 Zakladné vety diferencidlneho poctu

Obr. 5

Priklad 2:
Funkcia f(x) = 1 — 2? je na intervale (—1,1) spojitd, ma na nom derivaciu a plati

f(=1) = f(1) = 0. Splia predpoklady Rolleho vety, teda na intervale (—1,1) existuje

aspon jeden bod ¢ taky, ze f'(¢) = 0. Derivéacia f'(x) = —2z sa rovna nule v bode ¢ = 0.
12
N 1
%
-2 1 1 z
1-1
._2 f
Obr. 6
Priklad 3:
Funkcia f(z) = sinz je na intervale (0,4m) spojitd, méa na fom derivaciu a plati

f(0) = f(4w) = 0. Splha predpoklady Rolleho vety, teda na intervale (0, 47) existuje

aspon jeden bod c taky, ze f'(c) = 0. Derivacia f'(z) = cosx sa rovnéa nule v bodoch
1 3 )

Cl = T, Cg = —T, C3 = T, Cq4g = .

2 2 2 2

Obr. 7

Ak vsak nie st splnené vsetky predpoklady Rolleho vety, ani jej zaver nemusi byt
spravny. Prikladom méze byt funkcia f : y = |x| pre z € (—2,2). S splnené predpok-
lady 1. a 3. ale nie je splneny predpoklad 2. Funkcia nemé v kazdom bode intervalu
(—2,2) derivaciu, pretoze v bode x = 0 derivacia neexistuje. Preto graf f : y = || neméa

v danom intervale dotyc¢nicu rovnobezni s osou .

28



3.3 Zakladné vety diferencidlneho poctu

Zovseobecnenim Rolleho vety je Lagrangeova veta o prirastku funkcie, ktord sa

niekedy nazyva aj veta o strednej hodnote.

Veta 3.3.3. (Lagrangeova veta): Nech funkcia f md tieto vlastnosti:
1. je spojitd na uzavretom intervale {a,b);
2. je diferencovatelnd na (a,b).

Potom ezistuje aspon jeden bod ¢ € (a,b) taky, Ze plati

f@yﬂﬂ%}§@,m<c<w.
Dékaz. Definujme si pomocnu funkciu
b) — f(a
F(e) = flo) - 1200 )

Funkcia F' je spojita na (a,b), diferencovatelna na (a,b) a F(a) = F(b) = f(a). Kedze
F splha predpoklady Rolleho vety, existuje bod ¢ € (a, b) taky, ze F'(c) = 0, teda

ozp@:f@—ﬂ%}§ﬂ

Geometricky vyznam Lagrangeovej vety:

Graf funkcie y = f(x), ktora spliia. podmienky Lagrangeovej vety, mé zrejme v
kazdom bode [z, f(z)], kde = € (a,b), doty¢nicu. Tetiva spajajica body Ala, f(a)],
f(b) — f(a)

b—a
aspon jedna dotycnica, ktord mé rovnaku smernicu. Existuje teda aspon jeden bod

BIb, f(b)] grafu ma smernicu k = tg a = . Podl'a Lagrangeovej vety existuje

Tle, f(c)] grafu danej funkcie, v ktorom je doty¢nica t rovnobezna s tetivou AB.

¥

wl___ ¥

[ T P,

Obr. 8
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3.3 Zakladné vety diferencidlneho poctu

Ked si pozrieme aplet ¢.2 (pozri CD), vidime suvislost medzi Lagrangeovou a Rolleho

vetou.
Fyzikdlny vyznam Lagrangeovej vety:

Ak vztah s = f(t) popisuje drahu priamoc¢iareho pohybu hmotného bodu v zavis-
f(b) = f(a) As

_b—a At
to pohybu v intervale (a,b). Cislo f'(c) vyjadruje okamzitu rychlost tohoto pohybu v

losti na case t, potom vyraz = ¥ vyjadruje priemernu rychlost toh-
case c. Lagrangeova veta tvrdi, Ze za danych predpokladov pri pohybe v ¢asovom inter-
vale (a,b) dosiahne hmotny bod aspon raz taka okamzitt rychlost v = f’(c), ktoré je

rovna priemernej rychlosti .

Priklad 4:
Uréte strednu rychlost hmotého bodu pri zvislom vrhu nahor v ¢asovom intervale od
t; = 1s do ty = 3s, ak zakon dréhy zvislého vrhu nahor je s = 80t — 5t? a jednotkou
dlzky je meter. Zaroven uréte ¢asovy okamih to, v ktorom hmotny bod nadobuda stredni
rychlost.
Riesenie:
Ak je y = s(t) zakon drahy priamociareho pohybu hmotného bodu, tak podiel

s(b) — s(a)

b—a

znamené stredni rychlost tohto pohybu v intervale (a, b). Cislo §'(t) je okamzita rychlost

daného pohybu v case t.

Pre zvisly vrh nahor, ktorého zakon pohybu je dany vztahom s = 80t — 5t2, plati
s(1) =75m, s(3) =195m;

stredné rychlost tohoto zvislého vrhu nahor sa podla vzorca rovna

1 _
95 m —Tbm — 60 ms-L.
2s

Podla Lagrangeovej vety existuje taky bod ty € (1,3), Ze s'(to) = 60ms™'.

s'(tg) = 80 — 10ty, plati 80 — 10ty = 60, odtial ty = 2s je ¢asovy okamih, v ktorom

Pretoze

hmotny bod nadobuda strednu rychlost.

30



3.3 Zakladné vety diferencidlneho poctu

Dosledky Lagrangeovej vety:

Dosledok 3.3.1. Nech funkcia f je diferencovatelnd na intervale (a,b) a f'(x) = 0
pre kazdé x € (a,b). Potom f(z) = ¢ =konst. na (a,b).

Dosledok 3.3.2. Nech funkcie f, g si diferencovatelné na (a,b) a f'(x) = ¢'(x) pre vietky
x € (a,b). Potom f(x) = g(x)+c, c-konst., t.j. f(x)=g(z)+c na (a,b).

Désledok 3.3.3. Nech funkcie f, g siu diferencovatelné pre x > xg a vyhovuji pod-

mienkam f(zo) = g(xo), f'(x) > ¢'(z) pre x > xg. Potom f(x) > g(z) pre x > xo.

Priklad 5:

Uréte bod, v ktorom doty¢nica k parabole y = 2?2 je rovnobezna so se¢nicou vedenou
cez body A[—1,1] a B[3,9].

Riesenie:

Funkcia f(x) = 22 splia na intervale (—1,3) predpoklady Lagrangeovej vety. Existuje
teda aspon jeden bod ¢ € (—1, 3) taky, ze

9—-1
f’(c)=3+—1:2

Pretoze f'(c) = 2¢, je tymto bodom bod ¢ = 1, takze f(c) = 1. V bode [1,1] je teda

doty¢nica k parabole rovnobezna s tetivou vedenou bodmi A[—1,1] a B[3,9].

Veta 3.3.4. (Cauchyho veta): Nech funkcie f a g maju tieto vlastnosti:
1. su spojité na intervale {(a,b);
2. na (a,b) existuje derivdcia f'(x) a ¢'(z);
3. pre vietky x € (a,b) sa ¢'(x) # 0.
Potom v intervale (a,b) existuje asponi jeden bod c taky, Ze plati

f'(e) _ fb) = f(a)

g(c)  g(b) —g(a)

Doékaz. Definujme si pomocnu funkciu

F(z) = (f(x) = f(a))(g(b) = g(a)) = (g(z) = g(a))(f(b) = f(a)),
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3.3 Zakladné vety diferencidlneho poctu

ktora spliia predpoklady Rolleho vety, teda existuje bod ¢ € (a, b) taky, ze
F'(e) = f'(c)(g(b) — g(a)) — g'(c)(f(b) — f(a)).

Funkcia g spliia predpoklady Lagrangeovej vety a existuje bod d € (a, b) taky, Ze

(9(b) —g(a)) = g'(d)(b—a) # 0,

to znamena, ze (g(b)(a)), ¢'(c) # 0 a tym dostavame tvrdenie vety. O

Lagrangeova veta je §pecialnym pripadom Cauchyho vety. Staé¢i ak g(x) = z,

b) —
tak ¢'(x) =1, g(b) — g(a) = b — a a dostaneme f'(c) = %.
Geometricky vyznam Cauchyho vety:

Rovnice

z = (1)
y=rf(t), (a<t <

povazujeme za parametrické rovnice krivky. Ak maji obidve funkcie f, g vo vSetkych

f) = fla) _ ¥ —Ya
g(b) +g(a)  xp—x,

f'le) _ ¥

g(c)  2(c)

doty¢nice v nejakom bode krivky. 7 Cauchyho vety vyplyva, Ze najmenej v jednom

bodoch intervalu (a, b) derivaciu, pricom ¢'(z) # 0, potom ¢islo

je smernicou secnice spajajucou krajné body krivky. Cislo je smernicou

bode krivky bude doty¢nica rovnobezna so se¢nicou.

Obr. 9
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3.3 Zakladné vety diferencidlneho poctu

Viac zaujimavych poznatkov je v knihdch od Brabec [1], Hruby [6], Ivan [7| a
Jirasek [9].

CVICENIA
1. Nakreslite grafy funkcif:

a) fz) = Va2 —1v (~1,1);

b) glx) = 5o v (0,2

a zistite, preco neplati Rolleho veta.

2. Najdite na krivke y = 23 bod, v ktorom je doty¢nica ku krivke rovnobezné s

tetivou, ktora spaja body (—1,—1) a (2,8).

3. Zistite, ¢ Lagrangeova veta plati pre dand funkciu f(x) v danom intervale (a,b).

Ak ano, vypocitajte c.

a) f(z) =42® —52% + x — 2, interval (0, 2);

1
b) f(z)=a+ e interval (1, 2).
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Kapitola 4

VySetrovanie priebehu funkcie

Diferencidlny pocet moézeme pouzit na vySetrovanie vlastnosti funkcii, ktoré nam pomédzu
pri urcovani ich priebehu. Pomocou derivacii moézeme vySetrovat monotoénnost, kon-
vexnost a konkavnost funkcie, hladat jej inflexné a stacionarne body, lokilne a globalne
extrémy, pripadne urcovat asymptoty grafu tejto funkcie.

MoéZzeme sa obmedzit na vySetrovanie funkcii, ktoré su diferencovatelné na intervale,
pretoze obycajne sa vySetruju funkcie, ktoré maju konecny pocet bodov nespojitosti,
pripadne kone¢ny pocet bodov, v ktorych nemaji derivaciu.

Na obrazku 10 mame nakresleny graf funkcie f, jej prva derivaciu f’ a druhi derivaciu

f". Pomocou tohto obréazka si ukdZeme ako suvisia vlastnosti funkcie f s jej derivaciami

f/ a f//.

Obr. 10
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4.1 Monoténnost funkcie

4.1 Monoténnost funkcie

Dolezité pri vySetrovani priebehu funkcie je urc¢it intervaly, na ktorych je tato funkcia
monoténna, t.j. rastica (neklesajica) alebo klesajuca (nerastuca). To zistime pomocou

vlastnosti derivacie.

Na obréazku 10 si vSimnime graf funkcie f a jej prvej derivacie f’. Vidime, Ze tam kde
je graf prvej derivacie nad osou z, t.j. nadobuda kladné hodnoty, tam je funkcia f rasti-

ca a naopak. Kde graf funkcie f’ nadobuda zaporné hodnoty, tam je funkcia f klesajuca.

Pre lepsiu nazornost a este lepsie pochopenie pouZijeme aj aplet ¢.3 (pozri CD), kde

mozeme pozorovat ako sa meni monoténnost vzhladom na graf prvej derivacie funkcie.

Nutné a postacujica podmienka monoténnosti funkcie.

Veta 4.1.1. Nech funkcia f je diferencovatelnd na (a,b). Funkcia f je neklesagica
(nerastica) na (a,b) prave vtedy, ak f'(x) >0 (f'(x) < 0) pre vsetky = € (a,b).

Doékaz. Urobime dokaz pre pripad neklesajicej funkcie. Dokaz pre pripad nerastiicej

funkcie sa urobi analogicky.

Nutna podmienka: Nech xy je Tubovolny bod intervalu (a,b). Funkcia f je neklesajuca

na (a,b) a preto pre kazdé x € (a, b)

ak x> xq plati f(z) > f(xg), ak o < x¢ plati f(z) < f(xo)
f(@) — (o)

r — Tg
Limita Tavej strany vyrazu pre x — =z je rovna f’(z¢) a tak limitnym prechodom

dostaneme f'(xq) > 0.

Vzhladom na tieto vlastnosti plati > 0 pre kazdé = € (a,b),z # .

Posta¢ujuca podmienka: Nech f'(x¢) > 0 pre x € (a,b) a x1, o si Tubovolné body z
intervalu (a, b), 1 < z5. Pouzitim Lagrangeovej vety na funkciu f na intervale (zq,z5)
dostaneme f(z3) — f(x1) = f'(¢)(x2 — x1), kde ¢ € (z1,22) a f'(¢c) > 0. Z poslednej
rovnosti potom dostavame, ze pre kazdé 1,z € (a,b), x1 < x5 plati f(z1) < f(xq), ¢o

znamend, Ze funkcia f je neklesajtca na (a,b). O

Teraz uvedieme postacujicu podmienku rydzomonoténnosti funkcie.
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4.1 Monoténnost funkcie

Veta 4.1.2. Nech funkcia f je diferencovatelnd na (a,b) a f'(z) > 0 (f'(z) < 0) pre
vSetky x € (a,b). Potom je funkcia f rastica (klesajica) na (a,b).

Dokaz. Urobime dokaz pre pripad rastucej funkcie. Nech zq, x5 st Tubovolné body z
intervalu (a,b) také, ze z; < x5. Podla Lagrangeovej vety pouzitej na funkciu f na
intervale (xq,x9) plati f(x2) — f(z1) = f'(¢)(x2 — 1), kde ¢ € (a,b) a f'(c) > 0. Preto
f(zg) > f(xy1) pre kazdé x1, 25 € (a,b), 1 < 9, t.j. f je rastica na (a,b). ]

Priklad 1:

Zistite intervaly, v ktorych rastt a intervaly, v ktorych klesaju funkcie:
a) y=>51+ 36x + 6x% — 23;

b) y=2z>—Inz;

c) y=a’e".

RieSenie:

a) Najprv zistime intervaly, v ktorych je derivacia kladna. Definiény obor funkcie
je R. Vypoé&itame derivaciu y' = 36 + 122 — 322, Pre urcenie intervalov, v ktorych
funkcia rastie vyrieSsime kvadratickt nerovnicu 36 + 12z — 322 > 0
upravime nerovnicu z? — 4z — 12 > 0

D=0 —4ac=(—4)*—4-1-(—12) =64

-bxvD 4+£8
T = =
b 2a 2.1
.%'1:6 1'2:—2

RieSenim je interval (—2,6). V tomto intervale je funkcia rasttica. Klesajuca je v

intervaloch (—oo, —2) a (6,00).

y=51+36%+6x%-57

¥
1210

1140

-5 -4 2 Z 4 ] 1)
Obr. 11
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4.2 Extrémy funkcie. Stacionarny bod

b) Defini¢nym oborom funkcie y = 22? — Inz je mnozina D(f) = (0,00). Vypodi-

tame derivaciu ' = 4x — —. RieSenim nerovnice vy = 4x — — > 0 sa inter-
1 1 1
valy <—§,0> a (5700). Riesenim opac¢nej nerovnice st intervaly (—oo, —§> a

1 1
(O, 5) Vzhladom na definiény obor je funkcia rastiica na intervale (5, oo) a

1
klesajuca na intervale (O, 5) .

¥ y=2-x2-|nx

17

16

15

14

T3

11
. . X
0.5 1 1.5
Obr. 12

c¢) Defini¢ny obor funkcie je mnozina R a derivacia 3y = (2x — z%)e™*. Pretoze druhy
¢initel je kladny pre vSetky x € R, znamienko derivacie zavisi len od prvého ¢lena.

Preto je funkcia rastica na intervale (0,2) a klesajuca na intervaloch (—oo,0) a

(2, 00).
Y_ &
y=u=g"
TH
14
T2
X
2 4 6 &
Obr. 13

4.2 Extrémy funkcie. Stacionarny bod

Pri rieseni prikladov v predchadzajicej kapitole sme si mohli vsimnut body, kde funkcia

meni monoténnost, t.j. meni sa z klesajicej na rasttiicu a naopak. Ak by sme sa pozreli

37



4.2 Extrémy funkcie. Stacionarny bod

na grafy, zistime, Ze su to body, v ktorych funkcia nadobuda vzhladom na ich okolie

najvacsiu, alebo najmensiu hodnotu.

I
ol
—— -

Obr. 14

Na obrazku 14 je graf spojitej funkcie na uzavretom intervale (a,b). Na zéklade tohto
obrazka mozeme povedat, ze funkcia f nadobuda v intervale (a,b) najvéacsie hodnoty
v bode a a najmensie hodnoty v bode x3. V istom zmysle vSsak v bodoch z; a w9
nadobtuida dana funkcia svoje najmensie resp. najvicsie hodnoty. Tieto hodnoty nazy-
vame lokdlne minimum a lokdlne maximum = lokélne extrémy. Musime si uvedomit, ze

lokalne extrémy nemusia predstavovat najvicsiu alebo najmensiu hodnotu funkcie.

Definicia 4.2.1. Funkcia f ma v bode xy lokdlne maximum, ak existuje také okolie
U(xo) bodu xg, Ze f(x) < f(xo) pre vietky x € U(xg) .

Funkcia f ma v bode 2y lokdlne minimum, ak existuje také okolie V' (x) bodu zo, ze
f(z) > f(xy) pre vSetky x € V' (z9).

Lokalne maxima a minima funkcie volame spolo¢nym nézvom lokadlne extrémy.

Veta 4.2.1. (Nutnd podmienka existencie lokdlneho extrému funkcie). Ak md funkcia v

bode xo € D(f) lokdlny extrém a ak existuje derivdcia f'(xo), potom plati, Ze f'(x) = 0.

Dékaz. Nech funkcia f nadobuda v bode zy € (a,b) lokdlne minimum. Potom existuje

okolie bodu zo, O(zg) C (a,b) take, ze

ak
x € O(x0), = # x0 plati f(z) — f(xo) > 0.
Ak
xr <z, € O(xy) potom J(@) = J{wo) <0 (4.1)
T — TIg
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4.2 Extrémy funkcie. Stacionarny bod

a ak

flz) = o)

r — X

x> xg, v € O(xg) potom > 0. (4.2)

KedZe funkcia f je diferencovatelnid v bode xz, existuji jednostranné limity pre

x — xo z lavych stran nerovnosti (4.1) a (4.2). Vzhladom na vlastnosti limit dostavame

[ (x) = f'(z0) <0a f(xg) = f'(x9) >0 a preto f'(x) = 0. O

Znova sa pozrime na obrazok 10 a vidime, Ze funkcia f ma lokalny extrém v bodoch
x =1ax = 3. Su to prave tie body, kde graf funkcie f’ pretina os z, t.j. plati
f'(x) = 0. Ked si dopo¢itame f(1) = 4, f(3) = 0 dostaneme body A a B. Bod A

predstavuje lokdlne maximum a bod B lokalne minimum funkcie f.

Ak ma funkcia f v bode a lokalny extrém a f’(xg) existuje, tak f’(a) = 0. Ak naviac
f"(a) <0 (f"(a) > 0), tak f ma v bode a lokdlne maximum (minimum).

Na aplete ¢. 4 (pozri CD) si méZeme eSte lepSie pozriet zéavislost extrémov od prvej

a druhej derivacie funkcie.

Ak mé funkcia y = f(x) v bode zq derivaciu a f'(xq) = 0, potom bod xy nazyvame
stacionarny bod funkcie f. Tieto stacionarne body su riesenim rovnice f'(x) = 0, ale
v tychto bodoch nemusi mat funkcia lokalne extrémy. Podmienka f’(z) = 0 teda nie je

postacujicou podmienkou existencie lokalneho extrému.

Priklad 1:

Najdite lokalne extrémy funkcii:
a) f: y=a%—3z%—9z;
b) g: y=—a—2>+ 1.
Riesenie:

a) Vypocitame derivaciu f'(z) = 3z% — 6x — 9= 3(2* — 2z — 3) = 3(z — 3)(z + 1).
Funkcia je na intervale (—oo, —1) rastica a na intervale (—1,3) klesajuca, teda
v bode -1 ma lokdlne maximum a v bode 3 ma lokdlne minimum, pretoze funkcia
je klesajuca na intervale (—1,3) a rasttca na intervale (3, 00).
Skiisime néjst extrémy aj pomocou vyrazu f'(z) = 0. Vieme, ze f'(x) = 3z% —

— 6x — 9. Kedze f'(x) = 0 dostavame 322 — 62 — 9 = 0. VyrieSime kvadraticki
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4.2 Extrémy funkcie. Stacionarny bod

rovnicu.
D=0 —4ac=6*—4-3-(-9) =144
—b+VD 6+12

2a 6
ZL‘1:3 ZEQZ—]_

T12 =

Vypocitame f(3) =3%—3-32-9-3= =27, f(—-1) = -13-3-(=1)2—9-(-1) = 5.

Teda v bode —1 méa lokdlne maximum a v bode 3 ma lokdlne minimum.

vl1p =330
2 -1 1 2 3 4 /5
-1
1-20
1-30
Obr. 15
b) Vypoéitame derivaciu f'(z) = —3x? — 2z + 1. VyrieSime kvadratickt rovnicu

—322 -2 +1=0.
D— b2 —dac=(—2)2—4-(=3)-1=16
~b+VD 244

2a 6

T12 =

{['1:—1 To =

L
Vypogitame f(—l? — B (1) (1) = 1, f G) _ (_%>3_ (%): (%

1
<2—7> Teda v bode —1 méa lokdlne minimum a v bode 3 lokalne maximum.

y= VIR

¥

+ &

T2

Obr. 16

40



4.2 Extrémy funkcie. Stacionarny bod

Priklad 2:

Uréte stacionarne body funkcie f : y = 3z* — 423 v intervale (—oo, +00).

Riesenie:

Uréime derivaciu funkcie f, f'(z) = 122% — 122%. VyrieSime rovnicu f/(x) = 0. Dosta-
vame 122° — 1222 =0 2 — 22 =0 2%(x — 1) =0 21 =0, 25 = 1. Body 7; a 5

st hladané stacionarne body.

y
3
m}ﬁ
F| 1z
=g
[y}
Sl
N N ' -
) y i i
2 \1} 2 %
7
Obr. 17

Na obrazku vidime, Ze aj ked sme nagli dva stacionarne body, iba jeden z nich urcu-
je lokdlny extrém. V bode x5 = 1 ma funkcia f lokdlne minimum, ale v bode z; = 0

lokalny extrém nema.

Pri urcovani priebehu funkcie st okrem lokdlnych extrémov doélezité aj globalne ex-
trémy funkcie. Lokélne extrémy urcujeme v nejakom okoli bodu. Globalne extrémy s
absolutne extrémy, t.j. najvécsSia alebo najmensia hodnota na celom definiénom obore

funkcie.

Pri urcovani globalnych extrémov funkcie, ktora je spojita v uzavretom intervale (a, b)
postupujeme tak, Ze najprv najdeme vsetky lokdlne extrémy na intervale (a,b) a eSte
vypocitame hodnoty f(a) a f(b) (pretoZe extrémy mozu nastat aj v krajnych bodoch in-
tervalu). Potom porovname vsetky najdené lokdlne miniméa a maximé a hodnoty f(a),
f(b) a vyberieme z nich najvicsi resp. najmensi. Tato najdend hodnota je globélne

maximum resp. minimum funkcie f v intervale (a, b).
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4.3 Konvexnost a konkavnost funkcie. Inflexné body

4.3 Konvexnost a konkavnost funkcie. Inflexné body

Funkcia je konvexna (konkavna) v intervale (a, b), ak jej graf je ,otvoreny nahor (nadol)”.

Zopakujme si definicie konvexnosti (konkavnosti):

Definicia 4.3.1. Nech funkcia f je definovana na intervale J. Hovorime, ze funkcia f je
na intervale J rydzokonvexna (rydzokonkavna), ak pre kazdé tri body x1, z2, x5 € J
také, ze r1 < xo < x3 plati

f(x2) — f(z1) < f(xs) — f(z1) (f(%) — f(z1) > f(xs) — f($1)>.

To — X1 T3 — T To — X1 T3 — T

Definicia 4.3.2. Nech funkcia f je definovana na intervale J. Hovorime, Ze funkcia f
je na intervale J konvexna (konkadvna), ak pre kazdé tri body xy, o, 23 € J také, ze
r1 < T9 < xg plati

f(za) — f(21) < f(xs) — f(x1) (f(@) — f(x1) > flxs) — f(ivl)).

To —T1 T3 — I To —T1 T3 — I

Veta 4.3.1. Nech funkcia f je diferencovatelnd na intervale (a,b). Potom funkcia f je
konvexnd (konkdvna) na (a,b) prave vtedy, ak jej derivdcia f' je neklesajica (nerastica)

na intervale (a,b).

Dékaz. Nech funkcia f je konvexna na intervale (a,b). To znamena, Ze pre kazdé

f(x2) — f(x1) < flxs) — f(fz). Ak v
To — X1 T3 — T2

tomto vztahu urobime limitny prechod pre xs — 7 dostaneme

f(z3) — f(z1)

x1,%2, 23 € (a,b), 1y < x9 < xg plati vztah

! < 4.
flan) < 2 (43)
a limitnym prechodom pre zo — 3 dostaneme

T3 — I
Spojenim vztahov (4.3) a (4.4) dostaneme, ze pre kazdé xq,x3 € (a,b), r1 < x3 plati,

f'(x1) < f'(x3) ¢o znamena, ze f’ je neklesajica na (a,b). O

Pri uréovani konvexnosti a konkavnosti vyuzijeme graf funkcie f” z obrazka 10. V&im-
neme si na grafe, ze tam kde je f” > 0 je funkcia f konvexna a tam, kde je graf f” <0
je funkcia konkdvna. Na naSom grafe je teda funkcia konvexné na intervale (2,00) a

konkévna na (—o0,2). Bod x = 2 bude inflexny bod.
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4.3 Konvexnost a konkavnost funkcie. Inflexné body

Veta 4.3.2. Nech funkcia f je na intervale (a,b) dvakrdt diferencovatelnd. Funkcia f je
konvexnd (konkdvna) na intervale (a,b) prdave vtedy, ak f"(x) >0 (f"(z) <0) na (a,b).

Ak f"(x) > 0 (f"(x) < 0) na intervale (a,b), potom je f rydzokonvernd (rydzokonkdvna)
na (a,b).

Doékaz. Oznacme znakom Jy mnozinu vSetkych vnatornych bodov intervalu J. Mnozi-
na Jy je teda otvoreny interval, ktory vznikne z J odstranenim krajnych bodov. Nech

x1 < x93 < x3 tri body z J. Podla vety o prirastku funkcie existuju ¢isla ¢, d také, ze

f($3) - f(952) _ f’(c), f(%) - f(x1>

xr3 — T2 To2 —T1

= f'(d)

T <d<z9<d< 3

I. Nech najprv f”(x) > 0 > pre kazdé = € Jy. Funkcia f'(z) (ak ma derivaciu f”(x)) je
neklesajuca v Jy. Vo vzorci vyssie je teda f'(c) > f/(d).

Takze ak x1 < 19 < x3 tri body z J, podla vzorca

fxa) — f(xl) < f($3> - f(952)

T2 — T - T3 — X2

Y

teda

(f(z3) = fw2)) (w2 — 1) = (f(22) — f(21)) (73 — 72),
f(xa) (w3 — 1) < f(z1)(23 — 22) + f(23) (22 — 21),

teda f je konvexna na J.

II. Nech existuje ¢islo x € Jy také, ze f”(x) < 0. Toto x oznacime ako x5. Ak funkcia f’
ma v bode x5 zédpornu derivéciu, funkcia f’ je klesajiuca v bode x,. Existuje teda ¢islo
d > 0 take, ze f'(z) > f'(x2) prexzg —0 € J, x9+3d € J. Nech 11 = 29 — 0, x3 = 29 + 9.
Potom plati (podla vety o prirastku funkcie)

f($3) - f($2) _ f’(c), f(l’z) - f(x1>

Ty — To Te—1 f(d)
axe—0<d<zy<c<uzo+0teda f'(d) > f(z2) > f'(c). Z vyssie uvedeného vzorca
plynie

flwo) = flan) _ flas) = flaa)

To — T T3 — T2

(f(z3) = fz2)) (22 — 1) < (f(22) — f(21)) (23 — 72),

f(x2) (w3 — 21) > f(21) (23 — 22) + f(23) (202 — 71),

Y
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4.3 Konvexnost a konkavnost funkcie. Inflexné body

takZze nerovnost neplati, ak st body x1, zs, 3 tri body J také, ze 1 < x5 < x3. Tym

sme dokézali prvu cast vety (konvexnost). Pre konkévnost sa dokaz urobi analogicky. [J

Na aplete ¢.5 (pozri CD) si ukdZeme v praxi ako sa podla vety 4.3.2 meni funkcia z

konvexnej na konkdvnu v zavislosti od grafu druhej derivacie funkcie.

Bod, v ktorom sa funkcia meni z konvexnej na konkédvnu alebo naopak volame in-

flexny bod.

Veta 4.3.3. Nech existuje § > 0 také, Ze funkcia f je definovand a diferencovatelnd
na intervale (xo—9, xo+9). Ak na intervale (xo—9, x¢) je funkcia f konvexnd (konkdvna)

a na intervale (xo,zo + ) konkdvna (konvexnd) hovorime, Ze bod xy je inflexny bod

funkcie f.

Dékaz. Nech f"(z) < 0 pre x € (xg — d,z9) a f"(z) > 0 pre x € (xg,z9 + ). Podla
vety 4.3.2 je potom funkcia f konkdvna na (xo — 9, 2¢) a konvexné na (xg,zo + 0) a to

znamena, ze o je inflexny bod. m
Ak zg je inflexny bod funkcie f a f”(xo) existuje, tak f”(xq) = 0.
V nasledujtcej vete formulujeme nutnt podmienku pre inflexny bod.

Veta 4.3.4. Nech funkcia f md na nejakom okoli bodu xo druhi derivdciu, spojitd v

bode xo. Ak xqo je inflexny bod funkcie f, potom f"(xq) = 0.

Dékaz. Nech f"(xg) # 0, t.j. f"(z0) > 0 alebo f"(xy) < 0. Nech f"(z9) > 0. Zo
spojitosti f” v bode xy vyplyva existencia okolia bodu g, O(zg) takého, Ze pre vSetky
x € O(xg) je f"(x) > 0. Podla vety 4.3.2 je funkcia f rydzokonvexnéa na O(zg), ¢o je v
spore s definiciou 4.3.3. Dokaz pre f”(zg) < 0 sa urobi analogicky. ]

Pouzijeme aplet ¢. 6 (pozri CD) na nézornejsiu ukazku inflexného bodu, ako aj na

dalsie vySetrovanie vlastnosti funkcie.

Priklad 1:
Najdite intervaly, na ktorych st nasledovné funkcie konvexné alebo konkévne. Najdite

aj inflexné body tychto funkcii.
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4.3 Konvexnost a konkavnost funkcie. Inflexné body

b) y =In(1+ 23);

c) y=x-arctg x.
Riesenie:
a) Defini¢ny obor je mnozina R. Vypo&itame derivéaciu f'(x) = (3 —2?) —2x(3 —2)=
=33 —2x)(1—2x)a f"(x) =3(x — 14z — 3)= 6x — 12. Druha derivacia je kladna
a preto funkcia je konvexné na intervale (2, 00) a druhé derivacia je zaporné a preto

funkcia je konkavna v intervale (—oo,2). Jediny inflexny bod je bod [2,2].

Y= x(3—x)2
red

Obr. 18

3z(2 — 2?)
(1+ 23)2
zlomku je v celom defini¢nom obore funkcie kladny, o znamienku rozhoduje ¢i-

b) Defini¢ny obor funkcie je interval (—1,00). y” = . Pretoze menovatel

tatel. Funkcia je konvexna v intervale (0, +/2) a konkévna v intervaloch (—1,0) a
(V/2,00). Funkcia mé dva inflexné body [0,0] a [v/2,1n 3].

y=Inf1+53)
¥

Obr. 19

45



4.4 Asymptoty

2
¢) Defini¢ny obor je mnozina R. y = arctgz + +—2)2 je kladn& pre
x

a /! —
127 70
vSetky x € R. Funkcia je konvexna v celej mnozine R a preto nemé inflexné body.

y=¥ arctox
r5

¥
=
=)
2

r1

4-3-2-1 |12 3 4
-1

Obr. 20

4.4 Asymptoty

Asymptoty funkcie maju velky vyznam pri zostrojovani grafu funkcii. Asymptoty st
priamky, ku ktorym sa graf funkcie neustéle priblizuje, ale nikdy ich nepretne. M6zeme

povedat, Ze je to priamka, ktora sa grafu funkcie ,dotyka v nekonecne”.

Rozlisujeme dva druhy asymptot:
- asymptota bez smernice (rovnobeznéa s O,)

- asymptota so smernicou (nie je rovnobezna s O,)
Priamka z = a je asymptotou bez smernice grafu funkcie f(z) ak plati aspon
jedna z nasledujicich limit:

lim f(z) = oo, lim f(z) = —o0,

r—a— r—a—

lim f(z) = oo, lim f(z) = —o0.

T—ay T—ay

Priamka y = kz + ¢ je asymptotou so smernicou grafu funkcie f(z) ak plati:

lim (f(z) — kx —q) =0, alebo lim (f(z) —kzx —q)=0.

Veta 4.4.1. Ak priamka y = kx + q je asymptotou so smernicou, potom

k= lim @, q = lim (f(z) — kx)

r—00 T T—00
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4.5 Priebeh funkcie

alebo
b= tm T~ i (@)~ k)
Priklad 1:
Néajdite asymptoty bez smernice funkcie f(x) = ngg'
Riesenie:
D(f) = (=00,2) U (2, 00).
Tato funkcia ma v bode x = 2 tieto limity
lim 3z = —00, lim 3z = 00
z—2_ x — 2 x—2p x — 2
a preto priamka x = 2 je asymptotou bez smernice.
Priklad 2: )
Néjdite asymptoty so smernicou funkcie f(z) = :; __12
Riesenie:
D(f) = R—{1}
kzlimﬂzl, g = lim (x2_2—x>:1.
z—oo x(x — 1) z—oo \ o — 1

Priamka y = x + 1 je asymptotou so smernicou grafu funkcie f(x). Podobny vysledok

by sme dostali aj pre x — —o0

4.5 Priebeh funkcie

VySetrovanie priebehu funkcie mozeme zhrnut do nasledujtucich bodov:
1. Defini¢ny obor a funkéné hodnoty na jeho okrajoch
2. Parnost, neparnost funkcie

3. Nulové body funkcie

W

. Intervaly monoténnosti funkcie a lokdlne extrémy
5. Intervaly konvexnosti, konkavnosti a inflexné body
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4.5 Priebeh funkcie

6. Asymptoty grafu funkcie
7. Graf funkcie

Priklad 1:

Zistite priebeh funkcie f(z) = ’

1+ 22

Riesenie:
1. Funkcia f je definovana pre vsetky x € R, t.j. D(f) = R.

2. Funkcia f nie je periodicka, ani parna, ale je neparna, pretoze pre vsetky z € R

plati
J(=2) = 1+_(ic2) B 1?1:2
@) =~

f(=2) = = f(x)

3. Funkcia f je spojita pre vSetky x € R. Funkcia f ma jeden nulovy bod z; = 0,
t.j. f(0) = 0. Na intervale (—o00,0) je funkcia f zaporna a na intervale (0,00) je

funkcia f kladné.

/
1-14a%—2-2
4. Pre prvu derivaciu funkcie f plati f'(x) = [ ’ } = R

1+ 22 (14 22)2
1— a2 1 — 22
(1+22)2 14222 + 2%

nulové body xs, 3 = £1. Kedze je f’ spojita na R, je na intervaloch (—oo, —1),

x € R. Z toho vyplyva, ze méa funkcia f(z) dva

(—1,1), (1,00) bud kladna alebo zaporna. Na toto urCenie postaci jeden bod

intervalu. Zvolme napriklad

P2 = 0 = g = <0
R e U
f(O)—(1+0)2—1>0.

To znamené, ze plati f'(z) < Oprez € (—oo, —1) aprex € (1,00) aplati f'(z) >0
pre x € (—1,1). Z toho vyplyva, Ze funkcia f je klesajtuca na intervale (—oo, —1),
rastica na intervale (—1,1), klesajica na intervale (1,00). Takze funkcia f méa

v bode xo = —1 lokdlne minimum f(—1) = —5av bode z3 = 1 méa lokilne

1
maximum f(1) = 3" Je zrejmé, 7e tieto extrémy su zaroven aj globalne.
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4.5 Priebeh funkcie

5. Pre druhu derivaciu funkcie f na mnozine D(f) = R plati

f,,(x):{ x }”:{ 1 — a2 }/:—2x(1+932)2—(1—$2)(4x+4x3)

1+ a? 1+ 222 + o2t (14 22)4
20142 —dz(1—2®)(142%)  (1+22)? — (—22—22° — 4o+ 42%)
(1+a2)! (14 22)

_ 22° — 6w
(1+ 22)3

Funkcia f” je spojita pre vietky € R a ma tri nulové body z; = 0, x4, x5 = +/3.
To znamend, Ze na intervaloch (—oo, —v/3), (—v/3,0), (0,4/3) a (v/3,00) je funk-

cia f” kladné alebo zaporné, t.j. funkcia f je konvexné alebo konkévna. Zvolme

napriklad
—4 1
" _2 - " _1 —
1 4
" 1 - _ = " 2 -
fr(1) =~ >0 F12)= 2 >0

7 toho vyplyva, ze funkcia f je konvexna na intervaloch <—\/§,0>, <\/§, 00)
a konkévna na intervaloch (—oo, —v/3), <O, \/§> To znamena, ze body z; = 0,
z4, T5 = ++/3 st inflexné. Pre hodnoty funkcie f v bodoch x4, x5 plati

FavE) = 23,

fry T
6. Funkcia f asymptotu bez smernice nemé a ma jednu asymptotu y = kx + ¢ so

smernicou. Pre jej koeficienty k, ¢ plati

k= lim m = lim ! =0
r—+oo I z—+o0o | —+ :L‘2
q= liljltl [f(z) — kx| = lig:n f(z)=0.

To znamené, Ze asymptota so smernicou grafu funkcie f ma rovnicu y = 0.

7. Nakreslime graf funkcie.

Obr. 21
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4.5 Priebeh funkcie

Graf funkcie je znazorneny v aplete ¢. 7 (pozri CD). Pomocou tohto apletu vysvetlu-
jeme aj vlastnosti tejto funkcie.
Priklad 2:
Zistite priebeh funkcie f(x) =z + é
Riesenie:
1. Funkcia f je definovana v kazdom redlnom ¢isle z # 0. V ¢isle 0 nie je definovana.

Tam, kde je definovana je spojitd a ma tiez derivaciu kazdého radu.

2. Funkcia f nie je periodicka, ani parna, ale je neparna, pretoze plati
1
flea) = o+ —

—T

3. Funkcia nie je definovana v bode x = 0.

17 22-1
4. Pre prva derivaciu funkcie f plati f/(x) = {x + —] _ 2 —
x x

Z toho vyplyva, ze ma funkcia f(x) dva nulové body x5, x3 = +1. Potrebujeme
zistit, ¢ je na intervaloch (—oo, —1), (—1,0), (0,1), (1, 00) kladna alebo zaporna.

Na toto urcenie postaci jeden bod intervalu. Zvolme napriklad

R R e

oy G

2 2

To znamena, 7Ze plati f'(x) < 0 pre z € (—1,0) a pre € (0,1) a plati f'(z) >0
pre © € (—oo,—1) a pre x € (1,00). Z toho vyplyva, Ze funkcia f je rastica
na intervaloch (—oo, —1), (1,00) a klesajtca na intervaloch (—1,0), (0,1). Takze
funkcia f ma v bode x9 = —1 lokdlne maximum f(—1) = —2 a v bode z3 = 1 ma

lokélne minimum f(1) = 2.

5. Pre druhu derivaciu funkcie f plati
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4.5 Priebeh funkcie

f”(x):{ij%] :[:E—l]_Qm—(m4—1)~2m:2x 2

Funkcia f” ma nulovy bod z; = 0. To znamena, Ze na intervaloch (—o0,0), (0, 00)

x2 x P

je funkcia f” kladna alebo zaporné, t.j. funkcia f je konvexna alebo konkévna.
Zvolme napriklad

f'(-1)=-2<0

f"(1)y=2>0

Z toho vyplyva, Ze funkcia f je konvexna na intervale (0, 00) a konkdvna na inter-

vale (—00,0). Inflexné body funkcia nema.

6. Vypocitame limitu v bode nespojitosti a ur¢ime asymptotu bez smernice.

i 1) =
iy flo) = o0

Asymptotou bez smernice je priamka x = 0. Funkcia méa aj asymptotu y = kx +¢q

so smernicou. Pre jej koeficienty k, ¢ plati

1
ke tim 29— 14 L 21
r—t+oo I r—+00 J}2

: : 1
1= Mg V@) —kel = g fr+ g = =0

To znamené, ze asymptota so smernicou grafu funkcie f ma rovnicu y = x.

7. Nakreslime graf funkcie.

¥
115
&
%

5 =] 1 2 3 4 5

-&
- —165

Obr. 22
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4.5 Priebeh funkcie

Funcia je nakreslena v aplete ¢. 8 (pozri CD). Aplet nazorne vysvetluje vysetrovanie

priebehu celej funkcie.

Viac prikladov, cviceni a definicii je v knihach Hruby [6], Jarnik [8], Jirasek [9],
Mihalikova [13] a Riecan [15].

CVICENIA

1. VySetrite priebeh funkcif:

a) y = 1,5;
b) y = 3|z| —2;
1—a3
) y=—73";
d) y=22>—-1.

2. VySetrite priebeh funkcif:

a) y=0,522+x —3;

lnx

o
@

y = a3+ a?;

Yy = x + 2arccotg x .

(@]

)
) X
)
Q)

3. Nacrtnite graf funkcie, ktorej definiény obor je R a ktora

a) mé minimum vo vSetkych bodoch intervalu (—1,1), maximum v bodoch —3

a 3 a je parna;

b) ma maximum v bodoch 0, 2 a 4, nema v ziadnom bode minimum, na intervale

(4, 00) nie je rastica ani klesajtca.
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Kapitola 5

L’Hospitalovo pravidlo

V niektorych pripadoch nevieme rozhodnut o hodnote limity a tym ani o jej existencii, ¢i
0 oo

neexistencii. Ide o limity tvaru 0 o Nazyvaju sa Casto neurcité vyrazy. Pre vypocet
00

limit tychto typov pouzivame L’Hospitalovo pravidlo.

Veta 5.0.1. (L’Hospitalovo pravidlo):
a) Nech bud

lim f(z) = 0,lim g(z) = 0, alebolim | f(x) |= lim | g(z) |= +o0;

b) Nech existuje vlastnd alebo nevlastnd limita
f(x)

/! /
lim f,(ac) = A.Potom existujelim —= = A = f/ (x)
2—a () z—a g(x) g'(x)

Veta zostdava v platnosti aj v pripade ked a= +00 alebo a= -0c.

Dékaz. Doplhme, pripadne pozmenme definiciu funkcii f a g tak, zZe polozime

Tym sa v naSich avahéach ni¢ podstatné nezmeni, pretoze chceme skiimat limitu podielu

f(z)

ﬂ v bode a a té ako vieme, nezavisi od jeho hodnoty v bode a. Tento podiel v bode
g(x
a pripadne ani nemusi existovat.
Potom f a ¢ budu spojité v bode a, pretoze
lim f(z) =0= f(a), limg(z)=0=g(a).

r—a r—a
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5 L’Hospitalovo pravidlo

Dokazeme teraz, Ze su spojité dokonca v niektorom okoli U(a) bodu a a maji v kazdom
bode x # a z toho okolia derivacie. Podla predpokladu existuje totiz

lim f'(z)
v—a g'(x)

!/
To znamena, 7e funkcia = je definovana pre vSetky x # a z niektorého okolia Ul(a)

bodu a. Teda v kazdom bode x # a z toho okolia U(a) existuju obidve derivéacie f'(x)
ig(x)ag(x)+#0. Z toho vyplyva spojitost obidvoch funkcii v kazdom bode = # a
okolia U(a). Teda funkcie f a g st spojité v celom okoli U(a).

Zvolme si lubovolny bod = # a z okolia U(a). V intervale (a,x) (resp. (z,a), ak x < a)
funkcie f a g spliaju predpoklady Cauchyho vety o prirastku funkcie, a teda v intervale

(a,x), resp. (x,a) existuje aspon jeden bod c taky, ze

£.j.

o _ i) o)

g'e)  g(x)

pretoze f(a) =0, g(a) = 0. Ak pre niektoré hodnoty z existuje viac takychto bodov,

~—

zvolime si lubovolny z nich. Teda kazdému = € U(a), x # a vieme priradit prave jeden
bod ¢ tak, ze plati (5.1).

Vezmime teraz Tubovolni postupnost bodov
T1, T2y ooy Ty - (5.2)
x, € Ula) taku, ze x, # axli_{go x, = a. Tejto postupnosti zodpoveda postupnost bodov
Cl,C2y ey Crpy e (5.3)
pre ktoré plati a < ¢, < x, resp. x, < ¢, < a, pre kazdé n, teda
lim ¢, = a.
200

7 tychto tvrdeni, z Heineho definicie limity funkcie a z predpokladu, Ze existuje




5 L’Hospitalovo pravidlo

vyplyva, Ze postupnost
fle) fle)  fle)
gler) g(e2)” " g(en)
ma limitu A. Ale na zaklade vztahu (5.1) dostavame, Ze pre kazdé prirodzené ¢islo n
f'(en) _ f(@n)
gl(cn> g('xn>
a teda postupnost (5.4) je totozné s postupnostou
f(xl)yf(‘Ié)’...7f('rn)7_‘. (55)
g(z1) " g(x2) 9(zn)

Tym je dokdzané, ze pre kazda postupnost (5.2) mé prislusna postupnost (5.5) hodnot

(5.4)

funkcie i limitu
g

A= lim f/(a:)‘
a—a g'(z)
Na zaklade Heineho definicie limity funkcie to znamené ze,

@) )

m—-= = lim
v—a g(x)  2—a g'(T)

¢o sme mali dokéazat.
7, dokazu je zrejmé, Zze analogickd veta plati aj pre jednostranné limity. Mozno

dokazat, ze veta ostava v platnosti aj vtedy ak a = oo alebo a = —oc. O

Vypocet limity podielu funkcii v bode a mozno upravit na vypocet limity podielu
ich derivécii. Ak su obidve derivacie f’ a ¢’ spojité v bode a a ak sa ¢'(a) # 0, tak

x "(a

limf( >—limf( )

v—a g(x)  o—ag'(a)

t.j. limita sa rovnéa podielu hodnét derivécii v bode a.

b

Viac zaujimavych poznatkov je v knihach Ivan [7] a Jirasek [9].

Priklad 1:

o . 22 —5x+6
VypO(:ltaJte il_)n’% m
RieSenie:

Nech f(z) = 2®> —5x + 6 a g(z) = 2? — 3z + 2. Plati

limf(x)zlir%(x2—5x+6)=(22—5~2+6):O

T—2
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5 L’Hospitalovo pravidlo

lim g(=) :lin%(x2—3x+2) =(22-3-24+2)=0
. fl(x) . 2r—5 2-2-5
lim = lim = =
e—2¢'(x) 2-220 -3 2-2-3
Predpoklady L’Hospitalovho pravidla st splnené a plati
x> =5 +6 . (2 =Bx+6) . 2x—5
lim —————— =lim ————% = lim =
v—2722 —3x 42 22 (2?2 —-3x+2) +-22r—3

—1.

Priklad 2:

1
T

Inx
Vypocitajte lim —.
x—0 =
Riesenie:

1
Nech f(x) =Inz a g(x) = —. Plati
x

. 1
o) = [ =
/ 1
lim f(w) = lim % = lim(—x) = 0.

x—0 g/ (gj) x—0 —2 x—0

Predpoklady L’Hospitalovho pravidla su splnené a plati

1 Inz)’ p
tim B8 gy Wy =
z—0 = z—0 (l) z—0 — =
x T x

Doteraz sme si ukazali iba limity, kde a je ¢islo. L’Hospitalovo pravidlo ostéava v

platnosti aj v pripade, ked a = oo, alebo a = —cc.
Priklad 3:

Vypocitajte QEILIEO hl%

Riesenie:

TR L T S T
roee 7 abee (z)  eom ]l wbeed

!/
Ak sa aj pre funkciu = v bode a

lim f'(z) = 0, lim ¢'(x) = 0,alebo lim | ¢'(z) |= +o0

f'//(x>

//x

mozno skiumat podiel za predpokladu, ze funkcie f’, ¢’ splhaju predpoklady

L’Hospitalovho pravidla. Ak existuje

fl/ (:C)
=a g'(2)
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5 L’Hospitalovo pravidlo

tak plati,
! "
i 20 410
r—a g (gj) r—a g ((]j)

tim L) i S8 gy, L)

T—a g(x) s g’(x)  2—a g”(x) '
V pripade nutnosti méZeme vziat pomer tretich derivacii atd.

a teda

Priklad 4:

T —sing
Vypocitajte lim ————.
x—0 {1:3
RieSenie:

T —sinx .1 —cosz . sinz . cosx 1
lim = lim = lim =1l = -
z—0 xr3 z—0 32 z—0 Ox z—0 0 6
CVICENIA

1. Vypocitajte limity:

. 2
lim &=L

a rane} J:2—3ac+2;

z345x—2.
x2_-1 I

o

lim

r—00

)
)

C) lim sinm;
)

o,

a) lim &-2-2.
10 T—sinz
.1

b) lim x=;
r—00
. T __

c) lim =L,
z—0 T

d) lim <

) Tr—00 z™

3. Zistite, ¢i mozno pouzit L'Hospitalovo pravidlo, ak ano, vypocitajte limity:

: z—sinz .
a) xhj{.lo r+sinx?
2 1
b) lim 3N,
P00 sinz ’
: x—sinx .
C) iﬁ% r—tg x’
. T __
d) lim £

20 Sinz
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Kapitola 6
Taylorov polyném

Taylorova veta sa velmi ¢asto pouziva v roznych Castiach matematiky. Jej prakticky
vyznam spoc¢iva hlavne v moznosti aproximacie funkcie polynémami a odhadu chyby,

ktorej sa pri tom dopustime.
Definicia 6.1. Nech a € R a existuje vlastna derivacia f(a) pre nejaké n € N.

1. Polyném n-tého stupna T,,(f,a) : R — R tvaru

<fa><>—f<a> Ay LD e

+Z d f(a, * — a)

nazyvame Taylorov polyném n-tého stupia pre funkciu f v bode a.

f™(a)

n!

(x —a)" =

2. Funkciu R,,11(f,a) : D(f) — R definovani vztahom

Rn+1(fa a)(:c) = f(l‘) - Tn(fa a)(m)a LS D(f)

nazyvame Taylorov zvysok funkcie f v bode a po n-tom clene a identita

f(x) = To(f, a)(@) + By (f, a)(2)

sa nazyva Taylorov vzorec pre f v bode a.

Lema 6.1. Nech P : R — R je lubovolny polynom n-tého stupria. Potom
a) ku kazdému a € R existuje (ag, a1, as,..., a,) € R"" tak, Ze

P(a) = ag+ai(e—a)+...+an(e —a)', 7€ R
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6 Taylorov polyném

P®)(a)
k!

b) koeficienty ag, ai,. .., a, su uréené jednoznacne vzorcom aj =
pre k=0, 1, ,..., n.
Lema ukazuje, Ze hodnota P(x) polynému P sa rovna hodnote jeho Tayloroveho

polynému n-tého stupna v bode a, t.j.
P(x) =T,(f,a)(z), v €R.

O aproximécii n-krat diferencovatelnej funkcie v bode a Taylorovym polynémom hovori

nasledujtca veta.

Veta 6.2. Nech f(a) € R pren € N. Potom existuje prdve jeden polyném P : R — R
stupna najviac n-tého taky, Ze
lim
a:1—>a (J} — a)”

a plati P(z) = T,(f,a)(z), pre x € R.

Dokaz. 1. Dokazeme existenciu. Z predpokladu na f vyplyva existencia mnoziny A C
D(f) a okolia O(a) bodu a tak, ze funkcie f, f/,..., f"~V st definované (a spojité) na
mnozine O(a) N A # 0 a spojité v bode a.

Ak polozime P = T,(f,a), tak (f — P)*®(a) =0pre k=0, 1, ,..., n.

Odtial (n — 1)-nasobnym pouzitim L’Hospitalovho pravidla dostaneme

f = Tu(f,@)l(@) 1. [f = Tulf, )" V(@)

lim = — lim _
r—a (x — Cl)” nl zoa - q
_ L =T a)" @) — [f = Tl @) ()
n! z—a T —a

= L - TP @)] = 0

2. Jednozna¢nost. Nech ) : R — R je tiez polyném najviac n-tého stupna taky, ze plati

i L@ = Q@)

R PR =0.
Pretoze existuje n-t4 vlastna derivacia (f - Q)™ (a), tak funkcie f—Q, (f—Q),..., (f — Q)Y
st spojité v bode a. Z L’Hospitalovho pravidla pre £ =0, 1, ,..., n — 1 méme
U8, (=006 _y, <{$—_@3 )(;-) i f(g - 35;) a0,
Pre k =n je
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6 Taylorov polyném

(f-@"™() _1 . (f-Q)" (z)—(f-Q)" (a)

= — lim =
n! n! z—a r—a
1 — Q)1 —
1L () ()
n! z—a T—a z—a (x —a)?
(k) (k)
Tym sme zistili, ze ¢ k‘(a) = / k‘(a) pre k=0, 1, ,..., n, odtial na zéaklade lemy 6.1
je
Q(z) = T,(Q, a)(x) = Tu(f,a)(z) = P(x), v € R
¢o bolo treba dokazat. m

Predchédzajica veta ndm nehovori ni¢ o tom, aky ma tvar a chybu |R,41(f, a)(x)|.

O tom nadm povie veta nasledujica.

Veta 6.3. (Taylorova veta):
Nech O(a) je okolie bodu a € R (ktoré je zdrovern intervalom) a nech pre funkciu f :

O(a) = R, g: O(a) — R plati:
a) f"*): O(a) — R pre niektoré n € N N0;
b) ¢ : O(a) — R;
¢) Pre vietky x € O(a) je ¢'(x) # 0.

Potom ku kaZdému x € O(a) existuje ¢ € R, leZiaci medzi a a x taky, Ze zvySok
(x — )" g(x) — g(a)

R(fa)fe) = A2 o)
Dékaz Nech a < z € O(a). Definujme funkciu
Fit— f(z)— {f(t)+%<f>(x—t>+...+ f(;j!(t)(x—t)"}
pre t € (a,2) C O(a). Potom méme F(z) = 0,
F(a) = Rya(f,a)(z) a
Fi(t) = — { [f’(t) - f/l(f)] " [f"l(f) @t~ T t)] T W(Jc - t)"} -
_ W(I o

Funkcie F' a g spliaji predpoklady Cauchyho vety a teda existuje ¢ € (a,x) tak, ze
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6 Taylorov polyném

F(r) — F(a) _ F'(c)
g(z) —gla)  g(c)
Dosadenim predchadzajicich F' a F’, po jednoduchej uprave dostaneme poZzadované

tvrdenie. Pre x < a je dokaz rovnaky. O]

Ak a = 0, Taylorov vzorec mé tvar

! " (n) (n+1)
f(x):f(o)—i-fl(!o)x+f2(!0)x2+...+f nl(o)x"+Jznil(;)x”“,kde0<c<x

(resp.z < ¢ < 0). V tom pripade hovorime o Maclaurinovom vzorci.

Priklad 1:

Néjdite Taylorov polynéom n-tého stupna funkcie f(x) = sinz v bode a = 0.

Riesenie:

f(x) =sinx f(0) =sin0 =

f'(z) = cosz f1(0) = fHFD(0) = cos0 =1
f"(z) = —sinx f7(0) = fU*2(0) = —sin0 =0
f"(x) = —cosx f(0) = fA+3(0) = —cos0 = —1
f@(z) =sinz f@(0) = f@(0) = sin0 =0
fO(z) = cosx f®(0) = cos0 =1

Vypocitame Taylorov polyném:

T, (z) r_ a:_3 + x_S R (_1)k L

TR TR (2k +1)!

Nakreslenie funkcie y = sinz, pre a = 0 podla vyssie vypocitaného Taylorovho

polynému moézete vidiet na aplete ¢. 9 (pozri CD).

Priklad 2:

Néajdite Taylorov polyném n-tého stupna funkcie f(z) = e* v bode a = 0.

Riesenie:

flx) =e f0)=1

f'(x) = e f'(0)=1

f'(x) = e f1(0) =1

Funkcia f(r) = ¢” ma v bode a = 0 derivaciu Tubovolného radu a f™ = e = 1,
n:1,2,...ateda2 , A .

T 1 xT T x T x
n(l‘)— +ﬂ+§+§+z+"'+m.
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6 Taylorov polyném

Priklad 3:

N4jdite Taylorov polyném n-tého stupiia funkcie f(z) = 2* — 42% v bode a = —2.

Riesenie:

f(z) = 2t — 42* f(=2)=16—-16=0

f'(x) = 42® — 8z f(—2)=-32+16=—16

f"(x) =122% — 8 f"(=2) =40

f"(x) = 24x f"(=2) = —48

fO(x) =24 fO(=2) =24

Dosadime si do Taylorovho vzorca:

P da? = 0+ T+ 2) + P+ P4 (2 4 (o) =

= —16(z +2) +20(z + 2)* = 8(z + 2)* + (z + 2)~.

CVICENIA

1. Néjdite Taylorov polyném n-tého stupna funkcii v bode a =0
(a) f(z) = cosz;
(b) f(z)=sinx - cosz;
(¢) f(z) = arcotgz.
2. Najdite Taylorov polynom n-tého stupna funkcie f(x) = sin(a + x).
3. Néajdite Taylorov polyném n-tého stupna funkcie f(z) = a*, a >0, a # 1.
4. Najdite Taylorov polyném n-tého stupiia funkcie f(x) = 2, pre a = —1.

Viac cvi¢eni a prikladov sa nachadza v knihach Gera [3] a Hlavacek [5].
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Kapitola 7
Vyuzitie diferencialneho poctu

Vyvoj a pouzitie diferencialneho poc¢tu mal a ma rozsiahle désledky na skoro vsetky
aspekty moderného bytia. Zasahuje nielen do matematiky, ale aj do fyziky, ekonomiky
a d'alsich disciplin, kde sa riesia problémy tykajuce sa hfadania extrémov, okamzitych zmien
niektorych veli¢in ako je napr. draha ¢i rychlost. Diferencialny pocet bol uz aplikovany
na mnoho otazok, ktoré péovodne ani neboli sformulované v jazyku infiniteziméalneho

poc¢tu. Priklady a cvicenia som ¢erpala z knih Hruby [6], Partikova [14] a Sekerova [16].

7.1 Priklady z matematiky

V matematike sa diferencidlny pocet vyuziva na urcenie extrémnych hodnét obvodu a

obsahu rovinnych dtvarov a objemu a povrchu telies.

Priklad 1:

Dvanast metrov dlhym pletivom sa mé ohradit voliéra pre vtaky, ktora ma tvar obdiznika
a jednou stranou prilieha ku stene budovy. Aké rozmery musi mat voliéra, aby jej
podorys mal ¢o najvacsi obsah?

Riesenie:

Ak voliéra jednou stranou prilicha ku stene budovy, jednu stranu voliéry uSetrime (pozri
obr. 23). Obvod voliéry O vypocitame zo vztahu O = a + a + b.

Obvod musi byt 12 m. Dosadime: 12 =a+a+b = b= 12— 2a. Kratsia strana voliéry

ma dlzku a, dlhsia strana méa dlzku 12 — 2a.
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7.1 Priklady z matematiky

b=12-22
Obr. 23

Obsah obdlznika je S = a(12 — 2a)

alebo S = 12a — 2a?.

Mame funkciu S s premennou a.

Zderivujeme ju: S’ = (12a — 2a*®)’ = 12 — 4a.

Voliéra ma mat ¢o najvacsi obsah, preto poc¢itame extrém funkcie S. Prva derivacia sa
rovna nule.

12—4a=0 = a=3

Overime si, aky to je extrém.

Vypoéitame druha derivaciu: S” = (12 —4a) = =4 < 0 = je to maximum.

Jedna strana voliéry ma dizku 3m a druha 12 —2-3 = 6m.

Priklad 2:

Urcte rozmery rota¢ného valca maximalneho objemu vpisaného do gule s polomerom 7.

RieSenie:

W I
2
7
Obr. 24
02
Ozna¢me objem valca V', jeho polomer p a vysku v. Z obrazka vidime, e p? = r? — —,
v? v3
do vzorca pre objem valca V dosadime: V = wp*v = v (7‘2 - Z) = (7’211 - Z)
3
v
Ak 7 je konstanta, neovplyviiuje existenciu extrému, derivujeme funkciu: V = 7 ( r%v — T

64



7.1 Priklady z matematiky

V’:7"2—37U2:0.

3v? 472 2 2rv/3
Vypocitame v: U S T L rv3

1 3 V3 3

v? 4r? 22 V6
4-3 3 3

302\’ 6v 3v
‘/ " _— 2 _ 77 = —-—— = ——
N (T ) 4 2"

Zlomok —371) < 0, lebo v > 0.

Valec maximélneho objemu vpisany do gule s polomerom r mé rozmery:

rv6 2rv/3 w2 2r/3 _ 47r3/3
2 = .

p:T,VYEkuv: ,objemV:W? 5 9

Priklad 3:

Strana knihy ma mat 250 cm? tlageného plogného obsahu. Horny a dolny okraj majt
byt 3 cm Siroké, bo¢né okraje 2 cm Siroké. Aké rozmery ma mat strana, aby jej plosny
obsah bol najmensi?

Riesenie:

Nech x znamena vysku strany a y jej sirku. Vyska tlaceného obsahu bude potom x — 6

a Sirka y — 4cm. Plosny obsah tlacenej ¢asti bude teda (x — 6) - (y — 4) cm?*=250 cm?.

250
Vyjadrime z rovnice y pomocou x: y = 4+ p— Ozna¢me P ako plosny obsah strany.
x‘ R
250
Vieme, ze P = xy. Dosadenim za y dostaneme P = x | 4 + . Pritom si musime
l‘ p—

uvedomit, Ze x musi byt vacsie ako 6, pretoze sicet horného a dolného okraja ma byt
6 cm. Mame teda najst absolitne minimum funkcie P(z) na intervale (6, 00). Derivacia

tejto funkcie existuje v kazdom ¢isle tohto intervalu.

 4a® — 48z — 1356

P(z) (x —6)2

Derivécia funkcie sa rovna nule v &isle 6 + 5v/15. Na intervale (6,6 + 5v/15) je funkcia
klesajuca (derivacia je mensia ako 0) a na intervale (6 + 5v/15,00) je funkcia rastuca.
To znamené, ze v bode 6 + 5v/15 ma funkcia lokdlne minimum.

250 10
Kniha by teda mala mat rozmery x =6 4+ 5v15cm, y =4+ —— =4 + 3\/ 15 cm.

5v15
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7.2 Priklady z fyziky

7.2 Priklady z fyziky

Véacsina uloh z tejto oblasti sa spravidla tyka sledovania ¢asovych zmien, pripadne hl'ada-
nia extrémnych hodnot urcitej veli¢iny. Jeden priklad vyuzitia diferencidlneho poctu vo

fyzike sme uviedli aj v kapitole 3.3.2. (pozri str. 29 priklad 4).
Priklad 1:

Naklady na pohon lode za hodinu st priamo Gmerné tretej mocnine jej rychlosti. Pri
rychlosti 30 km/h st 30 eur za hodinu. Ostané naklady st 480 eur za hodinu. Pri akej
rychlosti je 1km plavby najlacnejsi?

Riesenie:

Ak je rychlost lode zkm/h, naklady za jej pohon za hodinu (v eurdch) su N, = kx?.
Z podmienky, Ze pre z = 10km/h sa N, = 30 eur za hodinu, t.j. 30 = k-103, dostaneme
k = 0,03. Ak sa lod pohybuje rychlostou xkm/h, prejde za hodinu xkm a celkové
néklady v eurach za ten ¢as su 0, 0322 + 480. Naklady na 1km plavby teda s

0,032 + 480
X

480
N = = N=0,03224+—,2>0
X

Touto rovnicou je na intervale (0,00) definované funkcia, ktord vyjadruje zavislost
celkovych nakladov plavby na 1km od rychlosti lode. NaSou tlohou je teda najst
globalne minimum tejto funkcie.

480
Najprv najdeme lokalne extrémy: N’ = 0,060 — — =0,

2
t.j. 623 — 48000 = 0 mé4 jedno redlne rieSenie: x :x20.

Lokalne minimum N (20) = 0,03 2034480 = 720. N4jdené lokdlne minimum je zarovei
aj globalnym minimom.

1 km plavby bude najlacnejsi pri rychlosti 20 km /h.

Priklad 2:

K batérii s elektromotorickym napatim U, a vnitornym odporom R; je pripojeny spotre-
bi¢. Vykon batérie je P = Ul — I*R;. Pri akom pride bude vykon maximalny?
Riesenie:

Hladédme extrém funkcie P = P([) premennej [.

Pre derivaciu tejto funkcie plati: P' = U, — 21 R;. f)alej

P=0<«= U,=2IR;, < [ = %RZ-. Charakter extrému zistime z druhej derivacie,
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7.3 Priklady z ekonomiky

pre ktoru plati: P” = —2R;.
Ue , . :
7 toho vyplyva, Ze pre hodnotu I = 7Ri je vykon maximalny.

7.3 Priklady z ekonomiky

Priklad 1:
V istom podniku st celkové naklady C'(z) (v mil. penaznych jednotiek) funkciou velkosti
vyroby x (vyjadrenej v tisickach kusov): C(z) = 0,06252> + 3x + 64, pre x > 0.

Pri akej vyrobe budu najmensie vyrobné naklady na vyrobu 1000 ks vyrobkov?

RieSenie:
C(x)

Najdeme funkciu priemernych nakladov C; =

0, 062523 + 3z + 64
x

64
Cy =0,06252% + 3 + —

Funkcia C(x) méa derivaciu C](z) pre vSetky = > 0. Velkost produkcie, pri ktorej moézu

byt naklady minimélne, ur¢ime rieSenim rovnice C'(x) = 0.

64 0,125  ,
Ci(z) = 0,1250 — — = ——— - (2" = 512) =
0,125 , ,
=2 (x—8)- (" +8x+64) = Cj(r) =0 pre z =8.

Funkcia priemernych néakladov je pri produkcii mensej ako 8 tisic kusov klesajica a
pri produkcii véacsej ako 8 tisic kusov vyrobkov rastica. Teda pri vyrobe 8 tisic kusov
vyrobkov stt minimalne priemerné naklady C(8) = 11,4 mil. penaznych jednotiek.
Priklad 2:

Isty nemenovany podnik vyraba svoje vyrobky na trhu pri funkcii celkovych prijmov
R(x) = 3z — 10 — 0,012%. Uréte, pri akej produkcii vzrastie celkovy zisk podniku.
Riesenie:

Vypocitame prvu derivaciu: R'(z) = 3 — 0, 02z.

KedZe chceme zistit kedy budu zisky rast, potrebujeme vypocitat, na akom intervale
bude funkcia rastuca.

P'(x) >0, t.j. 3—0,02z > 0, odtial x < T302 = 150.

Funkcia celkovych ziskov je rastica na intervale (0,150). Ak x1, 25 € (0,150), x1 < 29
potom, podla definicie monotonnosti funkcie, zvySenim produkcie z Grovne z; na troven

xo celkovy zisk vzrastie.
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7.3 Priklady z ekonomiky

CVICENIA

1. Tvrdy papier tvaru obdlZznika ma rozmery 60cm a 28 cm. V rohoch sa odstrihni
rovnaké Stvorce a zvySok sa ohne do tvaru otvorenej krabice. Aku dlzku musia

mat strany odstrihnutych stvorcov, aby objem krabice bol najvacsi?

2. Treba zhotovit nadobu tvaru valca, uzavretu vrchnakom tvaru polovice gulovej
plochy. Stena a dno nadoby st zhotovované z rovnakého materidlu. Vrchnak je
zhotovovany z materialu, ktory je 5, 5-krat drahsi. Aké musia byt rozmery nadoby;,

aby pri danom objeme bola jej vyrobna cena najmensia?

3. Pociato¢né naklady elektrického vedenia st zavislé na priereze S vedenia a na

k
stratach elektrického prudu vo vedeni vztahom y = k1S + §2, kde kq, ko st kladné

konstanty. Urcte prierez S tak, aby naklady boli minimélne.

4. Bod sa pohybuje po priamke tak, Ze jeho vzdialenost s od zaciatocného bodu sa

za t sekund rovna
1, 3 2
s = Zt — 4¢° + 16t

a) Urcte casy, v ktorych sa pohybujici bod nachéadzal v zac¢iatotnom bode.

b) V akom ¢ase sa rychlost rovna nule?

5. Mesto A lezi na rieke, ktoré tecie priamo. Mesto B lezi 20 km daleko od mesta A
a je 5km vzdialené od tej istej rieky, na ktorej lezi mesto A. Kde na rieke treba
zhotovit vodaren, ktora by zasobovala obe mesta, aby stavba potrubia bola ¢o

najlacnejsia, ak stavba 1 km dlhého potrubia po rieke stoji % ceny stavby po zemi?

6. Zistite, pri akej produkcii budu zisky réast, ak by funkcia celkovych prijmov z
prikladu 2 (str. 66) bola R(z) = bz — 15.
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Kapitola 8

Vysledky cviceni

Kapitola 2
x(3+222) 3z . 2z
1. a) )] b) = (Jz| < 1), ¢) 6z, >0, —6x, v <0,d) 25 + 2arctg z, e)
1 (z>0).
2. a) y® = 18xcosx — 2%cosz + 6sinx — 9z?sinz, y® = —60xcosz + 2 cosz —

60sinz + 152%sinz, b) y® = 6cos2z — 3622 cos 2z — 361 sin 2z + 8% sin 2z, y®) =
—240 cos 27 + 24022 cos 2 + 480z sin 2x — 322° sin 27, ¢) y©®) = 2e%(cosz —sinz), y» =
—4e*(cosz+sinx), d) y® = 22(47+601nz), y©® = 274+1201Inz, e) y® = 2¢*(3 cos v+
rcosx — wsinz), y® = —4e®(zcosx + 5sina + wsinz).

3. a) =21 cos(2 + ng), b) 2EDI sG] oy o(—1)mpl/(x — 1),

d) (—1)”n!(Hl)_n_l;(m_l)_n_l, e) e*(z +n).

Kapitola 3 (3.1-3.2)

1. Ay=2-20-0,1+ (0,1)2=4,01, dy = 2-20-0,1 = 4. Rozdiel je 0,01.

2. a) dy =0,5, b) dy = 48dx.

3. Presné hodnoty a) 1,2166529, b)0, 4848096.

4. &f(1) = 2445,

Kapitola 3 (3.3-3.4.2)

1. a) nema derivaciu v x = 0, b) f(0) =0, f(2) = 2.

2. body st dva: (—1,—1), (1,1).

3. V obidvoch pripadoch plati. a) f'(c¢) =7, ¢ = %(5 +497), b) f'(c) = 3, c= V2.
Kapitola 4

1. a) Je rastuca, nie je ani parna, ani neparna, nie je zhora, ani zdola ohrani¢ené, nema
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8 Vysledky cviceni

maximum, ani minimum. b) Je rastica na intervale (0,00), klesajuca na (—o0,0), je
parna, nie je zhora, ani zdola ohrani¢ena, minimum mé v bode 0, maximum nemaé. c)
Je definovana na mnozine (—o00,0) U (0,00). Funkcia nie je ani péarna, ani neparna,
ani periodicka. Funkcia je na intervale (—oo, —+/2) klesajiica a konvexnd, na intervale
(—+/2,0) je rastiica a konvexna a na intervale (0,00) je klesajiica a konvexna. Graf
funkcie ma asymptotu bez smernice: x = 0 a asymptotu so smernicou: y = —z. d)
Funkcia je parna, zdola ohrani¢end, zhora ohrani¢ena nie je. Je rastiica na intervale
(0,00) a klesajtca na (—o0,0), v bode 0 m& minimum. Maximum nema.

2. a) Nie je parna, ani neparna, je zdola ohrani¢ena, zhora ohrani¢ena nie je. Je
rastica na intervale (—1,00) a klesajica na (—oo, —1). Funkcia ma minimum v bode
—1 a maximum nemé. b) D(f) = RT, preto nie je ani parna, ani neparna. Je rasttica na
(0, e) a klesajuca na (e, 00). Lokalne maximum mé v bode x = e. Funkcia je konkévna
na (0,e2) a konvexna na (e2,00). Bod e? je inflexny. Graf funkcie ma asymptotu bez
smernice: x = 0 a asymptotu so smernicou: y = 0. ¢) Funkcia nie je ani parna, ani

2 ().

neparna. Je rastica na intervaloch (—oo, —2), (0,00) a klesajuca na intervale (—2,

Funkcia mé& v bode z = —% lokalne maximum a v x = 0 ma lokdlne minimum. Funkcia je
rydzokonvexné na intervale (—oo, —1) a rydzokonkavna na intervaloch (—1,0) a (0, o).
Graf funkcie nemé asymptoty bez smernice. Asymptota so smernicou: y = z+ % d) Nie
je parna, ani neparna. Funkcia je rastica na intervaloch (—oo, —1) a (1,00), klesajica
na (—1,1). V bode x = —1 ma lokilne maximum a v bode z = 1 mé lokdlne minimum.
Na intervale (—o0,0) je konkévna a na intervale (0, 00) je konvexna. V bode x = 0 ma
funkcia inflexny bod. Graf funkcie ma asymptoty so smernicou: y = x a y = x + 2.

3. Takychto grafov funkcii je viac.

Kapitola 5

1. a) =2, b) +o0, ¢) 1, d) 12,

2. a)2,b) 1, c)lna, d) +oo.

3. a) nie, b) nie, ¢) ano, —%, d) ano, 1.

Kapitola 6

25

427 *
= — 5[z + ..., pre vSetky

2 4 6 . 3
1. a)cose =—L + 4 — L +... b)sinz-cosz =z — 2 +

3 5 7
X, c) arctgr = x — 5 + & — 5 +...prelr| < L.
5

2. Sin(a—l—x):sina(l—2—?—1—%—%—?%—%—...)—1—008@(%—3—? gg—,—g;—j c).

_ Ina In’a .2 n®a .3 In" a
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8 Vysledky cviceni

4. 2 =1—4(xz+1)+6(x+1)> —4(x+ 1>+ (z + 1)*.

Kapitola 7

1. z=12cm.

2. Ak V je objem nédoby, r polomer podstavy a v vyska steny, minimélna cena nadoby

’ . 3/3V _ 15 3/322V
bude ak mé rozmery: r = {/s- av = /5.

3. 5=k
4. a)t,=0,t,=8,b) t; =0,t, =4, t3 =8.

5. Vodaren treba zhotovit na rieke za mestom A smerom k mestu B tak, aby bola
vzdialena od A /3575 — \1/—5?

6. Funkcia celkovych ziskov R(z) je rastica na intervale (0, 00). ZvySovanim produkcie

budi zisky vzdy rast.
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7ZAVER

Stcasny rozvoj informac¢nych a komunika¢nych technologii (IKT) je neoddelitelnou su-
castou nasho zivota a sposobuje aj prevratni zmenu metdéd vzdeldvania. Stéle viac
ucitelov matematiky hlada odpoved na otézku, ako ¢o najefektivnejSie integrovat
prostriedky IKT, predovSetkym pocitace, do vyucovania. Pozname vela kvalitnych
pocitacovych programov a softvérovych produktov. V nasSej praci sme vyuzili program
GeoGebra, v ktorom sme vytvorili aplety. Aplety dokdzu podrobnejSie a nazornejsie
vysvetlit teoriu. Geogebra je free softvér a kedze k nej eSte neexistuje slovenska verzia

wikipédie s u¢ebnymi materialmi, chceli by sme prispiet k jej vytvoreniu.

Cielom naSej prace bolo podat teoriu diferencidlneho poétu, aby mohla sluzit ako
ucebny text pre Studentov matematiky, ale aj inych odborov. Text sme obohatili o
rieSené tulohy, ktoré st doplnené aj obrazkami. Pomahaju pri osvojovani si poznatkov a

po ich osvojeni by ¢itatelovi nemalo robit problémy samostatne vyriesit zadané cvicenia.

Po prestudovani elektronickej ucebnice, by student mal ovladat dant tému. Ucebni-

ca moze sluzit nielen studentom, ale aj pedagoégom.
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Dodatok A

PRILOHA

Priloha obdahuje CD, kde sa nachadzaja aplety.
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