Úvodom


Tento zborník je dokladom toho, že konferencia “Matematika v škole dnes a zajtra“ vstúpila už do povedomia odbornej a pedagogickej komunity Slovenska. A ako svedčí účasť na tomto, už piatom ročníku konferencie, nielen  Slovenska. 


Pestrosť i obsah prednesených príspevkov svedčia o tom, že máme erudovaných učiteľov matematiky na školách všetkých typov a stupňov ako i o tom, že sa zamýšľajú stále viac nad tým nielen  čo učiť z matematiky, ale ako rozvíjať tvorivé myslenie mládeže, ktorá ju bude využívať zajtra. 


Tieto ciele sledujú príspevky, ktorých obsahom je inovácia rôznych tematických celkov, ich zatraktívnenie pre žiakov a názornosť výkladu. Rad príspevkov obsahuje námety, ktoré možno využiť pre prácu v krúžku, pre prehĺbenie učiva a starostlivosť o talentovaných žiakov. Na konferencií odzneli i príspevky venované výskumu procesu tvorby a osvojenia si matematických pojmov u detí a mládeže. Hlboké pochopenie týchto procesov umožni zvýšiť efektívnosť vyučovania. Je pochopiteľné, že tieto vážne otázky zaujímajú stále väčší počet pracovníkov.

Podobne ako v minulých rokoch, tak aj v tomto roku sú ďalšie informácie o konferencii a niektoré príspevky uverejnené aj na stránkach Katedry matematiky a fyziky PF KU (http://pf.ku.sk/kmaf).

Sme radi, že účasť na konferencii mali starší i začínajúci kolegovia. Symbióza skúsenosti prvých a elánu druhých a nadšenie všetkých dáva možnosť doviesť výchovu mládeže na úroveň hodnú  tohto tisícročia.


K úrovni  konferencie významne prispela i účasť zahraničných účastníkov. Ukazuje sa, že problémy a nadšenie nepoznajú hranice a že všetci si máme čo povedať.


Pozývame všetkých na šiesty ročník konferencie, ktorý sa uskutoční v dňoch 12.-14. septembra 2005.










Organizačný výbor


Kedy a ako vyučovať pravdepodobnosť a štatistiku na ZŠ a SŠ

Silvia Ácsová

Abstract

This article shows some problems in the teaching of the probability and statistics at grammar school.

V matematike práve tak ako aj v iných vedných disciplínách nastáva posun od teoretickej matematiky k matematike, ktorá by bola aplikovateľná v praxi. Medzi takéto poznatky matematiky patrí oblasť štatistiky a pravdepodobnosti. Teória pravdepodobnosti je pomerne mladá matematická disciplína, ktorej axiomatickú výstavbu vybudoval ruský matematik Kolmogorov v roku 1933.

Témou mojej diplomovej práce boli základy teórie pravdepodobnosti. V rámci prípravy na písanie diplomovej práce som sa  oboznámila  so spôsobom výučby pravdepodobnosti a matematickej štatistiky na našich školách a  s momentálne používanými učebnicami na základných a stredných školách. Situácia, ktorú som objavila na niektorých školách, ma podnietila k nasledujúcim úvahám a návrhom. 


Po reforme školstva na deväťročné základné školy bola táto oblasť matematiky zaradená do základných učebných osnov ZŠ. Dnes sa  pravdepodobnosť a štatistika nachádza v osnovách pre  8. a 9. ročník ZŠ a v osnovách pre 4. ročník SŠ. Napriek tomu existujú na Slovensku školy, základné dokonca i stredné, kde sa žiakom vedomosti z týchto oblastí matematiky nesprostredkovávajú. Učitelia ako hlavný dôvod uvádzajú predimenzovanosť učiva v ročníkoch, do ktorých sú tieto oblasti matematiky zaradené. Riešenie problému vidím v zaradení základných poznatkov do nižších ročníkov ako je to v súčasnosti a v cyklickej osnovácii týchto oblastí matematiky. Dnes sa v školskej praxi vyučuje najprv pravdepodobnosť a potom štatistika.  Navrhujem najprv predstaviť žiakom poznatky zo štatistiky a následne poznatky z pravdepodobnosti, lebo práve oblasť štatistiky vychádza z empirických skúseností. Štatistiku navrhujem začať  vyučovať v 5. ročníku ZŠ a to triedením údajov a zaznamenávaním ich do tabuľky. Na zaznamenávanie údajov sa používa metóda sčítacích čiarok. Šikovnejším žiakom je možné predstaviť aj zaznamenávanie údajov pomocou stonkového diagramu. Žiaci 5. ročníka dokážu z tabuľky zistiť početnosť sledovaného znaku, modus, medián a údaje zakresliť do stĺpcového diagramu. So žiakmi môžeme okrem diskrétnych znakov štatisticky spracovať aj spojité znaky. Po oboznámení žiakov s racionálnymi číslami môžeme so žiakmi 6. ročníka určovať relatívnu početnosť a aritmetický priemer sledovaného znaku. Žiaci 7. ročníka sa v rámci učiva o percentách stretávajú s grafickým znázorňovaním pomocou kruhového diagramu. Je vhodné na tomto mieste poukázať na to, že aj štatistické údaje je možné znázorňovať kruhovým diagramom. Výpočet absolútnej odchýlky, disperzie a smerodajnej odchýlky a ich využitie je možné ukázať žiakom pred ukončením ZŠ. Na SŠ je potrebné nadviazať na poznatky, ktoré žiaci získali na ZŠ. Učivo štatistiky som zaradila do 4. ročníka. Žiakov  môžeme  oboznámiť s koeficientom korelácie, ktorý sa využíva na meranie závislosti 2 sledovaných znakov. Z grafických znázornení môžeme žiakom predstaviť  histogram a jeho tvorbu a polygón početnosti. 


Paralelne ku štatistike môžeme žiakom predstavovať aj poznatky z pravdepodobnosti. Oblasť pravdepodobnosti navrhujem vyučovať deduktívnou metódou vychádzajúc zo skúseností a poznatkov žiakov, ktoré žiaci získali  pri výučbe štatistiky. Žiakov po vyriešení viacerých úloh zo štatistiky môžeme upozorniť na súvislosť relatívnej početnosti a štatistickej pravdepodobnosti. Keďže určovať štatistickú pravdepodobnosť je časovo náročné, usmerníme žiakov na určovanie teoretickej pravdepodobnosti. Pre žiakov ZŠ je dôležité zistiť, že pravdepodobnosť javu je rovná podielu počtu priaznivých výsledkov a počtu všetkých možných výsledkov náhodného pokusu, tzv. Laplaceovu schému. Žiaci by mali dokázať pomocou tohto vzťahu určiť pravdepodobnosť udalostí v mnohých jednoduchých aj zložitejších úlohách.  Na ľahšie, rýchlejšie a efektívnejšie zisťovanie všetkých možných výsledkov náhodného pokusu žiakom môžeme predstaviť stochastický strom a jeho využitie. V 1. ročníku SŠ sa žiaci oboznamujú so systematickými poznatkami z kombinatoriky. Vedomosti z kombinatoriky môžu žiaci uplatniť pri riešení úloh z pravdepodobnosti pomocou kombinatoriky. Po preriešení viacerých príkladov žiaci sami nachádzajú zákonitosti, ktorými sa riadi výpočet nejakého sledovaného javu a vlastnosti pravdepodobnosti. Žiakov, ktorí zvládli základné výpočty, môžeme oboznámiť s  podmienenou pravdepodobnosťou, ktorá sa v praxi vyskytuje častejšie. Žiakov môžeme upozorniť na to, ako ľudia v praktickom živote často zamieňajú pravdepodobnosť javu za podmienenú pravdepodobnosť a naopak. V súvislosti s podmienenou pravdepodobnosťou považujem za vhodné predstaviť žiakom aj nezávislé udalosti, vedieť rozlišovať závislé a nezávislé udalosti a  Bernoulliho schému, ktorá úzko súvisí s nezávislými udalosťami. Počas záverečných hodín z pravdepodobnosti na SŠ môžeme žiakom ukázať  výpočet strednej hodnoty a geometrickej pravdepodobnosti.


Teória pravdepodobnosti sa dnes neučí vždy v súlade s pravidlami didaktiky matematiky. V oblasti pravdepodobnosti sa rozvíja predovšetkým technika výpočtu bez aplikácie výsledkov pravdepodobnosti v reálnom živote. Takáto výučba podáva nesprávny obraz o predmete teórie pravdepodobnosti a o podstate jej využitia. Podstatou výučby je, aby žiak pri opisovaní jemu blízkych situácií dokázal samostatne a zmysluplne formulovať otázky a problémy, samostatne ich previedol do jazyka matematiky a hľadal a nachádzal prostriedky k ich riešeniu. Podľa poľského matematika profesora Plockého by riešenie úloh z pravdepodobnosti malo obsahovať tieto fázy:


- fázu matematizácie – v tejto fáze žiak problém z reálneho sveta premietne do matematickej abstrakcie. Je to etapa konštruovania pravdepodobnostného priestoru, teda popis reálnej situácie pomocou schém typických pre teóriu pravdepodobnosti.


- fázu výpočtov a dedukcií –  obsahuje matematické výpočty vo vnútri pravdepodobnostného priestoru. 


- fázu interpretácie – obsahuje formulovanie záveru pre reálnu situáciu na základe vypočítanej pravdepodobnosti. 


Pri každej výučbe je dôležitá motivácia. Úlohy s využitím pravdepodobnosti sú najľahšie inšpirované empirickými skúsenosťami žiakov. Niektoré javy sa nám na prvý pohľad zdajú rovnako pravdepodobné, hoci v skutočnosti nie sú. Pri takýchto javoch vzniká potreba ich matematického odôvodnenia. Proces utvárania pojmu pravdepodobnosť javu by sa mal začať od kvalitatívneho ohodnotenia. Žiak by mal vedieť rozdeliť javy na nemožné, menej pravdepodobné, viac pravdepodobné, rovnako pravdepodobné, isté. Kvantitatívne ohodnotenie pravdepodobnosti musí prísť vo výučbe až neskôr.


Pri získavaní poznatkov sa v učebniciach uvádzajú príklady, ktoré na prvý pohľad majú v reálnom živote malý význam (hod mincou, hod kockou, hry, ...). Tieto príklady predstavujú situácie, na ktorých sa žiaci oboznamujú s jednotlivými modelmi a výpočtom pravdepodobnosti. Mnohé úlohy z praxe po fáze matematizácie využívajú práve tieto predstavované modelové situácie. Preto nie je dôležitá praktickosť samotného zadania príkladu ale modelu, ktorý tento príklad predstavuje. Pre žiakov je prirodzenejšie vytvárať modelové situácie z jednoduchých hier, lebo to vyhovuje mentalite žiakov. Napriek tomu by učiteľ mal predstaviť a priblížiť žiakom situácie z reálneho života, v ktorých sa používa výpočet pravdepodobnosti podľa jednotlivých modelov, napr.: kontrola kvality výrobkov, ochrana utajovaných údajov, zisťovanie účinnosti liekov, overovanie spoľahlivosti novej technológie pri výrobe súčiastok, poisťovníctvo a pod.   



Cieľom vyučovania pravdepodobnosti nemôže byť len súbor pojmov, definícií a viet, ale aj rozvoj techniky výpočtu pravdepodobnosti. Myslím si, že nie je dôležité zavaliť žiakov množstvom vzorcov, ale  viac je potrebné rozvíjať logické uvažovanie žiakov a vo výučbe uplatňovať deduktívnu metódu. Dôležité je naučiť žiakov formulovať závery vyplývajúce z veľkosti pravdepodobnosti.
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O riešení kvadratickej rovnice

Martin Billich

Abstrakt


In the present paper some methods for solving a quadratic equation are discussed. We describe using the power of a point with respect to a circle for geometric method for solving the quadratic equations.

V stredoškolskej matematike sa na riešenie kvadratickej rovnice 
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používa metóda algebrická alebo grafická (geometrická). Výsledkom prvej metódy je vzťah pre výpočet koreňov kvadratickej rovnice v tvare
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pričom platia Vietove vzťahy
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Grafická metóda riešenia kvadratickej rovnice je založená na hľadaní spoločných bodov paraboly (grafu kvadratickej funkcie 
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. Nakoľko vieme zostrojiť iba konečný počet bodov danej paraboly, výsledkom tejto metódy je odhad riešenia (priesečníkov paraboly a priamky). 

Práve táto skutočnosť nás vedie k ďalšiemu spôsobu riešenia kvadratickej rovnice, a to konkrétne pomocou mocnosti bodu vzhľadom na kružnicu. Tento pojem si teraz aspoň stručne pripomenieme.
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obr. 1

Z vety o obvodových uhloch vyplýva, že v trojuholníkoch YAM, BXM sú uhly YAM a BXM zhodné, a pretože uhol pri vrchole M je pre oba trojuholníky spoločný, tak trojuholníky YAM, BXM sú podobné (podľa vety uu). Potom platí:
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Vráťme sa teraz k riešeniu kvadratickej rovnice (1). Majme danú karteziánsku sústavu súradníc 
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 (obr. 2).
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obr. 2

Pre mocnosť bodu O vzhľadom na kružnicu k platí
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Po dosadení veľkostí jednotlivých úsečiek dostaneme
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Stred S kružnice k leží na osi úsečky 
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 (obr. 3).
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obr. 3

Podobne ako v predchádzajúcom prípade, z mocnosti bodu O ku kružnici k dostaneme
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Ďalej x-ové súradnice bodov 
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Dostali sme teda už vyššie uvedené Vietove vzťahy pre korene 
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The subjectivity of the pupil on lessons of mathematics

Stanisław Domoradzki
Abstract 

The subjectivity and problems with her connected accompany to the man and his activities since a long time, when we speak about the human life and grant to him the sense. In the article we refer to the traditional manner of teaching of mathematics - leaning on explaining and constructive one - leaning on the independent pupil’s work while the teacher organizes the education in such manner, that pupils (students) accumulate necessary experiences for building in their own mind of necessary cognitive schemata to the understanding of notions. We accent the need of the dialogue between the teacher and pupil, of the mutual being opposite each other and with each other. We underline the account the man - the man.

          Premises. In years 1997-2002 active professionally teachers of primary teaching and mathematics wrote under my direction over 50 trials that aim was the rising of professional qualifications. Every teacher received the following investigative assignment:

        - choose the fragment from math’s textbook which contains the certain series of exercise,

       - choose from 8 to 12 pupils with whom you do not work every day, you will solve tasks with them; whereat it’s no need to teach the pupil, but to understand his habit of mind;

       - on the ground of this analysis it is necessary to fix what in the textbook is easy, what difficult, and also what errors were committed by the pupils in their own reasoning. 

The experiment will be recorded on the magnetic tape, then make a list of the conversation from the tape and the supplement:

          a) with attentions about motions, mimicry and other perceptible non-verbal reactions;

          b) with all notes, drawings sketched during the experiment.

 Obtained materials will be subjected to the thorough analysis; with the special intention of explaining and understandings of the pupil - mental approach.

Your own attentions and analyses perform in the form of the seminar composition (about the volume 70-120 pages)
. The prior consequential conclusions from this research are introduced in this article.

1. The subjectivity in the mathematical education 

The subjectivity and matters with her connected accompany to the man and his activities from immemorial time. They come back, when we speak about the human life and grant to him the sense, existential problems and possibilities of the existence of the man in the world. Lately, in the era of the total society, much of the intellectual energy is sacrificed to the subjectivity of pupils and students in the process of the education. 

A very important condition of the effective process of the education on every stage of the development of the man is the subjective treatment of his participants. This means respect of their right to the identity, the own autonomy and non-recurrences, that means humanistic and based on partnership approaches and perceiving in every of them Person. St. Thomas, what we call a subject, qualified with the term suppositum. This term meant something, what possesses the creature, what exists and works, something that exists individually
.  

          With the name of subjective teachers one qualifies these ones, who individually choose aims and contents of teaching, methods of the work, organizational forms and didactic resources. Such teachers perfect their own workshop to be understood very widely, in these interhuman interactions also. Those teachers have tendencies to the reflection over this what they do, reflect: whom they are for pupils in class, at school, whom they are for parents, for room-mates, neighbours. They try to throw up directions of the process of teaching on the thing of the participation in it. Too often we still observe teachers who in the process of teaching instruct, do not want, and cannot be partners for pupils. 

The postulate of the subjectivity of pupils unites the wishes, that in the process of education they become a person as opposed to the object of the manipulation, an independent, active, self-governing and characterized with the autonomous individuality.  

One from fundamental rules of the pedagogic is the idea of the dialogue among a teacher and a pupil. The subjective treatment of pupils demands keepings in mutual accounts of such attitudes as: the acceptance, the empathic understanding. 

The traditional manner of teaching of mathematics is based on explaining. Using the metaphor, the teacher tries to transfer knowledge from his own head to heads. The teacher plays the main role. The teacher tries to make easy for pupils learning across various encouragements and helpings to remember information and instructions, examples, graphs, tables, schemata. The teacher takes care that the pupil knows how to use remembered contents in standard- exercises. Such type of teaching we call instructive, it takes place in the interaction the teacher - the pupil, where the last one is dependent from the teacher whose part is to be the expert, the coach, the mentor. Generally in the instructive approach the program of teaching is the most important. Far less attention is sacrificed to the pupil and to his development. Constructive manner of teaching is based on the independent work of the pupil. The teacher creates the friendly climate and by means of proper exercises gives reasons for pupils to the independent work. Every from pupils individually constructs its own representing, its own recognition, the teacher discusses with pupils about their doubts, considerations, and opinions. The teacher realizes only the part of the moderator during the discussion with pupils. Constructive manner of teaching favours to subjective treating of pupils on lessons of mathematics. 

In the process of teaching of mathematics skills of solving exercises and problems are essential.   E. Gruszczyk - Kolczyńska in [16] ascertained that the working of children during solving of mathematical tasks depends on the following factors:

   1. Content of task, complexities of the mathematical structure, problems, also from the manner of acquainting children with its content. The perception of task depends among other things on this, whether the child will read it individually from the text book, or the exercise will be introduced by the teacher, or it is formulated by the boy of the same age from the class […].

2. Social circumstances of solving the tasks […]. Started by the teacher forms of the pressure can help to the child to concentrate the attention, but can also make the additional frustration element. 

3. Definite features of the individuality of resolve: the state of the justification, the emotional maturity […], forming attitude towards the face overcoming difficulties contracted in exercises demanding of intellectual effort, the system of habits of rational keeping himself during the difficulty of overcoming difficulties, at last the level of knowledge and mathematical skills necessary for solving of given problem[…].

The author underlines that overcoming difficulties is an integral part of the learning of mathematics (the emphasis S. D.). The child should live through difficulties in the learning of mathematics for individual conquering the part of them and for acquiring the suitable attitude to them. That’s why, the giving teaching, wherein we notice often pressures of the type: think well, try once again, give the correct result, who will show how it is necessary to solve, does not favour to shaping of the own manner of the understanding of mathematics. 

             At the beginning of the child's school- education, when we mould methods of adding and subtraction in the memory, we use numerous manners of the mental multiplication and divisions, we use properties of activities in the mental calculation, and we advert on different ways of the mental arithmetic with reference to large numbers. Besides we mould various representations of numbers and arithmetical operations, in these effective, non-standard computational manners.

  The valuation of quantity of the result of executing calculation is essential.

         The work with the pupil should deliver the opportunity to mastering of these skills in the possibly greatest range. With the point of view of the methodology of the information on the mental calculation we favour two strategies: 

- the written algorithm done in the memory,

- the mental representation, introducing with the help of imaging of the certain situation.

 To bring near mentioned strategies we quote the example given in [27]: do the activity: 1998+4= and the inverse operation: 2002 -4=

If we do the first activity in the memory in accordance with the skilled algorithm, we can write up by means following 24 steps obtained that the atomic analysis, see) [22]

1.
pay attention on last numbers 8 and 4    strategy = the instruction pointing to the next the step of the procedure);

2.
these single-digit numbers add strategy;

3.
8+4=12 (long term memory); 

      4. of two figures the number 12 spread on the number 2 - unities and 1 -the ten strategy and operation of the lower level of abstraction;
      5.
the number 2 take down to the proper place (strategy); 

      6.
the number 1 by rote (strategy and short term memory);

      7. advert on the number 9 (from the number 1998) strategy

      8.
and on 1 by rote  (strategy and short of term memory);

9.
both numbers add  strategy);

10.
 find  9+1=10 (long term memory);

      11.
spread 10 on 1 and 0 (strategy and operation of the lower level of abstraction);

12.
the number 0 take down, thereon the proper place (the strategy);

13.
1  by rote (strategy and short term memory); 

It suffice is put „12 steps more”. 

14.
pay attention on the number 9  ( in number 1998)

15.
and on 1 in the memory;

16.
both numbers add 

17.
9+1=10;

18.
spread 10 on 1 and 0;

19.
the number 0 write down, 

20.
while 1 retain;

21.
pay attention on the number 1  (in number 1998)

22.
and on 1 in the memory; 

23.
both numbers add 

24.
1+1 =2;

25.
take down the number 2. 

The add operation 1998+4 we can carry out quite otherwise:

Now it is not the application of the known procedure stored in the long of term memory of a student as a sequence of instructions - strategy. The conceptual strategy, based on the insight to the entire situation, can be used instead of the procedural strategy. The core of this insight is observation that number 1998 is just a bit less than 2000 and that by addition 4 we will obtain number a bit above the 2000. This observation is the fundament of the calculative strategy which comprises three objects:

Number x which should be add is 1998 to get 2000

Number y, the rest after subtraction x from 4

Final number 2000 + y.
The basic distribution of both approaches relies not only on that the quantity of steps in the second approach is considerably less. At the algorithmic approach pupil works with numbers. At global approach he works with the representation of number 2000 as the pillar of the exercise. At school written algorithms are prior, and it is because those are unified. All pupils use the algorithm in a similar way. For teachers it's more difficult to check the second from mentioned approaches, where children imagine the certain situation based on the chosen representation of the number 2000 and her neighbourhood. For example 1998 for some it is 2000 zlotys without 2. For others  it’s board with points (as in [4]).
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As another representation can be the numerical axis, with which we characterize the time
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          It is proper to notice that the management „sometimes” „makes for comings into being the difference between physical and psychological (objective and subjective) time, to the reflection of pupils over the conception of the time, and also to the critical reflection over the relation between the outlay of the time and with the subjective estimation of the meaning of that occupying and like this stimulates practical experiences and transformations of aims”
.  

          Doing of calculations in such or other representations perhaps may be more understandable for pupils. These are completely other representations. Teachers have not the tendency of nursing them. The pupil using mental representations is forced at school to exchange his own natural strategy on the strategy of the written algorithm. He reaches then the confrontation of both noticed strategies.

2. Ideas of the constructivism in the mathematical education
              In the cognitive constructivism takes root, that the meaning of concepts is negotiated on lessons. The concept for the pupil is at first designation that sometimes gathers other meanings, nearer to the mathematical meaning
. The following pupil's recognition is constructed with using of his former knowledge, both schools as from experiences of the everyday life. During constructive teaching the teacher tries to understand the pupil across additional asking: why do you think so, how did you get such result.  During constructive teaching well-thought-out, individualizing tasks - problems, asking are introduced for pupils for example:

„Are these polygons, or not?” (compare)[20]
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        If pupils are accustomed to this, then the lively debate will begin in class on every figure. The part of pupils will answer so, the part will answer not. The teacher will ask the pupils to base their own position. Each side will give arguments on the support of its own argument. The discussion with intervals can last weeks and months. Very often, some of pupils will change their opinions in this time. The teacher helps to pupils during explaining and formulating of their reasons, but he does not solve the problem himself. He does not give to pupils any official definition of concept of the polygon and does not wait, that the pupil looks through definitions in textbook. The set of different opinions as ascertained M. Hejný (compare. [20],)[21]  helped to all pupils to penetrate studied problems more exactly and had  the essential formal influence on pupils. In experimental teaching headed by M. Hejný and his collaborators were seen that pupils  from the beginning of the fifth class until the completion of the learning demonstrated the democratic course of the discussion, not only during solving of difficult mathematical problems, but they used spontaneously similar discussions on other subjects, not always for delight of teaching.


Research among students of technical studies by A. Fabiańczyk and M. Fabiańczyk   (compare)[15] show that less than 1/5 students of directions: Computer science, the Applied mathematics, technical Physics , the Electronics, the Building, alimentary Chemistry , general Chemistry understands  the notion of the function correctly.  That means that fragments of the knowledge penetrate to the memory of pupils, students in the formal way, as ready finished product. The formal knowledge moves to incommunicado information that is retained, if the memory will disappoint, there is no manner to reproduce it. The formal knowledge is not connected with surround world, does not answer on question what?, why?, only how?. How to find way to students of economic, forest-, technical, pedagogical directions?  This often relies on delivering of disregarding, but without showing of this process without participating in it. Schemes, classifications are delivered to pupils and students, the choice what is important, what is less important is imposed. Too often we meet lessons and lectures from mathematics, where there isn't any tries of affecting the imagination during which pupil or student will not participate in the process of experiencing of the knowledge. He is lacking the dialogue, the justification, kept autonomy, possibilities of choices, and connections with other subjects.

        Discussions, when pupils and students strengthen their self-consciousness are essential. They felt that they are clever to find solving with a personal mind that it's not the most important, if their point of view of matters and their solving answer to the authority, the most important is, if there is controversy with the truth.

      These discussions considerably accelerated the individual and social development of pupils. During debates pupils learnt to listen and to mark thoughts of friends, to correct own opinions, to accept arguments before emotions, to take the truth and to classify it according to own I. They learnt to reject opinions of the most, as long as they did not see themselves that they answered to the truth.  

    The leadership of the lesson of mathematics when uses the acceptance of the independent investigation of pupils to hypotheses demands the time and can cause the necessity of slimming of the programme. This is the important problem; however it depends from the decision of educational authorities, circle of mathematicians since a long time proposes the draught of certain entries from obligatory programmes of teaching.  

  Today, when we reach for helping of teaching with computer programmes  it can be noticed not only the lack of the need of the argumentation, because  it is visible on-screen, but first of all the relations teacher - pupil can unsettle. Mathematics as the school- subject is a very good educational centre, but it's realized by proper personal accounts between teachers and pupils. Modern resources of the education will not take teachers’ place in this regard. 

3. The error as the pedagogical phenomenon

        We will sacrifice several attentions to the understanding of the mistake in marking of pupils in the context of subjective treating of participants of the didactic process. 

       Let us look at the mistake as the pedagogical phenomenon. Upbringing to rational keeping in the incorrect situation starts already in the family, in the early childhood. It is well when the family encourages, inspires children to certain activities, when gives so much advice, that all be able to turn well. 

The school can accept pupil's mistake into the threefold way. It can treat it as:

1)
tactlessness or the offence and to react on it with the punishment,

2)
tactlessness or the offence and to react with the forgiving remission,

3)
the experience which would have the pupil in the further life skilfully to use.

According to our mark (comp.)[10], third from represented possibilities is optimal. In our schools first two mentioned treatments of the pupil- mistake still dominate. The teacher can notice mistakes of the pupil, but already without the sensibility reacts on the pupil's psyche wounded of failing. If we punish the pupil, he'll have a greater trauma. If we succeed to console him, he will actuate himself, what is desirable. 

      Sometimes however we do not know, how we have to help him, what is unprofitable. We are convicted that the pupil must help himself. One must learn. Why is that so? This is dictated by tradition a little. Those, who was prepared for the life by the school which was soaked with a conviction that the mistake was a blunder, try to hide own mistakes. Such approach to a fault we transfer on our pupils. Afterwards those do nothing to neglect the error. We consider sentencing of mistakes as one of the large indigence of the present school. The situation with the pupil- mistake we can represent with four stages as follows:

1.
to notice him,

2.
to call,

3.
to analyse,

4.
to remove. 

It is well, when these four stages will be filled by pupil with teacher's help. Though we still observe that the teacher points and calls mistakes. He does not create the situation to their analysis and shifting of their removing.

We consider three points as the key in the context of subjective treating of pupils and students:

 1)  The mistake (of pupil, the student and own) must be understood as the necessary component of every authentic cognitive operation (and so, developmental).

 2)  The mistake of pupil (the student) is a window through which one can look into his thoughts and understand the manner of comprehending of arguments, notions, signs, accounts, situations etc.

 3)  The mistake of pupil one can, and even it is necessary to use as the point of departure to the educational intervention which will cause the intellectual and personal development of children.

Let us add that in the process marking at school one cannot get over subjective treating pupil. Pupil is just interested in the mark, the teacher should support him in the way to the aim, to show whereof he gave up, what he was not good at and what could achieve. As W. Bednarkowa (comp.)[1] notices, marking has to respect a dignity of marked and to call out delight at him. Our research show that it is not often so and among other things we deal with excessive labeling pupil. The teacher economizes his interaction with pupils by means labelling. The label which pupil carries into the teacher’s consciousness influences considerably afterwards to the communicative strategy of the teacher with relation to pupil.  For example, if pupil has label naughty, then the reaction appears in such way, the teacher reacts quickly and sharply. At pupil with label the outstanding distinctive teacher tolerates even more major errors.  We noticed several times such procedure in our research. Vice versa, if pupil has a label „poor” teacher waits that:

      a) pupil's knowledge will not be general, will not become fixed and pupil will commit many mistakes,  it is necessary to explain and to give prior information to him quickly and often, 

      b) 
 he will speak out  little of correct contents, he will often guess; so it is necessary to verify formulated correctly contents, 

      c) pupil will not often know how to make headway, it is necessary to help him in the process solving, 

     d) he can be quickly tired, can not have wishes for the work, so it is necessary to give reasons for him constantly.

         Labelling can sometimes help us in the job. There are also examples, when it has very negative results. Most often, when poorer pupil (student), or with educational troubles will answer, will do something incorrect. One can then forbid the qualitative change of pupil. If the teacher does not want to commit such didactic mistakes, he should point out on unexpected reactions of pupils. 

At the basis of labelling is the fact that pupil will not change. If he is smart, he will remain smart, if he is poorer he will be poorer, if he is lazy he will remain lazy. The teacher treats pupil as the constant. Labelling makes impossible for pupil to change the teacher's opinion about him.  One of the ways to make the interaction between teacher and pupil more elastic is the experimentation. For a moment let the teacher changes his part of the educator into the part of the explorer - the experimenter. The experiment one ought to prepare well at first, to realize and most important to make the later analysis. Our research point out that this change is not only profitable for mentioned interactions, but can also influence on the recognition himself. 

Labelling can often be the object of the conversation between teachers. When there is time on these conversations, it can bring the theme to meditation, to the change of thinking about pupils. Why for example pupil whose teacher of mathematics considers to be lazy and poor, while the teacher of the physical education has a different opinion, because he not only coaches scrupulously, but he can also be useful in preparations to competition. The teacher of mathematics can think why this pupil appears to him so negatively. He will try to link the cooperation with him.  

Let us remind well-known quotations from the New Testament::

Do not judge, so that they do not be judged. Because with such court, what you judge and you will be sentenced; and with such measure, what you measure, you will be measured (Matthew 7, 1-2)”; 

And who of you sin-less, let first throw on her the stone” (Jan 8, 7)

The ancient culture related to three concepts the progress, the mind and the freedom. The ancient thought teaches us that mistakes can’t be avoided that it is necessary to accept them as the part of the life. It is necessary to lament over mistakes, it is necessary learning from them, and how one can something repair.

Conclusion 

The present teaching is neither clean giving, nor clean constructive. Teaching takes often place between called manners. One teacher favours to the giving manner of teaching, another - to the constructive manner. Sometimes it is so that the same teacher in the similar situation, one time reacts traditionally, another time in the constructive way. In testimony where can be results of mentioned higher research realized by me in years 1997 - 2002. The perceptible transition from giving to constructive teaching will not follow quickly. In spite of achieving deep changes in social looking at the need of the general education, teaching of mathematics, particularly in the consciousness of the teacher who is a main carrier of these changes, it must come up to joining of pedagogical values. The teacher should create conditions for pupils making possible interrogation in every situation, notifying of various suggestions and the possibility of independent realizing work. 
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Prínos prezentácii ako formy výkladu vo vyučovaní matematiky

Dagmar Dutková

Som stredoškolská učiteľka, ktorá sa dennodenne borí s problémom ako zaujať našu „počítačovú mládež“ a presvedčiť ju, že matematika má svoje čaro i zmysel. Po prvýkrát som sa s novým pohľadom na modernizáciu vyučovacích metód stretla na Letnej škole projektu Infovek v roku 2002. Mala som pocit akoby som vyliezla na vysoký kopec, ktorý mi zakrýval horizont  a  za ním som objavila nové obzory. Tu mi ukázali cestu, no musím sa priznať, že som mala len hmlistú predstavu ako to využiť vo vyučovaní matematiky. Vo svojom príspevku by som rada na konkrétnych príkladoch ukázala,  v čom vidím prínos,  ak výklad je realizovaný formou prezentácie vytvorenej v programe Microsoft PowerPoint. Obrázky uvedené v tomto článku sú ukážkami z týchto snímok.

Už i naši predkovia vo výroku: “Radšej raz vidieť ako 100-krát počuť“ nám naznačili, že viaczmyslové vnímanie umožňuje lepšie pochopenie a ujasnenie danej problematiky. 

Prezentácia zvyšuje, podľa môjho skromného názoru, názornosť výkladu.

Ako príklad by som uviedla ukážku z výkladu kombinatorických operácií, konkrétne na objasnenie časti definície, v ktorej sa hovorí, že záleží či nezáleží na poradí prvkov.

Obr. 1
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Tréner povie, že prvý útok tvoria Pálfy, Šatan a Bondra alebo Bondra, Pálfy Šatan – záleží na poradí v akom povie mená, bude to  tá istá trojica hráčov alebo nie? 

Ak zostavujeme trikoloru  z piatich farieb, medzi ktorými je aj biela, červená a zelená- záleží na tom v akom poradí ich umiestnime – dôkazom nám môžu byť štátne vlajky, ak zoradíme farby zospodu červená, zelená, biela – získame vlajku Bulharska ale ak ich zoradíme inak napr: zelená, biela, červená už je to vlajka Maďarska. Zároveň by som chcela zdôrazniť prepojenie matematiky so životom -  riešili sme konkrétny príklad so života pomocou kombinatoriky.


Vhodnú tému na spracovanie formou prezentácie som našla v stereometrii, konkrétne rezy telies. Program PP umožňuje ovplyvňovať tempo výkladu podľa schopností študentov. Pri tejto ukážke by som rada zdôraznila aj ďalšie výhody a to, zvýšenie dynamickosti hodiny a zvýšenie individuálneho prístupu učiteľa k študentom. 

Obr. 2
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Prvé dve snímky som použila vo fáze vysvetľovania zostrojovania rezu kvádra, pričom som sa odvolávala na už vopred osvojené poznatky týkajúce sa vzájomnej polohy dvoch priamok, priamky a roviny a vzájomnej polohy troch rovín. Ďalšie dve snímky už riadili študenti. Sami navrhovali ako pri zostrojovaní pokračovať a šikovný študent ich pokyny realizoval na počítači. Ja som tak mala možnosť prípadné nejasnosti u konkrétnych študentov hneď vysvetľovať individuálne. Posledné dva snímky som využila už pri precvičovaní, kedy študentom stačilo len zadanie a kontrola nákresu. Každý študent pracoval samostatne a vyhla som sa tak situácii, že jeden študent vypracuje úlohu na tabuľu a väčšina ju len bez premýšľania odkreslí. Dynamickosť hodiny sa zvýšila tým, že sme nemuseli čakať na zotieranie tabule a predišli sme zlej viditeľnosti na mokrej tabuli. Dynamické snímky zvyšili pútavosť prezentácie a motivovali študentov pre osvojovanie nových poznatkov.


Ďalšou ukážkou by som len potvrdila všetky už menované výhody pri téme kuželosečky. Prvé dve snímky sa týkajú vysvetľovania základných pojmov pri elipse. Nákres je dynamický a riadený tak, aby zapadal do výkladu. Ďalšie dva snímky som využila už pri vzorovom riešení príkladu po objasnení analytického vyjadrenia elipsy. 

Obr. 3
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Príklad je doplnený obrázkom, ktorý zvyšuje názornosť vysvetľovaných pojmov. Ďalšia ukážka sa týka paraboly vysvetľovania základných pojmov a vzťahov medzi nimi. Pri oboch ukážkach by som chcela upozorniť aj na veľkú prednosť animačných efektov, ktoré umožňujú vizualizáciu vzťahov medzi prvkami učebnej látky. Pri týchto ukážkach by som rada vyzdvihla ďalšou nepopierateľnú výhodu takejto formy výkladu a to presnosť.

Na tabuľu by som kuželosečky nenakreslila tak rýchlo a najmä tak presne. Ušetrený čas možno venovať na podnietenie diskusie k danej problematike, na väčší priestor pre názory študentov i na prípadné nesprávne riešenia, ktoré nás niekedy môžu obohatiť

Ešte výraznejšie výhoda presnosti a ušetrený čas vystupuje do popredia v ukážke z hodiny venovanej  grafom funkcií. Konkrétne je to ukážka z hodiny venovanej exponenciálnej funkcii. 

Obr. 4
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Po definícii nasleduje odvodenie grafu a jeho vlastnosti. Na pomoc som si vzala program Microsoft Excel, v ktorom som vopred pripravila tabuľku a graf jednej funkcie. Študentom však veľmi rýchlo možno ukázať aj grafy pri inom základe. Na inom liste sú pripravené tri grafy v jednom, ktoré slúžia na odvodenie vlastností z tvaru grafu a čo na ne vplýva. Zhrnutie je už pripravené v prezentácii. Tretí list možno použiť pri odvodených grafoch. Veľmi rýchlo a presne možno ukázať ako jednotlivé koeficienty ovplyvňujú tvar grafu. Pri rysovaní na tabuľu, by nám to trvalo neporovnateľne dlhšiu dobu a výsledný efekt – nájsť prepojenosť tvaru grafu s jednotlivými koeficientami by sa stratila. Študenti nie sú zaťažení rysovaním na papieri alebo nutnosťou situáciu si predstaviť, majú tak možnosť sa plne sústrediť na podstatu problému. Ušetrený čas opäť možno venovať diskusii – vysvetľovanie omylov pri hľadaní vlastností funkcie. Na kreslenie grafov slúži veľa iných programov. Ja som začala používať aj program Graphmatica, ktorý je voľne šíriteľný, prehľadný a rýchlejší ako Excel, ale pre potreby tejto prezentácie som volila staršiu verziu mojej prezentácie.


Myslím si, že všetky ukážky v sebe zahŕňajú spomínané výhody, no netreba zabudnúť na hlavný cieľ nášho snaženia a to vzbudiť záujem o preberanú problematiku a dokázať študentom, že počítač nie je len na hranie, ale pri vhodnom používanie vie priniesť zábavu i do vážnych vecí ako je matematika. Každý z nás vie, že najťažšie je zaujať, ale zároveň, ak sa nám to podarí tvorí 80% úspechu. V čase, keď sa počítače stali súčasťou, nie len pracovného, ale aj súkromného života, nemožno zaostať a mali by sme využiť možnosť aspoň takouto formou zmodernizovať naše zastaralé zbierky pomôcok. Počítače tak môžu prispieť k formovaniu kladných postojov k preberanej problematike.
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Diagnostikování strukturotvorné kognitivní schopnosti klasifikovat (v matematice)
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Abstract

The ability to classify is one of cognitive functions participating on building mathematical structures. Concept of classification and two-parametric classification is defined. Some techniques of diagnosing of this ability is described and illustrated.

1. Úvod

   K nejzávažnějším nedostatkům matematických znalostí našich žáků patří formálnost jejich poznatků. Poznatky jsou skladovány ve vědomí žáka jako víceméně izolované návody, poučky, vzorce, algoritmy, definice nebo tvrzení. Schází jejich propojení, strukturace. A co je nejhorší, žáci nemají potřebu své poznání strukturovat a často nevěří, že by toho byli schopni. Tato problematika je předmětem našeho výzkumu, jehož cílem je 

identifikovat  a analyzovat kognitivní a metakognitivní funkce, které participují na budování matematických struktur a ukázat způsoby jejich diagnostiky a reedukace. 

   Cílem tohoto článku je podat stručnou informaci o některých těchto funkcích a ukázat nástroje na studium jedné z nich - klasifikace. 

2. Metodologie

   Při řešení standardních úloh se absence struktury neprojeví, neboť žák použije nacvičené řešitelské postupy. Chatrnost matematické struktury žáka se projeví, když je žák nucen použít nestandardní postup. Proto jako nástroje na zkoumání matematické struktury žáka používáme situace a úlohy nestandardní, které vedou k činnostem hledání, tápání, chybování apod. Dodejme, že nezřídka se k hlubokému poznání o matematické struktuře žáka dostaneme náhodně při studiu jiného problému. I naše databáze pro tento výzkum nevzešla jen z cílené skupiny experimentů, ale i z materiálů dřívějších experimentů uskutečněných na základní, střední i vysoké škole. K analýze žákovských reakcí využíváme teorii procentu (Gray, Tall 1994) a teorii separovaných a generických modelů (Hejný, 2001). Konkrétnější úvahy začněme jednou ilustrací.

Ilustrace 1. Adam, žák čtvrtého ročníku, měl za úkol najít dvě lichá čísla, jejichž součet je lichý. Po chvíli řekl, že to nelze. Jeho argumentace byla velice zmatená. Liché číslo vyjadřoval idiomem „není dvakrát“ a neuměl tento idiom použít v argumentaci. Nakonec řekl: „Ani vy nenajdete dvě lichá čísla tak, aby součet byl lichý.“ Experimentátor nabídl chlapci „definici“ sudého čísla: Děti ze školky jdou na procházku a po dvou se drží za ruku. Žádné nepřebývá. Po této radě byl Adam schopen jasně formulovat argumentaci pro zkoumanou situaci: součet dvou lichých čísel je sudé. Řekl: „To jsou dvě školky, v jedné je jedno dítě samo i ve druhé je jedno dítě samo a tyto školky se spojí a tyto děti půjdou spolu.“

Komentář. Způsob, kterým Adam dospěl k přesvědčení, že součet dvou lichých čísel je číslo sudé, byl založen na experimentování. Žák zkusil v paměti několik konkrétních součtů a skrze tyto separované modely dospěl k danému přesvědčení, aniž by viděl model generický. Je zřejmé, že danému tvrzení rozuměl, ale neměl pojmovou výbavu na artikulaci své myšlenky. Experimentátor využil životních zkušeností žáka a nabídl mu vymezení pojmu sudé číslo. Adam danou situaci okamžitě přenesl do struktury sudý/lichý, protože hned, aniž by řekl definici čísla lichého, použil ji v argumentaci daného tvrzení.   

   Některé jevy pozorované v ilustraci mají obecný charakter. Především jsou to nosné prvky struktury: objekty (u nás sudé a liché číslo), procesy (sčítání) a vztahy (dané tvrzení). Pokud jde o vztahy, ty se v myšlenkové činnosti objevují nejčastěji v procesech odhalování a zdůvodňování. 

   V současné době obsahuje námi identifikovaný soubor kognitivních funkcí participujících na budování struktury devět položek: 

1. klasifikace, 2. hierarchizace, 3. schematizace, 4. konceptualizace, 

5. korespondence (izomorfismus, homomorfismus, přenos, metafora), 

6. řetězení, 7. zpřehledňování, 8. zobecňování, 9. abstrahování.

   Tento seznam jistě dozná v budoucnosti různých změn. Zde uvedené funkce se vzájemně prolínají a každá z nich se dá ještě dále dělit na sérii typů. V následujícím podrobněji prozkoumáme pouze klasifikaci. Zajímavé poznatky o schematizaci, konceptualizaci a zpřehledňování v oblasti aritmetiky jsou uvedeny ve studii Stehlíková (2004). Konceptualizace je též studována při řešení úloh s myšlenkou komplementu v článku Kratochvílová (2003). Rozvoj schopnosti používat izomorfizmus jako strukturotvorný nástroj je v článku Hejný (2002). 

3. Klasifikace – vymezení pojmu

   Klasifikace je důležitým organizačním principem organizace souboru jevů. Přesnější vymezení pojmu se může různě měnit. Naše vymezení je popsáno šesti podmínkami.  

(1) Dáno je univerzum U - soubor všech těch objektů, na které můžeme klasifikaci aplikovat a

(2) konečná nebo nekonečná množina IF interogativních (otázkových) forem (if) vztahujících se k objektům univerza U.  

(3) Vložíme-li do libovolné interogativní formy libovolný objekt z U, získáme smysluplnou otázku, na kterou existuje jednoznačná odpověď ano nebo ne. V případě že odpověď je ano, řekneme že daný objekt dané if odpovídá; v opačném případě že neodpovídá.

(4) Ke každému objektu z U existuje právě jedna if, které tento objekt odpovídá. 

(5) Ke každé if je přiřazena množina všech těch objektů z U, které jí odpovídají. Tuto množinu nazveme třída (příslušné interogativní formy). Množina T všech těchto tříd tvoří disjunktní rozklad univerza U. 

(6) Jestliže existuje přirozené označení pro popsaný rozklad univerza U do tříd množiny T, pak toto označení nazýváme klasifikační kritérium.

Didaktická poznámka 1. Při práci se žáky používáme jednodušší terminologii. Třídě dáme metaforický název „koš“, místo o interogativní formě mluvíme o otázce, kterou si představujeme jako nápis na koši. Kromě tohoto nápisu je na koši často i jméno, které dané třídě objektů dáváme. Proces klasifikace prezentujeme názorně takto: Vezmi objekt a hledej koš, na němž je otázka, na kterou zvolený objekt odpovídá ano. Slovem „klasifikace“ označujeme jak klasifikační proceduru, tak i výsledek této procedury. Kdyby z kontextu nebylo jasné, o který význam jde, použijeme upřesňující slovo. 

Ilustrace 2. Univerzum U je množina všech přirozených čísel, která je rozložena na třídu prvočísel a třídu čísel složených pomocí dvou if: 

f1: Je číslo … součinem dvou přirozených čísel větších než 1? 

f2: Je pravda, že číslo …. má pouze vlastní dělitele? 

Do vytečkované části každé z těchto if se dosadí příslušné číslo. Klasifikačním kritériem je zde rozložitelnost daného čísla na součin. 
Ilustrace 3. Univerzum U je množina všech trojúhelníků v rovině,  která je rozložena na třídu t1 tupoúhlých, t2 pravoúhlých a  t3 ostroúhlých pomocí tří if.  f1:  Má … jeden tupý úhel?,    f2:  Má … jeden pravý úhel?,  

f3: Má … všechny tři úhly ostré? Do vytečkované části každé z těchto forem se dosadí příslušný trojúhelník z U. Klasifikačním kritériem je míra největšího úhlu daného trojúhelníku. 

Stejné univerzum lze klasifikovat i kriteriem „počet shodných stran“ na třídu t4 rovnostranných, t5 rovnoramenných, t6 obecných trojúhelníků. Příslušné if jsou   f4: Má … tři strany shodné?, f5: Má … právě dvě strany shodné?, f6: Má … každé dvě strany neshodné?

Ilustrace 4. Univerzum U je množina všech přirozených čísel rozložená do čtyř zbytkových tříd t0,  t1, t2, t3 podle modulu 4, pomocí čtyř if. 

 fi: Je zbytek při dělení čísla … číslem 4 číslo i?  ( i = 0, 1, 2, 3) 

Například pro číslo 18, bude klasifikace realizována čtveřicí otázek:  Je zbytek při dělení čísla 18 číslem 4 číslo i ( i = 0, 1, 2, 3)? Odpověď ANO je pouze na otázku f2; tedy 18 ( t2. Obecně:    n ( ti   <=>   n ≡ i mod 4.  

Ilustrace 5. Univerzum U je množina všech n-úhelníků roviny. Množina T se skládá z nekonečného počtu tříd  t1, t2, t3, t4, … Zařazování objektů z U do těchto tříd určují tyto if: fi: Má … právě i vrcholů? 

Třídy t1 a  t2 jsou prázdné, neboť neexistuje 1-úhelník ani 2-úhelník.

Ilustrace 6. Univerzum U je množina všech trojúhelníků v rovině rozložená podle obsahu trojúhelníků. Množina T obsahuje nespočetný počet  tříd  tα, kde α probíhá všechna kladná reálná čísla. Objekty jsou do tříd zařazovány podle těchto if. fα: Obsah … je roven číslu α. 

Ilustrace 7. Univerzum U je množina všech dvojic (úsečka, bod) ležících v jedné rovině. Množina T obsahuje čtyři třídy. Objekt (AB,C) patří do:

t1 <=> (C = A, nebo C = B), t2 <=> (C  leží uvnitř úsečky AB),  t3 <=> (C  leží na prodloužení úsečky AB), t4 <=> (C  neleží na přímce AB).  
   Uvedená galerie ilustrací ukazuje bohatost spektra klasifikací. Náš zájem nesměřuje k dalšímu rozpracovávání klasifikací existujících (například k hledání typologie těchto klasifikací), ale ke schopnosti žáka samostatně klasifikace tvořit a používat. Všechny výše uvedené klasifikace se žák při tradičním vyučování dozví od učitele. Asi nejznámější oblastí, kde žák samostatně musí klasifikace tvořit, je kombinatorika. Pokusíme se ukázat jinou takovou oblast, zvláště k tomuto účelu rozpracovanou.

4. Dvou-parametrická klasifikace 

   Zajímavá situace nastane, jestliže jsou na jistém univerzu U dány dvě různá klasifikační kritéria, která rozkládají univerzum U na množiny tříd T´ a T“. Viděli jsme to v ilustraci 3. V takovém případě budeme mluvit o dvou-parametrické klasifikaci. Třídy této klasifikace jsou prvky (t´;t“) kartézského součinu  T´ × T“, přesněji průniky t´∩t“ těchto tříd. Tak v ilustraci 3 klasifikace {t1,t2,t3} univerza trojúhelníků podle největšího úhlu a klasifikace {t4,t5,t6} tohoto univerza podle počtu shodných stran vytváří jemnější dvou-parametrickou klasifikaci {t1,t2,t3}×{t4,t5,t6} obsahující 9 tříd, které můžeme dobře znázornit tabulkou: 

	
	t1 ostroúhlé
	t2 pravoúhlé
	t3 tupoúhlé

	t4 rovnostranné
	A = t1∩t4
	B = t2∩t4
	C = t3∩t4

	t5 rovnoramenné
	D = t1∩t5
	E = t2∩t5
	F = t3∩t5

	t6 obecné
	G = t1∩t6
	H = t2∩t6
	I = t3∩t6


Tab 1.    

 Víme, že třídy B a C jsou prázdné, protože neexistuje trojúhelník rovnostranný pravoúhlý, ani rovnostranný tupoúhlý. 

Dvou-parametrické klasifikace lze využít jako nástroj výzkumu, výuky i diagnostiky. Ilustrace takového využití teď uvedeme. 

5. Hra HÁDEJ A PLAŤ

   Z psychologického hlediska je tato hra blízká hře SOVA studované v uplynulých letech prvním z autorů tohoto článku a D. Jirotkovou, viz např. (Jirotková, 2002). 

Hru HÁDEJ A PLAŤ hrají dva hráči: zadavatel a pátrač. Zadavatel zvolí galerii objektů. tj. 12 různých znaků (obrázků, čísel, piktogramů, …). Těchto 12 objektů rozmístí zadavatel do tabulky (3 řádky, 4 sloupce) tak, aby existovalo jasné klasifikační kritérium pro sloupce i řádky. Např. pro řádky bude kritérium tvaru: kruh, čtverec, trojúhelník; pro sloupce bude kritérium barvy: modrá, žlutá, červená, zelená. 

Pátrač zná galerii objektů i tabulku, ale nezná kritéria, podle nichž jsou objekty tříděny, ani rozmístění objektů do tabulky. Jeho cílem je toto rozmístění najít. K tomuto účelu může pátrač klást zadavateli různé otázky a ten na ně pravdivě odpovídá. Pátrač klade tři druhy otázek: 

1. ukáže na políčko a ptá se: Jaký objekt se v tomto políčku nachází?;

2. ukáže na objekt a ptá se: Ve kterém políčku tento objekt leží?;

3. vloží objekt do některého políčka a ptá se: Je objekt položen správně?
Za odpověď na otázku typu 1 a 2 platí pátrač zadavateli 5 bodů; za každou otázku typu 3 platí pátrač zadavateli 1 bod. 

Hru lze modifikovat: rozměry tabulky lze zmenšit i zvětšit..

Ilustrace 8. Experimentátor dal Mirkovi (žák 4. ročníku) sadu 12 kartiček s 12 objekty galerie: A1, A2, A3, A4, B1, B2, B3, B4, C1, C2, C3, C4. Na každé kartičce bylo několik stejných značek. Značky byly tří druhů: hvězdičky (A), křížky (B) a tečky (C). Počet těchto značek byl 1, 2, 3 nebo 4. Použité kódování objektů je srozumitelné: např. kódem B3 se rozumí objekt „tři křížky“ a kódem C1 objekt „jedna tečka“. Experimentátor žádal Mirka, aby tyto kartičky nějak pěkně uspořádal do tvaru obdélníka. Hoch po půl minutě uspořádal kartičky do tří řádek (v pořadí: tečka, hvězdička, křížek) a čtyř sloupců (v pořadí: 1, 2, 3, 4). Pak experimentátor vzal pouze 6 kartiček s objekty A1, A2, B1, B2, C1, C2 a řekl: „Jiný hoch tyto kartičky hezky uspořádal do tohoto obdélníka. Ale průvan pět kartiček odfouknul a na svém místě zůstala pouze tato krajní kartička (viz tab. 2). Uměl bys těch pět odfouklých kartiček dát na svá původní místa?“  Mirek nejdříve řekl, že to nejde, ale hned to změnil. Po

	C2
	
	
	20 vteřinách správně položil C1, po různém překládání dal do druhého sloupce kartičky B a do třetího kartičky  

	
	
	
	


Tab. 2

   A. Podíval se na experimentátora. Ten se zeptal, zda to

   určitě tak bylo. Mirek řekl: „Asi ano, protože tečka je 

nejmenší, křížek větší a hvězdička největší“. Experimentátor pochválil Mirka a ukončil hru. Nevěděl, jakým způsobem Mirkův argument zpochybnit.

Následující den experimentátor naučil hrát Mirka hru HÁDEJ A PLAŤ. Použitá byla jiná galerie objektů. Bylo to 12 kartiček. Na každé z nich byl jeden ze tří tvarů čtverec (D), kruh (E), trojúhelník (F) vyvedených ve čtyřech různých barvách červené (5), modré (6), zelené (7) a žluté (8): {D,E,F}×{5,6,7,8}= {D5, D6, D7, D8, E5, E6, E7, E8, F5, F6, F7, F8}. 

V průběhu první hry si Mirek vlastně jen ujasnil, jaká jsou pravidla hry a pochopil, že otázka typu 1. nebo 2. je výrazně dražší než otázka typu 3. Hra se hochovi zalíbila a žádal, aby mu experimentátor dal ještě jednu úlohu, že tentokrát to vyřeší lépe. Ve druhé hře dostal Mirek za úkol

doplnit deset objektů do deseti prázdných okének. 

	
	
	
	
	  tabulky 3. K levému kraji tabulky si hoch dal   všechny volné kartičky: kruhy dal k prvnímu     řádku, čtverce ke druhému a trojúhelníky ke 

	D7
	
	
	
	

	
	
	F8
	
	


Tab. 3  
             třetímu. Po chvíli manipulování s kartičkami správně umístil kartičku D8. Pak delší dobu přemísťoval kartičku D5 na jedno i druhé zatím volné pole druhého řádku. Nakonec vzal kartičku F7, tu ihned správně umístil a se zjevným projevem radosti položil kartičky E7 a E8. Řekl: „Stačí mi, když řeknete, kde je červená a kde je modrá; jen jedna, pak již všechno vím.“ Experimentátor žádal otázku, Mirek se zeptal: „Je zde modrá (a ukázal na druhý sloupec)?“ Exp.: „To je nepřípustná otázka.“ Mirek byl chvíli zmaten, pak pochopil a zeptal se „Je zde  modrý kruh (ukázal na horní okénko ve druhém sloupci)?“ Exp.: „Ano“. Mirek s radostí položil zbylé kartičky na správná místa. 

6. Dvě náročnější úlohy a jejich aplikace

   Dvě závěrečné úlohy ukazují, že v prostředí hry HÁDEJ A PLAŤ lze vytvářet hodně složité úlohy – výzvy a to i bez zvyšování počtu objektů výchozí galerie. Cílem úloh je inspirovat čtenáře k nabytí vlastní zkušenosti s tímto prostředím. Nejprve v roli pátrače, pak případně i v roli učitele nebo experimentátora – zadavatele. 

Výzva 1. Dána je galerie dvanácti objektů, G = {7D2B, 8E2A, 5F2C, 5D1C, 5E1A, 8F1B, 8D4B, 7E4A, 7F4C, 6D3A, 6E3C, 6F3B}. 

Zde každý objekt má jméno složené ze 4 kódovacích znaků zavedených již dříve. Pořadí kódů je: barva, tvar, počet, značka (pozor, nezaměňovat termíny ZNAK a ZNAČKA).  Například 

objekt 7D2B je zelený (7) čtverec (D), v němž jsou dva (2) křížky (B); objekt 6E3C  je modrý (6) kruh (E), v němž jsou tři (3) tečky (C).

	V tabulce 4 jsou položeny dva objekty. Na jaký minimální počet bodů jste schopni s jistotou 
	
	
	
	6D3A

	
	
	5E1A
	
	

	
	
	
	
	


doplnit všech 10 zbylých objektů? 




Tab. 4

Komentář. V čem je náročnost uvedené výzvy? V tom že galerii G lze vyjádřit jako kartézský součin několika způsoby: 

G = {A,B,C}×{1,2,3,4} = {D,E,F}×{1,2,3,4} = {A,B,C}×{5,6,7,8} = {D,E,F}×{5,6,7,8}.

Ještě náročnější pak bude výzva používající galerii, u které klasifikační kritéria nejsou tak jasná, jako tomu bylo dosud. Právě takový případ prezentuje druhá naše výzva.

Výzva 2.  Dána je galerie tvořená 12 podstatnými jmény jazyka českého 

G = {káva, kostel, krédo, metan, myš, mýto,

	oko, omyl, oslava, pes, prádlo, puška}. Dva objekty již v tabulce jsou. Na jaký nejmenší počet bodů vložíte do tabulky 
	
	omyl
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	oko
	


zbylých 10 objektů? Stačí vám 1 bod?



Tab. 5
   Čtenář při řešení uvedených dvou výzev může introspektivně určovat ty fenomény, které se v jeho myšlenkových pochodech objevily, a pokusit se je rozvést do nástrojů diagnostiky schopnosti klasifikovat. Mezi tyto fenomény například patří: 1) ujasnění pojmu „klasifikace“, 2) schopnost identifikovat v dané galerii potenciální klasifikační kritéria, 3) schopnost různá kritéria zesouladit, …

   Výzkum, o němž jsme zde dali malou informaci, je živý. Jeho výsledky jsou využity v bruselském projektu COSIMA, na němž se podílejí univerzity v Kasselu, Oldenburgu, Norwichi a Praze (hlavní řešitel je Prof. Bernd Wollring z Kasselu). 
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Námet na využitie kombinatorky pre seminárne formy práce na gymnáziu

Klement Hrkota st., Klement Hrkota ml.

Abstract

Sums of the small powers of the first n´s of natural numbers as a topic for seminary forms of work at grammar school.
Častým príkladom na uplatnenie matematickej indukcie vo vyučovaní matematiky na strednej škole sú dôkazy n-tého čiastočného súčtu istých číselných postupností. Tak je tomu v téme postupnosti, pri nácviku samotnej matematickej indukcie i inde. 

Tieto dôkazy žiakom vybaveným istým stupňom matematických zručností nerobia vážnejšie problémy. Niekedy však žiaci prídu s otázkou: „Odkiaľ vieme, že súčet je práve takýto?“

Raz je odpoveď jednoduchá (napríklad z aritmetickej postupnosti) inokedy už menej a presahuje rámec bežného vyučovania. Zároveň však poskytuje námet na seminárne formy vyučovania. 

V ďalšom ukážeme možnosť ako využiť Pascalov trojuholník na nájdenie súčtu malých mocnín prvých n-prirodzených (párnych, nepárnych) čísel.

Pri podrobnejšom pohľade na  Pascalov trojuholník sa dá „uvidieť“, že v ňom platia nielen staré známe vlastnosti akými sú jeho zrkadlová symetria, alebo fakt, že ak sčítame dve susedné čísla dostaneme číslo medzi nimi o riadok nižšie. Z Pascalovho trojuholníka je možné jednoduchým spôsobom  určovať súčty prvých n členov niektorých číselných postupností. Ako nato je vidieť na nasledujúcom obrázku:

[image: image47.png]




Takýto princíp by sme mohli žartovne no výstižne nazvať „hokejkový“.

Ak následne v obrázku vymeníme číslice za kombinačné čísla objavíme zaujímavé súvislosti viď. nasledujúci obrázok:
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Z „hokejky“ na obrázku vyplýva nasledujúci vzťah:
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Rovnosť (1) jednoducho upravíme na nasledujúci dobre známy tvar:
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Čiže súčet prvých n členov aritmetickej postupnosti§


Ak s počítaním zídeme o riadok nižšie dostaneme nasledujúcu rovnosť:
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Rovnosť (2) upravíme:
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a po dosadení (11) do predošlého vzťahu a úprave už získame
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čo je vzťah pre súčet štvorcov prvých n členov aritmetickej postupnosti.


Opätovným zostupom o riadok  získame vzťah:
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Rovnosť (3) upravíme:
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a po dosadení (11) a (22) do predošlého vzťahu a úprave už získame
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Je zrejmé, že nami spomínaná vlastnosť nemôže byť a ani nieje „vytrhnutá“ z kontextu Pascalovho trojuholníka ale s ostatnými vlastnosťami súvisí. Vlastnosť symetrie zaručuje existenciu „hokejok“ tak pre pravákov, ako aj pre ľavákov. a na úzku súvislosť medzi vlastnosťou Pascalovho trojuholníka, ktorá hovorí o súčte kombinačných čísel ležiacich vedľa seba s vlastnosťou, ktorú využívame my poukazuje nasledujúci obrázok:
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Pozornejší študent si po preštudovaní tejto problematiky a následnom  pozretí prvého obrázka určite všimne, že náš „hokejkový“ princíp je možné jednoducho rozšíriť a nemusíme uvažovať súčty prvých n členov postupností, ale môžeme začínať od ktoréhokoľvek člena. Súčet takejto postupnosti dostávame ako rozdiel dvoch čísel  podľa nasledujúceho obrázka/čiže 70-5=65/:
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Tento fakt môže slúžiť ako mnemotechnická pomôcka avšak neprináša nijaké nové vzťahy  o čom sa môže čitateľ presvedčiť jednoduchým výpočtom.       

Na ďalšie precvičovanie sú vhodné dôsledky vzťahov (11), (22), (33) pre párne, či nepárne čísla, teda nájdenie súčtov:
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Matematika v stredoveku  na česť a slávu Božiu

Dušan Jedinák

Abstract

Historical comments about individualities, which lived in religious belief and propagated mathematical culture too. 

Úvod

     Pytagoras (okolo 560 – 475 pred n.l.) a jeho učeníci objavili pre grécku filozofiu nový jazyk. Svet čísel sa vyznačoval pravidelnosťou a všeobecným poriadkom. Číselné pomery odhalili aj záhadu krásy a harmónie. Vyjadrovanie v číslach ponúkalo a uľahčovalo možnosť  vnímať  všeobecné princípy. Symbolický svet čísel otvoril pre ľudské myslenie inteligibilné univerzum. Až do dnešných dní „čísla predstavujú jednu zo základných funkcií ľudského poznania, nevyhnutný krok vo veľkom procese objektivizácie“ (E. Cassirer, 1874-1945).

     Už Aurelius Asugustinus (354 – 430) vnímal čísla ako formu Božskej múdrosti. „Všetko má tvary, pretože všetko má čísla.“ Roger Bacon (asi 1214 – 1294) spoznal: „Matematika je najbližšia prirodzenému poznaniu spomedzi všetkých vied, ktoré pochádzajú zo skúsenostného objavovania a vzdelávania... Všetko poznanie závisí od teoretickej sily matematiky.“ 

     V 13. a 14. storočí sa začalo systematicky používať matematické vyjadrovanie fyzikálnych experimentov. Mikuláš z Oresme prispel k matematizácii prírodovedných poznatkov, Mikuláš Kuzánsky na rozhraní stredoveku a renesancie spoznal, že skryté vzťahy medzi javmi môžeme skúmať matematickou abstrakciou.

     Naším cieľom je ukázať významné postavy z obdobia druhej polovice 14. storočia  až do konca 17. storočia, pretože už vtedy sa hlbšie zakorenila predstava, ktorú neskôr vtipne  z prieniku praktického náboženstva i matematickej kultúry   vyjadril matematik J.J. Sylvester (1814 – 1897): „Nepoznám lepšiu možnosť na podporu schopnosti modliť sa, než štúdium matematiky.“

Mikuláš z Oresme – bádavý mních

Zakladanie univerzít

     Najvplyvnejšia univerzita vrcholného stredoveku bola v Paríži založená v roku 1160 s potvrdenými cisárskymi privilégiami z roku 1174, kde okolo roku 1258 založil Robert de Sorbon prvé študentské domovy. V tom čase bola už univerzita v Bologni (1119) a postupne vznikali v Oxforde (1167), v Cambridgi (1209), v Padove (1222), v Neapoli (1224). Neskôr pribudli v Prahe (1348), v Krakove (1364), aj vo Viedni (1365) a Heidelberku (1385). Univerzity zohrali dôležitú úlohu aj v rozvoji matematiky, i keď výchova matematikov nebola špeciálnym cieľom univerzít.

Osobnosť a záujmy
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  V 14. storočí bol vynikajúcim učencom – matematikom Mikuláš z Oresme (Nicole Oresme, asi 1323 – 1382). V rokoch 1348 až 1361 prednášal na Collége de Navarre v Paríži, prekladal latinské texty do francúzštiny a komentoval ich. Vytváral francúzsku vedeckú terminológiu hlavne v astronómii a geografii. V oblasti matematiky a mechaniky predvídal niektoré pojmy a metódy, ktoré sa uplatnili až v 16. a  17. storočí. V roku 1356 bol vysvätený na kňaza a od roku 1377  bol biskupom v Lisieux v Normandii.

     Mikuláš z Oresme sa snažil o matematický popis pohybu, uvažoval o možnosti iných svetov aj o rotácii Zeme. V práci O konfigurácii kvalít používal geometrické vyjadrenie veličín a ich vzájomné súvislosti. Nad úsečkou znázorňujúcou čas zostrojil „čiaru intenzity pohybu“ a porovnával „formy o premennej šírke.“ V podstate sa jednalo o grafy rýchlosti, kde obsah obrazca vyjadroval veľkosť dráhy.

Z diela

     V spise Algorismus proportionum pojednal Mikuláš z Oresme o počítaní s mocninami s lomeným mocniteľom a vedel napríklad, že    
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      (v našom zápise),  pretože 43 = 64 a  64 = 82, t.j. 8 sa nachádza v „poldruhanásobnom pomere“ k  4. V podstate vedel slovne formulovať operácie s mocninami s lomenými exponentmi.
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     Geometrickou interpretáciou vedel Mikuláš z Oresme určovať aj súčet nekonečných radov. Ukázal,  že  1/2 + 1/4 + 1/8 + ... = 1 ,  pretože „pochopil obrázky“:

Vtipne predviedol, už v roku 1350,  že harmonický rad     1 + 1/2 + 1/3 + 1/4 + ...    nemôže mať konečný súčet, lebo (v našom zápise)

 1 + 1/2 + 1/3 + 1/4        + 1/5 + 1/6 + 1/7 + 1/8 +              1/9 + ...                   +  1/16
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         > 1/4+1/4= 1/2            > 1/8+1/8+1/8+1/8= 1/2                                            > 1/2                          ..........

a to znamená súčet blížiaci sa k nekonečnu.

Takýmto obrázkom
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vedel určiť súčet   1/2 + 2/4 + 3/8 + 4/16 + ... =  2

    Mikuláš z Oresme prispel k stanoveniu závislosti medzi časom a meranou veličinou, grafický záznam priebehu bol už výrazom prírodného zákona. Vytušil úlohu funkčných závislostí (funkcia ako „faustovské číslo“) ako nástroja pre skúmanie prírody a jej merateľných zákonov. Patrí k prvým, ktorý sa nezľakol tajomstiev nekonečna a spoznal, že môže existovať nekonečný útvar s konečným obsahom. Vo svojich úvahách obsiahol niekoľko hlbokých myšlienok matematiky premenných veličín, ktoré však museli počkať, pokiaľ sa neobjavil matematický aparát pre riešenie konkrétnych reálnych problémov fyziky a ďalších technických i prírodných vied. 

Mikuláš Kuzánsky – hľadač Jednoty, v ktorej sa protiklady nevylučujú

Neskorý stredovek

     Žil na rozhraní stredoveku a renesancie. Osamotený mysliteľ ovládal súdobé myšlienkové prúdy aj ich antické pramene. Zavŕšil stredovekú teologickú tradíciu, vyzval k vyhodnoteniu empirických faktov poznávaných v prírode. Spoznal, že na pochopenie tajuplných a protikladných vlastností sa najlepšie hodí matematika. Rozlíšil tri stupne poznania. Zmyslové poznanie predkladá základné javy, rozumové spoznáva všeobecné a vytvára čísla, intelektuálno-duchovné poznávanie objavuje súvislosti i súperenie  protikladov.

Mikuláš Kuzánsky (1401–1464)  pochádzal z mestečka Kues na brehu rieky Mosel. Jeho otec Henne Chrypffs bol lodiar a vinár. Po odchode z domova syn používal meno Nicolas Cusanus. Vyštudoval právo v Heidelbergu a Padove (1422), nevenoval sa mu, pretože sa rozhodol pre duchovnú dráhu.  Stal sa  kňazom,   neskôr   duchovným   hodnostárom  (kardinál 1448, biskup 1450) a diplomat.  Ako pápežský vyslanec bol na koncile v  Bazileji (1431) i vo Florencii (1439). Slúžil myšlienke intelektuálnej a náboženskej jednoty kresťanského sveta, koordinoval moc svetskú a duchovnú.

Rozptýlená jednota mnohosti

     Zaujímavou charakteristikou jeho obsiahleho diela (spisy politicko-náboženské, filozoficko-teologické i fyzikálno-matematické ) je učenie o jednote a splývaní protikladov v Bohu ako absolútne nekonečnom bytí. V práci O učenej nevedomosti  (De docta ignorantia, 1439–1440) si uvedomil, že naša principiálna neschopnosť úplného poznania („ Intelekt, ktorý nie je pravdou, nikdy nepochopí pravdu tak presne, že by postupom do nekonečna nemohla byť pochopená presnejšie.“) je základom ľudskej učenej nevedomosti o podstate  sveta. O Bohu i prírode budeme mať vždy iba domnienky. Boh je večná Jednota, Zhoda, Totožnosť. Boh obsahuje všetko stvorené i vo všetkom je prítomný. Všetko v ňom je ním, je vo všetkých veciach tým, čím sú. Boh sa ukazuje ako svet. Svet je jednota v mnohosti, odvodené nekonečno, priestor a symbol neviditeľného. Boh je skrytá rovina všetkého existujúceho. Boh je nevysloviteľný, lebo je nekonečne väčší od všetkého, čo sa dá vymenovať. Jednota je rozptýlená do mnohosti, jednoduchosť do zložitosti, nekonečno do konečna, večnosť do času, nevyhnutnosť do možnosti. Poznanie je tvorivé priblíženie rozumu k podstate pozorovaných a vnímaných javov, ktoré sú vysvetliteľné zo seba samých, ale len vo vzťahu k celku.

Priateľ matematiky

     Kuzánsky uvažoval aj o prírodných vedách. Uznal, že jednota látky a formy sa uskutočňuje prostredníctvom pohybu. Zem nepokladal za centrum vesmíru, uznával hypotézu jej pohybu. Predpokladal systém a harmóniu vesmíru na základe matematických princípov. Poukázal na potrebu reformovať kalendár, zostavil mapu strednej Európy. Zaviedol meranie pulzu ako pomôcku pre diagnostiku, navrhol okuliare s konkávnymi šošovkami. Bol označovaný aj za milovníka matematiky. Zaujímal sa o približné geometrické konštrukcie. Vedel, že nie je možná presná kvadratúra kruhu. Pre postup rektifikácie kružnicového oblúka podal zaujímavý návrh , ktorý bol jednoduchý a pomerne presný , s chybou asi 0,2%.

Kuzánskeho aproximácia pre dĺžku kružnicového oblúka







Pre  Δ CTB   platí   
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0,7836...  , dĺžka oblúka  AB
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 0,7854...  -  chyba asi 0, 2%. 

Matematické myslenie slúži pre poznanie pravdy

     Matematika môže byť nástrojom skúmania prírody. Údaje získané z pozorovania a merania vedú k poznaniu pravdy. Mikuláš Kuzánsky zistil: „Všetko skúmanie je porovnávaním, lebo používa pomer ako prostriedok... Číslo je výrazom jednoty.. Počet (číslo) znamená  pomer. Pomer je myšlienková konštrukcia... Číslo je základ všetkých vecí chápaných myslením... K poznaniu božských vecí je nám otvorená iba cesta prostredníctvom symbolov... Matematika nám najviac pomáha pri pochopení rozličných božských vecí.“ Kuzánsky ponúkol už vo svojej dobe systémové a štrukturálne myslenie, v ktorom sa poznávané entity premieňajú vo vzájomných väzbách. Celok v  jednote mnohosti spája aj protiklady. Filozoficky si všimol problém aktuálneho nekonečna, dialektiku spojitého a diskrétneho, jednoty a mnohosti, možnosti a uskutočnenia, bytia i nebytia. Vytušil zhodu  protív vo vyššom pohľade, v najvyššom existujúcom bytí.

Jednota pre vieru, Tajomstvo pre rozum

     Filozof a teológ, hodnostár a diplomat, učenec a humanista Mikuláš Kuzánsky zjednocoval náboženský i svetský zmysel duchovného zápasu, smelé špekulácie i hlbokú katolícku  nábožnosť, plodné myšlienky novoplatonizmu i mysticizmu prijímané cez prizmu racionálnej vedy a rodiacej sa renesancie, spoločenskú znášanlivosť náboženských konfesií. Aj po stáročiach ukazuje smer k vnútorne skrytej povahe ľudskej objavnosti a myšlienkovej tvorivosti, k odhaľovaniu a odkrývaniu tajomstiev každého druhu. Napriek tomu, že vedieť znamená poznávať nemohúcnosť spoznania,  Mikuláš Kuzánsky nás stále inšpiruje smerom k  Jednote  nad všetkými protikladmi.

Luca Pacioli – algebra ako väčšie umenie

Stredovekí študenti

     Koncom 15. storočia medzi najznámejšie a najväčšie vzdelávacie inštitúcie patrila univerzita v  Bologni. Jej študentmi boli Mikuláš Koperník,  Albrecht Dürer, ale aj Luca Pacioli (asi 1445 – 1514), neskôr mních františkánskej reholy, profesor matematiky vo Florencii, Ríme, Neapoli i v Benátkach a učiteľ i priateľ Leonarda da Vinci.

Vyššie umenie

     Jednou z prvých tlačených matematických kníh vôbec, s charakterom encyklopédie matematických vedomostí svojej doby, bola z roku 1494 Suma znalostí z aritmetiky, geometrie, pomerov a úmerností, napísaná po taliansky, rozdelená do piatich častí  {aritmetika,  zememeračstvo,  kupecké   počty (3 časti )}. Autor Luca Pacioli tu nazýva algebru vyšším umením a kladie ju do základov každého počítania.  Zaviedol aj označenie znamienok plus 
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, neznámu označoval co, jej druhú mocninu ce, tretiu mocninu cu. Odmocninu označoval písmenom R (z latinského radix – koreň). Bez dôkazu vyslovil pravidlá o násobení záporných čísel. Popísal aj pravidlá pre operácie s druhými odmocninami, vedel dokázať, že 
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. Zaujímavé je určite aj to, že na určenie odmocniny používal postupné približné vyjadrenia zo vzťahu 
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, kde p je získaná približná hodnota a N dané číslo. Spomínaná Suma sa stala prvou základnou matematickou prácou v 15. storočí.

Stredoveké násobenie


Možno aj dnes zaujme spôsob, akým Luca Pacioli násobil „po štvorcoch“. Z uvedených obrázkov by ste na to mohli prísť. V tom čase vedel Pacioli násobiť aspoň ôsmimi spôsobmi. Zásluhu si získal aj tým, že rozšíril dnešný spôsob delenia viacciferných čísel. Neskôr zostavil aj zbierku zaujímavých úloh  „pre bystré hlavy“. Veľmi známym sa stalo jeho prehlásenie:  Zlato sa skúša ohňom a talent matematikou.

 Podnetné zadanie
     Skúste vyriešiť túto úlohu: V trojuholníku je vpísaná kružnica s polomerom ( = 4 cm. Bod dotyku delí jednu zo strán trojuholníka na časti dlhé 6 cm a 8 cm. Vypočítajte dĺžky ostatných dvoch strán trojuholníka. (Ak potrebujete dobrú radu pre vyriešenie predchádzajúcej úlohy, tak je tu: Spomeňte si na Herónov vzorec pre obsah trojuholníka, a ešte jeden ďalší vzťah pre obsah trojuholníka, kde sa využíva polomer  vpísanej kružnice.)

Božský pomer

     Luca Pacioli vyjadril úžas nad „zlatým rezom“ (rozdelenie úsečky na dve časti tak, že pomer dĺžky pôvodnej úsečky k väčšej časti je rovnaký ako pomer dĺžky väčšej časti k menšej ) až tridsiatimi prídavnými menami. Tento pomer nesie aj označenie divina proportio – božský pomer. Vydal o ňom pojednanie (r. 1509) s ilustráciami Leonarda da Vinci. „Zlatý rez pôsobí na nás podstatne zvláštne, nepopísateľne,.... najdôstojnejšie.“

Bonaventura Cavalieri – stredoveký Archimedov súper

Zaujímavá predstava

     Predstavte si dva rovnako vysoké stĺpce na seba uložených rovnakých mincí. Jeden stĺpec je pravidelný, zrovnaný do kolmého rotačného valca. V druhom stĺpci sú jednotlivé mince nerovnomerne posunuté, teleso z nich vytvorené je nepravidelné. Je však zrejmé, že obe takto rôznym spôsobom vzniknuté telesá majú rovnaký objem. Formulujme to presnejšie: Dve telesá rovnakej výšky majú rovnaký objem, ak ich rovinné rezy v rovnakej výške majú vždy rovnako veľkú plochu. Ešte všeobecnejšie: Ak pre dve telesá existuje taká rovina, že každá s ňou rovnobežná rovina pretína tieto telesá v útvaroch s rovnakým obsahom, tak objemy týchto telies s rovnajú. Táto myšlienka sa nazýva Cavalieriho princíp.

     Taliansky matematik Bonaventura Cavalieri (asi 1598 – 27.9.1647) si predstavoval teleso ako súbor úzkych rovnobežných „nedeliteľných“ rovinných rezov. Podobne môžeme chápať rovinný útvar ako súbor nekonečného počtu nekonečne tenkých rovnobežných už ďalej „nedeliteľných“ úsečiek. Potom Cavalieriho princíp v rovinnom vydaní, môže znieť: Nech sú dané dva rovinné útvary A, B a priamka p trak, že každá rovnobežka q rovnobežná s p pretína útvary A, B v úsečkách, ktorých pomer dĺžok je konštantný (rovnajúci sa konštante c). Potom aj pomer obsahov týchto rovinných útvarov A, B je rovnaký (rovný konštante c). Cavalieriho princíp nám pomáha pri určovaní plošných obsahov rovinných útvarov a objemov telies porovnávaním ich rovnobežných rezov s rovnakými rezmi plôch a telies, ktorých obsah či objem už poznáme.

Rehoľník  i  profesor

     Francesco Bonaventura Cavalieri, niekedy tiež Cavalerio, pochádzal zo vznešenej, ale už v tej dobe schudobnenej, milánskej rodiny. Získal dobré humanitné vzdelanie. Pätnásťročný vstúpil do rádu kolombínov. Veľmi dobre ovládal grécky i latinský jazyk. Preštudoval diela mnohých antických autorov, medzi nimi i práce od Archimeda, Apollónia, Pappa a ďalších. Po príchode do kláštora v Pise (1616) sa stal obľúbeným žiakom matematika a astronóma Castelliho. Tam spoznal aj Galilea Galileiho, ktorý ocenil jeho matematické vedomosti. Cavalieri už vtedy dokazoval niektoré Archimedove tvrdenia novým spôsobom. Vysvetľoval vznik priamky pohybom bodu, vznik roviny pohybom priamky, napr. knihu, vnímanú ako teleso si predstavoval ako zloženinu rovnobežných listov. Cavalieri skladal plochy z „nedeliteľných“ úsečiek, telesá z „nedeliteľných“ rovín. Okolo roku 1620 zdokonalil základy tejto svojej metódy. Postupne žil a pracoval vo Florencii, Bologni,  Ríme i v Parme. Jeho život plynul v tichu kláštorných ciel, v ruchu prednáškových miestností a v dopisovaní si s priateľmi. Bol jednoduchý a skromný, výrečný i pracovitý. Svoje zásluhy nezveličoval, uznával aj dobré vlastnosti iných. Stále však zápasil so silným reumatizmom. Cavalieri dosahoval úspechy v matematickej vede, bol uznávaný súdobou  spoločnosťou. Dokázal zlúčiť duchovný život učenca s postavením obyčajného reholníka.  V roku 1629 dostal katedru astronómie v Bologni a tam pôsobil až do svojej smrti. V Miláne má postavený pamätník – sochu.


Užitočné postupy

     Cavalieri vo svojich odborných prácach rozvinul myšlienky, ktoré viedli k vzniku infinitezimálneho počtu. Jeho Geometria indivisibilium continuorum quadam ratione promota (1635) podnietila mnohých matematikov k štúdiu problémov dnešného diferenciálneho a integrálneho počtu. Cavalieri vydal aj knihu o uplatnení logaritmov v astronomických výpočtoch (1632) a zbierku úloh o používaní logaritmov v rôznych oblastiach vtedajšej náuky (1639). Študoval súvislosti medzi geometrickou optikou a teóriou kužeľosečiek. Vydal aj spis o trigonometrii (1643) a celý rad ďalších pojednaní. V roku jeho úmrtia vyšla publikácia „Šesť etúd o geometrii“, kde rozvinul a doplnil svoje predstavy „metódy nedeliteľných“ (bod je nedeliteľný pre čiaru, čiara je nedeliteľná pre rovinu, rovina je nedeliteľná pre teleso; nedeliteľné je schopné vytvárať pohybom kontinuum priestoru o jeden rozmer väčšieho; porovnávanie nedeliteľných je užitočné)  pre postupy na určovanie obsahov a objemov. Bonaventura Cavalieri predurčil cestu k užitočnému ntegrálnemu počtu.

Z dnešného pohľadu
     Cavalieriho princíp zostane trvalou spomienkou ako príklad toho, že aj pojmy zo začiatku nepresné a nejasné môžu v priebehu ďalšieho vývoja vedy viesť niekedy k správnym a užitočným poznatkom. V súčasnom vyjadrení môžeme uznať, že Cavalieri vedel dokázať tvrdenie   
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           pre n = 2, 3, ... 9   a  tušil, že to platí pre každé prirodzené n. Napriek tomu, že v jeho metódach neboli všetky pojmy a úvahy úplne jasné a presné, aj tak položil hlboké základy práce s nekonečne malými veličinami a podstatne ovplyvnil ďalší rozvoj matematických disciplín. Významný taliansky matematik a fyzik E. Torricelli (1608 – 1647) ocenil Cavalieriho vedecké výsledky slovami: „Nová teória nedeliteľných je v rukách učencov ako zázrak vedy a ukázala svetu, že vek Archimeda a Euklida bol iba mladými rokmi pre našu zrelú geometriu... Je nespochybniteľné, že Cavalieriho geometria je udivujúcim prostriedkom na efektívne hľadanie matematických tvrdení. Je to určite kráľovská cesta v húštine matematického tŕnia.“

Záver

     Naša moderná doba prináša dostatok argumentov pre úžas nad harmóniou prírodovedného systému, ktorý spracúvame naším myšlienkovým modelovaním, kde má nezastupiteľnú úlohu práve matematika. Ruský matematik I. Šafarevič rozpoznal: „Boh tvorí dejiny ľudskými rukami.“ Rozvážna náboženská viera i zodpovedná rozumová veda vedú ľudstvo k hlbokej zmysluplnosti sveta, v ktorom žijeme. Už od dôb stredovekých univerzít sleduje ľudské poznávanie j prehlbujúci sa jednotný princíp na pozadí pestrosti foriem a javov, ktoré vnímame zmyslami a  spracúvame tvorivým duchom.  Jean Guitton (1901 – 1999, francúzsky filozof a spisovateľ) charakterizoval aj naše učiteľské poslanie: „Vzdelaným ľuďom treba ukázať, že človek môže byť veriacim nie proti rozumu, ale vďaka dobrému a správnemu používaniu rozumu.“      
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Počítač ako motivačný a efektívny prvok vo vyučovaní matematiky

Daša Klocoková

Abstract

In this article, we deal a possibility of using professional CAD software as a motivating and effecting factor in a teaching of mathematics.

Úvod


Veľa ľudí si myslí, že matematika „je tajomná sila, ktorú môžu pochopiť iba vyvolení málo nadaných“. Dnešní pedagógovia sa to snažia napraviť humanizáciou matematiky a jej vyučovaním, kde sa kladie dôraz na motiváciu a tvorivosť študentov.

Učitelia sa ustavične stretávajú so študentmi, ktorí majú až chorobný strach z toho, aké výsledky dosahujú z matematiky.

V dnešnej dobe rozvoja informačných technológii, je neodmysliteľnou pomôckou pri vyučovacom procese počítač (a k nemu príslušný softvér), ktorý slúži nielen ako motivačný prvok, ale aj ako prvok na zvyšovanie efektivity práce. Umožňuje nám riešenie náročných matematických úloh s maximálnou presnosťou, pričom rozvíja predstavivosť a názornosť matematických pojmov, ktoré neskôr môže študent využiť v praxi.

V súčasnosti do popredia vstupuje didaktický softvér Cabri Geometria na rysovanie geometrických úloh, využívaný hlavne na edukačné účely (menej je využiteľný v praxi).

Cieľom článku je ukázať možnosť využitia profesionálneho softvéru AutoCAD pri riešení geometrických úloh, pričom riešiteľ musí poznať podstatu metódy riešenia. Uvádzame riešenie zadaného problému, ktorý sme riešili využitím množiny bodov danej vlastnosti, konkrétne vlastnosti „mocnosť bodu ku kružnici“ (učivo SŠ).
Stručná prezentácia programu AutoCAD

AutoCAD patrí k najlepším a najrozšírenejším projekčným programom v súčasnosti. Je vhodný pre tvorivé a názorné vyučovanie stredoškolskej geometrie, a neskôr na jej prehlbovanie a aplikáciu pri projektovaní, navrhovaní a kreslení technických a projekčných výkresov najmä v stavebníctve, architektúre, strojárstve, elektrotechnike a pod. 

Vyznačuje sa rozsiahlou ponukou funkcií, jednoduchou obsluhou, používateľským komfortom a vysokou efektivitou práce.
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Obrázok 1 Ukážka prostredia AutoCAD

Uvádzame konkrétnu ukážku použitia softvéru AutoCAD na vybranom príklade:

Mocnosť bodu ku kružnici

Každej usporiadanej dvojici [X, k] bodu X a kružnici k(S, r) v rovine môžeme priradiť číslo (M( X, k )( = (SX(2 – (r(2, ktoré nazývame mocnosťou bodu X ku kružnici k.

Ak kružnica k je daná rovnicou (x -m)2 + (y -n)2 - (r(2 = 0 a bod X [x, y], potom (M( X, k )( = (x -m)2 + (y -n)2 - (r(2 .
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Obrázok 2 Názorná ukážka mocnosti bodu ku kružnici

Ak má kružnica k1 spoločný bod s kružnicou  k2 a dotyčnica t1 kružnice k1 v bode A kolmá na dotyčnicu t2  kružnice k2 v bode A, hovoríme, že k1 je kolmá na k2 (obr. 3). 

Ak kružnica k1 obsahuje krajné body priemeru kružnice k2, hovoríme, že k1 poltí k2, resp. k2 je polená k1(obr. 4).
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Obrázok 3 Ukážka kolmosti dvoch kružníc
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Obrázok 4 Ukážka rozpolenia dvoch kružníc

Príklad
Dané sú dve nesústredné kružnice k1, k2 a bod P rôzny od ich stredov. Zostrojte všetky kružnice, ktoré obsahujú bod P a

a) sú kolmé na k1, k2,
b) sú kolmé na k1 a poltia k2,
c) poltia k1, k2. 
a) Riešenie: Pomocou predvolených symbolov na ľavej lište zostrojíme zadané údaje. Dotyčnice a päty kolmíc, zostrojíme pomocou funkcie „uchopenie“, ktorú nájdeme na dolnej lište. Táto funkcia nám umožňuje určiť bod dotyku alebo kolmice bez rysovania pomocných krokov. Pre lepšiu názornosť a predstavivosť si jednotlivé kroky môžem farebne rozlíšiť, čo nám umožňuje funkcia „hladiny“.

Postup konštrukcie:

1. k1, k2 a bod P;

2. T, T´ dotykové body z P ku k1, k2 

3. Q, Q´ päty kolmíc vedených z T, T´ na polpriamky PS1, PS2 
4. k obsahuje body P, Q, Q´
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Obrázok 5 Konštrukcia príkladu ak kružnica je kolmá na k1, k2 a obsahuje bod P

Študenti sami získajú predstavu o kružniciach, ktoré obsahujú bod P a sú kolmé na dané kružnice.

b) Riešenie: Podobne ako po a). Ďalšou dôležitou funkciou je funkcia „kresli“, ktorá sa nachádza na hornej lište. Obsahuje niekoľko kriviek, ktoré môžeme za určenia žiadaných parametrov zostrojiť, v našom prípade ide o kružnicu danú troma bodmi. Stačí iba označiť žiadané tri body, ktoré má kružnica obsahovať.

Postup konštrukcie:

1. k1, k2 a bod P;

2. T, T´ dotykové body z P ku k1, k2
3. Q, Q1 päty kolmíc vedených z T, T´ na polpriamky PS1, PS2  

4. (S2Q1( = (S2Q1´( a Q1´ patrí polpriamke PS2
5. k obsahuje body P, Q, Q1´
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Obrázok 6 Konštrukcia príkladu ak kružnica je kolmá na k1 a poltí k2 a obsahuje bod P

Svojou kreativitou si študent upevní teoretické poznatky o mocnosti bodu ku kružnici, ktoré aplikoval pri riešení - konštrukcii danej úlohy. 
c) Riešenie: Podobne ako po a) a po b). Inou dôležitou funkciou je funkcia „skracovanie“ a „predlžovanie“ jednotlivých úsečiek. 

Postup konštrukcie:

1. k1, k2 a bod P;
2. T1, T2 dotykové body z P ku k1, k2
3. Q1, Q2 päty kolmíc vedených z T1, T2 na polpriamky PS1, PS2
4. (S2Q1( = (S2Q1´( a Q1´ patrí polpriamke PS2;(
5. S1Q2( = (S1Q2´( a Q2´ patrí polpriamke PS1
6. k obsahuje body P, Q1´, Q2 

[image: image90.png]f[5 autocap LT —[ol x|

Soubor Upravy Zobrazt Vioit Format Nastroje Kresl Kéty Modfikace Okno Wépovéda
[ozreghasmadio- - EOCBER (%L B|EKIQRIEE? +
2a edlad =] |[ DBy

LB EHCHBbE SR

S8 0ROONO0L SN

|rpo'
SN¥NC O

W 4T3 [PI]\ Model { Fozvizeril { Rozvienz

[Fegeneruii nodel ﬂ
[PEikaz -

[P£ikaz [T

[en25743,21125% | KROK [RASTR OATO|[POLAR [UCHOP 1L MGDEL
Wstart| [ S © @G L J @[ [Q | D HDasarigor. préca [ AutoCAD LT | e DT o5t





Obrázok 7 Konštrukcia príkladu ak kružnica rozpoľuje k1 a k2 a obsahuje bod P

Záver

V danom článku sme chceli poukázať aj iný program ako Cabri Geometria pri vyučovaní matematiky, konkrétne geometrie. Študent si vlastnou tvorivosťou osvojí matematické pojmy a vzťahy medzi nimi, ktoré sú trvácnejšie ako pojmy prijímané pasívnou formou. Získa predstavivosť, názornosť a hlavne zručnosť s profesionálnym softvérom AutoCAD, ktorý môže uplatniť neskôr v univerzitnom štúdiu alebo v praxi.
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Problémy se ve školské matematice vyskytují od počátku, jsou v ní i dnes a budou v ní jistě i v budoucnu. Důvodů pro jejich zařazování je mnoho, např. motivování, objasňování idejí, procvičování, rekreace, ospravedlnění výuky matematiky. Nás však v další části bude zajímat především vkládání problémů s cílem rozvíjet schopnosti žáků problémy řešit. Podle některých didaktiků je toto jeden z důležitých cílů výuky matematiky.

 Vysvětleme stručně, co rozumíme problémem. Každý problém se skládá ze tří částí. Jsou to: výchozí situace, cíl a cesta od výchozí situace k cíli
 (viz obr. 1 a)). Problémy ve školské matematice můžeme rozdělit do dvou skupin: rutinní (cvičení) a nerutinní (skutečné problémy). Rutinní problém je charakterizován tím, že známe samozřejmě výchozí situaci a cíl, a také cestu, jak se z výchozí situace dostat k cíli. Příkladem může být řešení kvadratické rovnice, pokud známe metodu, jak ji řešit. Nerutinní problém můžeme popsat tak, že známe výchozí situaci a cíl, neznáme však cestu (neznáme prostředky), jak se k cíli dostat (viz obr. 1 b)). Tuto cestu musíme najít nebo sestrojit. 




                           a)   Problém                                          b)   Skutečný problém

                                                                    Obr. 1

Hranice mezi rutinními a nerutinními problémy není ostrá. V určitou chvíli může být pro některého žáka daný problém rutinní, pro jiného nerutinní. I u určitého jedince se může z nerutinního problému za určitých okolností stát problém rutinní (viz např. algebraické řešení níže uvedeného problému 1). My se v další části budeme zabývat pouze nerutinními problémy. Proces jejich řešení může obsahovat nezodpovězené otázky, špatná zahájení či slepé konce. Strategie řešení problémů jsou nástroje, které mohou být užitečné při objevování či konstrukci cesty k cíli. Vyjmenujme zde několik  často používaných strategií
 a to nejen ve „vědecké“ matematice, ale i ve škole: 

Strategie zobecňování a strategie konkretizace. Zobecňování a konkretizace spolu s jejich vztahem tvoří pravděpodobně základ matematického myšlení
.

Strategie experimentování a následné hledání vzorce. Při této strategii často výsledky experimentování vkládáme do tabulky, která nám může pomoci při objevování zákonitosti. Tuto zákonitost se pak snažíme vyjádřit vzorcem (viz poznámka za př. 1).

Strategie zkoumání jednodušších případů. Např. vypouštíme některé podmínky obsažené v problému a tím problém zjednodušujeme až na situaci, kterou umíme řešit.

Strategie určování bližších cílů, které nás postupně mohou dovést k řešení (viz problém 3).

Strategie použití analogického (podobného) problému. Jedná se o strategii velmi plodnou, ale také dosti riskantní.

Strategie cesta zpět. Je to strategie poměrně často v matematice používaná (viz např. rozbor konstrukční úlohy). Nemusíme však pomocí ní nalézt celou cestu.
Strategie načrtnutí diagramu či jinak řečeno geometrická cesta (viz problém 1).

Strategie sestavení rovnice nebo soustavy rovnic či jinak řečeno algebraická cesta (viz problém 1).

Strategie pokus – omyl (viz níže)
Strategie odhad, ověření a oprava (viz níže).

Ukažme si některé z těchto strategií při řešení problémů. Poznamenejme však ještě, že v matematické praxi se obvykle tyto a i další strategie kombinují.

Problém 1: Farmář pěstuje zelí vždy na čtvercovém záhonu. Tento rok obsahuje jeho čtvercový záhon o 23 hlávek zelí více než loňský rok. Kolik hlávek zelí pěstuje letos
?

Řešení: 
a) Strategie Systematické experimentování

Počet hlávek zelí v každém roce je vyjádřen čtvercovým číslem, tj. některým z čísel 1, 4, 9, 16, ….. (viz obr. 2).



                                                                                                     . . . . .

Obr. 2                                                                                       

Tento rok  farmář pěstuje o 23 hlávek zelí více, tzn. letošní počet odpovídá čtvercovému číslu o 23 většímu než vloni. Budeme tedy experimentovat. V letošním roce může být počet 

1 + 23 = 24,  4 + 23 = 27,  9 + 23 = 32, …..

Aby zkoumaná čísla byla přehledně zapsána, sestavíme z nich tabulku:

	vloni
	   1
	   4
	   9
	  16
	  25
	  36
	  49
	  64
	  81
	 100 
	121
	144

	letos
	  24
	  27
	  32
	  39
	  48
	  59
	  72
	  87
	 104
	 123
	144
	167 



                                            nejsou čtvercová                                                      je č.  není č.             

Protože 144 je čtvercové číslo, neboť 144 = 122 , našli jsme jedno řešení. Další řešení pravděpodobně neexistují, protože diference mezi čtvercovými čísly se stále zvětšuje a tedy již nikdy nebude 23 (Lze ukázat – opět pomocí zkoumání a následného důkazu, že diference tvoří posloupnost za sebou jdoucích lichých čísel 3, 5, 7, …).

Odpověď: V letošním roce pěstuje farmář 144 hlávek zelí.

b) Strategie Grafické znázornění: Řešení bude reprezetováno následujícími čtyřmi čtverci (viz obr. 3):

                                                                           

          Obr. 3

                            Čtverec A              Čtverec B                Čtverec C              Čtverec D

Čtverec A představuje záhon v loňském roce. Protože nevíme, kolik hlávek obsahoval, nevyplníme ho. Čtverec B představuje rozšířený záhon v letošním roce. Jako znázornění cílového stavu jej také nevyplníme. Další dva čtverce můžeme nazvat pracovní. Do rozšíření čtverce C doplníme vhodným způsobem hlávky zelí, které jsou navíc. Po všech možných pokusech zjistíme, že to lze jediným způsobem:  23 = 11 + 11 + 1 (viz obr. 4). Nyní můžeme doplnit celý čtverec D a získáme tak odpověď na předloženou otázku (odpověď viz výše). 

                                                                                                                        
          Obr. 4                                                                                                                               


                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        

                         C                                                                D                                                 

c) Strategie Využití algebry
Označme   x2  počet hlávek zelí tento rok a y2 počet hlávek v minulém roce. Pak můžeme sestavit rovnici

x2 – y2 = 23.

Pravou stranu lze rozložit a tak dostaneme

(x + y)(x – y) = 23.

Čísla x + y a x – y jsou přirozená a číslo x + y je větší než x – y. Číslo 23 je prvočíslo a má pouze dva dělitele 1 a 23. Proto můžeme sestavit soustavu rovnic

x + y = 23

 x –  y =  1.

Řešením této soustavy dostaneme [x, y] = [12, 11]. (Odpověď viz výše.)

Na závěr řešení problému 1: Uvedená tři řešení představují vlastně tři různé přístupy: a) numerický, b) geometrický a c) algebraický. Při řešení a) lze také využít kalkulátor. Každé z těchto řešení navíc ukazuje jinou heuristickou strategii. Řešení a) představuje systematické experimentování vedoucí k vytvoření tabulky, kterou následně zkoumáme. Řešení b) ukazuje využití grafického znázornění a řešení c) modelování situace pomocí rovnice. Zatím co první dvě strategie představují velmi konkrétní nástroje, je poslední strategie mnohem abstraktnější nástroj. Zde již žák musí znát příslušné partie z algebry. 

Samozřejmě existují i další možné způsoby řešení problému 1. Lze použít např. metodu pokus a omyl. Žák při ní zcela náhodně volí čtvercová čísla a po přičtení čísla 23 zjišťuje, zda dostal opět čtvercové číslo. Jedná se vlastně o nesystematické experimentování. Je to nejjednodušší možná metoda, ale může vést k cíli až po mnoha experimentech nebo nemusí vést k cíli vůbec. Ve škole se nevyužívá příliš často. Možná ji někteří učitelé ani nepovažují za metodu vhodnou k procvičování v hodinách matematiky. V přírodních vědách se však používá poměrně často. V anglické literatuře je někdy tato strategie nazývá grope-and-hope, což znamená něco jako tápat a doufat. Určitým zdokonalením této strategie je strategie Odhad – ověření – oprava. Při této strategii můžeme naše odhady zaznamenávat do tabulky. Tato tabulka nám pak může pomoci odhalit zákonitost, která povede rychleji k nalezení řešení. Náš problém není příliš vhodný na demonstraci této strategie. 


Vyřešení uvedeného problému (mohli bychom mu říkat základní problém) by však nemělo znamenat, že se touto problematikou přestaneme zabývat. Polya např. říká („volná citace“), že vyřešení každého i sebe jednoduššího problému je úspěch a tento úspěch bychom měli využít. Proto bezprostředně po vyřešení základního problému bychom spolu s žáky měli začít vytvářet hrozen vnitřně spřízněných problémů
. Tím dáme jasně najevo, že metody řešení jsou pro nás mnohem důležitější než vlastní výsledek. Jak vytvořit zmíněný hrozen k našemu problému? Např.
a) Změníme numerické zadání, tzn. změníme číslo, jímž se liší počet hlávek v letošním a v loňském roce. Tento rozdíl bude např.  31 nebo 40 nebo –11. Pokud zvolíme např. číslo 22, problém nebude mít řešení
. 

b) Změníme tvar záhonů. Záhony budou tvořit např. rovnoramenné pravoúhlé trojúhelníky (jim odpovídají tzv. trojúhelníková čísla) nebo obdélníky určitého typu (jim odpovídají určitá obdélníková čísla) atd.

c) Změníme počet záhonů. Zelí může být pěstováno na dvou nebo i více záhonech.

Řekněme ještě stručně, že každá úloha má v sobě parametry, jejichž změnou dostáváme nové úlohy tvořící náš hrozen. Je velmi cenné, když do tvorby nových problémů vtáhneme i studenty. Je to však dlouhodobá záležitost. Ve školské praxi nemusí být vytvářený hrozen příliš velký.

Poznámka k bodu a) o vytváření hroznu: Pokud při zadávání nového problému chceme, aby počet hlávek v letošním roce byl následujícím čtvercovým číslem loňského čtvercového čísla, pak zadáme libovolné liché číslo. Jak jsme již řekli diference mezi sousedními za sebou jdoucími čtvercovými čísly jsou:

3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19, ……    an = 3 + (n – 1)2,    kde n = 1, 2, 3, …..

Pokud chceme, aby při řešení vyšlo čtvercové číslo ob jedno, pak musíme zadat některé z následujících sudých čísel (diference čísel n2 a (n + 2)2):

8,  12,  16,  20,  24,  28,  32, …..              an = 8 + (n – 1)4
Pokud chceme, aby při řešení vyšlo čtvercové číslo ob dvě, musíme zadat některé z následujících čísel (diference čísel n2 a (n + 3)2:

15,  21,  27,  33,  39,  45, 51, …..             an = 15 + (n – 1)6

V tomto případě však dostáváme dvě řešení. Zvolme např. diferenci 21 a ukažme pouze algebraické řešení: Za stejného označení jako ve výše řešeném příkladu dostaneme:

x2 – y2 = 21

a po úpravě                               
  (x – y)(x + y) = 21

Protože číslo 21 lze rozložit takto: 21 = 1.21 = 3.7, získáme z uvedené kvadratické rovnice dvě soustavy dvou lineárních rovnic o dvou neznámých:

x –  y = 1

x –  y = 3

x + y = 21

x + y = 7

Řešení první soustavy: [x, y] = [11, 10], řešení druhé soustavy: [x, y] = [5, 2].

Pokud chceme, aby řešením bylo čtvercové číslo ob tři, pak musíme zadat některé z následujících čísel (diference čísel n2 a (n + 4)2):

24,  32,  40,  48,  56,  64, 72, 80, …..   
an = 24 + (n – 1)8

V tomto případě opět dostáváme dvě řešení. Zvolme např. diferenci 40 a ukažme algebraické řešení: Za stejného označení jako výše dostaneme rovnici: 

x2 – y2 = 40

a po úpravě                                           (x – y)(x + y) = 40

Číslo 40 lze rozložit takto: 40 = 1.40 = 2.20 = 4.10 = 5.8. Protože výsledkem mají být přirozená čísla, lze k sestavení odpovídajících soustav lineárních rovnic použít pouze rozklady, kde parita obou čísel je stejná – tj. podtržené rozklady. Tak získáme řešení:

[x, y] = [11, 9], [7, 3].

Pokud budeme zadávat jako diferenci i záporná čísla, musíme vzhledem k zadání uvažovat pouze taková řešení [x, y], kde x, y jsou kladná. Např. pokud bude diference -21, pak [x, y] = [2, 5], [10, 11], nikoliv např. [-2, 5].

To, co jsme v této poznámce uvedli, lze samozřejmě zobecnit. 


Nyní ukážeme na příkladu strategii experimentování a následné užití nepřímé úvahy.

Tento příklad ukáže velikou sílu dedukce. 

Problém 2: Máme k dispozici klasickou šachovnici 8
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8 a dostatek dominových kostek.        Z této šachovnice odstraníme dvě protilehlá rohová bílá pole. Nyní budeme na šachovnici pokládat dominové kostky tak, abychom vždy přikryli jedno bílé a jedno černé pole. Je možné takto pokrýt celou šachovnici?

Experimentování. Pokud budeme pokládat kostky na šachovnici, jistě se nám nepodaří šachovnici pokrýt. Je takové pokrytí nemožné nebo jsme pouze pokládali nevhodně? Experiment můžeme i několikrát zopakovat a vždy budeme neúspěšní. Začneme mít podezření, že šachovnice se pokrýt nedá. Vyslovíme tedy hypotézu, že žádné pokrytí naší „ochuzené“ šachovnice neexistuje. 

Nepřímá úvaha: Předpokládejme, že nějaké pokrytí šachovnice dominovými kostkami existuje. To ale znamená, že pokryjeme 62 polí. Protože každá kostka pokrývá právě dvě pole – bílé a černé, budeme k tomu potřebovat 62/2, tj. 31 kostek. Pokud ale použijeme 31 dominových kostek, přikryjeme 31 černých a 31 bílých polí. Na naší šachovnici je však bílých polí pouze  30 a černých polí 32. Proto se nám nemůže podařit pomocí dominových kostek pokrýt uvažovanou šachovnici.


Pomocí problému 2 jsme ukázali něco, co je při tvůrčí práci v matematice typické. Pomocí experimentování jsme dospěli k hypotéze, kterou jsme potom dokázali pomocí dedukce. 

Právě uvedený problém lze opět považovat za základní a pomocí něj můžeme vytvořit problémy další.

1. Můžeme ponechat klasickou šachovnici 8
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8 a odstranit z ní jiný počet políček stejné popř.  různé barvy a na různých místech.

Z předchozí nepřímé úvahy vyplývá, že pokud odstraníme jakýkoliv počet políček jedné barvy, zbylou šachovnici nelze pokrýt. Pokud odstraníme stejný počet černých i bílých políček, pak tato možnost není vyloučena.

2. Můžeme změnit velikost šachovnice i její tvar. Budeme uvažovat např. šachovnici 7
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7, 6
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6 nebo 9
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9. Pokud na těchto šachovnicích odstraníme protilehlá rohová pole, opět nepůjde vzniklou šachovnici pokrýt. Můžeme však uvažovat i obdélníkové šachovnice. Tam již může být situace jiná. Odstraníme-li protilehlá rohová pole na šachovnici 3
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4, pak jsme odstranili jedno bílé a jedno černé pole a pokrytí lze realizovat.

3. Šachovnici můžeme pokrývat jinými útvary – viz např. obr. 5. 


Obr. 5

V matematice se jako velmi plodná ukazuje strategie cesta zpět. Při této strategii vycházíme z koncové situace a vracíme se zpět k výchozí situaci.

Problém 3: Dva hráči A a B hrají hru zvanou NIM. Pravidla jsou následující: Každý hráč má dostatek zápalek. Střídavě pokládají na hromádku jednu nebo dvě nebo tři zápalky. Vyhrává ten, který doplní svými zápalkami počet na 24. Existuje vítězná strategie pro některého z hráčů?

Strategie Cesta zpět: Jestliže je na hromádce 21, 22 nebo 23 zápalek, pak vyhrává ten, který je na řadě. Jestliže je však na hromádce 20 zápalek, pak nevyhraje ten, který je na řadě, ale jeho protihráč. Proto, budu-li hrát, pokusím se dosáhnout svým tahem počtu 20. 20 zápalek na hromádce je proto částečný cíl každého z hráčů. Obdobně, pokud bude na hromádce 19, 18 nebo 17 zápalek, pak je to výhodné pro toho hráče, který je na tahu, protože může doplnit počet zápalek na 20. Počet 16 je proto další částečný cíl jednoho z hráčů. Budeme-li obdobně postupovat dál, dojdeme k závěru, že dalšími částečnými cíli při hře jsou počty zápalek 12, 8 a 4.

Výsledek: Existuje vítězná strategie pro hráče, který hraje druhý. Pokud bude pokládat zápalky tak, aby na hromádce po jeho tahu byly postupně 4, 8, 12, 16, 20 zápalek, pak vyhraje.

Vytvoření hroznu: Můžeme změnit počet cílových zápalek a můžeme také změnit počty přidávaných zápalek. 

Pokud je např. cílový počet zápalek 23, pak částečnými cíli jsou počty 3, 7, 11, 15, 19. Je vidět, že v tomto případě existuje vítězná strategie pro prvního hráče.

Pokud je cílovým počtem zápalek 24 a počty odebíraných zápalek jsou 1, 2, 3 nebo 4, pak částečnými cíli jsou počty 4, 9, 14, 19. Existuje tedy vítězná strategie pro prvního hráče.

Můžeme zobecnit: Vždy existuje vítězná strategie pro toho hráče, který je schopen jako první dosáhnout první částečný cíl.


Existují i jiné možné změny základní hry. Např. můžeme změnít pravidlo pro toho, kdo vyhrává nebo můžeme naopak zápalky na hromádku přidávat.

Ukažme ještě, že někdy si sami stěžujeme hledání řešení, protože zesilujeme podmínky, které jsou v úloze zadány. 

Problém 4: Na obrázku 6 a) je 9 bodů, které jsou uspořádány do čtverce. Dále je zde čtyřikrát lomená čára, která prochází všemi těmito body. Pokuste se sestrojit pouze třikrát lomenou čáru, která bude také procházet všemi devíti body.



o         o         o                                                    o         o         o



o         o         o                                                    o         o         o


o         o         o                                                    o         o         o

                     a)                                                                          b)      

Obr. 6

Pokuste se tuto čáru sestrojit a pak teprve pokračujte ve čtení.

Pokud ji zkoušíte sestrojit tak, aby zlomy byly v některém z uvedených bodů, pak jste si sami přidali podmínku, která v našem problému není uvedena. Jistě dostatečná pomoc při sestrojení požadované čáry je znázorněna na obr. 6 b).


To, co jsme právě ukázali je vlastně „antistrategie“. Místo, abychom vypouštěli podmínky a tím zadaný problém zjednodušovali, přidáváme podmínku novou a problém děláme těžší – v našem případě dokonce neřešitelný.

 Ukažme ještě na příkladu strategii vypouštění podmínek, o níž jsme se výše zmínili.  

Problém 5: Je dán trojúhelník  ABC. Vepište do tohoto trojúhelníku čtverec KLMN tak, aby strana KL ležela na AB, vrchol M na straně BC a vrchol N na straně AC. (viz obr. 6 a)).

                                              C                                                         C

                                        N               M

                                                            M´

                     A                  K            L       B              A                                         B               

                            a)                                                      b)

Obr. 6

Strategie Vypuštění podmínky: Pokud např. vypustíme podmínku „vrchol M leží na straně BC“, pak takový čtverec sestrojíme snadno. Stačí jej vepsat do úhlu BAC. Náš hledaný čtverec bude s tímto čtvercem stejnolehlý ve stejnolehlosti se středem A.

Snad se podařilo pomocí příkladů demonstrovat některé matematické činnosti. Velmi bychom se přimlouvali za to, aby čtenář chápal školskou matematiku spíše jako výuku určitých matematických činností než jako „pouhé“ seznamování studentů s matematickými teoriemi. Při vhodně organizované výuce však tato dvě chápání nemusí být v rozporu. 
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Metóda Monte Carlo a geometrická pravdepodobnosť

Katarína Lendelová

ABSTRACT:  The aim of this paper is to present the method called Monte Carlo like one of the ways, how  the geometrical probability can be estimated  in school mathematics.

     Hoci samotná geometrická pravdepodobnosť je súčasťou učebných osnov pre gymnázia, je jej venovaná malá pozornosť vo vyučovacom procese. Je skôr chápaná ako nadstavbová téma a väčšinou sa vynecháva. Je pravdou aj to, že v súčasných učebniciach pravdepodobnosti používaných na výučbu na stredných školách ([1], [3]) figuruje táto téma málo, či vôbec nie. Ako sme sa mohli presvedčiť ([2]) geometrická pravdepodobnosť robí študentom dosť značné problémy. Avšak sú aj pozitívne odozvy u študentov i učiteľov na ňu. Zistili sme totiž, že záleží na tom, kedy sa táto téma vyučuje. Najvhodnejším sa zdá byť jej zaradenie na záver výučby pravdepodobnosti. Úzko to súvisí s jej špecifickou obsahovou náplňou. Študenti sa tak dostávajú od náhodných dejov, v ktorých istá udalosť ( a náhodné udalosti sú konečné množiny k náhodným dejom a udalostiam, ktoré majú nekonečne veľa prvkov. To v nich zanecháva pocit tajomna a zároveň ich motivuje k odhaleniu spôsobu ako vypočítať pravdepodobnosť takýchto náhodných udalostí. A práve kľúčom k tomuto spôsobu je geometrická pravdepodobnosť
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kde A je náhodná udalosť a ( je miera (plošný obsah, objem, dĺžka).

     Nie je príliš rozšírený poznatok, že aj hodnota geometrickej pravdepodobnosti sa dá odhadnúť, a že tento odhad možno robiť s využitím počítača. Táto metóda odhadu sa môže šikovne využiť aj na motiváciu študentov. V nasledujúcich odstavcoch Vás teda s ňou oboznámime.

Metóda Monte Carlo

     Metóda Monte Carlo sa používa okrem iného na odhad obsahu útvaru, ktorý sa nachádza v jednotkovom štvorci. Táto metóda je založená na princípe odhadu geometrickej pravdepodobnosti, kde pravdepodobnostný priestor tvorí množina bodov štvorca so stranou dĺžky 1 a ako miera sa berie obsah útvaru. Potom
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     Odhadom tejto pravdepodobnosti je pomer počtu bodiek nachádzajúcich sa v útvare S k celkovému počtu bodiek vo štvorci. Takže na základe metódy Monte Carlo dostávame odhad
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     Náhodné rozmiestnenie veľkého množstva bodiek v jednotkovom štvorci môžeme simulovať za pomoci počítača v tabuľkovom editori Excel nasledovným spôsobom. V menu Nástroje zvolíme ponuku Analýza dát. Objaví sa nám ponuka analytických nástrojov, z ktorej vyberieme Generátor pseudonáhodných čísel. Ďalej sa nám objaví tabuľka, v ktorej zadáme počet premenných (2), počet náhodných čísel (počet bodiek v štvorci napr. 600), zvolíme si typ rozloženia (rovnomerné) a označíme si myšou v Možnostiach výstupu výstupnú oblasť, kde chceme hodnoty zobraziť a naše nastavenie potvrdíme enterom. Získame takto 2 stĺpce, z ktorých jeden predstavuje x-ové súradnice a druhý y-ové súradnice generovaných bodiek v jednotkovom štvorci. Z daných bodov zostrojíme  XY bodový graf.

     Do takto pripraveného štvorca môžeme nakresliť obrysy útvaru, ktorého obsah chceme odhadnúť. Prípadne si môžeme na priesvitnú fóliu nakresliť daný útvar, a potom fóliu jednoducho priložiť na štvorec. Ak je útvar ohraničený krivkou resp. krivkami, ktorých rovnice poznáme, môžeme za pomoci editora Excel vyhodnotiť, či daný bod v útvare leží alebo nie. Použitie metódy Monte Carlo si ukážeme v nasledujúcich úlohách.

Úloha 1

Odhadnite hodnotu čísla ( pomocou odhadu obsahu kruhu s polomerom 0,5 a stredom v bode [0,5;0,5].

Riešenie:

     Odhadnime najprv obsah daného kruhu pomocou metódy Monte Carlo. Potom zo vzorca pre obsah kruhu odhadneme hodnotu (. Na počítači simulujme náhodné rozloženie 600 bodov v jednotkovom štvorci. Získame takýto graf.


     Do štvorca vpíšeme hľadaný kruh s polomerom 0,5. Všeobecná rovnica nášho kruhu je 
[image: image100.wmf](
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. O tom, či daný bod patrí kruhu alebo nie, môžeme rozhodnúť v tabuľkovom editori Excel podmienkou: 
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     Počet jednotiek nám reprezentuje počet bodov v kruhu. Pri našom experimente sme dostali, že 463 bodov patrilo kruhu. Označme si obsah kruhu S. Podľa metódy Monte Carlo je 
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. Zo vzorca pre výpočet obsahu kruhu máme 
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     Teda 
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Úloha 2

Pomocou metódy Monte Carlo odhadnite obsah útvaru na obrázku.

Riešenie:

     Využijeme simuláciu náhodného rozloženia 600 bodov v jednotkovom štvorci z Úlohy 1. Do grafu nakreslíme útvar v tvare srdca, ktorého obsah chceme odhadnúť. Dostaneme obrázok, v ktorom spočítame body patriace do útvaru. Stačí nám zistiť počet bodov, ktoré neležia v danom útvare (je ich menej) a odčítať ich od čísla 600. V našom experimente to bolo 228 bodov.


     Počet bodov ležiacich v oblasti tvaru srdca je 600 – 228 = 372. Ak si obsah útvaru označíme S, podľa metódy Monte Carlo dostávame odhad 
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     V uvedených úlohách vidíme, že metódu Monte Carlo môžeme použiť na odhad neznámych konštánt, na odhad obsahu zložitejších útvarov, ale aj na odhad obsahu podgrafu niektorých funkcií (ak nevieme  alebo sa nedajú integrovať).

    V nasledujúcej časti Vám ponúkame sadu úloh na precvičenie i s kontrolným riešením. Vo všetkých prípadoch budeme pri riešení využívať simuláciu náhodného rozloženia 600 bodov v jednotkovom štvorci z Úlohy 1. Pripomíname, že pri rôznych experimentoch môžeme dostať rôzne konfigurácie náhodne rozložených bodov.

Rôzne úlohy

Úloha 1

Metódou Monte Carlo odhadnite obsah útvaru ohraničeného krivkami 
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Riešenie:

Na odhad použijeme simuláciu 600 bodov v  jednotkovom štvorci. 


    Vyhodnotením v tabuľkovom editori Excel sme pre náš experiment dostali, že útvaru patrilo 324 bodov. Označme si obsah hľadaného útvaru S. Podľa metódy Monte Carlo 
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Poznámka:

    Úloha 1 úzko súvisí s úlohami na výpočet geometrickej pravdepodobnosti nasledovného typu. Dvaja kamaráti sa majú stretnúť na dohovorenom mieste v čase medzi 1700 a 1800.  Každý z nich po príchode na dané miesto čaká na toho druhého 20 minút, a potom odchádza. Zistite aká je pravdepodobnosť, že sa kamaráti stretnú na dohovorenom mieste mieste.

Úloha 2

Odhadnite obsah elipsy danej rovnicou 
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Riešenie:

Na odhad použijeme simuláciu 600 bodov v  jednotkovom štvorci. Do štvorca nakreslíme jednu štvrtinu elipsy. Vyhodnotením v tabuľkovom editori Excel  pre náš experiment sme dostali, že jednej štvrtine elipsy patrilo 235 bodov. Označme obsah elipsy S. Podľa metódy Monte Carlo je 
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Úloha 3

Pomocou metódy Monte Carlo odhadnite obsah podgrafu funkcie 
[image: image116.wmf](
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Riešenie:

Na odhad použijeme simuláciu 600 bodov v  jednotkovom štvorci. Do štvorca nakreslíme graf funkcie 
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 bude potom dvojnásobný. Vyhodnotením v tabuľkovom editori Excel pre náš experiment sme dostali, že podgrafu funkcie 
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 patrilo 293 bodov. Podľa metódy Monte Carlo je 
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Úloha 4

Je daná rovnica srdcovky (kardioly) 
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 . Odhadnite jej obsah a porovnajte so skutočnou hodnotou.

Poznámka:

Rovnica danej srdcovky v polárnych súradniciach je 
[image: image126.wmf](
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Riešenie:

Na odhad použijeme simuláciu 600 bodov v  jednotkovom štvorci. Do štvorca nakreslíme jednu polovicu srdcovky. Vyhodnotením v tabuľkovom editori Excel sme pre náš experiment dostali, že jednej polovici srdcovky patrilo 216 bodov. Označme obsah srdcovky S. Podľa metódy Monte Carlo je 
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Testovanie schopnosti aplikovať štatistické metódy
Michal Munk
Abstract

In this article, we present e-course, which is intented of testing an ability to apply statistical methods for solving problems. This course includes two diagrams, which are using as a help to choose statistical methods.

Key words: statistical methods, testing, e-course
Úvod

V súčasnosti asi niet výskumnej oblasti, ktorá by sa zaobišla bez využívania štatistických metód. Pri štatistickom spracovávaní dát je dôležité aby riešiteľ vedel vybrať správnu metódu, overiť jej predpoklady, a aby dokázal správne interpretovať získané výsledky. Dnes už nie je nevyhnutnosťou presne poznať algoritmus výpočtu. O presný výpočet sa postarajú grafické a štatistické procedúry programu. O to je však dôležitejšie dbať na správny výber metódy, pretože štatistický softvér ponúka nesmierne množstvo metód, grafov a analýz. A preto tento článok pojednáva o výbere správnej metódy a o testovaní tejto schopnosti.

1 Pomocné diagramy

Nasledovné diagramy môžu študenti použiť ako pomôcku pri vypracovávaní testu.
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Diagram oboznamuje riešiteľa s postupom pri štatistickom spracovávaní dát od vymedzenia problému až po interpretáciu výsledkov.  Na základe toho, či dáta pochádzajú z normálneho rozdelenia sa riešiteľ rozhodne pre parametrické alebo neparametrické štatistiky. Tu by si mal uvedomiť, že ku každému parametrickému testu existuje niekoľko ekvivalentných neparametrických alternatív. Samozrejme nemôže zabúdať na overenie predpokladov použitia, ktoré musia byť splnené pre parametrické aj neparametrické štatistiky. Posledným krokom je samotný výpočet, ktorý je realizovaný riešiteľom alebo programom.   

1.2 Komplexný stromový graf štatistických metód
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Graf pomáha riešiteľovi pri výbere správnej štatistickej metódy. Zobrazuje všetky dnes používané metódy, ktoré sú zatriedené do základných farebne odlíšených skupín. Jednotlivé úrovne majú rovnaké orámovanie. Analýzy, testy, grafy sú zobrazené v jednej farbe.  Korene, ktoré ďalej zatrieďujú metódy a pomáhajú užívateľovi pri výbere správnej, nie sú farebne zvýraznené vzhľadom na ich pomocnú funkciu. Graf je doplnený o nástroje „vyhľadávanie metód“ a „zoom“, ktoré v ňom zjednodušujú orientáciu.

2 Test schopnosti aplikovať štatistické metódy

Niektoré problémy sa môžu riešiť viacerými metódami, preto sme sa rozhodli test zostaviť tak, že v ňom môže byť viacero správnych odpovedí. Za každú otázku sa získa maximálne 5 bodov, t. j. môžu zvoliť iba jednu možnosť.

	1. 
	Aké metódy by ste použili na riešenie nasledujúceho problému?

Problém predaja vzhľadom na kurzy USD a EUR. Úlohou v tomto probléme je skúmať závislosť množstva (kg) predaného materiálu na kurzoch eura a amerického dolára voči slovenskej korune. K dispozícii máme údaje o množstve predaného materiálu a kurzy EUR a USD v deň, kedy bol predaj uskutočnený. Údaje sú zozbierané za posledné tri roky.

Dátum

EUR

USD

Množstvo

2.1.2001

43,94

47,166

19924

3.1.2001

43,804

46,376

19988

...

...

...

...

23.12.2003

41,163

33,111

49950

29.12.2003

41,135

33,147

47600


	5

	 
	5
	a.
	Analýza časových radov, ak zabezpečíme, že postupné hodnoty s dátového súboru budú pochádzať z rovnako rozložených časových intervalov. 
	 

	 
	0
	b.
	Kanonická analýza. 
	 

	 
	5
	c.
	Korelačná analýza. 
	 

	 
	0
	d.
	Znamienkový test. 
	 

	 
	0
	e.
	Six Sigma. 
	 


 

	2.
	Aké metódy by ste použili na riešenie nasledujúceho problému?

Personálny riaditeľ sa rozhodol študovať produktivitu zamestnancov. Konkrétne, riaditeľ sa zaujímal, či produktivita súvisí so štýlom riadenia (autokrat, demokrat) podnikového vedenia  a s priemerným vekom vedenia. Riaditeľ má údaje o produktivite, ktoré sú určené vekom vedenia a štýlom riadenia za posledné dva týždne. Nulové hypotézy tvrdia, že štýl riadenia a priemerný vek vedenia nemá vplyv na produktivitu. Riaditeľ si prial testovať tieto hypotézy na 5% hladine významnosti.

Produktivita

Riadenie

Vek

205

autokrat

27

225

autokrat

45

…

…

…

313

demokrat

27

304

demokrat

26


	5

	 
	0
	a.
	Analýza rozptylu jednoduchého triedenia, ak kategorizujeme nezávislú premennú vek.
	 

	 
	5
	b.
	Analýza kovariancie.
	 

	 
	5
	c.
	Dvojfaktorová analýza rozptylu, ak kategorizujeme nezávislú premennú vek.
	 

	 
	0
	d.
	Dvojvýberový t-test. 
	 

	 
	0
	e.
	Mann-Whitneyov U test. 
	 


 

	3.
	Aké metódy by ste použili na riešenie nasledujúceho problému?

Lekár lieči určitú chorobu dvoma druhmi liekov. Domnieva sa, že ak by pacienti užívali oba lieky súčasne, ale v rôznych dávkach, potom by sa skrátil počet hodín liečby. Lekár sa rozhodne overiť svoj predpoklad, a aby zachoval rovnaké podmienky experimentu, umiestni v nemocnici 16 náhodne vybraných pacientov s danou chorobou a začne podávať lieky formou injekcií so stanovenými dávkami v mililitroch. Tieto údaje starostlivo zaznamenáva spolu s celkovým počtom hodín liečby, po ktorých je pacient opäť zdravý. Testujte, či počet hodín liečby závisí od množstva lieku 1, od množstva lieku 2, respektíve, či závisí na dvojici liekov. 

Liek1 (ml)

Liek2 (ml)

Počet hodín liečby

1

2

46

1

4

40

…

…

…

4

6

34

4

8

35


	5

	 
	0
	a.
	Shapiro-Wilksov test.
	 

	 
	5
	b.
	Regresná analýza. 
	 

	 
	0
	c.
	Znamienkový test.
	 

	 
	0
	d.
	Analýza časových radov. 
	 

	 
	5
	e.
	Korelačná analýza. 
	 


 

	4.
	Aké metódy by ste použili na riešenie nasledujúceho problému?

Bolo realizované meranie hustoty vody (kg/dm^3) v závislosti na jej teplote (Celzia). Nájdite vzťah medzi hustotou vody a teplotou.

Teplota

Hustota

0

1

10

1

20

0,997

30

0,996

40

0,993

50

0,987

60

0,983

70

0,978

80

0,973

90

0,964

100

0,958

Graf rezíduí a nezávislých premenných (konkrétne graf  zobrazuje štandardné rezíduá a nezávislú premennú teplota):
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	5

	 
	0
	a.
	Logit/Probit regresia. 
	 

	 
	0
	b.
	Nelineárna regresia. 
	 

	 
	0
	c.
	Kolmogorov-Smirnovov test. 
	 

	 
	5
	d.
	Lineárna regresia s nezávislými premennými t, t^2. 
	 

	 
	0
	e.
	Opakované merania analýzy rozptylu. 
	 


 

	5.
	Aké metódy by ste použili na riešenie nasledujúceho problému?

Výrobný riaditeľ podniku na výrobu káblov sa zaujímal o stanovenie vplyvu pracovníkov zamestnaných na čiastkový úväzok na výstupnú produkciu. Tradične, podnik využíva týchto pracovníkov v období vrcholiaceho dopytu. Výrobného riaditeľa znepokojuje, že aktuálna úroveň produkcie môže poklesnúť, ak miera pracovníkov na čiastkový úväzok k pracovníkom na plný úväzok bude príliš vysoká. Výrobný riaditeľ sa rozhodol uskutočniť desaťdňový test využívajúci nasledovné tri úrovne pracovníkov na čiastkový úväzok: nízka (menej ako 10%), stredná (10%-30%) a vysoká (nad 30%). Nasledovná tabuľka prezentuje údaje o produkcii, ktoré sú určené veľkosťou úrovne pracovníkov na čiastkový úväzok z desaťdňovej vzorky.

Výroba

Úväzok

0,659

vysoká

0,33

vysoká

0,998

stredná

…

…

0,944

stredná

1,15

nízka

1,96

nízka

Kategorizovaný normálny pravdepodobnostný graf:
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Shapiro-Wilksov test:

Úväzok: vysoká  Výroba:  SW-W = 0,914507656; p = 0,3134

Úväzok: stredná  Výroba:  SW-W = 0,895964481; p = 0,1977

Úväzok: nízka  Výroba:  SW-W = 0,836232704; p = 0,0398
	5

	 
	5
	a.
	Mediánový test.
	 

	 
	0
	b.
	Analýza rozptylu jednoduchého triedenia.
	 

	 
	5
	c.
	Kruskal-Wallisova analýza rozptylu.
	 

	 
	0
	d.
	Trojfaktorová analýza rozptylu.
	 

	 
	0
	e.
	Znamienkový test.
	 


	6.
	Aké metódy by ste použili na riešenie nasledujúceho problému?

Výskumník chcel ohodnotiť účinky štyroch rôznych hnojív na rast zrna. Dve hnojivá použil na jednom a ďalšie dve na druhom z dvoch rôznych polí. Výskumník vzal dve vzorky zrna z každého poľa a zmeral ich veľkosť. Každý riadok v tabuľke reprezentuje údaje pre jednu z týchto vzoriek.  Prvá premenná (stĺpec) obsahuje kódy, ktoré určujú, aké hnojivo bolo použité pre príslušnú zrnovú vzorku. Druhá premenná (stĺpec) obsahuje kódy, ktoré určujú pole, z ktorého príslušná zrnová vzorka bola zobratá. Nulová hypotéza tvrdí, že hnojivá nemajú vplyv na rast zrna. Výskumník chce testovať túto hypotézu na 5% hladine významnosti.

Hnojivo

Pole

Rast Zrna

1

1

24

1

1

34

2

1

25

2

1

28

3

2

45

3

2

42

4

2

33

4

2

31


	5

	 
	0
	a.
	Shapiro-Wilksov test.
	 

	 
	0
	b.
	Dvojvýberový t-test.
	 

	 
	0
	c.
	Analýza kovariancie.
	 

	 
	5
	d.
	Hierarchická analýza rozptylu.
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3 Záver

Využívať „silné“ nástroje, ktoré nám dnes ponúka štatistický softvér sa dá iba za predpokladu, že budeme mať komplexný prehľad o štatistických metódach a budeme vedieť vybrať správnu metódu. V tomto článku prezentujeme komplexný stromový graf štatistických metód, ktorého cieľom je, aby užívateľ získal prehľad o štatistických metódach, ktoré sa v súčasnosti využívajú v praxi a vo vedeckom výskume. Počítače a štatistický softvér  umožňujú použitie výpočtovo náročných metód, pričom užívateľ - riešiteľ štatistických úloh nemusí presne poznať algoritmus výpočtu. Riešiteľ potrebuje len vstupné údaje, poznať podstatu metódy a predpoklady jej použitia a tiež vedieť interpretovať získané výsledky, ale najskôr sa musí rozhodnúť pre vhodnú metódu a práve testovaním tejto schopnosti sa zaoberáme v tomto článku. Tento elektronický kurz je určený pre študentov Ústavu technológie vzdelávania v Nitre, kde sa využíva prostredie „MS Class Server“ k elektronickému vzdelávaniu.
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Visionaries and schematists at school

Małgorzata Przeniosło

Abstract

The paper is based on the research into understanding of basic calculus notions. To determine the sources of the formation of pupils’ and students’ conceptions I referred to psychological types of intellect. During the research the behaviour of the representatives of extreme types – the most creative (visionaries) and the least creative (schematists) turned out particularly interesting.

INTRODUCTION

The research was carried out on secondary schools pupils and students commencing university studies in mathematics, as well as on those completing their studies. In the paper I analyse the behaviour of two first groups. The basic purpose of the research was to investigate the images (cf. Przeniosło, 2003a, p. 75; 2004, p. 104; Tall and Vinner, 1981, p. 152) of basic calculus concepts and to determine the sources of the formation of revealed conceptions. To achieve the objectives I used the expanded sets of selected problems and other research instruments: an analysis of written tests, interview and discussions in groups of pupils and students. It is worth adding that it was a specific kind of interview conducted not according to a stiff procedure but in an open way. However, it was not a completely free conversation since it was based on certain principles. No suggestions were made to the interviewed person. No answers were given. Instead, very detailed questions were asked with the aim of reaching the source of associations or – in the final phase – correcting and developing the comprehension by comparing the revealed conceptions. But the questions the examinee was asked resulted from the conversation and were formulated during its course. During the conversation the persons coming up with similar answers were asked questions of the same kind. This was necessary in order to be able to compare and analyze their ways of thinking. It is worth also adding that I chose the research groups so as to obtain about a half of examinees who were mathematically gifted. Such selection resulted from my assumption of linking the revealed conceptions to types of intellect. The distribution of intellect types can be different for mathematically gifted and less gifted persons.

I used the typology of intellect types which was based on Jung’s theory (e.g., Jung, 1971; Mitroff and Kilmann, 1975; Nosal, 1992; Próchnicka, 1991). This typology is based on two basic dimensions: the way of perceiving (noticing) the data and the way in which the data are valued. I used the onomastics applied by Próchnicka (1991, pp. 60–82). It is worth presenting the short characteristics of intellect types after her:

Type I (logician-analyst-empiricist) is defined by combination of a partial style of receiving information and objective way of data assessment. The representatives of this type of intellect are inclined to perceive the data in detail, have preferences for actual, noticeable facts and create narrow concept categories. He/she processes the data sequentially, has low resistance to contradictory information and needs an outer control (has to be assured that his/her actions are correct). For the assessment of information he/she relies on extra-personal logic. He/she is an inductionist who prefers simple, controlled schemes. Detailed observations are dominant in his/her data base and the truth has to be verified experimentally.

Type II (logician-holist-theoretician) is defined by a combination of a global style of receiving information and an objective (rational) way of its assessment. The representatives of this type of intellect analyze data in an abstract way and perceive them as a whole. He/she looks for some models, universal assumptions or theories that enable him/her to construct such models. Searching for few universal principles he/she creates wide concept categories based on the criterion of similarity. He/she is resistant to contradictory information. Besides self-control he/she needs an outer control. For the assessment of information he/she relies on the criterion of logical cohesion and accuracy. He/she is a deductionist concentrating on the principles of theoretical thinking and his/her main aim is formalization and idealization of phenomena.

Type III (sensationalist-analyst-practician) is defined by combination of a partial style of receiving information and subjective way of its assessment. This type is inclined to perceive data similarly to type I. However, type III does not follow logicality and to assess information applies subjective criteria. The representatives of this type base on numerous experiments leading to construction which is subjectively evaluated as correct. The only control they need is self-control. So, they differ from representatives of type I whose need to be assured that their beliefs are correct.

Type IV (sensationalist-holist-mystic) is defined by combination of a global style of receiving information and emotional and personal way of its assessment. Similarly to type II, the representatives of type IV perceive data as a whole. However, while the representatives of type II perceive phenomena from the model’s point of view,  representatives of type IV look for global harmony, some means that would enable them to understand phenomena completely or a kind of vision. Moreover, the representatives of type II aim at reducing diversity of phenomena in order to find out a universal model; the representatives of type IV attach great importance to diversity of phenomena. For assessment of the acquired information the persons of type IV are prefer personal logic. They have the inner sense of control (similarly to type III). The representatives of type IV are either intuitionists or intuitionists-fantasts-visionaries. Visionaries are particularly noticeable as creators of very original ideas.

I use the following names for particular types of intellect: type I – logician-empiricist, type II – logician-theoretician, type III – practician, type IV – intuitionist or visionary. In the group of mathematically gifted the approximate percentage of pupils and students commencing studies representing particular types was as follows: logician-empiricist – 28%, logician-theoretician – 27%, practician – 15%, intuitionist – 25%. visionary – 5%. As to the less gifted the following division was observed: practicians – 31%, intuitionists – 25%, and schematists – 44% (for more information see Przeniosło, 2003b). The last type of intellect – schematist I revealed and named during my research. Schematists may be described as ‘degenerated’ practicians (see also next subsection).

It is worth adding that two concepts: intuition and intuitive conception should be distinguished from one another. Intuition understood as psychic function can be defined as a kind of vision that enables reception of information used for solution of new problems and for formation of intuitive conceptions. The intuitive conceptions can be defined as direct, global, self-evident forms of knowledge whose main properties are syncretic structure and obviousness (spontaneously accepted). They reflect what somebody really thinks is obvious in relation to a given concept (and are sometimes at variance with its meaning), and not what he or she accepts as the result of logical and open analysis. For intuitive conceptions I often have used plural and called them intuitions. The aforesaid two concepts was also distinguished by Fischbein (1987, pp. 121–126), when discussing intuition and intuitive models. From the mentioned books by Nosal and Próchnicka it has been followed that intuition as psychic function is mainly used by type II and type IV and that intuitive conceptions of various concepts are created and used by everyone regardless of the intellect type but it is particularly common for type I and III as their database contains mainly detailed information. It should be stressed that the names intuitionist and intuitionist-visionary applied to type IV comes from intuition as psychic function and not from excessive usage of intuitive conceptions which does not have to occur. It is worth also adding that in case of gifted persons this is a very creative type of intellect.

Mechanism of formation of concepts images BY VISIONARIES AND SCHEMATISTS

As visionaries are the most gifted pupils and students it seems obvious that their cognitive structures were most fully developed. But it is a half-truth. Visionaries usually tried to form the global model of the concept but they frequently found the definition unhelpful. They constructed some very general conception and treated it as their own definition. The correct definitions of the concepts usually did not become the components of images. Their cognitive structures besides general associations contained also a lot of detailed observations. Some elements of their images were mutually contradictory. Moreover, visionaries have the inclinations to very original, astonishing ideas which can be, however, frequently incorrect. Some of them created unusual, very complex but incorrect ‘theories’. In comparison with other incorrect conceptions ‘the theories’ were very coherent and their authors defended them categorically. According to the authors of the aforementioned works this type of mind is very creative in the case of scientists. But what the pupils and students usually lack is the awareness that their beliefs must be verified and the ability to do so. The gifted ones are sometimes misled by their self-confidence although this quality is beneficial in creative work. They admire their sudden brainwaves so much that they cannot see the mistakes they make and persistently defend their convictions. Only a very distinct contradiction can shake those incorrect associations (see Przeniosło, 2004, p. 123).

Schematists formed the cognitive structures connected with acquired concepts almost exclusively as sets of procedures to be applied in different situations. They processed all the new information into such schemes. The procedures they used were both correct and incorrect, often specific and mutually contradictory. Each problem they considered in the context of ‘familiar’ schemes. It was not only the strategy they followed to solve problems but the essence of their cognitive structures formation. Schematists usually did not try to learn correct definitions because they were not applicable in concrete situations. Most often the word definition did not evoke any association. Actually, they could not give any definition at all. It seems interesting that they referred only to ‘mathematical’ associations (connected with for example, the word sequence or function) and they did not have any extra-mathematical ones. In all probability they treat mathematics as a set of schemes which has nothing to do with reality.

EXAMPLES OF REASONING

Visionary mind

The conviction that there may exist many limits of a function for x approaching one point 
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 can be an example of how visionary mind work. Analysing the graphs the student described how he determined the limits of functions. At first he considered figure 1.
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figure 1

He thought in the following way: “Firstly, I look at x-es from 
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. They do not have to belong to the domain. I approach 1 [he moves a pencil along the graph], until I reach the limit point. This end of the graph will be, let’s say 1 for 
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. Then I approach 1 but there are no x-es from the domain here, only 
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. Since there are no x-es close to 
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, from the domain 2 is not the limit for x approaching 1. It is only the limit at this point. Then I approach 1 from 
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 and similarly obtain the limit for x approaching 
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, because the limit point will be here, let’s say 
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”. It is worth adding that the student when asked explained that “limits for x approaching 
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 would not have been a limit”. He considered numbers 
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 and 2 as the ends of extreme intervals contained in the domain and 1 and 
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 as the values corresponding to them. Next he analysed figure 2.
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figure 2

He used similar reasoning and in addition to limits connected with figure 1 he pointed at 
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. When asked about the points of the first coordinates which were the ends of the interval containing 
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, he concluded that “these are not the limit points and there are no limits because x-es belong to the interval surrounding 
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. Its limits besides those given with reference to graph presented in figure 2 and the aforementioned 
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. Such expectations were connected with appearance of two new “limit points” 
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. The student determined the limits of other functions likewise. On the basis of his statements it may be concluded that the student distinguished two concepts of limit of a function, namely: the aforementioned limit with x approaching 
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 and the limit at the point 
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From the discussion it followed that the concept of limit for x approaching 
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 was connected with the student’s understanding of the very phrase “x approaches 
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”. He interpreted the phrase as follows: if x approaches 
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, then it approaches also 1. This conviction together with its degenerating consequences were also revealed by other examined persons. However, the conceptions expressed by the student during the research had all the properties characteristic of visionary minds. The character of the associations was so peculiar that it is difficult to believe that they were influenced by teaching the meaning of the limit of a function, text-books or the very ‘nature’ of the notion. Hence, the reasons of such associations may be looked for in visionary properties of their authors’ minds.

Schematic mind

The way of thinking the schematists adopted may be best explained by a few various examples. Some of them thought that the terms of sequence should form a formula or should be obtained by means of a formula. Their conceptions, however, related to more situations than just associating a sequence with a formula used ‘to produce’ terms. They accepted arithmetical and geometrical sequences even if they could not give their formulas. In this case, for them, ‘the formula’ was type of sequence – arithmetical or geometrical. When they considered the graphs they accepted these which were similar to the ‘familiar’ sequences.  The word ‘formula’ meant for them a scheme into which – in their opinion – a sequence could be fitted. 

Schematists also looked for ‘familiar’ functions graphs considering other problems. On the basis of the information about those functions they determined their features – limits, continuity, and even derivative (see Przeniosło, 2001, p. 110; 2003a, p. 83; 2004, p. 128).

In the case of two-part formulas some pupils and students reduced the condition connected with the equality of one-sided limits to the form: “If the function is defined using a brace bracket I calculate the limits at 
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 from each formula; if the limits are the same the function has the limit at 
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 but if they are different the limit does not exist”. This condition was applied to sequences, other functions, points 
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 and those being plus or minus infinity; sometimes also in the case of the function defined by several formulas.

The similar condition was often used during considering continuity and derivative of the function defined with brace bracket. For example, considering continuity of the function f, where 
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, many schematists thought that f is continuous in the whole set of real numbers. They came to this conclusion in the following, schematic way: “The function f is continuous in R, because both functions 
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 are continuous. We have to yet consider continuity at the point 
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 = 0, that is the left-hand limit is equal to right-hand one and to f(0)”.

FINAL REMARKS

It seems that visionary, whose behaviour was presented, failed to notice the analysed problem at school because similar issues were not considered in the course of discussion. The range of the problems solved there was to narrow. The pupil looking for a sense of the concept created his own ‘theory’. Regretfully, the lessons of mathematics did not give him any opportunity to verify his ‘theory’. He probably solved the standard problems correctly and a teacher did not suspect that the conceptions of such a gifted pupil could be so incorrect. Hence, for the sake of a teaching process it is important to realise that gifted pupils and students can come up not only with very creative ideas but also with those astonishingly incorrect.

In the case of schematists I find it most surprising that they declared their intention to study mathematics and often took up mathematical studies. Most probably this group of pupils having the natural inclination to schematic behaviour looks for a domain which according to them fits into it. It seems to them that mathematics can be easily ‘schematized’. Such conviction is almost certainly confirmed by standard, quite often schematic problems solved at school (especially in the classes with a standard course of mathematics).

It is worth emphasising that both visionaries and schematists need particular attention. Teachers have to organised activities which enable pupils and students to form correct association connected with considered concepts and discover the sense of the role of definitions in mathematics. The idea of introducing the notions as a solution of an appropriately chosen problem-situations (vide Brousseau, 1997, p. 125) and solving varied, simple but non-routine problems could be helpful here (see, for example, Bruner, 1974, p. 135).

References
[1] Brousseau, G.: Theory of Didactic Situations in Mathematics, Kluwer Academic Publishers, Dordrecht 1997.

[2] Bruner, J.S.: Beyond the information given. Studies in the psychology of knowing, Allen and Unwin, London 1974.

[3] Fischbein, E.: Intuition in science and mathematics. An educational approach, D. Reidel Publishing Company, Dordrecht 1987.

[4] Jung, C.G.:  Psychological types, Princeton University Press, Princeton 1971.

[5] Mitroff, I.I. and Kilmann, R.H.: On evaluating scientific research. The contribution of the psychology of science, Technological Forecasting and Social Change 8, 1975, pp. 163–174.

[6] Nosal, C.S.: Diagnoza typów umysłu, PWN, Warszawa 1992.

[7] Próchnicka, M.: Informacja a umysł, Universitas, Kraków 1991.
[8] Przeniosło, M.: Trudności związane z procesem poznawania podstawowych pojęć analizy matematycznej, Annales Societatis Mathematicae Polonae, series V – Dydaktyka Matematyki 23, 2001, pp. 95-124.

[9] Przeniosło, M.: Perceiving the concept of limit by secondary school pupils, Disputationes Scientificae Universitatis Catholicae in Ružomberok 3, 2003a (3), pp. 75–84.

[10] Przeniosło, M.: Wpływ typu intelektu na przyswajanie i stosowanie pojęć matematycznych, Studia Matematyczne Akademii Świętokrzyskiej 10, 2003b, pp. 37–54.

[11] Przeniosło, M.: Images of the limit of function formed in the course of mathematical studies at the university, Educational Studies in Mathematics 55, 2004, pp. 103–132.

[12] Tall, D. and Vinner, S.: Concept image and concept definition in mathematics with particular reference to limit and continuity, Educational Studies in Mathematics 12, 1981, pp. 151-169.
Author’s address: M. Przeniosło, Akademia Świętokrzyska, Instytut Matematyki, 
ul. Świętokrzyska 15, 25-406 Kielce, Poland
Vyučovanie matematickej indukcie na SŠ
Zdenko Takáč

abstrakt: Matematická indukcia je dôkazová metóda, ktorá je medzi žiakmi pomerne obľúbená, pretože je možné úspešne ju používať bez toho, aby rozumeli samotnému princípu. Stačí teoreticky zvládnuť dva kroky. Preto upriamime pozornosť na spôsob učenia matematickej indukcie a jeho vplyv na pochopenie princípu. Týmto smerom sme orientovali pedagogický výskum (pozri [7]). V tomto článku je opísaný postup vyučovania matematickej indukcie v experimentálnej skupine tohoto výskumu.
Postup vyučovania v experimentálnej skupine

Pri vyučovaní matematickej indukcie v experimentálnej skupine sme postupovali tak, aby sme u žiakov postupne dosiahli nasledujúce ciele:

- intuitívne pochopiť indukčný krok

- objasniť indukčný krok na geometrických úlohách

- formálne vyjadriť indukčný krok

- pochopiť nutnosť prvého kroku

- zaviesť princíp matematickej indukcie

  
- objasniť indukčný krok na geometrických úlohách umožňujúcich  algebr. zápis

- dôkazy algebraických tvrdení

- úlohy vyžadujúce osobitný prístup, t.j. použitie nejakej „finty“ v indukč. kroku

Posledný bod sme však nedokázali vtesnať do troch vyučovacích hodín, preto sme sa k nemu nedostali. Rozhodli som sa dodržať časové obmedzenie troch vyučovacích hodín, lebo to je maximum, ktoré sa venuje matematickej indukcii na školách. Navyše, posledný bod vyžaduje určitú úroveň matematických schopností a je zrejme skôr vhodný pre žiakov, ktorí majú záujem o ďalšie štúdium matematiky. 


Námety na vyučovanie v kontrolnej skupine sme, okrem vlastných skúseností, čerpali najmä z [1], [2], [3], [4], [5], [6].

Prvá hodina

Na úvod sme v triede postupne navodili nasledujúce tri situácie:

Situácia 1

v:  Má niekto v triede modré oči?
Prihlásil sa Marek.

v: Teraz si predstavte, že modré oči sú dominantným dedičným znakom, t.j. ak aspoň jeden rodič má modré oči, aj dieťa bude mať modré oči. Čo by to znamenalo pre Marekových potomkov?
ž: Všetci budú mať modré oči.
v: Ako viete, že napríklad pravnuk Marekovho pravnuka bude mať modré oči?
ž: Keď má Marek modré oči, aj jeho potomok musí mať modré oči a aj potomok tohoto potomka musí mať modré oči a zase jeho potomok musí mať modré oči a tak ďalej až po pravnuka Marekovho pravnuka.

v: Výborne, takže ak má Marek modré oči a vieme, že modré oči sa dedia z pokolenia na pokolenie, môžeme s istotou povedať, že všetci potomkovia Mareka budú mať modré oči.

Trieda súhlasila, a tak sme prešli k druhej situácii.
Situácia 2

v: Určite ste sa všetci niekedy hrali s kameňmi domina. Postavili ste kamene domina do radu tak, aby každý padajúci kameň zvalil nasledujúci kameň. Predstavte si, že sme takto postavili nekonečný rad kameňov domina. Čo sa stane, ak zvalíme prvý kameň?
ž: Všetky kamene postupne popadajú.
v: Isto spadnú všetky? Nemôže sa to niekde prerušiť?
ž: Iba ak sme niektorý kameň postavili zle a nezhodí nasledovný.
v: Áno, ale v prípade, že sú všetky kamene postavené dobre, t.j. každý kameň svojim pádom zvalí nasledujúci kameň, a zvalíme prvý kameň, tak spadnú všetky kamene. Súhlasite?

Nikto nenamietal, a tak sme prešli k poslednej situácii.

Situácia 3

v: Programátor začiatočník nakreslil číselnú os s prirodzenými číslami a panáčika, ktoréha naprogramoval tak, aby splnil tieto dva príkazy: ``Postav sa na číslo 1 a označ ho!'', ``Ak si na čísle k, skoč na číslo k+1 a označ ho!'' Č sa stane po spustení programu?

ž: Panáčik bude postupne skákať po prirodzených číslach a označovať ich.

v: Koľko čísel označí? A kde skončí?

ž: Všetky. Nikdy neskončí.
ž: Skončí na konci číselnej osi.

v: Číselná os má koniec?

ž: Keď je nakreslená, tak niekde musí skončiť.
v: Dobre, predstavme si teda, že máme nakreslenú takú dlhú číselnú os, že po nejakom čase panáčik odskáče tak ďaleko, že ho už ani nevidíme.
ž: Tak potom vidíme len číselnú os a všetky čísla na nej budú označené.
Uvedených tri situácie tvoria separované modely indukčného kroku. Po takejto príprave sme pristúpili k nasledujúcej úlohe, ktorá viedla k univerzálnemu modelu.

Úloha 1
V rovine je daných n priamok. Je možné dvomi farbami vyfarbiť všetky časti roviny tak, aby každé dve susedné časti boli rôznej farby (za susedné nepovažujeme časti roviny, ktoré majú spoločný iba jeden bod)?


Nechali sme žiakom dosť dlhý čas (13 minút) na experimentovanie – veľa kreslili a debatovali. Po určitom čase sa vytvorili dve skupiny, väčšia, ktorá zastávala názor, že to je možné a menšia s opačným názorom. Čo však bolo dôležité, ani jedna skupina necítila istotu, ako vidieť z výroku žiaka prvej skupiny: „asi sa to dá vždy“. Hoci sa pokúšali presvedčiť spolužiakov o svojom názore, bolo očividné, že pri argumentoch oponentov váhali a snažili sa skôr presvedčiť seba ako ostatných. To bol veľmi dôležitý moment vo vyučovaní matematickej indukcie, pretože žiaci sami pociťovali potrebu dôkazu, hoci od nich nebol žiadaný. Tým sme prekonali večný problém vyučovania dôkazov spočívajúci v tom, že žiaci sú nútení dokazovať niečo, čo nepovažujú za potrebné dokázať. V takom prípade chýba motivačný faktor. Pri našej úlohe, naopak, žiaci sami prišli k poznaniu, že dôkaz potrebujú. Našou úlohou už bolo iba viesť ich zvedavosť správnym smerom. Pripomenuli sme im predchádzajúce tri situácie a navrhli sme hľadať spoločné znaky s riešenou úlohou. Po chvíli skutočne jeden žiak prišiel s návrhom:


„Skúsme to podobne, skúsme dokázať, že ak to vieme vyfarbiť pre nejaké priamky, tak to budeme vedieť vyfarbiť aj keď k nim pridáme ďalšiu priamku. Potom už bude jasné, že sa to dá vyfarbiť pre všetky priamky. Tak ako popadali všetky kamene domina alebo ako všetci moji potomkovia musia mať modré oči.'' 


Zhodou okolností to bol Marek, žiak s modrými očami, ktorého sme využili ako názorný príklad pri prvej situácii. Zdalo sa, že všetci žiaci skutočne veria takémuto postupu. Ešte sme spresnili vyjadrovanie a potom už nebol problém objaviť fintu, že stačí zmeniť farby všetkých častí v jednej polrovine určenej pridanou priamkou.

Tento moment sa dá charakterizovať známym ``vyhrali sme bitku, nie však vojnu''. Žiaci chápali indukčný krok a tým aj princíp dôkazu matematickou indukciou, ale čakal nás ešte neľahký prechod ku formálnym zápisom princípu. Preto sme postupovali veľmi pomaly a presne formulovali spoločné znaky úlohy a troch situácií zo začiatku hodiny:

Ak vieme správne vyfarbiť rovinu rozdelenú k priamkami,

tak vieme správne vyfarbiť aj rovinu rozdelenú k+1 priamkami.

Symbolicky:
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Blížil sa koniec hodiny, preto sme žiakom zadali na domácu úlohu podobným spôsobom zapísať jednotlivé situácie zo začiatku hodiny.

Druhá hodina
Na úvod sme skontrolovali domácu úlohu a opravili nepresnosti:

Situácia 1:

Ak má Marekov potomok k-tej generácie modré oči,

tak má aj Marekov potomok (k+1)-vej generácie modré oči.

Symbolicky:
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Situácia 2:

Ak spadne k-tý kameň domina,

tak spadne aj (k+1)-vý kameň.

Symbolicky:
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Situácia 3:

Ak panáčik označí číslo k,

tak označí aj číslo k+1.

Symbolicky:
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Zámerne sme na označenie formuly v indukčného kroku používali vždy iné písmeno. Posledným krokom pred úplným zovšeobecnením a uvedením definície matematickej indukcie bolo poukázanie na nutnosť prvého kroku. To sme docielili jednoduchými otázkami: ``Čo sa stane, ak Peter nemá modré oči? Čo sa stane, ak nezhodíme prvý kameň domina? Čo sa stane, ak panáčik nedostane prvý príkaz?'' Postupne sme v diskusii prišli k tomu, že aj v Úlohe 1 je dôležité, že vieme správne vyfarbiť rovinu rozdelenú jednou priamkou. Ešte raz sme sa vrátili k zápisom situácii:

Situácia 1

Keď

1. Marek má modré oči.

2. Ak má Marekov potomok k-tej generácie modré oči,

    tak má aj Marekov potomok (k+1)-vej generácie modré oči.

Potom majú všetci Marekovi potomkovia modré oči.

Symbolicky

Keď

1. 
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, pre všetky k=0,1,2, ...
Potom platí 
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Situácia 2

Keď

1. Spadne prvý kameň domina.

2. Ak spadne k-tý kameň domina, 

    tak spadne aj (k+1)-vý kameň.

Potom spadnú všetky kamene domina.

Symbolicky

Keď

1. 
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2. 
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, pre všetky k=1,2,3, ...
Potom platí 
[image: image199.wmf](

)

n

S

, pre všetky n=1,2,3, ...
Situácia 3

Keď

1. Panáčik označí číslo 1.

2. Ak panáčik označí číslo k,

    tak označí aj číslo k+1.

Potom panáčik označí všetky prirodzené čísla.

Symbolicky

Keď

1. 
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2. 
[image: image201.wmf](

)

(

)

1

+

Þ

k

O

k

O

, pre všetky k=1,2,3, ...
Potom platí 
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Úloha 1

Keď

1. Vieme správne vyfarbiť rovinu rozdelenú jednou priamkou.

2. Ak vieme správne vyfarbiť rovinu rozdelenú k priamkami,

    tak vieme správne vyfarbiť aj rovinu rozdelenú k+1 priamkami.

Potom vieme správne vyfarbiť rovinu rozdelenú ľubovoľným počtom priamok.

Symbolicky

Keď

1. 
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[image: image204.wmf](

)

(

)

1

+

Þ

k

V

k

V

, pre všetky k=1,2,3, ...
Potom platí 
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Pri takejto presnej formulácii si žiaci okamžite všimli, že v Situácii 1 prvý krok spočíva v dôkaze pre nulu a v ostatných pre jednotku. Tu sme si vyjasnili, že nie je nutné vždy začínať od jednotky. Ako model veľmi dobre poslúžila Situácia 3, kde stačí zmeniť prvý príkaz: ``Postav sa na číslo m a označ ho!'' Po dosadení čísla 40 bolo všetkým jasné, že panáčik označí čísla 40,41,42, ...

Dali sme si pomerne veľkú námahu s modelmi matematickej indukcie a tiež s ich formálnym zápisom. O to jednoduchšie bolo zavedenie matematickej indukcie, keď stačilo zovšeobecniť uvedené modely.

Dôkaz matematickou indukciou:

Keď

1. Tvrdenie platí pre číslo 1.



2. Ak tvrdenie platí pre číslo k,

    tak platí aj pre číslo k+1.

Potom tvrdenie platí pre všetky prirodzené čísla.

Symbolicky

Keď

1. 
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, pre všetky k=1,2,3, ...
Potom platí 
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Zatiaľ sme sa venovali úlohám, kde na vyjadrenie indukčného kroku 
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 neboli potrebné formálne algebraické úpravy a zápisy - v troch situáciach bol indukčný krok evidentný a v Úlohe 1 sme vystačili s geomentrickým znázornením. Teraz nastal vhodný okamih na nasledujúcu úlohu, ktorá tvorí prechod od hľadania indukčného kroku geometricky k jeho algebraickému zápisu.

Úloha 2

Overte vzorec pre súčet veľkostí vnútorných uhlov v ľubovoľnom konvexnom n-uholníku:
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Žiaci dostali pomôcku v podobe obrázkov:
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Pomocou obrázkov sme pomerne rýchlo dospeli k vzťahu 
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. Žiaci víťazoslavne vykrikovali: ``To je ľahké, ak vieme vypočítať súčet uhlov v n-uholníku, tak to vieme vypočítať aj v (n+1)-uholníku.'' Zdalo sa, že ich myslenie sa z hľadiska matematickej indukcie vyvíja správnym smerom. Bolo však nutné usmerniť ich úvahy: „Áno, tým máme dokázané, že vieme vypočítať súčet veľkostí uhlov n-uholníka, pre všetky prirodzené čísla n. Naša úloha je o niečo ťažšia, chceme dokázať, že vzorec 
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 platí pre všetky prirodzené čísla n.''

Po chvíli sme dospeli k riešeniu úlohy:

1. Vzorec platí pre trojuholník: 
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2. Ak platí vzorec pre k-uholníky, tak platí aj pre (k+1)-uholníky:
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Postupne sme odôvodnili každú rovnosť: prvá vychádza z nášho zistenia na začiatku úlohy, druhá je použitie predpokladu, že vzorec platí pre k-uholníky - tu sme zaviedli termín indukčný predpoklad a formulovali sme indukčné predpoklady z predchádzajúcej úlohy a situácií. Ďalšie rovnosti sú už iba algebraické úpravy, ktorých cieľom je ukázať, že vzorec skutočne platí aj pre (n+1)-uholníky.

Mali sme pripravenú ešte jednu podobnú úlohu, v ktorej sú o niečo náročnejšie algebraické úpravy ako v Úlohe 2. Túto sme však už pre nedostatok času neriešili, zadali sme ju ako dobrovoľnú domácu úlohu.

Úloha 3
Overte vzorec pre počet uhlopriečok v ľubovoľnom konvexnom n-uholníku: 
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Odporučili sme žiakom nakresliť si podobné obrázky ako v predchádzajúcej úlohe a dopracovať sa k vzťahu medzi počtom uhlopriečok v n-uholníku a (n+1)-uholníku. 

Tretia hodina

Na tretej hodine sme pristúpili ku klasickým, algebraickým úlohám, pomocou ktorých sme chceli dosiahnuť získanie rutiny pri používaní dôkazov matematickou indukciou. Pritom sme však postupovali pomaly a dbali sme na presné zápisy.

Algebraická úloha 1

Platí nasledujúca rovnosť pre každé prirodzené číslo n?
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Algebraická úloha 2

Je pravda, že číslo 5 je deliteľom výrazu 
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Algebraická úloha 3

Dokážte, že pre každé prirodzené číslo n platí nerovnosť:
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Algebraická úloha 4

Dokážte, že výraz 
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 je deliteľný číslom 6, pre každé prirodzené číslo n.
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Ohodnotenie pravdepodobnosti alebo „je hra spravodlivá“?

Monika Žilková

Abstract

This paper deals with propositions of introducing and teaching the elements of probability theory to the primary education of the elements of mathematics using stochastic games. These games are based on estimation of chance or risk we have to undergo by participation in the game. We have to decide about the fairness of the game and choose the best strategy. 

Úvod

Stochastické hry majú ako motivačnú funkciu, tak aj funkciu pri budovaní a rozvíjaní stochastického myslenia, a zároveň sú predpokladom k vysokej aktivite žiakov a aktívnemu rozvíjaniu myslenia ako takého. Z tohto pohľadu sa zdá vhodné a prirodzené využiť takú metódu budovania elementov teórie pravdepodobnosti, ktorej ťažisko tvoria stochastické hry.  Vo vyučovaní matematiky sa pravdepodobnostný priestor stáva matematickým modelom náhodného pokusu, ktorý sa objavuje v pozadí situácie spojenej s hrou, s ohodnotením istého rizika, s rozhodovaním v riskantných podmienkach, atď.
Úlohou je nájsť čo možno najlepšiu metódu budovania  stochastického myslenia u detí, najprv bez používania stochastických pojmov. Stochastické pojmy majú byť vyústením potreby pre ich zavedenie. Pojem pravdepodobnosti javu je potrebné budovať po etapách, pričom sa začína etapou ohodnocovania kvality (akosti). Pri rozhodovaní v istých situáciách stačí rozhodnúť, ktorá z dvoch udalostí je viac pravdepodobná, ktorá menej, alebo či dve udalosti sú rovnako pravdepodobné. Kvantitatívne ohodnotenie pravdepodobnosti sa v tejto koncepcii objavuje neskôr (viď. 1.). 
Ku špecifikácii stochastickej problematiky patrí rola empirických údajov (nazývaných štatistické údaje) v procese matematizácie a argumentácie. Štatistické údaje nám v mnohých prípadoch môžu napovedať tvar pravdepodobnostného priestoru ako stochastického modelu. Tieto údaje sú v mnohých situáciách istým zdrojom informácií o riešení stochastickej úlohy. 

Uvedených je niekoľko stochastických (náhodných) hier. Je vhodné hry viackrát opakovať a výsledky zapisovať. Empirické údaje sa tak stávajú zdrojom matematickej argumentácie a úsudkov „a posteriori“. 

Pri jednotlivých hrách potrebujeme 20 žetónov. Žetóny sú pri hre umiestnené v strede. Hra končí, keď sa minú všetky žetóny. Víťaz je ten hráč, ktorý má po skončení hry najviac žetónov. Hier sa zúčastňujú traja hráči. 

Hra 1 Ku hre sú potrebné tri mince – pre každého hráča jedna. Hráči hádžu mincou. Ak každému z hráčov padne rub alebo každému padne líce, hádžu znova. Ak padne jedna minca na opačnú stranu ako dve zvyšné, ten hráč vyhráva. Víťaz si berie žetón. Hra končí, keď sa minú všetky žetóny. Je táto hra spravodlivá?


V nasledujúcej tabuľke sú uvedené všetky výsledky trojnásobného hodu mincou, pri ktorých vyhráva jeden z hráčov. 

	Hráč A
	rub
	líce
	líce
	rub
	líce
	rub

	Hráč B
	líce
	rub
	rub
	líce
	líce
	rub

	Hráč C
	líce
	rub
	líce
	rub
	rub
	líce


Ak by sme označili výsledky náhodného pokusu hodu mincou r- padne rub, l- padne líce, potom každý výsledok hodu mincou troch hráčov možno zapísať ako usporiadanú trojicu prvkov z množiny 
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, pričom písmeno na prvom mieste určuje výsledok hodu mincou hráča A, na druhom mieste hráča B a na treťom mieste hráča C. Množina všetkých možných výsledkov trojnásobného hodu mincou je  
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. Keďže každý z výsledkov tejto množiny je rovnako pravdepodobný, dostávame klasický pravdepodobnostný priestor. Z tabuľky je možno vidieť, že každý z hráčov má rovnaké šance na výhru, a teda táto hra je spravodlivá.

Hra 2 Hráč A hádže mincou. Hráč B tipuje na výsledok hodu. Ak mu tip vyšiel, vyhráva. Ak nie, vyhráva hráč A. Potom víťaz hádže mincou znova a hráč C tipuje na výsledok. Víťaz berie žetón. Má každý z hráčov rovnaké šance na výhru?

· Je potrebné, aby vždy začínala tá istá dvojica hráčov, pokiaľ sa neminú všetky žetóny!

V tomto prípade ide o dvojnásobný hod mincou. Pri prvom hode hráči A a B majú rovnakú šancu na výhru. Hráč C je zatiaľ „mimo hry“. Víťaz však hrá ďalej. Pri druhom hode majú znova obaja hráči – hráč C a víťaz prvého hodu mincou - rovnaké šance na výhru. Predpokladajme teraz, že hráč B staví v prvom hode na rub. Teda hráč A vyhrá, ak padne líce. Podobne stavia v druhom hode hráč C na rub. Priebeh hry znázorníme nasledujúcim diagramom.
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Ako možno z diagramu vidieť, hráč C - keďže vstupuje do hry až pri druhom hode mincou -má dvakrát väčšie šance na výhru ako jeho spoluhráči. Hra teda nie je spravodlivá a najvýhodnejšou pozíciou v tejto hre je pozícia hráča C.

Hra 3 Výsledkom náhodného pokusu – hodu dvoma mincami – sú dvojice (nie usporiadané) rub-rub, líce-rub, líce-líce. Hráč A si vyberá dvojicu rub-rub, hráč B dvojicu  líce-rub a hráč C dvojicu líce-líce. Hodíme dvoma mincami. Víťaz berie žetón. Majú všetci hráči rovnaké šance na výhru?


Pri tomto náhodnom jave nám možnosti – usporiadané dvojice rl a lr splynú do jednej, keďže ide o hod dvomi mincami a nie o dvojnásobný hod mincou. Tým sa ale pravdepodobnosť mení a udalosti už nie  sú rovnako pravdepodobné. Šance hráča s dvojicou líce-rub sú dvojnásobne vyššie ako jeho spoluhráčov. V tejto hre je teda výhodné vsadiť na dvojicu líce-rub.

	rub-rub
	líce-rub
	líce-líce
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Hra 4 Z množiny čísel {1,2,3,...,9} si hráči A a B vyberajú po jednej trojici čísel. Trojica čísel pre hráča C je určená týmto výberom. Hráč C nepozná vybraté čísla ani svoje ani svojich spoluhráčov. Tento hráč potom napíše 20 čísel z danej množiny {1,2,3,...,9}.  Hráč, ktorého čísla sa v tejto postupnosti dvadsiatich čísel vyskytujú najčastejšie, vyhráva. Je tretí hráč oproti svojim spoluhráčom v nevýhode? Je táto hra spravodlivá?

Hra 5 Mincový futbal 

Hádžeme kockou. Ak padne 5 alebo 6, hráč A kopne loptu o 5 alebo 6 miest smerom ku bráne hráča B. Ak padne 1, 2, 3 alebo 4, hráč B kopne loptu ku bráne hráča A o 1, 2, 3 alebo 4 miesta. Hráč, ktorý ako prvý dostane loptu do brány spoluhráča vyhráva žetón. Je táto hra spravodlivá?


[image: image230.png]



Po niekoľkých opakovaniach hry ľahko zistíme, že hráč A, hoci je pravdepodobnosť, že padne jeho číslo o polovicu menšia, ako hráča B, je vo výhode. Vyplýva to z výšky hodnôt jeho čísel. Preto hra spravodlivá nie je, hráč A má výhodnejšiu pozíciu.

Hra 6 Prekážková dráha

Hry sa zúčastňujú aspoň dvaja hráči. Každý z hráčov si na ŠTARTE vyberá jedno pole z prvej trojice. Ak hráč splní úlohu kladenú políčkom môže postúpiť na ľubovoľné pole z nasledujúcej dvojice. Ak sa mu úlohu nepodarí splniť, pokračuje druhý hráč. Hráč zostáva na vybratom poli, pokiaľ úlohu kladenú týmto poľom nesplní. Vyhráva hráč, ktorý je prvý v cieli.  

Úlohou hráčov je nájsť najrýchlejšiu cestu od ŠTARTU k CIEĽU na základe pravdepodobností udalostí potrebných ku postupu z každého vybratého políčka do ľubovoľného z ďalšej dvojice či trojice.
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prekážka 1 – je tvorená trojicou úloh: 

1. úloha - dvojnásobný hod kockou, pri prvom hode padne párne číslo a pri druhom nepárne číslo

Stochastickým modelom dvojnásobného hodu mincou je pravdepodobnostný priestor 
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. Všetky tieto udalosti sú samozrejme rovnako pravdepodobné. Množina priaznivých udalostí nášho javu je množina 
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. Nami očakávaná udalosť nastane teda v 9 prípadoch z 36. Potom z definície pravdepodobnosti v klasickom pravdepodobnostnom priestore dostávame 
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2. úloha – dvojnásobný hod kockou, pri prvom hode padne číslo 5

Množinou priaznivých udalostí je teraz množina 
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. Táto udalosť nastane len v 6 prípadoch z 36 a 
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3. úloha – dvojnásobný hod kockou, pri druhom hode padne párne číslo

Podobne ako v predchádzajúcich prípadoch, pri prvom hode môže padnúť ľubovoľné z čísel na kocke, pri druhom len tri párne. To je spolu 18 možností. Teda 
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Najrýchlejšie teda môžeme prejsť prvou prekážkou, ak si vyberieme tretiu úlohu.

prekážka 2 – dvojica úloh:

Riešenie úlohy ako v hre 3. Teda dvojica rl je je dvakrát pravdepodobnejšia a je teda správnou cestou.

prekážka 4 – trojica úloh:

Táto prekážka, ako aj prekážka 6, patrí ku hrám, ktoré nazývame hrami Penneya (viď. 3., 4.). Pri hre hádžeme mincou toľkokrát, pokiaľ nepadne jedna zo zvolených postupností rubov a líc. Ten hráč, ktorého postupnosť padla ako prvá, vyhráva. Diagram, často nazývaný stochastický strom, je v tomto prípade nástrojom vizualizácie a prostriedkom matematizácie a argumentácie. Prehľadne umožňuje nazrieť do problému a objasniť možno až paradoxné odchýlky od našich stochastických intuícií.
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Úlohou hráča je vybrať si jednu z postupností rubov a líc ponúkaných políčkami. Potom hráč hádže mincou, pokiaľ nepadne jedna z týchto postupností. Ak sa ako prvá objaví jeho postupnosť, postupuje ďalej. Ak nie, na ťahu je druhý hráč. Z diagramu vyplýva, že dvojica lr je dvakrát pravdepodobnejšia ako dvojice rl a rr. Najvýhodnejšie je teda vybrať si pole s touto postupnosťou. Platí 
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prekážka 6 – dve dvojice úloh:

Uvažujme najskôr dvojicu postupností lll a rll. Ľahko nahliadneme, že v prípade, ak padne v prvom hode rub, jav lll už nemôže nastať. Rovnako, ak po padnutí líca padne rub, alebo po padnutí dvoch líc a rubu. Preto hráč, ktorý si vyberie pole s postupnosťou rll má sedemkrát väčšie šance na výhru ako hráč, ktorý si vyberie pole s postupnosťou lll. Platí: 
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. V takomto prípade hovoríme, že postupnosť rll je lepšia ako postupnosť lll a píšeme 
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V druhej dvojici úloh máme možnosť výberu z postupností lr a rr. Ľahko možno ukázať, že 
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. V prekážke 5 sú však obe úlohy rovnako pravdepodobné. Výber úlohy v prekážke 5 závisí od  výberu lepšej dvojice postupností rubov a líc. Treba nám najskôr uvažovať tieto štyri postupnosti ako celok. Túto situáciu nám približuje stochastický graf. Platí 
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. Dvojica postupností lr a rr je preto lepšia ako dvojica lll a rll. Keďže 
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, najvyššie šance dáva hráčovi postupnosť lr. 
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Záver

Je nevyhnutné, pri rozvoji stochastického myslenia, aby žiaci sami boli objaviteľmi, aby sa stali súčasťou historickej genézy. Inými slovami, je nevyhnutné, aby vo vyučovacom procese bola uplatnená zásada paralelizmu v didaktike. Ak sa žiaci stanú účastní rodenia sa stochastiky, budú schopní odhaľovať jej zákonitosti a tým rozvíjať stochastické myslenie.
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Možnosti použitia 
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-testu v Exceli
Iveta Molnárová

Abstract

Excel ako nástroj štatistického skúmania je orientovaný na spracovávanie kvantitatívnzch údajov. V článku chcem ukázať jeho použitie na skúmanie kvlitatívnzch znakov, čo by mohli využiť učitelia pri pedagogickom výskume.

    Pri vyučovaní štatistických metód v inžinierskych a ekonomických študijných smeroch sa väčšinou spracovávajú kvantitatívne údaje. K tomu Excel ponúka niekoľko metód: z-test, t-test s rovnosťou rozptylov, t-test s nerovnosťou rozptylov, párový t-test, F-test, ANOVU, regresnú analýzu. Na spracovanie kvalitatívnych údajov, ktoré sa získajú napr. z rôznych pedagogických, sociologických, marketingových prieskumov, je v Exceli prístupná len jedna metóda 
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c

- test nezávislosti. Tento jednoduchý a populárny test dá sa použiť aj v prípade dvoch kvantitatívnych znakov, ak nie sú splnené predpoklady parametrických testov, aj v prípade kombinácie kvantitatívneho i kvalitatívneho znaku, no v praxi sa rozšíril hlavne pre overovanie závislosti kvalitatívnych znakov.

Na príklade prijímacích skúšok na Vojenskú akadémiu v roku 2004 ilustrujeme možnosti použitia tohto testu v Exceli. U 413 študentov, ktorí sa zúčastnili prijímacích skúšok skúmajme závislosť  typu absolvovanej strednej školy a odporučenia psychológov po psychodiagnostických testoch. Typ školy je označený kódom : gymnázium-1, elektrotechnická, strojnícka, dopravná priemyslovka-2, ostatné priemyslovky a obchodné akadémie-3, odborné učilište-4. Odporučenie psychológov poznáme len vo forme O-odporúčam prijať, N- neodporúčam prijať.

Celý súbor je vhodné roztriediť podľa týchto 2 premenných do kontingenčnej tabuľky:

K tejto tabuľke empirických početností zodpovedajúcu tabuľku teoretických početností za predpokladu platnosti nulovej hypotézy, že znaky sú nezávislé, si musí autor vytvoriť sám, Excel ju nevytvorí. Využijeme pritom vetu o pravdepodobnosti prieniku dvoch nezávislých javov. 

Potom po voľbe Prilepiť funkciu/ Štatistické/ Chítest a vložení polí empirických a teoretických početností spustíme samotný 
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-test nezávislosti. Jeho výstupom je p- hodnota. V našom prípade 
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, čo znamená, že odporučenie na štúdium je závislé od typu absolvovanej školy na všetkých bežných hladinách významnosti. Na vyjadrenie sily tejto závislosti nie sú v Exceli prostriedky. 

    Tento test možno využiť aj iným spôsobom, môže byť vhodnou alternatívou t-testu pre 2 nezávislé súbory, ak nie sú splnené predpoklady o normálnom rozdelení znaku v oboch základných súboroch. Môže byť alternatívou k ANOVE pre viac nezávislých súborov pri porušení tých istých predpokladov, alebo alternatívou k ich neparametrickým modelom (napr. Mann-Whitneyov poradový U-test, Kruskal-Wallisov test). Použitie interpretujeme na rovnakom príklade. Predpokladajme, že počet študentov z priemysloviek elektrotechnických, strojníckych a dopravných (súbor 1), ktorí sú úspešní z testu z matematiky je rovnaký ako počet úspešných študentov z ostatných priemysloviek a obchodných akadémií (súbor 2 ). Alternatívny znak rozdelí prvky v oboch nezávislých súboroch do dvoch skupín, asociačná tabuľka udáva prehľadne početnosti týchto skupín:


Ak predpokladáme platnosť uvedenej nulovej hypotézy, t.j. rozdelenia v oboch súboroch sú rovnaké, tak pravdepodobnosť, že študent neurobí test odhadneme relatívnou početnosťou 
[image: image256.wmf]212

/

163

1

=

p

 a absolútnu početnosť študentov súboru 1, ktorí neurobili test vyjadríme 
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. Dostaneme tak tabuľku teoretických početností, ktorá má rovnaký tvar ako pri testovaní nezávislosti:

Zhodu rozdelení v oboch súboroch otestujeme 
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-testom, po voľbe Prilepiť funkciu/ Štatistické/ Chítest . Výsledná veľká p-hodnota 0,607 určuje, že nemáme dôvod zamietnuť nulovú hypotézu o rovnakej úspešnosti študentov zo súboru1 a súboru 2 na bežne používaných hladinách významnosti.

   Tretím spôsobom použitia tohto testu je jeho použitie na testovanie rozdielu početností dvoch závislých súborov. Je to alternatíva parametrického párového t-testu, ak nie sú splnené predpoklady o normálnom rozdelení diferencií, alebo alternatíva k neparametrickému Wilcoxonovmu testu. Ilustrujeme na výsledkoch prijímacích skúšok. U každého študenta výberového súboru poznáme dvojicu údajov: výsledok psychodiagnostického testu a úspešnosť v teste z cudzieho jazyka. Chceme zistiť, či oba testy sú rovnako náročné, čo posúdime podľa výsledkov testov. Znovu porovnáme zhodu empirického rozdelenia s teoretickým, pričom empirické početnosti nám udáva asociačná tabuľka:  
Ak predpokladáme, že testy sú rovnako náročné, tak dvojice ( nespravil, odporučený) a (spravil, neodporučený) by sa mali vyskytovať rovnako často, teda 
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. Dvojice bez zmeny (spravil, odporučený) a ( nespravil, neodporučený) nie sú zaujímavé z tohto hľadiska. Tabuľka teoretických  početností v tomto prípade je tvaru: 


Po voľbe Prilepiť funkciu/ Štatistické/ Chítest dostaneme ako výsledok porovnania p-hodnotu 
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. Z jej hodnoty vyplýva, že napr. na hladine významnosti 
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 že nemáme dôvod zamietnuť nulovú hypotézu o rovnakej náročnosti psychodiagnostického vyšetrenia a testu z cudzieho jazyka.

Literatúra:

1. Šťastný, Z.: Matematické a statistické  výpočty v Microsoft EXCELu, Computer press, 1999
2. Clauss,G., Ebner,H.: Základy štatistiky pre psychológov, pedagógov a sociológov, SPN Bratisava,1988
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� Partial analyses were represented in works:[11],[12],[13].


� Compare the priest. S. Kowalczyk, The introduction to the philosophy of J. Martitain, CUL, Lublin, 1992.


� The quotation of D. Gołębniak, G. Teusz, the Education across the language, CDN., Warsaw, 1999, p. 43. 





� Compare. A. Sierpińska, Three approaches to „the problem of the communication” in teaching of mathematics, the Didactics of mathematics 18(1996), p. 5- 28





� Příspěvek byl vypracován s podporou grantu GAČR 406/02/082.


� Více o tom např. v knížce[4].


� Je možné se o nich dočíst např. v knize [4].


� Viz např. knížka [5] nebo článek [3]. 


� Problém je převzat z knížky [6].


� Toto řešení bychom také mohli nazvat aritmetické či numerické. 


� O hroznech problémů více např. v článku [2] nebo v knížce [4].


� O následném algebraickém řešení viz poznámka níže.
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0.6470534379

0.5162205878

0.5416730247

0.4762108219

0.146580401

0.7058626057

0.1941587573

0.1875057222

0.0502639851

0.9342631306

0.3098239082

0.5977660451

0.5189062166

0.2190313425

0.180364391

0.5278481399

0.6987823115

0.6971648305

0.4209418012

0.9590441603

0.4286629841

0.9880672628

0.2394482253

0.4585711234

0.0718710898

0.6820276498

0.8314157537

0.7305825983

0.473403119

0.953459273

0.8991668447

0.2918179876

0.0416272469

0.2991424299

0.2965788751

0.2724387341

0.9557786798

0.4015320292

0.7985473189

0.3417462691

0.4975737785

0.1170384838

0.9955137791

0.7590868862

0.5084994049

0.5892818995

0.3129673147

0.5494552446

0.9718008972

0.4874416334

0.1561326945

0.8044373913

0.7194128239

0.3694265572

0.1792352062

0.107882931

0.264046144

0.1702322459

0.6802575762

0.0868251595

0.7563402203

0.8153019807

0.1203039644

0.0870693075

0.0666219062

0.9586169012

0.7684255501

0.9741508225

0.9922482986

0.8460646382

0.4706564531

0.0589312418

0.589373455

0.3037812433

0.5450605792

0.1486251411

0.6301767022

0.8514664144

0.8009582812

0.7223426008

0.1847590564

0.940397351

0.6834620197

0.2320322275

0.3282570879

0.3170262764

0.5431989502

0.528153325

0.9728385266

0.5110934782

0.0306405835

0.4105349895

0.8246711631

0.4489577929

0.6158024842

0.3041474654

0.4661091952

0.1918393506

0.2325510422

0.0597857601

0.5626697592

0.7991882076

0.0484328745

0.8800622578

0.194860683

0.3167821284

0.3589281899

0.3698843348

0.3155919065

0.8903164769

0.6071352275

0.7126071963

0.3318277535

0.0032654805

0.5283059175

0.9703970458

0.8118839076

0.8406323435

0.4192632832

0.5103915525

0.3173314615

0.7768181402

0.533066805

0.5552537614

0.3600573748

0.9891964476

0.5984679708

0.8590655232

0.4842677084

0.1961729789

0.4644306772

0.5079805902

0.4736472671

0.5207068087

0.8697470016

0.8461561937

0.6831873531

0.478316599

0.3374736778

0.5264442885

0.4963530381

0.0905789361

0.1944639424

0.6861781671

0.9071321757

0.1233558153

0.7160252693

0.247993408

0.226905118

0.4499954222

0.3952757347

0.3455916013

0.9167455061

0.5396893216

0.3378398999

0.8744773705

0.5441145054

0.0707113865

0.7812128056

0.1677907651

0.8652607807

0.6688436537

0.7394024476

0.7971434675

0.0318613239

0.7703482162

0.7724845119

0.4982146672

0.9234900967

0.6105838191

0.8810998871

0.2217169713

0.6041444136

0.3370769372

0.5258339183

0.3091219825

0.9048127689

0.2479018525

0.7720877712

0.7933896908

0.1299783319

0.1548814356

0.5592211676

0.8247932371

0.8901638844

0.8719443342

0.0953703421

0.2217169713

0.0585039827

0.8283944212

0.376903592

0.1464278085

0.8531449324

0.8070925016

0.8328501236

0.9058503983

0.0439466536

0.8079165014

0.0945463424

0.8772850734

0.2848292489

0.0358897671

0.8901638844

0.5592822047

0.5705740532

0.014557329

0.0640888699

0.7474288156

0.8189642018

0.8241828669

0.7217932676

0.8350474563

0.5777459029

0.4650715659

0.4988860744

0.2389599292

0.856776635

0.3458662679

0.9560838649

0.9505294961

0.0849024934

0.8968779565

0.0984527116

0.2109439375

0.1921140172

0.3082064272

0.0201727348

0.3126010926

0.816583758

0.3931699576

0.6738181707

0.5243690298

0.6364635151

0.5765251625

0.7650685141

0.1426435133

0.8273262734

0.0077822199

0.7722098453

0.6671346171

0.6437879574

0.7994628742

0.0905484176

0.101474044

0.1268349254

0.3903012177

0.3022247993

0.3791924802

0.9356975005

0.0337534715

0.5703299051

0.9143650624

0.3048799097

0.4109927671

0.1587878048

0.2773522141

0.1263161107

0.3694265572

0.0767540513

0.9959105197

0.156285287

0.785851619

0.8482009339

0.4804834132

0.3474532304

0.5547349467

0.4062318796

0.0753196814

0.305978576

0.7015289773

0.1129795221

0.2342600787

0.8734092227

0.6209906308

0.9038361766

0.8212836085

0.8339182714

0.4403820917

0.557084872

0.5364543596

0.7460860012

0.5078279977

0.0885036775

0.4667500839

0.900143437

0.0055238502

0.2707602161

0.761711478

0.3999145482

0.6880703146

0.2780236213

0.4342783898

0.3698232978

0.7457502976

0.4555497909

0.286629841

0.2869960631

0.7927488021

0.214026307

0.9608752709

0.4382152776

0.980529191

0.0493484298

0.1147801141

0.5019684439

0.2360301523

0.6869411298

0.722891934

0.2555619984

0.6250495926

0.3514206366

0.5017548143

0.4070253609

0.8403881954

0.161015656

0.4612262337

0.5522629475

0.8152104251

0.6472670675

0.5799737541

0.2569658498

0.4613788263

0.399365215

0.6062501907

0.2637714774

0.5326090274

0.8337961974

0.9838557085

0.8241828669

0.6128727073

0.0888698996

0.9027069918

0.1556443983

0.2295602283

0.0441908017

0.4747764519

0.0235908078

0.0918607135

0.465315714

0.0348216193

0.4484694967

0.454054384

0.2730491043

0.5661183508

0.537736137

0.6036561174

0.9382610553

0.2513199255

0.442915128

0.4748069704

0.0011597034

0.1481673635

0.4416943876

0.3865779595

0.7161168249

0.9903256325

0.144779809

0.9062166204

0.8208258309

0.1131321146

0.8281807917

0.837366863

0.4311044649

0.5044099246

0.8899502548

0.333414716

0.0604266488

0.9802240059

0.4324472793

0.1357768487

0.7643055513

0.4856410413

0.969267861

0.9371929075

0.4099246193

0.5205847346

0.2573015534

0.8699301126

0.0705893124

0.6905423139

0.2537614063

0.119083224

0.5454268014

0.3823358867

0.1981872005

0.6610003967

0.0036927396

0.5650196844

0.8195440535

0.1263161107

0.7544785913

0.7155064547

0.6681112094

0.7884762108

0.1411481063

0.8695028535

0.5727408673

0.6768395032

0.5609302042

0.7971434675

0.2226325266

0.8150273141

0.6093325602

0.3038422803

0.8745994446

0.5842158269

0.3498641926

0.6561479537

0.1848811304

0.2114322336

0.708456679

0.1323587756

0.1664174322

0.3828241829

0.9928891873

0.6984771264

0.2706076235

0.9818720054

0.5375225074

0.8088625752

0.5946226386

0.9527268288

0.4727011933

0.3319803461

0.2131412702

0.2884914701

0.6194036683

0.6014587848

0.6356700339

0.1445661794

0.5085604419

0.5915097507

0.3883175146

0.0768150884

0.5257728813

0.2179326762

0.7210913419

0.4048890652

0.1808526872

0.7638172552

0.4396496475

0.7005218665

0.5021820734

0.4303415021

0.8625446333

0.4007995849

0.5564134648

0.0126041444

0.9031342509

0.5464339122

0.0929288614

0.7003387555

0.2766808069

0.6451307718

0.3133945738

0.0036011841

0.832392346

0.6596881008

0.7662282174

0.8038575396

0.0103457747

0.1214331492

0.3662221137

0.5294045839

0.4236579485

0.3684804834

0.5390484329

0.4564348277

0.5653859066

0.9089938047

0.4907071139

0.1346171453

0.6406750694

0.9093905454

0.602191229

0.9380169073

0.5237281411

0.8077333903

0.9489730522

0.7407757805

0.8398388623

0.0520035401

0.945371868

0.7179784539

0.1723685415

0.9633472701

0.1143833735

0.2713400678

0.3950010681

0.7242957854

0.9820551164

0.0801416059

0.1284524064



List4

		0.6636249886		0.4295480209		1		1		0		0		1		0		1		0.5		0.5		0.5		0.3333333333		0

		0.5355693228		0.4646137883		1		1		0		1		1		0.01		0.9998000067		0.4999749994		0.5994987437		0.4005012563		1		0.6666666667

		0.0604571673		0.2503433332		1		1		1		1		0		0.02		0.9992001067		0.49989999		0.64		0.36

		0.8689840388		0.5865657521		1		1		0		0		0		0.03		0.9982005399		0.4997749494		0.6705872211		0.3294127789		0		0.3333333333

		0.7990050966		0.3097933897		0		0		0		0		1		0.04		0.9968017063		0.4995998399		0.6959591794		0.3040408206		0.6666666667		1

		0.1020233772		0.9442732017		1		0		0		1		0		0.05		0.9950041653		0.4993746089		0.7179449472		0.2820550528

		0.6822412793		0.4100466933		1		1		0		0		1		0.06		0.9928086359		0.4990991885		0.7374868417		0.2625131583

		0.693960387		0.0629291665		0		0		1		1		1		0.07		0.9902159962		0.4987734957		0.7551470164		0.2448529836

		0.9262062441		0.0286568804		0		0		1		0		0		0.08		0.9872272834		0.4983974318		0.7712931993		0.2287068007

		0.3354594562		0.9996948149		1		0		0		0		0		0.09		0.9838436928		0.4979708827		0.7861817604		0.2138182396

		0.4713583789		0.508743553		1		1		0		1		1		0.1		0.9800665778		0.4974937186		0.8		0.2

		0.0037537767		0.3040864284		0		1		1		1		0		0.11		0.9758974493		0.4969657936		0.8128897569		0.1871102431

		0.7260048219		0.9539780877		1		1		0		0		0		0.12		0.9713379749		0.4963869458		0.8249615362		0.1750384638

		0.9018524735		0.3245643483		1		0		0		0		0		0.13		0.9663899781		0.4957569969		0.8363034344		0.1636965656

		0.2724387341		0.2351451155		1		1		1		1		1		0.14		0.9610554383		0.4950757518		0.8469870315		0.1530129685

		0.0642414624		0.5164952544		0		0		0		1		0		0.15		0.9553364891		0.4943429983		0.8570714214		0.1429285786

		0.5672780541		0.0142521439		1		0		1		1		1		0.16		0.9492354181		0.4935585072		0.8666060556		0.1333939444

		0.9100009156		0.9086886196		0		1		0		0		0		0.17		0.9427546655		0.4927220312		0.8756327994		0.1243672006

		0.1670888394		0.1922666097		1		1		1		1		1		0.18		0.9358968237		0.4918333051		0.8841874542		0.1158125458

		0.5236976226		0.3842890713		1		1		1		1		1		0.19		0.9286646356		0.4908920452		0.8923009049		0.1076990951

		0.5108798486		0.6870937223		1		1		0		0		0		0.2		0.921060994		0.4898979486		0.9		0.1

		0.946989349		0.932309946		0		1		0		0		0		0.21		0.9130889403		0.488850693		0.9073082371		0.0926917629

		0.7902462844		0.9479354228		1		1		0		0		0		0.22		0.9047516632		0.4877499359		0.9142463035		0.0857536965

		0.2604144414		0.5262611774		1		1		0		1		0		0.23		0.8960524975		0.4865953144		0.9208325083		0.0791674917

		0.9386883145		0.1121250038		0		0		1		0		0		0.24		0.8869949228		0.485386444		0.9270831301		0.0729168699

		0.7381206702		0.7858211005		1		1		0		0		0		0.25		0.8775825619		0.4841229183		0.9330127019		0.0669872981

		0.2715231788		0.210791345		1		1		1		1		1		0.26		0.8678191797		0.4828043082		0.938634244		0.061365756

		0.8555558947		0.0779747917		1		0		1		0		1		0.27		0.8577086814		0.4814301611		0.9439594576		0.0560405424

		0.8072450941		0.3296304209		1		0		0		0		1		0.28		0.847255111		0.48		0.9489988864		0.0510011136

		0.4322641682		0.214148381		1		1		1		1		1		0.29		0.8364626499		0.4785133227		0.9537620522		0.0462379478

		0.8018127995		0.1310159612		1		0		1		0		1		0.3		0.8253356149		0.4769696007		0.9582575695		0.0417424305

		0.6906338694		0.3987548448		1		1		0		0		1		0.31		0.8138784567		0.4753682783		0.9624932432		0.0375067568

		0.5269936216		0.6436353648		1		1		0		0		0		0.32		0.8020957579		0.4737087713		0.9664761516		0.0335238484

		0.5118259224		0.5865047151		1		1		0		0		0		0.33		0.7899922315		0.471990466		0.9702127178		0.0297872822

		0.8244575335		0.7260963775		0		1		0		0		0		0.34		0.7775727188		0.4702127178		0.9737087713		0.0262912287

		0.6702780236		0.9036835841		1		1		0		0		0		0.35		0.7648421873		0.4683748499		0.9769696007		0.0230303993

		0.4659260842		0.1102633747		1		0		1		1		1		0.36		0.7518057291		0.4664761516		0.98		0.02

		0.3279824213		0.2905972472		1		1		1		1		1		0.37		0.7384685587		0.464515877		0.9828043082		0.0171956918

		0.851863155		0.431531724		0		0		0		0		0		0.38		0.7248360107		0.4624932432		0.985386444		0.014613556

		0.5697805719		0.0206305124		1		0		1		1		1		0.39		0.710913538		0.4604074283		0.9877499359		0.0122500641

		0.0786156804		0.1509750664		1		1		1		1		1		0.4		0.6967067093		0.4582575695		0.9898979486		0.0101020514

		0.260872219		0.2525406659		1		1		1		1		1		0.41		0.6822212073		0.4560427612		0.9918333051		0.0081666949

		0.906735435		0.7768486587		1		1		0		0		0		0.42		0.6674628258		0.4537620522		0.9935585072		0.0064414928

		0.007904294		0.2724082156		0		1		1		1		0		0.43		0.6524374682		0.4514144437		0.9950757518		0.0049242482

		0.6600848415		0.2908719138		1		0		1		0		1		0.44		0.6371511442		0.4489988864		0.9963869458		0.0036130542

		0.5047456282		0.5810419019		1		1		0		0		0		0.45		0.6216099683		0.4465142775		0.9974937186		0.0025062814

		0.5886104923		0.1860713523		1		0		1		1		1		0.46		0.6058201566		0.4439594576		0.9983974318		0.0016025682

		0.0443739128		0.4835963012		0		0		1		1		0		0.47		0.589788025		0.4413332075		0.9990991885		0.0009008115

		0.724692526		0.0219733268		1		0		1		1		1		0.48		0.5735199861		0.438634244		0.9995998399		0.0004001601

		0.4780419324		0.3371379742		1		1		1		1		1		0.49		0.5570225468		0.4358612164		0.99989999		0.00010001

		0.7652211066		0.9038056581		1		1		0		0		0		0.5		0.5403023059		0.4330127019		1		0

		0.4026917325		0.1127658925		1		1		1		1		1		0.51		0.5233659513		0.4300872005		0.99989999		0.00010001

		0.0100711081		0.7915585803		1		0		0		1		0		0.52		0.5062202572		0.4270831301		0.9995998399		0.0004001601

		0.8586077456		0.4286324656		0		0		0		0		0		0.53		0.4888720819		0.4239988208		0.9990991885		0.0009008115

		0.8888515885		0.0456862087		1		0		1		0		0		0.54		0.4713283642		0.4208325083		0.9983974318		0.0016025682

		0.3176061281		0.7094332713		1		0		0		1		0		0.55		0.4535961214		0.4175823272		0.9974937186		0.0025062814

		0.1060823389		0.1152073733		1		1		1		1		1		0.56		0.4356824463		0.4142463035		0.9963869458		0.0036130542

		0.2438428907		0.629688406		1		0		0		1		0		0.57		0.417594504		0.410822346		0.9950757518		0.0049242482

		0.9378032777		0.7745597705		1		1		0		0		0		0.58		0.3993395294		0.4073082371		0.9935585072		0.0064414928

		0.0079348125		0.4960173345		0		0		1		1		0		0.59		0.3809248244		0.4037016225		0.9918333051		0.0081666949

		0.7086092715		0.8155156102		1		1		0		0		0		0.6		0.3623577545		0.4		0.9898979486		0.0101020514

		0.4359569079		0.7253334147		1		1		0		0		0		0.61		0.3436457463		0.3962007067		0.9877499359		0.0122500641

		0.9827875607		0.6008484146		0		0		0		0		0		0.62		0.3247962844		0.3923009049		0.985386444		0.014613556

		0.7742545854		0.0749534593		1		0		1		0		1		0.63		0.3058169084		0.3882975663		0.9828043082		0.0171956918

		0.4984893338		0.38492996		1		1		1		1		1		0.64		0.2867152096		0.3841874542		0.98		0.02

		0.3518478957		0.780999176		1		0		0		0		0		0.65		0.2674988286		0.3799671038		0.9769696007		0.0230303993

		0.3783074435		0.8086794641		1		0		0		0		0		0.66		0.2481754517		0.3756327994		0.9737087713		0.0262912287

		0.7212134159		0.2608417005		1		0		1		0		1		0.67		0.2287528078		0.3711805491		0.9702127178		0.0297872822

		0.6455580309		0.4742881558		1		1		0		0		1		0.68		0.2092386659		0.3666060556		0.9664761516		0.0335238484

		0.5586107974		0.5370036927		1		1		0		0		0		0.69		0.1896408313		0.3619046836		0.9624932432		0.0375067568

		0.5791802728		0.0064394055		1		0		1		1		1		0.7		0.1699671429		0.3570714214		0.9582575695		0.0417424305

		0.1056855983		0.0371715445		1		1		1		1		1		0.71		0.1502254699		0.3521008378		0.9537620522		0.0462379478

		0.9373455		0.5060579241		0		0		0		0		0		0.72		0.1304237087		0.3469870315		0.9489988864		0.0510011136

		0.4333933531		0.9281899472		1		0		0		0		0		0.73		0.1105697798		0.3417235725		0.9439594576		0.0560405424

		0.5817133091		0.8027283547		1		1		0		0		0		0.74		0.0906716245		0.3363034344		0.938634244		0.061365756

		0.309091464		0.6386913663		1		1		0		1		0		0.75		0.0707372017		0.3307189139		0.9330127019		0.0669872981

		0.533127842		0.4125492111		1		1		1		1		1		0.76		0.0507744849		0.3249615362		0.9270831301		0.0729168699

		0.9487899411		0.7282937101		1		1		0		0		0		0.77		0.0307914591		0.3190219428		0.9208325083		0.0791674917

		0.990356151		0.6069521165		0		0		0		0		0		0.78		0.0107961171		0.3128897569		0.9142463035		0.0857536965

		0.4350718711		0.7581102939		1		1		0		0		0		0.79		-0.0092035433		0.3065534211		0.9073082371		0.0926917629

		0.3427838984		0.499282815		1		1		0		1		0		0.8		-0.0291995223		0.3		0.9		0.1

		0.0827356792		0.3196508683		1		1		1		1		0		0.81		-0.0491838219		0.2932149382		0.8923009049		0.1076990951

		0.7089144566		0.5552232429		1		1		0		0		0		0.82		-0.0691484487		0.2861817604		0.8841874542		0.1158125458

		0.5323343608		0.8784142582		1		0		0		0		0		0.83		-0.0890854169		0.2788816953		0.8756327994		0.1243672006

		0.0307626576		0.4331797235		1		0		1		1		0		0.84		-0.1089867522		0.2712931993		0.8666060556		0.1333939444

		0.8540299692		0.5876644185		1		1		0		0		0		0.85		-0.1288444943		0.2633913438		0.8570714214		0.1429285786

		0.2570574053		0.5611438337		1		1		0		1		0		0.86		-0.1486507003		0.2551470164		0.8469870315		0.1530129685

		0.4420911283		0.7297891171		1		1		0		0		0		0.87		-0.1683974479		0.2465258607		0.8363034344		0.1636965656

		0.6448561052		0.355937376		1		1		1		0		1		0.88		-0.1880768389		0.2374868417		0.8249615362		0.1750384638

		0.9820856349		0.9402447584		1		1		0		0		0		0.89		-0.2076810016		0.2279802623		0.8128897569		0.1871102431

		0.711813715		0.4915616321		1		1		0		0		0		0.9		-0.2272020947		0.2179449472		0.8		0.2

		0.2708822901		0.8715781121		1		0		0		0		0		0.91		-0.24663231		0.2073041244		0.7861817604		0.2138182396

		0.8702047792		0.122257149		1		0		1		0		1		0.92		-0.2659638756		0.1959591794		0.7712931993		0.2287068007

		0.172338023		0.4524674215		1		1		1		1		0		0.93		-0.2851890592		0.1837797595		0.7551470164		0.2448529836

		0.273689993		0.4673299356		1		1		1		1		0		0.94		-0.3043001711		0.1705872211		0.7374868417		0.2625131583

		0.4881130406		0.3993957335		1		1		1		1		1		0.95		-0.3232895669		0.15612495		0.7179449472		0.2820550528

		0.908230842		0.6631366924		0		1		0		0		0		0.96		-0.3421496512		0.14		0.6959591794		0.3040408206

		0.0263985107		0.1360209967		0		1		1		1		1		0.97		-0.3608728801		0.1215524578		0.6705872211		0.3294127789

		0.4583880123		0.2891628773		1		1		1		1		1		0.98		-0.3794517648		0.0994987437		0.64		0.36

		0.648792993		0.7772148808		1		1		0		0		0		0.99		-0.3978788738		0.0705336799		0.5994987437		0.4005012563

		0.9804376354		0.4741050447		0		0		0		0		0		1		-0.4161468365		0		0.5		0.5

		0.5771050142		0.3338114566		1		1		1		1		1

		0.9130527665		0.9883114109		0		1		0		0		0

		0.7411420026		0.7942442091		1		1		0		0		0

		0.45741142		0.2286141545		1		1		1		1		1

		0.4487136448		0.2393871883		1		1		1		1		1

		0.8576311533		0.502395703		1		0		0		0		0

		0.1592455824		0.6470534379		1		0		0		1		0

		0.6126895962		0.5162205878		1		1		0		0		0

		0.6420789209		0.5416730247		1		1		0		0		0

		0.151432844		0.4762108219		1		1		1		1		0

		0.3007904294		0.146580401		1		1		1		1		1

		0.0016479995		0.7058626057		0		0		0		1		0

		0.9448225349		0.1941587573		0		0		0		0		0

		0.9844660787		0.1875057222		0		0		0		0		0

		0.7896053957		0.0502639851		0		0		1		0		1

		0.4654683065		0.9342631306		1		0		0		0		0

		0.9664296396		0.3098239082		1		0		0		0		0

		0.1937620167		0.5977660451		1		0		0		1		0

		0.3233436079		0.5189062166		1		1		0		1		0

		0.7600024415		0.2190313425		1		0		1		0		1

		0.7984557634		0.180364391		1		0		1		0		1

		0.2049012726		0.5278481399		1		1		0		1		0

		0.1462752159		0.6987823115		1		0		0		1		0

		0.8096255379		0.6971648305		1		1		0		0		0

		0.299630726		0.4209418012		0		1		1		1		1

		0.5984069338		0.9590441603		1		0		0		0		0

		0.1467635121		0.4286629841		0		1		1		1		0

		0.5862300485		0.9880672628		1		0		0		0		0

		0.0061647389		0.2394482253		1		1		1		1		0

		0.301004059		0.4585711234		1		1		1		1		1

		0.5799737541		0.0718710898		1		0		1		1		1

		0.6131168554		0.6820276498		1		1		0		0		0

		0.666707358		0.8314157537		1		1		0		0		0

		0.4022644734		0.7305825983		1		1		0		0		0

		0.4155705435		0.473403119		1		1		0		1		1

		0.0938749351		0.953459273		0		0		0		1		0

		0.40253914		0.8991668447		1		0		0		0		0

		0.595782342		0.2918179876		1		1		1		1		1

		0.3103732414		0.0416272469		1		1		1		1		1

		0.6663411359		0.2991424299		1		0		1		0		1

		0.4929044465		0.2965788751		1		1		1		1		1

		0.2457350383		0.2724387341		0		1		1		1		1

		0.2059694205		0.9557786798		1		0		0		0		0

		0.7813348796		0.4015320292		1		0		0		0		1

		0.7849665822		0.7985473189		1		1		0		0		0

		0.0782189398		0.3417462691		1		1		1		1		0

		0.5514084292		0.4975737785		1		1		0		0		1

		0.7068086795		0.1170384838		0		0		1		1		1

		0.7289956359		0.9955137791		1		1		0		0		0

		0.4977568896		0.7590868862		1		1		0		0		0

		0.1507919553		0.5084994049		1		0		0		1		0

		0.1565904721		0.5892818995		1		0		0		1		0

		0.0386669515		0.3129673147		1		1		1		1		0

		0.5284585101		0.5494552446		1		1		0		0		0

		0.636097293		0.9718008972		1		0		0		0		0

		0.544389172		0.4874416334		1		1		0		0		1

		0.9760734886		0.1561326945		0		0		0		0		0

		0.3807489242		0.8044373913		1		0		0		0		0

		0.5645924253		0.7194128239		1		1		0		0		0

		0.8626056703		0.3694265572		1		0		0		0		0

		0.2618488113		0.1792352062		1		1		1		1		1

		0.6425366985		0.107882931		1		0		1		1		1

		0.1416364025		0.264046144		1		1		1		1		1

		0.1862239448		0.1702322459		1		1		1		1		1

		0.6105838191		0.6802575762		1		1		0		0		0

		0.0956755272		0.0868251595		1		1		1		1		1

		0.568407239		0.7563402203		1		1		0		0		0

		0.801904355		0.8153019807		1		1		0		0		0

		0.890621662		0.1203039644		0		0		1		0		1

		0.1575060274		0.0870693075		0		1		1		1		1

		0.0143436995		0.0666219062		0		1		1		1		1

		0.9616687521		0.9586169012		0		1		0		0		0

		0.9094821009		0.7684255501		0		1		0		0		0

		0.9470809046		0.9741508225		0		1		0		0		0

		0.2150334178		0.9922482986		1		0		0		0		0

		0.2619098483		0.8460646382		1		0		0		1		0

		0.8238776818		0.4706564531		0		0		0		0		0

		0.9765617847		0.0589312418		1		0		1		0		0

		0.6947233497		0.589373455		1		1		0		0		0

		0.6473281045		0.3037812433		1		0		1		0		1

		0.1749626148		0.5450605792		1		0		0		1		0

		0.4678487503		0.1486251411		1		1		1		1		1

		0.6139408551		0.6301767022		1		1		0		0		0

		0.0397656178		0.8514664144		0		0		0		1		0

		0.5484786523		0.8009582812		1		1		0		0		0

		0.2937406537		0.7223426008		1		0		0		1		0

		0.2422864467		0.1847590564		0		1		1		1		1

		0.5921506394		0.940397351		1		0		0		0		0

		0.8597979675		0.6834620197		1		1		0		0		0

		0.5445417646		0.2320322275		1		1		1		1		1

		0.0560319834		0.3282570879		1		1		1		1		0

		0.5674001282		0.3170262764		1		1		1		1		1

		0.264168218		0.5431989502		1		1		0		1		0

		0.7192602313		0.528153325		0		1		0		0		0

		0.4608294931		0.9728385266		1		0		0		0		0

		0.8423108615		0.5110934782		0		1		0		0		0

		0.6919461653		0.0306405835		1		0		1		1		1

		0.5421613208		0.4105349895		1		1		1		1		1

		0.1391338847		0.8246711631		1		0		0		1		0

		0.0364696188		0.4489577929		1		0		1		1		0

		0.0085757012		0.6158024842		0		0		0		1		0

		0.4041871395		0.3041474654		1		1		1		1		1

		0.0231940672		0.4661091952		0		0		1		1		0

		0.2662129582		0.1918393506		1		1		1		1		1

		0.7999206519		0.2325510422		0		0		1		0		1

		0.4292733543		0.0597857601		1		0		1		1		1

		0.8925443281		0.5626697592		1		1		0		0		0

		0.5234534745		0.7991882076		1		1		0		0		0

		0.7822504349		0.0484328745		1		0		1		0		1

		0.165746025		0.8800622578		1		0		0		1		0

		0.5964842677		0.194860683		1		0		1		1		1

		0.6796166875		0.3167821284		1		0		1		0		1

		0.8375499741		0.3589281899		1		0		0		0		0

		0.9028901028		0.3698843348		1		0		0		0		0

		0.9021576586		0.3155919065		0		0		0		0		0

		0.1145359661		0.8903164769		1		0		0		1		0

		0.6735435041		0.6071352275		1		1		0		0		0

		0.6121402631		0.7126071963		1		1		0		0		0

		0.9667958617		0.3318277535		0		0		0		0		0

		0.9704580828		0.0032654805		1		0		1		0		0

		0.1090121158		0.5283059175		0		0		0		1		0

		0.513595996		0.9703970458		1		0		0		0		0

		0.4356212043		0.8118839076		1		0		0		0		0

		0.030732139		0.8406323435		1		0		0		1		0

		0.98382519		0.4192632832		1		0		0		0		0

		0.2674947356		0.5103915525		1		1		0		1		0

		0.1644337291		0.3173314615		1		1		1		1		1

		0.2239448225		0.7768181402		1		0		0		1		0

		0.694021424		0.533066805		1		1		0		0		0

		0.7904904324		0.5552537614		1		1		0		0		0

		0.5672170171		0.3600573748		1		1		1		1		1

		0.7527390362		0.9891964476		1		1		0		0		0

		0.3521835994		0.5984679708		1		1		0		1		0

		0.6971037935		0.8590655232		1		1		0		0		0

		0.5888851588		0.4842677084		1		1		0		0		1

		0.8476516007		0.1961729789		1		0		1		0		1

		0.5724967193		0.4644306772		1		1		0		0		1

		0.3661305582		0.5079805902		1		1		0		1		0

		0.302804651		0.4736472671		1		1		1		1		1

		0.1460921049		0.5207068087		0		0		0		1		0

		0.880794702		0.8697470016		0		1		0		0		0

		0.6321604053		0.8461561937		1		1		0		0		0

		0.1336710715		0.6831873531		1		0		0		1		0

		0.6962797937		0.478316599		1		1		0		0		0

		0.7499008148		0.3374736778		1		0		0		0		1

		0.1016876736		0.5264442885		1		0		0		1		0

		0.7049470504		0.4963530381		1		1		0		0		0

		0.5860469375		0.0905789361		1		0		1		1		1

		0.2595904416		0.1944639424		1		1		1		1		1

		0.094882046		0.6861781671		0		0		0		1		0

		0.3115634632		0.9071321757		1		0		0		0		0

		0.1968749046		0.1233558153		1		1		1		1		1

		0.3819696646		0.7160252693		1		0		0		1		0

		0.2117679373		0.247993408		1		1		1		1		1

		0.017731254		0.226905118		1		1		1		1		0

		0.0826441237		0.4499954222		1		0		1		1		0

		0.8914761803		0.3952757347		1		0		0		0		0

		0.5236060671		0.3455916013		1		1		1		1		1

		0.3794366283		0.9167455061		1		0		0		0		0

		0.4737388226		0.5396893216		1		1		0		1		0

		0.8999603259		0.3378398999		0		0		0		0		0

		0.3894772179		0.8744773705		1		0		0		0		0

		0.7921079134		0.5441145054		0		1		0		0		0

		0.4057435835		0.0707113865		1		0		1		1		1

		0.0170903653		0.7812128056		0		0		0		1		0

		0.8975798822		0.1677907651		0		0		1		0		1

		0.4632709738		0.8652607807		1		0		0		0		0

		0.473464156		0.6688436537		1		1		0		0		0

		0.135380108		0.7394024476		1		0		0		1		0

		0.9315775018		0.7971434675		0		1		0		0		0

		0.0103762932		0.0318613239		0		1		1		1		1

		0.2098452712		0.7703482162		1		0		0		1		0

		0.8402356029		0.7724845119		1		1		0		0		0

		0.8620868557		0.4982146672		0		0		0		0		0

		0.6832483901		0.9234900967		1		1		0		0		0

		0.0898464919		0.6105838191		0		0		0		1		0

		0.4452345347		0.8810998871		1		0		0		0		0

		0.863124485		0.2217169713		1		0		1		0		1

		0.2117374187		0.6041444136		1		0		0		1		0

		0.159337138		0.3370769372		1		1		1		1		1

		0.65233314		0.5258339183		1		1		0		0		0

		0.853419599		0.3091219825		0		0		0		0		1

		0.2785729545		0.9048127689		1		0		0		0		0

		0.2889797662		0.2479018525		1		1		1		1		1

		0.8368785669		0.7720877712		1		1		0		0		0

		0.062837611		0.7933896908		0		0		0		1		0

		0.6169011505		0.1299783319		1		0		1		1		1

		0.053254799		0.1548814356		1		1		1		1		1

		0.9578539384		0.5592211676		0		0		0		0		0

		0.223914304		0.8247932371		1		0		0		1		0

		0.7328104495		0.8901638844		1		1		0		0		0

		0.2342600787		0.8719443342		1		0		0		1		0

		0.0929898984		0.0953703421		1		1		1		1		1

		0.3880123295		0.2217169713		1		1		1		1		1

		0.2531815546		0.0585039827		1		1		1		1		1

		0.9505905332		0.8283944212		1		1		0		0		0

		0.599078341		0.376903592		1		1		1		0		1

		0.3669545579		0.1464278085		1		1		1		1		1

		0.898403882		0.8531449324		0		1		0		0		0

		0.4112674337		0.8070925016		1		0		0		0		0

		0.8968169195		0.8328501236		0		1		0		0		0

		0.7993102817		0.9058503983		0		1		0		0		0

		0.0796838282		0.0439466536		0		1		1		1		1

		0.29483932		0.8079165014		1		0		0		1		0

		0.8812524796		0.0945463424		0		0		1		0		1

		0.8418530839		0.8772850734		1		1		0		0		0

		0.1221045564		0.2848292489		0		1		1		1		1

		0.7529526658		0.0358897671		1		0		1		1		1

		0.9568163091		0.8901638844		1		1		0		0		0

		0.4859462264		0.5592822047		1		1		0		1		0

		0.1120029298		0.5705740532		0		0		0		1		0

		0.0394604328		0.014557329		0		1		1		1		1

		0.6974394971		0.0640888699		1		0		1		1		1

		0.4989776299		0.7474288156		1		1		0		0		0

		0.3697927793		0.8189642018		1		0		0		0		0

		0.7643971068		0.8241828669		1		1		0		0		0

		0.1318704794		0.7217932676		1		0		0		1		0

		0.9907223731		0.8350474563		1		1		0		0		0

		0.5474715415		0.5777459029		1		1		0		0		0

		0.7726676229		0.4650715659		1		1		0		0		0

		0.653645436		0.4988860744		1		1		0		0		0

		0.6047547838		0.2389599292		1		0		1		1		1

		0.3514206366		0.856776635		1		0		0		0		0

		0.6480910672		0.3458662679		1		1		1		0		1

		0.5563524277		0.9560838649		1		0		0		0		0

		0.3348796045		0.9505294961		1		0		0		0		0

		0.8900112918		0.0849024934		0		0		1		0		0

		0.8423108615		0.8968779565		0		1		0		0		0

		0.1937620167		0.0984527116		1		1		1		1		1

		0.9665517136		0.2109439375		0		0		0		0		0

		0.6461684011		0.1921140172		1		0		1		1		1

		0.4286629841		0.3082064272		1		1		1		1		1

		0.7649769585		0.0201727348		1		0		1		1		1

		0.1431928465		0.3126010926		1		1		1		1		1

		0.0751670888		0.816583758		1		0		0		1		0

		0.4811243019		0.3931699576		1		1		1		1		1

		0.7245399335		0.6738181707		1		1		0		0		0

		0.0577715384		0.5243690298		1		0		0		1		0

		0.8272652364		0.6364635151		1		1		0		0		0

		0.0780968657		0.5765251625		1		0		0		1		0

		0.8177434614		0.7650685141		1		1		0		0		0

		0.7690359203		0.1426435133		1		0		1		0		1

		0.5952330088		0.8273262734		0		1		0		0		0

		0.9315775018		0.0077822199		0		0		1		0		0

		0.7406537065		0.7722098453		1		1		0		0		0

		0.1429181799		0.6671346171		1		0		0		1		0

		0.5871456038		0.6437879574		1		1		0		0		0

		0.6406445509		0.7994628742		1		1		0		0		0

		0.4252143925		0.0905484176		1		0		1		1		1

		0.4191412091		0.101474044		1		1		1		1		1

		0.6239814447		0.1268349254		1		0		1		1		1

		0.5708487197		0.3903012177		1		1		1		1		1

		0.9496139409		0.3022247993		1		0		0		0		0

		0.402417066		0.3791924802		1		1		1		1		1

		0.8623310038		0.9356975005		0		1		0		0		0

		0.3577684866		0.0337534715		1		1		1		1		1

		0.0732139042		0.5703299051		0		0		0		1		0

		0.2789086581		0.9143650624		1		0		0		0		0

		0.1419415876		0.3048799097		1		1		1		1		1

		0.0359813227		0.4109927671		0		0		1		1		0

		0.3968932157		0.1587878048		1		1		1		1		1

		0.0576799829		0.2773522141		0		1		1		1		0

		0.9585558641		0.1263161107		1		0		1		0		0

		0.7932065798		0.3694265572		0		0		0		0		1

		0.148014771		0.0767540513		0		1		1		1		1

		0.6371349223		0.9959105197		1		0		0		0		0

		0.0613116855		0.156285287		0		1		1		1		1

		0.3487655263		0.785851619		1		0		0		0		0

		0.5908383435		0.8482009339		1		1		0		0		0

		0.4962614826		0.4804834132		1		1		0		1		1

		0.6756492813		0.3474532304		1		1		1		0		1

		0.9579760125		0.5547349467		1		0		0		0		0

		0.0613116855		0.4062318796		0		0		1		1		0

		0.011200293		0.0753196814		0		1		1		1		1

		0.3507797479		0.305978576		1		1		1		1		1

		0.0406506546		0.7015289773		0		0		0		1		0

		0.6276131474		0.1129795221		1		0		1		1		1

		0.3966185492		0.2342600787		1		1		1		1		1

		0.4325693533		0.8734092227		1		0		0		0		0

		0.4353465377		0.6209906308		1		1		0		1		0

		0.3750724815		0.9038361766		1		0		0		0		0

		0.272011475		0.8212836085		1		0		0		1		0

		0.1608325449		0.8339182714		1		0		0		1		0

		0.2779625843		0.4403820917		1		1		1		1		1

		0.3163853877		0.557084872		1		1		0		1		0

		0.8532670064		0.5364543596		1		1		0		0		0

		0.3924375134		0.7460860012		1		0		0		0		0

		0.5059053316		0.5078279977		1		1		0		1		1

		0.9268166143		0.0885036775		1		0		1		0		0

		0.7689443648		0.4667500839		1		1		0		0		0

		0.948545793		0.900143437		0		1		0		0		0

		0.9867854854		0.0055238502		0		0		1		0		0

		0.3041474654		0.2707602161		1		1		1		1		1

		0.5017242958		0.761711478		1		1		0		0		0

		0.5875118259		0.3999145482		1		1		1		0		1

		0.2724387341		0.6880703146		1		0		0		1		0

		0.9542527543		0.2780236213		1		0		0		0		0

		0.4548783837		0.4342783898		1		1		1		1		1

		0.6025269326		0.3698232978		1		1		1		0		1

		0.9778740806		0.7457502976		1		1		0		0		0

		0.2007812738		0.4555497909		1		1		1		1		0

		0.6435743278		0.286629841		1		0		1		0		1

		0.0441908017		0.2869960631		0		1		1		1		0

		0.7850581378		0.7927488021		1		1		0		0		0

		0.220679342		0.214026307		0		1		1		1		1

		0.0112918485		0.9608752709		1		0		0		1		0

		0.5681936094		0.4382152776		1		1		0		0		1

		0.0718405713		0.980529191		0		0		0		1		0

		0.7040925321		0.0493484298		1		0		1		1		1

		0.3713492233		0.1147801141		1		1		1		1		1

		0.9080477309		0.5019684439		1		0		0		0		0

		0.1660206915		0.2360301523		1		1		1		1		1

		0.1396832179		0.6869411298		1		0		0		1		0

		0.9731437117		0.722891934		0		1		0		0		0

		0.97256386		0.2555619984		1		0		0		0		0

		0.2240668966		0.6250495926		1		0		0		1		0

		0.724753563		0.3514206366		1		0		0		0		1

		0.6936246834		0.5017548143		1		1		0		0		0

		0.5686819056		0.4070253609		1		1		1		1		1

		0.7350688192		0.8403881954		1		1		0		0		0

		0.900265511		0.161015656		1		0		1		0		0

		0.8538163396		0.4612262337		1		0		0		0		0

		0.7491378521		0.5522629475		1		1		0		0		0

		0.6496780297		0.8152104251		1		1		0		0		0

		0.5112765893		0.6472670675		1		1		0		0		0

		0.6599932859		0.5799737541		1		1		0		0		0

		0.7849971007		0.2569658498		1		0		1		0		1

		0.1339762566		0.4613788263		1		1		1		1		0

		0.5918149358		0.399365215		1		1		1		0		1

		0.2703024384		0.6062501907		1		0		0		1		0

		0.7632984405		0.2637714774		1		0		1		0		1

		0.9485152745		0.5326090274		0		0		0		0		0

		0.7751701407		0.8337961974		0		1		0		0		0

		0.4860377819		0.9838557085		1		0		0		0		0

		0.8099002045		0.8241828669		1		1		0		0		0

		0.4519486068		0.6128727073		1		1		0		1		0

		0.3290505692		0.0888698996		1		1		1		1		1

		0.0681173132		0.9027069918		0		0		0		1		0

		0.9369182409		0.1556443983		0		0		1		0		0

		0.230201117		0.2295602283		0		1		1		1		1

		0.8157902768		0.0441908017		1		0		1		0		1

		0.6784569842		0.4747764519		0		1		0		0		1

		0.5154881436		0.0235908078		1		0		1		1		1

		0.3503219703		0.0918607135		1		1		1		1		1

		0.3772392956		0.465315714		1		1		0		1		1

		0.4463026826		0.0348216193		1		0		1		1		1

		0.373485519		0.4484694967		1		1		1		1		1

		0.2392345958		0.454054384		1		1		1		1		0

		0.6453138829		0.2730491043		1		0		1		1		1

		0.1597949156		0.5661183508		1		0		0		1		0

		0.5180516984		0.537736137		1		1		0		0		0

		0.1878414258		0.6036561174		0		0		0		1		0

		0.276863918		0.9382610553		1		0		0		0		0

		0.0822779015		0.2513199255		1		1		1		1		1

		0.4832605976		0.442915128		1		1		0		1		1

		0.4797814875		0.4748069704		1		1		0		1		1

		0.1139255959		0.0011597034		0		1		1		1		1

		0.3937498093		0.1481673635		1		1		1		1		1

		0.3029267251		0.4416943876		1		1		1		1		1

		0.1453901791		0.3865779595		1		1		1		1		0

		0.9689016388		0.7161168249		0		1		0		0		0

		0.2571794794		0.9903256325		1		0		0		0		0

		0.1080355235		0.144779809		0		1		1		1		1

		0.3407391583		0.9062166204		1		0		0		0		0

		0.0346079897		0.8208258309		0		0		0		1		0

		0.5100253304		0.1131321146		1		0		1		1		1

		0.3496505631		0.8281807917		1		0		0		0		0

		0.3512375256		0.837366863		1		0		0		0		0

		0.9196752831		0.4311044649		1		0		0		0		0

		0.980529191		0.5044099246		0		0		0		0		0

		0.6463209937		0.8899502548		1		1		0		0		0

		0.2208319346		0.333414716		0		1		1		1		1

		0.3083285012		0.0604266488		0		1		1		1		1

		0.4292428358		0.9802240059		1		0		0		0		0

		0.2569048128		0.4324472793		1		1		1		1		1

		0.0057679983		0.1357768487		0		1		1		1		0

		0.2459181494		0.7643055513		1		0		0		1		0

		0.1153599658		0.4856410413		0		0		1		1		0

		0.1781670583		0.969267861		0		0		0		0		0

		0.6535843989		0.9371929075		1		1		0		0		0

		0.0488296152		0.4099246193		1		0		1		1		0

		0.9881588183		0.5205847346		0		0		0		0		0

		0.8674886319		0.2573015534		0		0		0		0		1

		0.5068208869		0.8699301126		1		0		0		0		0

		0.8397778253		0.0705893124		1		0		1		0		1

		0.5032807398		0.6905423139		1		1		0		0		0

		0.5903500473		0.2537614063		1		0		1		1		1

		0.4321726127		0.119083224		1		1		1		1		1

		0.7078463088		0.5454268014		1		1		0		0		0

		0.064394055		0.3823358867		0		1		1		1		0

		0.3932920316		0.1981872005		1		1		1		1		1

		0.5742973113		0.6610003967		0		1		0		0		0

		0.4937284463		0.0036927396		1		0		1		1		1

		0.0893887143		0.5650196844		0		0		0		1		0

		0.7012848292		0.8195440535		1		1		0		0		0

		0.7346720786		0.1263161107		1		0		1		0		1

		0.1998962371		0.7544785913		1		0		0		1		0

		0.7018341624		0.7155064547		1		1		0		0		0

		0.5404828028		0.6681112094		1		1		0		0		0

		0.3754997406		0.7884762108		1		0		0		0		0

		0.0256660665		0.1411481063		0		1		1		1		1

		0.0473036897		0.8695028535		1		0		0		1		0

		0.3859370708		0.5727408673		1		1		0		1		0

		0.2487868892		0.6768395032		1		0		0		1		0

		0.027497177		0.5609302042		0		0		0		1		0

		0.2350840785		0.7971434675		1		0		0		1		0

		0.6342356639		0.2226325266		1		0		1		1		1

		0.6500137333		0.8150273141		1		1		0		0		0

		0.4039429914		0.6093325602		1		1		0		1		0

		0.9041718802		0.3038422803		0		0		0		0		0

		0.7010406812		0.8745994446		1		1		0		0		0

		0.2971282083		0.5842158269		1		1		0		1		0

		0.4060182501		0.3498641926		1		1		1		1		1

		0.4149601733		0.6561479537		1		1		0		1		0

		0.743919187		0.1848811304		1		0		1		0		1

		0.8345591601		0.2114322336		1		0		1		0		1

		0.8722190008		0.708456679		0		1		0		0		0

		0.6656086917		0.1323587756		1		0		1		1		1

		0.0098574786		0.1664174322		0		1		1		1		0

		0.9619739372		0.3828241829		0		0		0		0		0

		0.3886837367		0.9928891873		1		0		0		0		0

		0.5332804346		0.6984771264		1		1		0		0		0

		0.8080690939		0.2706076235		0		0		1		0		1

		0.1882076479		0.9818720054		1		0		0		0		0

		0.0744956816		0.5375225074		0		0		0		1		0

		0.9407635731		0.8088625752		1		1		0		0		0

		0.1073946348		0.5946226386		0		0		0		1		0

		0.2103335673		0.9527268288		1		0		0		0		0

		0.9916684469		0.4727011933		0		0		0		0		0

		0.5477767266		0.3319803461		1		1		1		1		1

		0.7593005158		0.2131412702		1		0		1		0		1

		0.9173558763		0.2884914701		1		0		0		0		0

		0.1803338725		0.6194036683		1		0		0		1		0

		0.0673238319		0.6014587848		1		0		0		1		0

		0.3451948607		0.6356700339		1		1		0		1		0

		0.0191351054		0.1445661794		1		1		1		1		0

		0.318979461		0.5085604419		1		1		0		1		0

		0.2072511979		0.5915097507		1		0		0		1		0

		0.6494033631		0.3883175146		1		1		0		0		1

		0.3005157628		0.0768150884		1		1		1		1		1

		0.009521775		0.5257728813		0		0		0		1		0

		0.2365184484		0.2179326762		1		1		1		1		1

		0.7565233314		0.7210913419		1		1		0		0		0

		0.4999847407		0.4048890652		1		1		1		1		1

		0.6875515		0.1808526872		1		0		1		1		1

		0.1766106143		0.7638172552		1		0		0		1		0

		0.7743461409		0.4396496475		1		0		0		0		0

		0.8136234626		0.7005218665		1		1		0		0		0

		0.1573534349		0.5021820734		1		0		0		1		0

		0.6180303354		0.4303415021		1		1		0		0		1

		0.1812494278		0.8625446333		1		0		0		1		0

		0.0241706595		0.4007995849		1		0		1		1		0

		0.7522202216		0.5564134648		0		1		0		0		0

		0.1616260262		0.0126041444		0		1		1		1		1

		0.7991271706		0.9031342509		1		1		0		0		0

		0.2547379986		0.5464339122		1		1		0		1		0

		0.1194189276		0.0929288614		1		1		1		1		1

		0.4850611896		0.7003387555		1		1		0		0		0

		0.3908810694		0.2766808069		1		1		1		1		1

		0.3478804895		0.6451307718		1		1		0		1		0

		0.6306344798		0.3133945738		0		1		1		0		1

		0.0341807306		0.0036011841		0		1		1		1		1

		0.8830530717		0.832392346		1		1		0		0		0

		0.8693197424		0.6596881008		1		1		0		0		0

		0.4167912839		0.7662282174		1		0		0		0		0

		0.3393963439		0.8038575396		0		0		0		0		0

		0.2135380108		0.0103457747		1		1		1		1		1

		0.7370220038		0.1214331492		1		0		1		0		1

		0.0284432508		0.3662221137		1		0		1		1		0

		0.9571520127		0.5294045839		1		0		0		0		0

		0.8043763543		0.4236579485		1		0		0		0		0

		0.474959563		0.3684804834		1		1		1		1		1

		0.7208777123		0.5390484329		1		1		0		0		0

		0.0362559893		0.4564348277		1		0		1		1		0

		0.6591082492		0.5653859066		1		1		0		0		0

		0.0921964171		0.9089938047		1		0		0		1		0

		0.3641468551		0.4907071139		1		1		0		1		1

		0.5094149602		0.1346171453		1		0		1		1		1

		0.0856349376		0.6406750694		0		0		0		1		0

		0.5866267891		0.9093905454		1		1		0		0		0

		0.9784539323		0.602191229		0		0		0		0		0

		0.9094515824		0.9380169073		1		1		0		0		0

		0.0439161351		0.5237281411		0		0		0		1		0

		0.07391583		0.8077333903		0		0		0		1		0

		0.8941007721		0.9489730522		1		1		0		0		0

		0.8108767968		0.7407757805		1		1		0		0		0

		0.1185033723		0.8398388623		0		0		0		1		0

		0.5414899136		0.0520035401		1		0		1		1		1

		0.5367290262		0.945371868		1		0		0		0		0

		0.8962065493		0.7179784539		0		1		0		0		0

		0.1161534471		0.1723685415		0		1		1		1		1

		0.2273323771		0.9633472701		1		0		0		0		0

		0.8375499741		0.1143833735		1		0		1		0		1

		0.64741966		0.2713400678		1		0		1		1		1

		0.2886745811		0.3950010681		1		1		1		1		1

		0.6240119633		0.7242957854		1		1		0		0		0

		0.2682882168		0.9820551164		1		0		0		0		0

		0.6623432112		0.0801416059		1		0		1		1		1

		0.1804559465		0.1284524064		0		1		1		1		1

						463		324		235		293		216





List4

		0		0		0

		0		0		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0

		0



12

23

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0



List1

		





List2

		





List3

		






_1148887477.unknown

_1148887499.unknown

_1148887457.unknown

_1137521525.unknown

_1137521527.unknown

_1148823219.unknown

_1148886369.xls
Chart2

		0.6636249886		0		0

		0.5355693228		0.01		0.01

		0.0604571673		0.02		0.02

		0.8689840388		0.03		0.03

		0.7990050966		0.04		0.04

		0.1020233772		0.05		0.05

		0.6822412793		0.06		0.06

		0.693960387		0.07		0.07

		0.9262062441		0.08		0.08

		0.3354594562		0.09		0.09

		0.4713583789		0.1		0.1

		0.0037537767		0.11		0.11

		0.7260048219		0.12		0.12

		0.9018524735		0.13		0.13

		0.2724387341		0.14		0.14

		0.0642414624		0.15		0.15

		0.5672780541		0.16		0.16

		0.9100009156		0.17		0.17

		0.1670888394		0.18		0.18

		0.5236976226		0.19		0.19

		0.5108798486		0.2		0.2

		0.946989349		0.21		0.21

		0.7902462844		0.22		0.22

		0.2604144414		0.23		0.23

		0.9386883145		0.24		0.24

		0.7381206702		0.25		0.25

		0.2715231788		0.26		0.26

		0.8555558947		0.27		0.27

		0.8072450941		0.28		0.28

		0.4322641682		0.29		0.29

		0.8018127995		0.3		0.3

		0.6906338694		0.31		0.31

		0.5269936216		0.32		0.32

		0.5118259224		0.33		0.33

		0.8244575335		0.34		0.34

		0.6702780236		0.35		0.35

		0.4659260842		0.36		0.36

		0.3279824213		0.37		0.37

		0.851863155		0.38		0.38

		0.5697805719		0.39		0.39

		0.0786156804		0.4		0.4

		0.260872219		0.41		0.41

		0.906735435		0.42		0.42

		0.007904294		0.43		0.43

		0.6600848415		0.44		0.44

		0.5047456282		0.45		0.45

		0.5886104923		0.46		0.46

		0.0443739128		0.47		0.47

		0.724692526		0.48		0.48

		0.4780419324		0.49		0.49

		0.7652211066		0.5		0.5

		0.4026917325		0.51		0.51

		0.0100711081		0.52		0.52

		0.8586077456		0.53		0.53

		0.8888515885		0.54		0.54

		0.3176061281		0.55		0.55

		0.1060823389		0.56		0.56

		0.2438428907		0.57		0.57

		0.9378032777		0.58		0.58

		0.0079348125		0.59		0.59

		0.7086092715		0.6		0.6

		0.4359569079		0.61		0.61

		0.9827875607		0.62		0.62

		0.7742545854		0.63		0.63

		0.4984893338		0.64		0.64

		0.3518478957		0.65		0.65

		0.3783074435		0.66		0.66

		0.7212134159		0.67		0.67

		0.6455580309		0.68		0.68

		0.5586107974		0.69		0.69

		0.5791802728		0.7		0.7

		0.1056855983		0.71		0.71

		0.9373455		0.72		0.72

		0.4333933531		0.73		0.73

		0.5817133091		0.74		0.74

		0.309091464		0.75		0.75

		0.533127842		0.76		0.76

		0.9487899411		0.77		0.77

		0.990356151		0.78		0.78

		0.4350718711		0.79		0.79

		0.3427838984		0.8		0.8

		0.0827356792		0.81		0.81

		0.7089144566		0.82		0.82

		0.5323343608		0.83		0.83

		0.0307626576		0.84		0.84

		0.8540299692		0.85		0.85

		0.2570574053		0.86		0.86

		0.4420911283		0.87		0.87

		0.6448561052		0.88		0.88

		0.9820856349		0.89		0.89

		0.711813715		0.9		0.9

		0.2708822901		0.91		0.91

		0.8702047792		0.92		0.92

		0.172338023		0.93		0.93

		0.273689993		0.94		0.94

		0.4881130406		0.95		0.95

		0.908230842		0.96		0.96

		0.0263985107		0.97		0.97

		0.4583880123		0.98		0.98

		0.648792993		0.99		0.99

		0.9804376354		1		1

		0.5771050142

		0.9130527665

		0.7411420026

		0.45741142

		0.4487136448

		0.8576311533

		0.1592455824

		0.6126895962

		0.6420789209

		0.151432844

		0.3007904294

		0.0016479995

		0.9448225349

		0.9844660787

		0.7896053957

		0.4654683065

		0.9664296396

		0.1937620167

		0.3233436079

		0.7600024415

		0.7984557634

		0.2049012726

		0.1462752159

		0.8096255379

		0.299630726

		0.5984069338

		0.1467635121

		0.5862300485

		0.0061647389

		0.301004059

		0.5799737541

		0.6131168554

		0.666707358

		0.4022644734

		0.4155705435

		0.0938749351

		0.40253914

		0.595782342

		0.3103732414

		0.6663411359

		0.4929044465

		0.2457350383

		0.2059694205

		0.7813348796

		0.7849665822

		0.0782189398

		0.5514084292

		0.7068086795

		0.7289956359

		0.4977568896

		0.1507919553

		0.1565904721

		0.0386669515

		0.5284585101

		0.636097293

		0.544389172

		0.9760734886

		0.3807489242

		0.5645924253

		0.8626056703

		0.2618488113

		0.6425366985

		0.1416364025

		0.1862239448

		0.6105838191

		0.0956755272

		0.568407239

		0.801904355

		0.890621662

		0.1575060274

		0.0143436995

		0.9616687521

		0.9094821009

		0.9470809046

		0.2150334178

		0.2619098483

		0.8238776818

		0.9765617847

		0.6947233497

		0.6473281045

		0.1749626148

		0.4678487503

		0.6139408551

		0.0397656178

		0.5484786523

		0.2937406537

		0.2422864467

		0.5921506394

		0.8597979675

		0.5445417646

		0.0560319834

		0.5674001282

		0.264168218

		0.7192602313

		0.4608294931

		0.8423108615

		0.6919461653

		0.5421613208

		0.1391338847

		0.0364696188

		0.0085757012

		0.4041871395

		0.0231940672

		0.2662129582

		0.7999206519

		0.4292733543

		0.8925443281

		0.5234534745

		0.7822504349

		0.165746025

		0.5964842677

		0.6796166875

		0.8375499741

		0.9028901028

		0.9021576586

		0.1145359661

		0.6735435041

		0.6121402631

		0.9667958617

		0.9704580828

		0.1090121158

		0.513595996

		0.4356212043

		0.030732139

		0.98382519

		0.2674947356

		0.1644337291

		0.2239448225

		0.694021424

		0.7904904324

		0.5672170171

		0.7527390362

		0.3521835994

		0.6971037935

		0.5888851588

		0.8476516007

		0.5724967193

		0.3661305582

		0.302804651

		0.1460921049

		0.880794702

		0.6321604053

		0.1336710715

		0.6962797937

		0.7499008148

		0.1016876736

		0.7049470504

		0.5860469375

		0.2595904416

		0.094882046

		0.3115634632

		0.1968749046

		0.3819696646

		0.2117679373

		0.017731254

		0.0826441237

		0.8914761803

		0.5236060671

		0.3794366283

		0.4737388226

		0.8999603259

		0.3894772179

		0.7921079134

		0.4057435835

		0.0170903653

		0.8975798822

		0.4632709738

		0.473464156

		0.135380108

		0.9315775018

		0.0103762932

		0.2098452712

		0.8402356029

		0.8620868557

		0.6832483901

		0.0898464919

		0.4452345347

		0.863124485

		0.2117374187

		0.159337138

		0.65233314

		0.853419599

		0.2785729545

		0.2889797662

		0.8368785669

		0.062837611

		0.6169011505

		0.053254799

		0.9578539384

		0.223914304

		0.7328104495

		0.2342600787

		0.0929898984

		0.3880123295

		0.2531815546

		0.9505905332

		0.599078341

		0.3669545579

		0.898403882

		0.4112674337

		0.8968169195

		0.7993102817

		0.0796838282

		0.29483932

		0.8812524796

		0.8418530839

		0.1221045564

		0.7529526658

		0.9568163091

		0.4859462264

		0.1120029298

		0.0394604328

		0.6974394971

		0.4989776299

		0.3697927793

		0.7643971068

		0.1318704794

		0.9907223731

		0.5474715415

		0.7726676229

		0.653645436

		0.6047547838

		0.3514206366

		0.6480910672

		0.5563524277

		0.3348796045

		0.8900112918

		0.8423108615

		0.1937620167

		0.9665517136

		0.6461684011

		0.4286629841

		0.7649769585

		0.1431928465

		0.0751670888

		0.4811243019

		0.7245399335

		0.0577715384

		0.8272652364

		0.0780968657

		0.8177434614

		0.7690359203

		0.5952330088

		0.9315775018

		0.7406537065

		0.1429181799

		0.5871456038

		0.6406445509

		0.4252143925

		0.4191412091

		0.6239814447

		0.5708487197

		0.9496139409

		0.402417066

		0.8623310038

		0.3577684866

		0.0732139042

		0.2789086581

		0.1419415876

		0.0359813227

		0.3968932157

		0.0576799829

		0.9585558641

		0.7932065798

		0.148014771

		0.6371349223

		0.0613116855

		0.3487655263

		0.5908383435

		0.4962614826

		0.6756492813

		0.9579760125

		0.0613116855

		0.011200293

		0.3507797479

		0.0406506546

		0.6276131474

		0.3966185492

		0.4325693533

		0.4353465377

		0.3750724815

		0.272011475

		0.1608325449

		0.2779625843

		0.3163853877

		0.8532670064

		0.3924375134

		0.5059053316

		0.9268166143

		0.7689443648

		0.948545793

		0.9867854854

		0.3041474654

		0.5017242958

		0.5875118259

		0.2724387341

		0.9542527543

		0.4548783837

		0.6025269326

		0.9778740806

		0.2007812738

		0.6435743278

		0.0441908017

		0.7850581378

		0.220679342

		0.0112918485

		0.5681936094

		0.0718405713

		0.7040925321

		0.3713492233

		0.9080477309

		0.1660206915

		0.1396832179

		0.9731437117

		0.97256386

		0.2240668966

		0.724753563

		0.6936246834

		0.5686819056

		0.7350688192

		0.900265511

		0.8538163396

		0.7491378521

		0.6496780297

		0.5112765893

		0.6599932859

		0.7849971007

		0.1339762566

		0.5918149358

		0.2703024384

		0.7632984405

		0.9485152745

		0.7751701407

		0.4860377819

		0.8099002045

		0.4519486068

		0.3290505692

		0.0681173132

		0.9369182409

		0.230201117

		0.8157902768

		0.6784569842

		0.5154881436

		0.3503219703

		0.3772392956

		0.4463026826

		0.373485519

		0.2392345958

		0.6453138829

		0.1597949156

		0.5180516984

		0.1878414258

		0.276863918

		0.0822779015

		0.4832605976

		0.4797814875

		0.1139255959

		0.3937498093

		0.3029267251

		0.1453901791

		0.9689016388

		0.2571794794

		0.1080355235

		0.3407391583

		0.0346079897

		0.5100253304

		0.3496505631

		0.3512375256

		0.9196752831

		0.980529191

		0.6463209937

		0.2208319346

		0.3083285012

		0.4292428358

		0.2569048128

		0.0057679983

		0.2459181494

		0.1153599658

		0.1781670583

		0.6535843989

		0.0488296152

		0.9881588183

		0.8674886319

		0.5068208869

		0.8397778253

		0.5032807398

		0.5903500473

		0.4321726127

		0.7078463088

		0.064394055

		0.3932920316

		0.5742973113

		0.4937284463

		0.0893887143

		0.7012848292

		0.7346720786

		0.1998962371

		0.7018341624

		0.5404828028

		0.3754997406

		0.0256660665

		0.0473036897

		0.3859370708

		0.2487868892

		0.027497177

		0.2350840785

		0.6342356639

		0.6500137333

		0.4039429914

		0.9041718802

		0.7010406812

		0.2971282083

		0.4060182501

		0.4149601733

		0.743919187

		0.8345591601

		0.8722190008

		0.6656086917

		0.0098574786

		0.9619739372

		0.3886837367

		0.5332804346

		0.8080690939

		0.1882076479

		0.0744956816

		0.9407635731

		0.1073946348

		0.2103335673

		0.9916684469

		0.5477767266

		0.7593005158

		0.9173558763

		0.1803338725

		0.0673238319

		0.3451948607

		0.0191351054

		0.318979461

		0.2072511979

		0.6494033631

		0.3005157628

		0.009521775

		0.2365184484

		0.7565233314

		0.4999847407

		0.6875515

		0.1766106143

		0.7743461409

		0.8136234626

		0.1573534349

		0.6180303354

		0.1812494278

		0.0241706595

		0.7522202216

		0.1616260262

		0.7991271706

		0.2547379986

		0.1194189276

		0.4850611896

		0.3908810694

		0.3478804895

		0.6306344798

		0.0341807306

		0.8830530717

		0.8693197424

		0.4167912839

		0.3393963439

		0.2135380108

		0.7370220038

		0.0284432508

		0.9571520127

		0.8043763543

		0.474959563

		0.7208777123

		0.0362559893

		0.6591082492

		0.0921964171

		0.3641468551

		0.5094149602

		0.0856349376

		0.5866267891

		0.9784539323

		0.9094515824

		0.0439161351

		0.07391583

		0.8941007721

		0.8108767968

		0.1185033723

		0.5414899136

		0.5367290262

		0.8962065493

		0.1161534471

		0.2273323771

		0.8375499741

		0.64741966

		0.2886745811

		0.6240119633

		0.2682882168

		0.6623432112

		0.1804559465



12

23

0.4295480209

0.5

0.5

0.4646137883

0.5994987437

0.4005012563

0.2503433332

0.64

0.36

0.5865657521

0.6705872211

0.3294127789

0.3097933897

0.6959591794

0.3040408206

0.9442732017

0.7179449472

0.2820550528

0.4100466933

0.7374868417

0.2625131583

0.0629291665

0.7551470164

0.2448529836

0.0286568804

0.7712931993

0.2287068007

0.9996948149

0.7861817604

0.2138182396

0.508743553

0.8

0.2

0.3040864284

0.8128897569

0.1871102431

0.9539780877

0.8249615362

0.1750384638

0.3245643483

0.8363034344

0.1636965656

0.2351451155

0.8469870315

0.1530129685

0.5164952544

0.8570714214

0.1429285786

0.0142521439

0.8666060556

0.1333939444

0.9086886196

0.8756327994

0.1243672006

0.1922666097

0.8841874542

0.1158125458

0.3842890713

0.8923009049

0.1076990951

0.6870937223

0.9

0.1

0.932309946

0.9073082371

0.0926917629

0.9479354228

0.9142463035

0.0857536965

0.5262611774

0.9208325083

0.0791674917

0.1121250038

0.9270831301

0.0729168699

0.7858211005

0.9330127019

0.0669872981

0.210791345

0.938634244

0.061365756

0.0779747917

0.9439594576

0.0560405424

0.3296304209

0.9489988864

0.0510011136

0.214148381

0.9537620522

0.0462379478

0.1310159612

0.9582575695

0.0417424305

0.3987548448

0.9624932432

0.0375067568

0.6436353648

0.9664761516

0.0335238484

0.5865047151

0.9702127178

0.0297872822

0.7260963775

0.9737087713

0.0262912287

0.9036835841

0.9769696007

0.0230303993

0.1102633747

0.98

0.02

0.2905972472

0.9828043082

0.0171956918

0.431531724

0.985386444

0.014613556

0.0206305124

0.9877499359

0.0122500641

0.1509750664

0.9898979486

0.0101020514

0.2525406659

0.9918333051

0.0081666949

0.7768486587

0.9935585072

0.0064414928

0.2724082156

0.9950757518

0.0049242482

0.2908719138

0.9963869458

0.0036130542

0.5810419019

0.9974937186

0.0025062814

0.1860713523

0.9983974318

0.0016025682

0.4835963012

0.9990991885

0.0009008115

0.0219733268

0.9995998399

0.0004001601

0.3371379742

0.99989999

0.00010001

0.9038056581

1

0

0.1127658925

0.99989999

0.00010001

0.7915585803

0.9995998399

0.0004001601

0.4286324656

0.9990991885

0.0009008115

0.0456862087

0.9983974318

0.0016025682

0.7094332713

0.9974937186

0.0025062814

0.1152073733

0.9963869458

0.0036130542

0.629688406

0.9950757518

0.0049242482

0.7745597705

0.9935585072

0.0064414928

0.4960173345

0.9918333051

0.0081666949

0.8155156102

0.9898979486

0.0101020514

0.7253334147

0.9877499359

0.0122500641

0.6008484146

0.985386444

0.014613556

0.0749534593

0.9828043082

0.0171956918

0.38492996

0.98

0.02

0.780999176

0.9769696007

0.0230303993

0.8086794641

0.9737087713

0.0262912287

0.2608417005

0.9702127178

0.0297872822

0.4742881558

0.9664761516

0.0335238484

0.5370036927

0.9624932432

0.0375067568

0.0064394055

0.9582575695

0.0417424305

0.0371715445

0.9537620522

0.0462379478

0.5060579241

0.9489988864

0.0510011136

0.9281899472

0.9439594576

0.0560405424

0.8027283547

0.938634244

0.061365756

0.6386913663

0.9330127019

0.0669872981

0.4125492111

0.9270831301

0.0729168699

0.7282937101

0.9208325083

0.0791674917

0.6069521165

0.9142463035

0.0857536965

0.7581102939

0.9073082371

0.0926917629

0.499282815

0.9

0.1

0.3196508683

0.8923009049

0.1076990951

0.5552232429

0.8841874542

0.1158125458

0.8784142582

0.8756327994

0.1243672006

0.4331797235

0.8666060556

0.1333939444

0.5876644185

0.8570714214

0.1429285786

0.5611438337

0.8469870315

0.1530129685

0.7297891171

0.8363034344

0.1636965656

0.355937376

0.8249615362

0.1750384638

0.9402447584

0.8128897569

0.1871102431

0.4915616321

0.8

0.2

0.8715781121

0.7861817604

0.2138182396

0.122257149

0.7712931993

0.2287068007

0.4524674215

0.7551470164

0.2448529836

0.4673299356

0.7374868417

0.2625131583

0.3993957335

0.7179449472

0.2820550528

0.6631366924

0.6959591794

0.3040408206

0.1360209967

0.6705872211

0.3294127789

0.2891628773

0.64

0.36

0.7772148808

0.5994987437

0.4005012563

0.4741050447

0.5

0.5

0.3338114566

0.9883114109

0.7942442091

0.2286141545

0.2393871883

0.502395703

0.6470534379

0.5162205878

0.5416730247

0.4762108219

0.146580401

0.7058626057

0.1941587573

0.1875057222

0.0502639851

0.9342631306

0.3098239082

0.5977660451

0.5189062166

0.2190313425

0.180364391

0.5278481399

0.6987823115

0.6971648305

0.4209418012

0.9590441603

0.4286629841

0.9880672628

0.2394482253

0.4585711234

0.0718710898

0.6820276498

0.8314157537

0.7305825983

0.473403119

0.953459273

0.8991668447

0.2918179876

0.0416272469

0.2991424299

0.2965788751

0.2724387341

0.9557786798

0.4015320292

0.7985473189

0.3417462691

0.4975737785

0.1170384838

0.9955137791

0.7590868862

0.5084994049

0.5892818995

0.3129673147

0.5494552446

0.9718008972

0.4874416334

0.1561326945

0.8044373913

0.7194128239

0.3694265572

0.1792352062

0.107882931

0.264046144

0.1702322459

0.6802575762

0.0868251595

0.7563402203

0.8153019807

0.1203039644

0.0870693075

0.0666219062

0.9586169012

0.7684255501

0.9741508225

0.9922482986

0.8460646382

0.4706564531

0.0589312418

0.589373455

0.3037812433

0.5450605792

0.1486251411

0.6301767022

0.8514664144

0.8009582812

0.7223426008

0.1847590564

0.940397351

0.6834620197

0.2320322275

0.3282570879

0.3170262764

0.5431989502

0.528153325

0.9728385266

0.5110934782

0.0306405835

0.4105349895

0.8246711631

0.4489577929

0.6158024842

0.3041474654

0.4661091952

0.1918393506

0.2325510422

0.0597857601

0.5626697592

0.7991882076

0.0484328745

0.8800622578

0.194860683

0.3167821284

0.3589281899

0.3698843348

0.3155919065

0.8903164769

0.6071352275

0.7126071963

0.3318277535

0.0032654805

0.5283059175

0.9703970458

0.8118839076

0.8406323435

0.4192632832

0.5103915525

0.3173314615

0.7768181402

0.533066805

0.5552537614

0.3600573748

0.9891964476

0.5984679708

0.8590655232

0.4842677084

0.1961729789

0.4644306772

0.5079805902

0.4736472671

0.5207068087

0.8697470016

0.8461561937

0.6831873531

0.478316599

0.3374736778

0.5264442885

0.4963530381

0.0905789361

0.1944639424

0.6861781671

0.9071321757

0.1233558153

0.7160252693

0.247993408

0.226905118

0.4499954222

0.3952757347

0.3455916013

0.9167455061

0.5396893216

0.3378398999

0.8744773705

0.5441145054

0.0707113865

0.7812128056

0.1677907651

0.8652607807

0.6688436537

0.7394024476

0.7971434675

0.0318613239

0.7703482162

0.7724845119

0.4982146672

0.9234900967

0.6105838191

0.8810998871

0.2217169713

0.6041444136

0.3370769372

0.5258339183

0.3091219825

0.9048127689

0.2479018525

0.7720877712

0.7933896908

0.1299783319

0.1548814356

0.5592211676

0.8247932371

0.8901638844

0.8719443342

0.0953703421

0.2217169713

0.0585039827

0.8283944212

0.376903592

0.1464278085

0.8531449324

0.8070925016

0.8328501236

0.9058503983

0.0439466536

0.8079165014

0.0945463424

0.8772850734

0.2848292489

0.0358897671

0.8901638844

0.5592822047

0.5705740532

0.014557329

0.0640888699

0.7474288156

0.8189642018

0.8241828669

0.7217932676

0.8350474563

0.5777459029

0.4650715659

0.4988860744

0.2389599292

0.856776635

0.3458662679

0.9560838649

0.9505294961

0.0849024934

0.8968779565

0.0984527116

0.2109439375

0.1921140172

0.3082064272

0.0201727348

0.3126010926

0.816583758

0.3931699576

0.6738181707

0.5243690298

0.6364635151

0.5765251625

0.7650685141

0.1426435133

0.8273262734

0.0077822199

0.7722098453

0.6671346171

0.6437879574

0.7994628742

0.0905484176

0.101474044

0.1268349254

0.3903012177

0.3022247993

0.3791924802

0.9356975005

0.0337534715

0.5703299051

0.9143650624

0.3048799097

0.4109927671

0.1587878048

0.2773522141

0.1263161107

0.3694265572

0.0767540513

0.9959105197

0.156285287

0.785851619

0.8482009339

0.4804834132

0.3474532304

0.5547349467

0.4062318796

0.0753196814

0.305978576

0.7015289773

0.1129795221

0.2342600787

0.8734092227

0.6209906308

0.9038361766

0.8212836085

0.8339182714

0.4403820917

0.557084872

0.5364543596

0.7460860012

0.5078279977

0.0885036775

0.4667500839

0.900143437

0.0055238502

0.2707602161

0.761711478

0.3999145482

0.6880703146

0.2780236213

0.4342783898

0.3698232978

0.7457502976

0.4555497909

0.286629841

0.2869960631

0.7927488021

0.214026307

0.9608752709

0.4382152776

0.980529191

0.0493484298

0.1147801141

0.5019684439

0.2360301523

0.6869411298

0.722891934

0.2555619984

0.6250495926

0.3514206366

0.5017548143

0.4070253609

0.8403881954

0.161015656

0.4612262337

0.5522629475

0.8152104251

0.6472670675

0.5799737541

0.2569658498

0.4613788263

0.399365215

0.6062501907

0.2637714774

0.5326090274

0.8337961974

0.9838557085

0.8241828669

0.6128727073

0.0888698996

0.9027069918

0.1556443983

0.2295602283

0.0441908017

0.4747764519

0.0235908078

0.0918607135

0.465315714

0.0348216193

0.4484694967

0.454054384

0.2730491043

0.5661183508

0.537736137

0.6036561174

0.9382610553

0.2513199255

0.442915128

0.4748069704

0.0011597034

0.1481673635

0.4416943876

0.3865779595

0.7161168249

0.9903256325

0.144779809

0.9062166204

0.8208258309

0.1131321146

0.8281807917

0.837366863

0.4311044649

0.5044099246

0.8899502548

0.333414716

0.0604266488

0.9802240059

0.4324472793

0.1357768487

0.7643055513

0.4856410413

0.969267861

0.9371929075

0.4099246193

0.5205847346

0.2573015534

0.8699301126

0.0705893124

0.6905423139

0.2537614063

0.119083224

0.5454268014

0.3823358867

0.1981872005

0.6610003967

0.0036927396

0.5650196844

0.8195440535

0.1263161107

0.7544785913

0.7155064547

0.6681112094

0.7884762108

0.1411481063

0.8695028535

0.5727408673

0.6768395032

0.5609302042

0.7971434675

0.2226325266

0.8150273141

0.6093325602

0.3038422803

0.8745994446

0.5842158269

0.3498641926

0.6561479537

0.1848811304

0.2114322336

0.708456679

0.1323587756

0.1664174322

0.3828241829

0.9928891873

0.6984771264

0.2706076235

0.9818720054

0.5375225074

0.8088625752

0.5946226386

0.9527268288

0.4727011933

0.3319803461

0.2131412702

0.2884914701

0.6194036683

0.6014587848

0.6356700339

0.1445661794

0.5085604419

0.5915097507

0.3883175146

0.0768150884

0.5257728813

0.2179326762

0.7210913419

0.4048890652

0.1808526872

0.7638172552

0.4396496475

0.7005218665

0.5021820734

0.4303415021

0.8625446333

0.4007995849

0.5564134648

0.0126041444

0.9031342509

0.5464339122

0.0929288614

0.7003387555

0.2766808069

0.6451307718

0.3133945738

0.0036011841

0.832392346

0.6596881008

0.7662282174

0.8038575396

0.0103457747

0.1214331492

0.3662221137

0.5294045839

0.4236579485

0.3684804834

0.5390484329

0.4564348277

0.5653859066

0.9089938047

0.4907071139

0.1346171453

0.6406750694

0.9093905454

0.602191229

0.9380169073

0.5237281411

0.8077333903

0.9489730522

0.7407757805

0.8398388623

0.0520035401

0.945371868

0.7179784539

0.1723685415

0.9633472701

0.1143833735

0.2713400678

0.3950010681

0.7242957854

0.9820551164

0.0801416059

0.1284524064



List4

		0.6636249886		0.4295480209		1		1		0		0		1		0		1		0.5		0.5		0.5

		0.5355693228		0.4646137883		1		1		0		1		1		0.01		0.9998000067		0.4999749994		0.5994987437		0.4005012563

		0.0604571673		0.2503433332		1		1		1		1		0		0.02		0.9992001067		0.49989999		0.64		0.36

		0.8689840388		0.5865657521		1		1		0		0		0		0.03		0.9982005399		0.4997749494		0.6705872211		0.3294127789

		0.7990050966		0.3097933897		0		0		0		0		1		0.04		0.9968017063		0.4995998399		0.6959591794		0.3040408206

		0.1020233772		0.9442732017		1		0		0		1		0		0.05		0.9950041653		0.4993746089		0.7179449472		0.2820550528

		0.6822412793		0.4100466933		1		1		0		0		1		0.06		0.9928086359		0.4990991885		0.7374868417		0.2625131583

		0.693960387		0.0629291665		0		0		1		1		1		0.07		0.9902159962		0.4987734957		0.7551470164		0.2448529836

		0.9262062441		0.0286568804		0		0		1		0		0		0.08		0.9872272834		0.4983974318		0.7712931993		0.2287068007

		0.3354594562		0.9996948149		1		0		0		0		0		0.09		0.9838436928		0.4979708827		0.7861817604		0.2138182396

		0.4713583789		0.508743553		1		1		0		1		1		0.1		0.9800665778		0.4974937186		0.8		0.2

		0.0037537767		0.3040864284		0		1		1		1		0		0.11		0.9758974493		0.4969657936		0.8128897569		0.1871102431

		0.7260048219		0.9539780877		1		1		0		0		0		0.12		0.9713379749		0.4963869458		0.8249615362		0.1750384638

		0.9018524735		0.3245643483		1		0		0		0		0		0.13		0.9663899781		0.4957569969		0.8363034344		0.1636965656

		0.2724387341		0.2351451155		1		1		1		1		1		0.14		0.9610554383		0.4950757518		0.8469870315		0.1530129685

		0.0642414624		0.5164952544		0		0		0		1		0		0.15		0.9553364891		0.4943429983		0.8570714214		0.1429285786

		0.5672780541		0.0142521439		1		0		1		1		1		0.16		0.9492354181		0.4935585072		0.8666060556		0.1333939444

		0.9100009156		0.9086886196		0		1		0		0		0		0.17		0.9427546655		0.4927220312		0.8756327994		0.1243672006

		0.1670888394		0.1922666097		1		1		1		1		1		0.18		0.9358968237		0.4918333051		0.8841874542		0.1158125458

		0.5236976226		0.3842890713		1		1		1		1		1		0.19		0.9286646356		0.4908920452		0.8923009049		0.1076990951

		0.5108798486		0.6870937223		1		1		0		0		0		0.2		0.921060994		0.4898979486		0.9		0.1

		0.946989349		0.932309946		0		1		0		0		0		0.21		0.9130889403		0.488850693		0.9073082371		0.0926917629

		0.7902462844		0.9479354228		1		1		0		0		0		0.22		0.9047516632		0.4877499359		0.9142463035		0.0857536965

		0.2604144414		0.5262611774		1		1		0		1		0		0.23		0.8960524975		0.4865953144		0.9208325083		0.0791674917

		0.9386883145		0.1121250038		0		0		1		0		0		0.24		0.8869949228		0.485386444		0.9270831301		0.0729168699

		0.7381206702		0.7858211005		1		1		0		0		0		0.25		0.8775825619		0.4841229183		0.9330127019		0.0669872981

		0.2715231788		0.210791345		1		1		1		1		1		0.26		0.8678191797		0.4828043082		0.938634244		0.061365756

		0.8555558947		0.0779747917		1		0		1		0		1		0.27		0.8577086814		0.4814301611		0.9439594576		0.0560405424

		0.8072450941		0.3296304209		1		0		0		0		1		0.28		0.847255111		0.48		0.9489988864		0.0510011136

		0.4322641682		0.214148381		1		1		1		1		1		0.29		0.8364626499		0.4785133227		0.9537620522		0.0462379478

		0.8018127995		0.1310159612		1		0		1		0		1		0.3		0.8253356149		0.4769696007		0.9582575695		0.0417424305

		0.6906338694		0.3987548448		1		1		0		0		1		0.31		0.8138784567		0.4753682783		0.9624932432		0.0375067568

		0.5269936216		0.6436353648		1		1		0		0		0		0.32		0.8020957579		0.4737087713		0.9664761516		0.0335238484

		0.5118259224		0.5865047151		1		1		0		0		0		0.33		0.7899922315		0.471990466		0.9702127178		0.0297872822

		0.8244575335		0.7260963775		0		1		0		0		0		0.34		0.7775727188		0.4702127178		0.9737087713		0.0262912287

		0.6702780236		0.9036835841		1		1		0		0		0		0.35		0.7648421873		0.4683748499		0.9769696007		0.0230303993

		0.4659260842		0.1102633747		1		0		1		1		1		0.36		0.7518057291		0.4664761516		0.98		0.02

		0.3279824213		0.2905972472		1		1		1		1		1		0.37		0.7384685587		0.464515877		0.9828043082		0.0171956918

		0.851863155		0.431531724		0		0		0		0		0		0.38		0.7248360107		0.4624932432		0.985386444		0.014613556

		0.5697805719		0.0206305124		1		0		1		1		1		0.39		0.710913538		0.4604074283		0.9877499359		0.0122500641

		0.0786156804		0.1509750664		1		1		1		1		1		0.4		0.6967067093		0.4582575695		0.9898979486		0.0101020514

		0.260872219		0.2525406659		1		1		1		1		1		0.41		0.6822212073		0.4560427612		0.9918333051		0.0081666949

		0.906735435		0.7768486587		1		1		0		0		0		0.42		0.6674628258		0.4537620522		0.9935585072		0.0064414928

		0.007904294		0.2724082156		0		1		1		1		0		0.43		0.6524374682		0.4514144437		0.9950757518		0.0049242482

		0.6600848415		0.2908719138		1		0		1		0		1		0.44		0.6371511442		0.4489988864		0.9963869458		0.0036130542

		0.5047456282		0.5810419019		1		1		0		0		0		0.45		0.6216099683		0.4465142775		0.9974937186		0.0025062814

		0.5886104923		0.1860713523		1		0		1		1		1		0.46		0.6058201566		0.4439594576		0.9983974318		0.0016025682

		0.0443739128		0.4835963012		0		0		1		1		0		0.47		0.589788025		0.4413332075		0.9990991885		0.0009008115

		0.724692526		0.0219733268		1		0		1		1		1		0.48		0.5735199861		0.438634244		0.9995998399		0.0004001601

		0.4780419324		0.3371379742		1		1		1		1		1		0.49		0.5570225468		0.4358612164		0.99989999		0.00010001

		0.7652211066		0.9038056581		1		1		0		0		0		0.5		0.5403023059		0.4330127019		1		0

		0.4026917325		0.1127658925		1		1		1		1		1		0.51		0.5233659513		0.4300872005		0.99989999		0.00010001

		0.0100711081		0.7915585803		1		0		0		1		0		0.52		0.5062202572		0.4270831301		0.9995998399		0.0004001601

		0.8586077456		0.4286324656		0		0		0		0		0		0.53		0.4888720819		0.4239988208		0.9990991885		0.0009008115

		0.8888515885		0.0456862087		1		0		1		0		0		0.54		0.4713283642		0.4208325083		0.9983974318		0.0016025682

		0.3176061281		0.7094332713		1		0		0		1		0		0.55		0.4535961214		0.4175823272		0.9974937186		0.0025062814

		0.1060823389		0.1152073733		1		1		1		1		1		0.56		0.4356824463		0.4142463035		0.9963869458		0.0036130542

		0.2438428907		0.629688406		1		0		0		1		0		0.57		0.417594504		0.410822346		0.9950757518		0.0049242482

		0.9378032777		0.7745597705		1		1		0		0		0		0.58		0.3993395294		0.4073082371		0.9935585072		0.0064414928

		0.0079348125		0.4960173345		0		0		1		1		0		0.59		0.3809248244		0.4037016225		0.9918333051		0.0081666949

		0.7086092715		0.8155156102		1		1		0		0		0		0.6		0.3623577545		0.4		0.9898979486		0.0101020514

		0.4359569079		0.7253334147		1		1		0		0		0		0.61		0.3436457463		0.3962007067		0.9877499359		0.0122500641

		0.9827875607		0.6008484146		0		0		0		0		0		0.62		0.3247962844		0.3923009049		0.985386444		0.014613556

		0.7742545854		0.0749534593		1		0		1		0		1		0.63		0.3058169084		0.3882975663		0.9828043082		0.0171956918

		0.4984893338		0.38492996		1		1		1		1		1		0.64		0.2867152096		0.3841874542		0.98		0.02

		0.3518478957		0.780999176		1		0		0		0		0		0.65		0.2674988286		0.3799671038		0.9769696007		0.0230303993

		0.3783074435		0.8086794641		1		0		0		0		0		0.66		0.2481754517		0.3756327994		0.9737087713		0.0262912287

		0.7212134159		0.2608417005		1		0		1		0		1		0.67		0.2287528078		0.3711805491		0.9702127178		0.0297872822

		0.6455580309		0.4742881558		1		1		0		0		1		0.68		0.2092386659		0.3666060556		0.9664761516		0.0335238484

		0.5586107974		0.5370036927		1		1		0		0		0		0.69		0.1896408313		0.3619046836		0.9624932432		0.0375067568

		0.5791802728		0.0064394055		1		0		1		1		1		0.7		0.1699671429		0.3570714214		0.9582575695		0.0417424305

		0.1056855983		0.0371715445		1		1		1		1		1		0.71		0.1502254699		0.3521008378		0.9537620522		0.0462379478

		0.9373455		0.5060579241		0		0		0		0		0		0.72		0.1304237087		0.3469870315		0.9489988864		0.0510011136

		0.4333933531		0.9281899472		1		0		0		0		0		0.73		0.1105697798		0.3417235725		0.9439594576		0.0560405424

		0.5817133091		0.8027283547		1		1		0		0		0		0.74		0.0906716245		0.3363034344		0.938634244		0.061365756

		0.309091464		0.6386913663		1		1		0		1		0		0.75		0.0707372017		0.3307189139		0.9330127019		0.0669872981

		0.533127842		0.4125492111		1		1		1		1		1		0.76		0.0507744849		0.3249615362		0.9270831301		0.0729168699

		0.9487899411		0.7282937101		1		1		0		0		0		0.77		0.0307914591		0.3190219428		0.9208325083		0.0791674917

		0.990356151		0.6069521165		0		0		0		0		0		0.78		0.0107961171		0.3128897569		0.9142463035		0.0857536965

		0.4350718711		0.7581102939		1		1		0		0		0		0.79		-0.0092035433		0.3065534211		0.9073082371		0.0926917629

		0.3427838984		0.499282815		1		1		0		1		0		0.8		-0.0291995223		0.3		0.9		0.1

		0.0827356792		0.3196508683		1		1		1		1		0		0.81		-0.0491838219		0.2932149382		0.8923009049		0.1076990951

		0.7089144566		0.5552232429		1		1		0		0		0		0.82		-0.0691484487		0.2861817604		0.8841874542		0.1158125458

		0.5323343608		0.8784142582		1		0		0		0		0		0.83		-0.0890854169		0.2788816953		0.8756327994		0.1243672006

		0.0307626576		0.4331797235		1		0		1		1		0		0.84		-0.1089867522		0.2712931993		0.8666060556		0.1333939444

		0.8540299692		0.5876644185		1		1		0		0		0		0.85		-0.1288444943		0.2633913438		0.8570714214		0.1429285786

		0.2570574053		0.5611438337		1		1		0		1		0		0.86		-0.1486507003		0.2551470164		0.8469870315		0.1530129685

		0.4420911283		0.7297891171		1		1		0		0		0		0.87		-0.1683974479		0.2465258607		0.8363034344		0.1636965656

		0.6448561052		0.355937376		1		1		1		0		1		0.88		-0.1880768389		0.2374868417		0.8249615362		0.1750384638

		0.9820856349		0.9402447584		1		1		0		0		0		0.89		-0.2076810016		0.2279802623		0.8128897569		0.1871102431

		0.711813715		0.4915616321		1		1		0		0		0		0.9		-0.2272020947		0.2179449472		0.8		0.2

		0.2708822901		0.8715781121		1		0		0		0		0		0.91		-0.24663231		0.2073041244		0.7861817604		0.2138182396

		0.8702047792		0.122257149		1		0		1		0		1		0.92		-0.2659638756		0.1959591794		0.7712931993		0.2287068007

		0.172338023		0.4524674215		1		1		1		1		0		0.93		-0.2851890592		0.1837797595		0.7551470164		0.2448529836

		0.273689993		0.4673299356		1		1		1		1		0		0.94		-0.3043001711		0.1705872211		0.7374868417		0.2625131583

		0.4881130406		0.3993957335		1		1		1		1		1		0.95		-0.3232895669		0.15612495		0.7179449472		0.2820550528

		0.908230842		0.6631366924		0		1		0		0		0		0.96		-0.3421496512		0.14		0.6959591794		0.3040408206

		0.0263985107		0.1360209967		0		1		1		1		1		0.97		-0.3608728801		0.1215524578		0.6705872211		0.3294127789

		0.4583880123		0.2891628773		1		1		1		1		1		0.98		-0.3794517648		0.0994987437		0.64		0.36

		0.648792993		0.7772148808		1		1		0		0		0		0.99		-0.3978788738		0.0705336799		0.5994987437		0.4005012563

		0.9804376354		0.4741050447		0		0		0		0		0		1		-0.4161468365		0		0.5		0.5

		0.5771050142		0.3338114566		1		1		1		1		1

		0.9130527665		0.9883114109		0		1		0		0		0

		0.7411420026		0.7942442091		1		1		0		0		0

		0.45741142		0.2286141545		1		1		1		1		1

		0.4487136448		0.2393871883		1		1		1		1		1

		0.8576311533		0.502395703		1		0		0		0		0

		0.1592455824		0.6470534379		1		0		0		1		0

		0.6126895962		0.5162205878		1		1		0		0		0

		0.6420789209		0.5416730247		1		1		0		0		0

		0.151432844		0.4762108219		1		1		1		1		0

		0.3007904294		0.146580401		1		1		1		1		1

		0.0016479995		0.7058626057		0		0		0		1		0

		0.9448225349		0.1941587573		0		0		0		0		0

		0.9844660787		0.1875057222		0		0		0		0		0

		0.7896053957		0.0502639851		0		0		1		0		1

		0.4654683065		0.9342631306		1		0		0		0		0

		0.9664296396		0.3098239082		1		0		0		0		0

		0.1937620167		0.5977660451		1		0		0		1		0

		0.3233436079		0.5189062166		1		1		0		1		0

		0.7600024415		0.2190313425		1		0		1		0		1

		0.7984557634		0.180364391		1		0		1		0		1

		0.2049012726		0.5278481399		1		1		0		1		0

		0.1462752159		0.6987823115		1		0		0		1		0

		0.8096255379		0.6971648305		1		1		0		0		0

		0.299630726		0.4209418012		0		1		1		1		1

		0.5984069338		0.9590441603		1		0		0		0		0

		0.1467635121		0.4286629841		0		1		1		1		0

		0.5862300485		0.9880672628		1		0		0		0		0

		0.0061647389		0.2394482253		1		1		1		1		0

		0.301004059		0.4585711234		1		1		1		1		1

		0.5799737541		0.0718710898		1		0		1		1		1

		0.6131168554		0.6820276498		1		1		0		0		0

		0.666707358		0.8314157537		1		1		0		0		0

		0.4022644734		0.7305825983		1		1		0		0		0

		0.4155705435		0.473403119		1		1		0		1		1

		0.0938749351		0.953459273		0		0		0		1		0

		0.40253914		0.8991668447		1		0		0		0		0

		0.595782342		0.2918179876		1		1		1		1		1

		0.3103732414		0.0416272469		1		1		1		1		1

		0.6663411359		0.2991424299		1		0		1		0		1

		0.4929044465		0.2965788751		1		1		1		1		1

		0.2457350383		0.2724387341		0		1		1		1		1

		0.2059694205		0.9557786798		1		0		0		0		0

		0.7813348796		0.4015320292		1		0		0		0		1

		0.7849665822		0.7985473189		1		1		0		0		0

		0.0782189398		0.3417462691		1		1		1		1		0

		0.5514084292		0.4975737785		1		1		0		0		1

		0.7068086795		0.1170384838		0		0		1		1		1

		0.7289956359		0.9955137791		1		1		0		0		0

		0.4977568896		0.7590868862		1		1		0		0		0

		0.1507919553		0.5084994049		1		0		0		1		0

		0.1565904721		0.5892818995		1		0		0		1		0

		0.0386669515		0.3129673147		1		1		1		1		0

		0.5284585101		0.5494552446		1		1		0		0		0

		0.636097293		0.9718008972		1		0		0		0		0

		0.544389172		0.4874416334		1		1		0		0		1

		0.9760734886		0.1561326945		0		0		0		0		0

		0.3807489242		0.8044373913		1		0		0		0		0

		0.5645924253		0.7194128239		1		1		0		0		0

		0.8626056703		0.3694265572		1		0		0		0		0

		0.2618488113		0.1792352062		1		1		1		1		1

		0.6425366985		0.107882931		1		0		1		1		1

		0.1416364025		0.264046144		1		1		1		1		1

		0.1862239448		0.1702322459		1		1		1		1		1

		0.6105838191		0.6802575762		1		1		0		0		0

		0.0956755272		0.0868251595		1		1		1		1		1

		0.568407239		0.7563402203		1		1		0		0		0

		0.801904355		0.8153019807		1		1		0		0		0

		0.890621662		0.1203039644		0		0		1		0		1

		0.1575060274		0.0870693075		0		1		1		1		1

		0.0143436995		0.0666219062		0		1		1		1		1

		0.9616687521		0.9586169012		0		1		0		0		0

		0.9094821009		0.7684255501		0		1		0		0		0

		0.9470809046		0.9741508225		0		1		0		0		0

		0.2150334178		0.9922482986		1		0		0		0		0

		0.2619098483		0.8460646382		1		0		0		1		0

		0.8238776818		0.4706564531		0		0		0		0		0

		0.9765617847		0.0589312418		1		0		1		0		0

		0.6947233497		0.589373455		1		1		0		0		0

		0.6473281045		0.3037812433		1		0		1		0		1

		0.1749626148		0.5450605792		1		0		0		1		0

		0.4678487503		0.1486251411		1		1		1		1		1

		0.6139408551		0.6301767022		1		1		0		0		0

		0.0397656178		0.8514664144		0		0		0		1		0

		0.5484786523		0.8009582812		1		1		0		0		0

		0.2937406537		0.7223426008		1		0		0		1		0

		0.2422864467		0.1847590564		0		1		1		1		1

		0.5921506394		0.940397351		1		0		0		0		0

		0.8597979675		0.6834620197		1		1		0		0		0

		0.5445417646		0.2320322275		1		1		1		1		1

		0.0560319834		0.3282570879		1		1		1		1		0

		0.5674001282		0.3170262764		1		1		1		1		1

		0.264168218		0.5431989502		1		1		0		1		0

		0.7192602313		0.528153325		0		1		0		0		0

		0.4608294931		0.9728385266		1		0		0		0		0

		0.8423108615		0.5110934782		0		1		0		0		0

		0.6919461653		0.0306405835		1		0		1		1		1

		0.5421613208		0.4105349895		1		1		1		1		1

		0.1391338847		0.8246711631		1		0		0		1		0

		0.0364696188		0.4489577929		1		0		1		1		0

		0.0085757012		0.6158024842		0		0		0		1		0

		0.4041871395		0.3041474654		1		1		1		1		1

		0.0231940672		0.4661091952		0		0		1		1		0

		0.2662129582		0.1918393506		1		1		1		1		1

		0.7999206519		0.2325510422		0		0		1		0		1

		0.4292733543		0.0597857601		1		0		1		1		1

		0.8925443281		0.5626697592		1		1		0		0		0

		0.5234534745		0.7991882076		1		1		0		0		0

		0.7822504349		0.0484328745		1		0		1		0		1

		0.165746025		0.8800622578		1		0		0		1		0

		0.5964842677		0.194860683		1		0		1		1		1

		0.6796166875		0.3167821284		1		0		1		0		1

		0.8375499741		0.3589281899		1		0		0		0		0

		0.9028901028		0.3698843348		1		0		0		0		0

		0.9021576586		0.3155919065		0		0		0		0		0

		0.1145359661		0.8903164769		1		0		0		1		0

		0.6735435041		0.6071352275		1		1		0		0		0

		0.6121402631		0.7126071963		1		1		0		0		0

		0.9667958617		0.3318277535		0		0		0		0		0

		0.9704580828		0.0032654805		1		0		1		0		0

		0.1090121158		0.5283059175		0		0		0		1		0

		0.513595996		0.9703970458		1		0		0		0		0

		0.4356212043		0.8118839076		1		0		0		0		0

		0.030732139		0.8406323435		1		0		0		1		0

		0.98382519		0.4192632832		1		0		0		0		0

		0.2674947356		0.5103915525		1		1		0		1		0

		0.1644337291		0.3173314615		1		1		1		1		1

		0.2239448225		0.7768181402		1		0		0		1		0

		0.694021424		0.533066805		1		1		0		0		0

		0.7904904324		0.5552537614		1		1		0		0		0

		0.5672170171		0.3600573748		1		1		1		1		1

		0.7527390362		0.9891964476		1		1		0		0		0

		0.3521835994		0.5984679708		1		1		0		1		0

		0.6971037935		0.8590655232		1		1		0		0		0

		0.5888851588		0.4842677084		1		1		0		0		1

		0.8476516007		0.1961729789		1		0		1		0		1

		0.5724967193		0.4644306772		1		1		0		0		1

		0.3661305582		0.5079805902		1		1		0		1		0

		0.302804651		0.4736472671		1		1		1		1		1

		0.1460921049		0.5207068087		0		0		0		1		0

		0.880794702		0.8697470016		0		1		0		0		0

		0.6321604053		0.8461561937		1		1		0		0		0

		0.1336710715		0.6831873531		1		0		0		1		0

		0.6962797937		0.478316599		1		1		0		0		0

		0.7499008148		0.3374736778		1		0		0		0		1

		0.1016876736		0.5264442885		1		0		0		1		0

		0.7049470504		0.4963530381		1		1		0		0		0

		0.5860469375		0.0905789361		1		0		1		1		1

		0.2595904416		0.1944639424		1		1		1		1		1

		0.094882046		0.6861781671		0		0		0		1		0

		0.3115634632		0.9071321757		1		0		0		0		0

		0.1968749046		0.1233558153		1		1		1		1		1

		0.3819696646		0.7160252693		1		0		0		1		0

		0.2117679373		0.247993408		1		1		1		1		1

		0.017731254		0.226905118		1		1		1		1		0

		0.0826441237		0.4499954222		1		0		1		1		0

		0.8914761803		0.3952757347		1		0		0		0		0

		0.5236060671		0.3455916013		1		1		1		1		1

		0.3794366283		0.9167455061		1		0		0		0		0

		0.4737388226		0.5396893216		1		1		0		1		0

		0.8999603259		0.3378398999		0		0		0		0		0

		0.3894772179		0.8744773705		1		0		0		0		0

		0.7921079134		0.5441145054		0		1		0		0		0

		0.4057435835		0.0707113865		1		0		1		1		1

		0.0170903653		0.7812128056		0		0		0		1		0

		0.8975798822		0.1677907651		0		0		1		0		1

		0.4632709738		0.8652607807		1		0		0		0		0

		0.473464156		0.6688436537		1		1		0		0		0

		0.135380108		0.7394024476		1		0		0		1		0

		0.9315775018		0.7971434675		0		1		0		0		0

		0.0103762932		0.0318613239		0		1		1		1		1

		0.2098452712		0.7703482162		1		0		0		1		0

		0.8402356029		0.7724845119		1		1		0		0		0

		0.8620868557		0.4982146672		0		0		0		0		0

		0.6832483901		0.9234900967		1		1		0		0		0

		0.0898464919		0.6105838191		0		0		0		1		0

		0.4452345347		0.8810998871		1		0		0		0		0

		0.863124485		0.2217169713		1		0		1		0		1

		0.2117374187		0.6041444136		1		0		0		1		0

		0.159337138		0.3370769372		1		1		1		1		1

		0.65233314		0.5258339183		1		1		0		0		0

		0.853419599		0.3091219825		0		0		0		0		1

		0.2785729545		0.9048127689		1		0		0		0		0

		0.2889797662		0.2479018525		1		1		1		1		1

		0.8368785669		0.7720877712		1		1		0		0		0

		0.062837611		0.7933896908		0		0		0		1		0

		0.6169011505		0.1299783319		1		0		1		1		1

		0.053254799		0.1548814356		1		1		1		1		1

		0.9578539384		0.5592211676		0		0		0		0		0

		0.223914304		0.8247932371		1		0		0		1		0

		0.7328104495		0.8901638844		1		1		0		0		0

		0.2342600787		0.8719443342		1		0		0		1		0

		0.0929898984		0.0953703421		1		1		1		1		1

		0.3880123295		0.2217169713		1		1		1		1		1

		0.2531815546		0.0585039827		1		1		1		1		1

		0.9505905332		0.8283944212		1		1		0		0		0

		0.599078341		0.376903592		1		1		1		0		1

		0.3669545579		0.1464278085		1		1		1		1		1

		0.898403882		0.8531449324		0		1		0		0		0

		0.4112674337		0.8070925016		1		0		0		0		0

		0.8968169195		0.8328501236		0		1		0		0		0

		0.7993102817		0.9058503983		0		1		0		0		0

		0.0796838282		0.0439466536		0		1		1		1		1

		0.29483932		0.8079165014		1		0		0		1		0

		0.8812524796		0.0945463424		0		0		1		0		1

		0.8418530839		0.8772850734		1		1		0		0		0

		0.1221045564		0.2848292489		0		1		1		1		1

		0.7529526658		0.0358897671		1		0		1		1		1

		0.9568163091		0.8901638844		1		1		0		0		0

		0.4859462264		0.5592822047		1		1		0		1		0

		0.1120029298		0.5705740532		0		0		0		1		0

		0.0394604328		0.014557329		0		1		1		1		1

		0.6974394971		0.0640888699		1		0		1		1		1

		0.4989776299		0.7474288156		1		1		0		0		0

		0.3697927793		0.8189642018		1		0		0		0		0

		0.7643971068		0.8241828669		1		1		0		0		0

		0.1318704794		0.7217932676		1		0		0		1		0

		0.9907223731		0.8350474563		1		1		0		0		0

		0.5474715415		0.5777459029		1		1		0		0		0

		0.7726676229		0.4650715659		1		1		0		0		0

		0.653645436		0.4988860744		1		1		0		0		0

		0.6047547838		0.2389599292		1		0		1		1		1

		0.3514206366		0.856776635		1		0		0		0		0

		0.6480910672		0.3458662679		1		1		1		0		1

		0.5563524277		0.9560838649		1		0		0		0		0

		0.3348796045		0.9505294961		1		0		0		0		0

		0.8900112918		0.0849024934		0		0		1		0		0

		0.8423108615		0.8968779565		0		1		0		0		0

		0.1937620167		0.0984527116		1		1		1		1		1

		0.9665517136		0.2109439375		0		0		0		0		0

		0.6461684011		0.1921140172		1		0		1		1		1

		0.4286629841		0.3082064272		1		1		1		1		1

		0.7649769585		0.0201727348		1		0		1		1		1

		0.1431928465		0.3126010926		1		1		1		1		1

		0.0751670888		0.816583758		1		0		0		1		0

		0.4811243019		0.3931699576		1		1		1		1		1

		0.7245399335		0.6738181707		1		1		0		0		0

		0.0577715384		0.5243690298		1		0		0		1		0

		0.8272652364		0.6364635151		1		1		0		0		0

		0.0780968657		0.5765251625		1		0		0		1		0

		0.8177434614		0.7650685141		1		1		0		0		0

		0.7690359203		0.1426435133		1		0		1		0		1

		0.5952330088		0.8273262734		0		1		0		0		0

		0.9315775018		0.0077822199		0		0		1		0		0

		0.7406537065		0.7722098453		1		1		0		0		0

		0.1429181799		0.6671346171		1		0		0		1		0

		0.5871456038		0.6437879574		1		1		0		0		0

		0.6406445509		0.7994628742		1		1		0		0		0

		0.4252143925		0.0905484176		1		0		1		1		1

		0.4191412091		0.101474044		1		1		1		1		1

		0.6239814447		0.1268349254		1		0		1		1		1

		0.5708487197		0.3903012177		1		1		1		1		1

		0.9496139409		0.3022247993		1		0		0		0		0

		0.402417066		0.3791924802		1		1		1		1		1

		0.8623310038		0.9356975005		0		1		0		0		0

		0.3577684866		0.0337534715		1		1		1		1		1

		0.0732139042		0.5703299051		0		0		0		1		0

		0.2789086581		0.9143650624		1		0		0		0		0

		0.1419415876		0.3048799097		1		1		1		1		1

		0.0359813227		0.4109927671		0		0		1		1		0

		0.3968932157		0.1587878048		1		1		1		1		1

		0.0576799829		0.2773522141		0		1		1		1		0

		0.9585558641		0.1263161107		1		0		1		0		0

		0.7932065798		0.3694265572		0		0		0		0		1

		0.148014771		0.0767540513		0		1		1		1		1

		0.6371349223		0.9959105197		1		0		0		0		0

		0.0613116855		0.156285287		0		1		1		1		1

		0.3487655263		0.785851619		1		0		0		0		0

		0.5908383435		0.8482009339		1		1		0		0		0

		0.4962614826		0.4804834132		1		1		0		1		1

		0.6756492813		0.3474532304		1		1		1		0		1

		0.9579760125		0.5547349467		1		0		0		0		0

		0.0613116855		0.4062318796		0		0		1		1		0

		0.011200293		0.0753196814		0		1		1		1		1

		0.3507797479		0.305978576		1		1		1		1		1

		0.0406506546		0.7015289773		0		0		0		1		0

		0.6276131474		0.1129795221		1		0		1		1		1

		0.3966185492		0.2342600787		1		1		1		1		1

		0.4325693533		0.8734092227		1		0		0		0		0

		0.4353465377		0.6209906308		1		1		0		1		0

		0.3750724815		0.9038361766		1		0		0		0		0

		0.272011475		0.8212836085		1		0		0		1		0

		0.1608325449		0.8339182714		1		0		0		1		0

		0.2779625843		0.4403820917		1		1		1		1		1

		0.3163853877		0.557084872		1		1		0		1		0

		0.8532670064		0.5364543596		1		1		0		0		0

		0.3924375134		0.7460860012		1		0		0		0		0

		0.5059053316		0.5078279977		1		1		0		1		1

		0.9268166143		0.0885036775		1		0		1		0		0

		0.7689443648		0.4667500839		1		1		0		0		0

		0.948545793		0.900143437		0		1		0		0		0

		0.9867854854		0.0055238502		0		0		1		0		0

		0.3041474654		0.2707602161		1		1		1		1		1

		0.5017242958		0.761711478		1		1		0		0		0

		0.5875118259		0.3999145482		1		1		1		0		1

		0.2724387341		0.6880703146		1		0		0		1		0

		0.9542527543		0.2780236213		1		0		0		0		0

		0.4548783837		0.4342783898		1		1		1		1		1

		0.6025269326		0.3698232978		1		1		1		0		1

		0.9778740806		0.7457502976		1		1		0		0		0

		0.2007812738		0.4555497909		1		1		1		1		0

		0.6435743278		0.286629841		1		0		1		0		1

		0.0441908017		0.2869960631		0		1		1		1		0

		0.7850581378		0.7927488021		1		1		0		0		0

		0.220679342		0.214026307		0		1		1		1		1

		0.0112918485		0.9608752709		1		0		0		1		0

		0.5681936094		0.4382152776		1		1		0		0		1

		0.0718405713		0.980529191		0		0		0		1		0

		0.7040925321		0.0493484298		1		0		1		1		1

		0.3713492233		0.1147801141		1		1		1		1		1

		0.9080477309		0.5019684439		1		0		0		0		0

		0.1660206915		0.2360301523		1		1		1		1		1

		0.1396832179		0.6869411298		1		0		0		1		0

		0.9731437117		0.722891934		0		1		0		0		0

		0.97256386		0.2555619984		1		0		0		0		0

		0.2240668966		0.6250495926		1		0		0		1		0

		0.724753563		0.3514206366		1		0		0		0		1

		0.6936246834		0.5017548143		1		1		0		0		0

		0.5686819056		0.4070253609		1		1		1		1		1

		0.7350688192		0.8403881954		1		1		0		0		0

		0.900265511		0.161015656		1		0		1		0		0

		0.8538163396		0.4612262337		1		0		0		0		0

		0.7491378521		0.5522629475		1		1		0		0		0

		0.6496780297		0.8152104251		1		1		0		0		0

		0.5112765893		0.6472670675		1		1		0		0		0

		0.6599932859		0.5799737541		1		1		0		0		0

		0.7849971007		0.2569658498		1		0		1		0		1

		0.1339762566		0.4613788263		1		1		1		1		0

		0.5918149358		0.399365215		1		1		1		0		1

		0.2703024384		0.6062501907		1		0		0		1		0

		0.7632984405		0.2637714774		1		0		1		0		1

		0.9485152745		0.5326090274		0		0		0		0		0

		0.7751701407		0.8337961974		0		1		0		0		0

		0.4860377819		0.9838557085		1		0		0		0		0

		0.8099002045		0.8241828669		1		1		0		0		0

		0.4519486068		0.6128727073		1		1		0		1		0

		0.3290505692		0.0888698996		1		1		1		1		1

		0.0681173132		0.9027069918		0		0		0		1		0

		0.9369182409		0.1556443983		0		0		1		0		0

		0.230201117		0.2295602283		0		1		1		1		1

		0.8157902768		0.0441908017		1		0		1		0		1

		0.6784569842		0.4747764519		0		1		0		0		1

		0.5154881436		0.0235908078		1		0		1		1		1

		0.3503219703		0.0918607135		1		1		1		1		1

		0.3772392956		0.465315714		1		1		0		1		1

		0.4463026826		0.0348216193		1		0		1		1		1

		0.373485519		0.4484694967		1		1		1		1		1

		0.2392345958		0.454054384		1		1		1		1		0

		0.6453138829		0.2730491043		1		0		1		1		1

		0.1597949156		0.5661183508		1		0		0		1		0

		0.5180516984		0.537736137		1		1		0		0		0

		0.1878414258		0.6036561174		0		0		0		1		0

		0.276863918		0.9382610553		1		0		0		0		0

		0.0822779015		0.2513199255		1		1		1		1		1

		0.4832605976		0.442915128		1		1		0		1		1

		0.4797814875		0.4748069704		1		1		0		1		1

		0.1139255959		0.0011597034		0		1		1		1		1

		0.3937498093		0.1481673635		1		1		1		1		1

		0.3029267251		0.4416943876		1		1		1		1		1

		0.1453901791		0.3865779595		1		1		1		1		0

		0.9689016388		0.7161168249		0		1		0		0		0

		0.2571794794		0.9903256325		1		0		0		0		0

		0.1080355235		0.144779809		0		1		1		1		1

		0.3407391583		0.9062166204		1		0		0		0		0

		0.0346079897		0.8208258309		0		0		0		1		0

		0.5100253304		0.1131321146		1		0		1		1		1

		0.3496505631		0.8281807917		1		0		0		0		0

		0.3512375256		0.837366863		1		0		0		0		0

		0.9196752831		0.4311044649		1		0		0		0		0

		0.980529191		0.5044099246		0		0		0		0		0

		0.6463209937		0.8899502548		1		1		0		0		0

		0.2208319346		0.333414716		0		1		1		1		1

		0.3083285012		0.0604266488		0		1		1		1		1

		0.4292428358		0.9802240059		1		0		0		0		0

		0.2569048128		0.4324472793		1		1		1		1		1

		0.0057679983		0.1357768487		0		1		1		1		0

		0.2459181494		0.7643055513		1		0		0		1		0

		0.1153599658		0.4856410413		0		0		1		1		0

		0.1781670583		0.969267861		0		0		0		0		0

		0.6535843989		0.9371929075		1		1		0		0		0

		0.0488296152		0.4099246193		1		0		1		1		0

		0.9881588183		0.5205847346		0		0		0		0		0

		0.8674886319		0.2573015534		0		0		0		0		1

		0.5068208869		0.8699301126		1		0		0		0		0

		0.8397778253		0.0705893124		1		0		1		0		1

		0.5032807398		0.6905423139		1		1		0		0		0

		0.5903500473		0.2537614063		1		0		1		1		1

		0.4321726127		0.119083224		1		1		1		1		1

		0.7078463088		0.5454268014		1		1		0		0		0

		0.064394055		0.3823358867		0		1		1		1		0

		0.3932920316		0.1981872005		1		1		1		1		1

		0.5742973113		0.6610003967		0		1		0		0		0

		0.4937284463		0.0036927396		1		0		1		1		1

		0.0893887143		0.5650196844		0		0		0		1		0

		0.7012848292		0.8195440535		1		1		0		0		0

		0.7346720786		0.1263161107		1		0		1		0		1

		0.1998962371		0.7544785913		1		0		0		1		0

		0.7018341624		0.7155064547		1		1		0		0		0

		0.5404828028		0.6681112094		1		1		0		0		0

		0.3754997406		0.7884762108		1		0		0		0		0

		0.0256660665		0.1411481063		0		1		1		1		1

		0.0473036897		0.8695028535		1		0		0		1		0

		0.3859370708		0.5727408673		1		1		0		1		0

		0.2487868892		0.6768395032		1		0		0		1		0

		0.027497177		0.5609302042		0		0		0		1		0

		0.2350840785		0.7971434675		1		0		0		1		0

		0.6342356639		0.2226325266		1		0		1		1		1

		0.6500137333		0.8150273141		1		1		0		0		0

		0.4039429914		0.6093325602		1		1		0		1		0

		0.9041718802		0.3038422803		0		0		0		0		0

		0.7010406812		0.8745994446		1		1		0		0		0

		0.2971282083		0.5842158269		1		1		0		1		0

		0.4060182501		0.3498641926		1		1		1		1		1

		0.4149601733		0.6561479537		1		1		0		1		0

		0.743919187		0.1848811304		1		0		1		0		1

		0.8345591601		0.2114322336		1		0		1		0		1

		0.8722190008		0.708456679		0		1		0		0		0

		0.6656086917		0.1323587756		1		0		1		1		1

		0.0098574786		0.1664174322		0		1		1		1		0

		0.9619739372		0.3828241829		0		0		0		0		0

		0.3886837367		0.9928891873		1		0		0		0		0

		0.5332804346		0.6984771264		1		1		0		0		0

		0.8080690939		0.2706076235		0		0		1		0		1

		0.1882076479		0.9818720054		1		0		0		0		0

		0.0744956816		0.5375225074		0		0		0		1		0

		0.9407635731		0.8088625752		1		1		0		0		0

		0.1073946348		0.5946226386		0		0		0		1		0

		0.2103335673		0.9527268288		1		0		0		0		0

		0.9916684469		0.4727011933		0		0		0		0		0

		0.5477767266		0.3319803461		1		1		1		1		1

		0.7593005158		0.2131412702		1		0		1		0		1

		0.9173558763		0.2884914701		1		0		0		0		0
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		0.5355693228		0.4646137883
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		0.9262062441		0.0286568804
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		0.4713583789		0.508743553

		0.0037537767		0.3040864284

		0.7260048219		0.9539780877

		0.9018524735		0.3245643483

		0.2724387341		0.2351451155
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		0.5108798486		0.6870937223

		0.946989349		0.932309946
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		0.4322641682		0.214148381

		0.8018127995		0.1310159612

		0.6906338694		0.3987548448
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		0.5118259224		0.5865047151

		0.8244575335		0.7260963775
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		0.8096255379		0.6971648305

		0.299630726		0.4209418012

		0.5984069338		0.9590441603

		0.1467635121		0.4286629841

		0.5862300485		0.9880672628

		0.0061647389		0.2394482253

		0.301004059		0.4585711234

		0.5799737541		0.0718710898

		0.6131168554		0.6820276498

		0.666707358		0.8314157537

		0.4022644734		0.7305825983

		0.4155705435		0.473403119

		0.0938749351		0.953459273

		0.40253914		0.8991668447

		0.595782342		0.2918179876

		0.3103732414		0.0416272469

		0.6663411359		0.2991424299

		0.4929044465		0.2965788751
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		0.7289956359		0.9955137791

		0.4977568896		0.7590868862

		0.1507919553		0.5084994049

		0.1565904721		0.5892818995

		0.0386669515		0.3129673147

		0.5284585101		0.5494552446

		0.636097293		0.9718008972
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		0.3807489242		0.8044373913
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		0.8626056703		0.3694265572
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		0.6425366985		0.107882931

		0.1416364025		0.264046144
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		0.568407239		0.7563402203

		0.801904355		0.8153019807

		0.890621662		0.1203039644

		0.1575060274		0.0870693075

		0.0143436995		0.0666219062

		0.9616687521		0.9586169012

		0.9094821009		0.7684255501

		0.9470809046		0.9741508225

		0.2150334178		0.9922482986

		0.2619098483		0.8460646382

		0.8238776818		0.4706564531

		0.9765617847		0.0589312418

		0.6947233497		0.589373455

		0.6473281045		0.3037812433

		0.1749626148		0.5450605792

		0.4678487503		0.1486251411

		0.6139408551		0.6301767022

		0.0397656178		0.8514664144

		0.5484786523		0.8009582812

		0.2937406537		0.7223426008

		0.2422864467		0.1847590564

		0.5921506394		0.940397351

		0.8597979675		0.6834620197

		0.5445417646		0.2320322275

		0.0560319834		0.3282570879

		0.5674001282		0.3170262764

		0.264168218		0.5431989502

		0.7192602313		0.528153325

		0.4608294931		0.9728385266

		0.8423108615		0.5110934782

		0.6919461653		0.0306405835

		0.5421613208		0.4105349895

		0.1391338847		0.8246711631

		0.0364696188		0.4489577929

		0.0085757012		0.6158024842

		0.4041871395		0.3041474654

		0.0231940672		0.4661091952

		0.2662129582		0.1918393506

		0.7999206519		0.2325510422

		0.4292733543		0.0597857601

		0.8925443281		0.5626697592

		0.5234534745		0.7991882076

		0.7822504349		0.0484328745

		0.165746025		0.8800622578

		0.5964842677		0.194860683

		0.6796166875		0.3167821284

		0.8375499741		0.3589281899

		0.9028901028		0.3698843348

		0.9021576586		0.3155919065

		0.1145359661		0.8903164769

		0.6735435041		0.6071352275

		0.6121402631		0.7126071963

		0.9667958617		0.3318277535

		0.9704580828		0.0032654805

		0.1090121158		0.5283059175

		0.513595996		0.9703970458

		0.4356212043		0.8118839076

		0.030732139		0.8406323435

		0.98382519		0.4192632832

		0.2674947356		0.5103915525

		0.1644337291		0.3173314615

		0.2239448225		0.7768181402

		0.694021424		0.533066805

		0.7904904324		0.5552537614

		0.5672170171		0.3600573748

		0.7527390362		0.9891964476

		0.3521835994		0.5984679708

		0.6971037935		0.8590655232

		0.5888851588		0.4842677084

		0.8476516007		0.1961729789

		0.5724967193		0.4644306772

		0.3661305582		0.5079805902

		0.302804651		0.4736472671

		0.1460921049		0.5207068087

		0.880794702		0.8697470016

		0.6321604053		0.8461561937

		0.1336710715		0.6831873531

		0.6962797937		0.478316599

		0.7499008148		0.3374736778

		0.1016876736		0.5264442885

		0.7049470504		0.4963530381

		0.5860469375		0.0905789361

		0.2595904416		0.1944639424

		0.094882046		0.6861781671

		0.3115634632		0.9071321757

		0.1968749046		0.1233558153

		0.3819696646		0.7160252693

		0.2117679373		0.247993408

		0.017731254		0.226905118

		0.0826441237		0.4499954222

		0.8914761803		0.3952757347

		0.5236060671		0.3455916013

		0.3794366283		0.9167455061

		0.4737388226		0.5396893216

		0.8999603259		0.3378398999

		0.3894772179		0.8744773705

		0.7921079134		0.5441145054

		0.4057435835		0.0707113865

		0.0170903653		0.7812128056

		0.8975798822		0.1677907651

		0.4632709738		0.8652607807

		0.473464156		0.6688436537

		0.135380108		0.7394024476

		0.9315775018		0.7971434675

		0.0103762932		0.0318613239

		0.2098452712		0.7703482162

		0.8402356029		0.7724845119

		0.8620868557		0.4982146672

		0.6832483901		0.9234900967

		0.0898464919		0.6105838191

		0.4452345347		0.8810998871

		0.863124485		0.2217169713

		0.2117374187		0.6041444136

		0.159337138		0.3370769372

		0.65233314		0.5258339183

		0.853419599		0.3091219825

		0.2785729545		0.9048127689

		0.2889797662		0.2479018525

		0.8368785669		0.7720877712

		0.062837611		0.7933896908

		0.6169011505		0.1299783319

		0.053254799		0.1548814356

		0.9578539384		0.5592211676

		0.223914304		0.8247932371

		0.7328104495		0.8901638844

		0.2342600787		0.8719443342

		0.0929898984		0.0953703421

		0.3880123295		0.2217169713

		0.2531815546		0.0585039827

		0.9505905332		0.8283944212

		0.599078341		0.376903592

		0.3669545579		0.1464278085

		0.898403882		0.8531449324

		0.4112674337		0.8070925016

		0.8968169195		0.8328501236

		0.7993102817		0.9058503983

		0.0796838282		0.0439466536

		0.29483932		0.8079165014

		0.8812524796		0.0945463424

		0.8418530839		0.8772850734

		0.1221045564		0.2848292489

		0.7529526658		0.0358897671

		0.9568163091		0.8901638844

		0.4859462264		0.5592822047

		0.1120029298		0.5705740532

		0.0394604328		0.014557329

		0.6974394971		0.0640888699

		0.4989776299		0.7474288156

		0.3697927793		0.8189642018

		0.7643971068		0.8241828669

		0.1318704794		0.7217932676

		0.9907223731		0.8350474563

		0.5474715415		0.5777459029

		0.7726676229		0.4650715659

		0.653645436		0.4988860744

		0.6047547838		0.2389599292

		0.3514206366		0.856776635

		0.6480910672		0.3458662679

		0.5563524277		0.9560838649

		0.3348796045		0.9505294961

		0.8900112918		0.0849024934

		0.8423108615		0.8968779565

		0.1937620167		0.0984527116

		0.9665517136		0.2109439375

		0.6461684011		0.1921140172

		0.4286629841		0.3082064272

		0.7649769585		0.0201727348

		0.1431928465		0.3126010926

		0.0751670888		0.816583758

		0.4811243019		0.3931699576

		0.7245399335		0.6738181707

		0.0577715384		0.5243690298

		0.8272652364		0.6364635151

		0.0780968657		0.5765251625

		0.8177434614		0.7650685141

		0.7690359203		0.1426435133

		0.5952330088		0.8273262734

		0.9315775018		0.0077822199
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		0.0732139042		0.5703299051
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		0.3968932157		0.1587878048
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		0.0613116855		0.156285287
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		0.5908383435		0.8482009339
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		0.0613116855		0.4062318796
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		0.3507797479		0.305978576
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		0.4325693533		0.8734092227
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		0.3750724815		0.9038361766

		0.272011475		0.8212836085

		0.1608325449		0.8339182714

		0.2779625843		0.4403820917

		0.3163853877		0.557084872
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