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ABSTRACT: This paper deals with the teaching combinatorics using games or puzzles.
This games could be used in Primary school as in Secondary school by changing
problem to a difficult or simple one or by extending it whenever possible to a general
problem. When presented it to enthusiastic children hungry for challenges, these puzzles
can teach a lot about logical thinking, while providing amusement.

1. UVOD

Kombinatorika je ta Cast matematiky, sktorou sa stile trapia Ziaci
zékladnych a strednych $kol a niekedy aj ich ucitelia. Je to preto, ze
kombinatorika si vyzaduje urCiti uroven kombinatorick¢ého myslenia
ziakov. Toto myslenie sa musi kontinudlne rozvijat uz od prvej triedy
ZS, na &o sa Casto zabuda. S potrebou riesit’ kombinatorické problémy sa
stretavame v kazdodennom zivote. UZ rano uvazujeme, ¢o si ,,mozZzeme
dat™ na ranajky, ¢o si obleCieme, akou najblizSou cestou sa dostaneme na
miesto stretnutia, ¢i sa dovolame prietel'ovi, ak sme zabudli poslednu
cislicu jeho telefonneho c¢isla, je mozné, ze vyhram, ked si kapim 16s, ¢i
sa mozem spolahnuit, ze nikto nepreCita moje e-maily. Z vysSie
uvedeného vyplyva ddlezitost pripravy ziakov na rieSenie
kombinatorickych problémov. Ulohou ug¢itela je najst o mozno
najlep$iu metdodu budovania kombinatorického myslenia u deti, najprv
bez pouzivania kombinatorickych pojmov. Ziaci vedia riesit
kombinatorické hry, hlavolamy ¢i rébusy ovela skor ako poznaja
kombinatorické pojmy. Hra sa meni v tazka alebo I'ahku v zévislosti od
pravidiel, ktoré pre hru ur¢ime. Takto mozno tu istd hru prispdsobit
roznym vekovym kategoéridm Ziakov, a tiez urovni ich poznatkov. Ak su
hry spéjané s pribehmi, tieto pribehy poukazuju na to, ako moéze byt



abstraktny matematicky objekt spojeny so situdciou zkazdodenného
Zivota.

Ciel'om tychto aktivit je rozvijanie kombinatorického myslenia u Ziakov
prostrednictvom rieSenia problémov (problem-solving), a tym im
poskytnut’ prilezitost’ na rozvijanie matematickych zru¢nosti.

Mliekarov problém

Mliekar ma k dispozicii 5-litrovy a 3-litrovy dzbén a dostato¢né
mnozstvo mlieka. Ako odmeria presne 4 litre mlieka?

Problém dzbénov a jeho variacie su zndme uz od 13. storo¢ia. Ponikame

jednu z ciest ako vyrieSit’ tento problém:

Napliime 5-litrovy dzban. Prelejme zneho 3 litre do 3-
litrového dzbana, takze nam zostanu 2 litre v 5-litrovom
, dzbane. Vyprazdnime 3-litrovy dzban a prelejme do neho
. 2 litre z5-litrového dzbana. Napliime 5-litrovy dzbén

a odlejme zneho 1 liter do 3-litrového dzbana, doplniac

1 ho. Tak sme dostali 4 litre v 5-litrovom dZzbane.
|

L Tento problém moZeme rozsirit arieSit’ podobny: Ako
odmeriame 1 liter? A ¢o ak méame k dispozicii 9-litrovy a 4-litrovy
dzban? Moézeme v takom pripade odmerat’ 'ubovolny objem od 1 do 13
litrov? Ak tieto problémy zadame zanietenym detom ,hladnym* po
zmene, mozu prezradit’ vel'a o logickom mysleni pri zabave.

Mobzno zadat’ aj vSeobecny problém: Mame dostatoéné mnozstvo vody
a dve naddoby o objeme X a Z litrov (X je vicSie ako Z). Ukézte, ako
mozno dostat’ prave Y litrov vody (Y je mensSie alebo rovné X) v jednej
nadobe. Tento problém mozno tiez zovSeobecnit’ na n nadob.

Thomas J. Pfaff a Max M. Tran ponukaju rieSenie zovSeobecneného
problému dvoch nadob: Dokazali, ze ak X a Z su nesudelitelné (t.].
nemaju iné¢ho spolo¢ného delitel'a okrem 1) moézeme dostat’ 'ubovolny
objem litrov od 1 po X+Z. Napr. ak sa vratime k ndSmu poévodnému
problému, 5 a 3 maju jediného spolo¢né¢ho delitel'a atym je 1, teda su
nesudelitel'né a teda moézeme odmerat’ 'ubovol'ny objem od 1 do 8 litrov.
Podobne 9 a 4. Tiez je mozné napr. pouzitim 5- a 12- litrovej nddoby
ziskat’ T'ubovol'ny objem vody od 1 do 17 litrov.



Ukazeme priklad, ako Pfaffov a Transov algoritmus pracuje ak
pouzijeme 5- a 12- litrova nddobu. Aby sme dostali mnozstvo vody od 1
do 4-och litrov, dajme na zaciatku 10 litrov vody do 12-litrovej nadoby.
Napliime 5-litrovia nddobu a dopliime 12- litrovu do plna. Zostani nam 3
litre v 5-litrovej nadobe. Vlejme ich do vyprazdnenej 12-litrovej nddoby.
Pridajme eSte 5 litrov adostaneme eSte 4 litre volného priestoru.
Naplnme eSte raz 5-litrovii naddobu a doplnenim 12-litrovej ndm v nej
zostane prave 1 liter.

Ako mézeme vidiet, bez takéhoto zovSeobecnenia rieSenie podobného
problému moze byt namahavé.

Ako odmeriame prave 4 litre pouzitim len 6-litrovej a 3-litrovej nadoby?
Samozrejme, ako vidiet’, tento problém nema rieSenie.

U menSich deti moZno tito tlohu riesit’ 1 prakticky, napriklad zadelenim
deti do druzstiev a sut’azenim, ktoré druzstvo ako prvé vyriesi Mliekarov
problém a nameria urceny pocet litrov. Takto sa aj menej bystré deti
mozu zapojit tym, ze vyuzijeme ich praktické zru¢nosti, ateda sa
podiel’aju na rieSeni ulohy spolu s inymi. Samozrejme, zadanie ulohy je
potrebné menit’ vzhladom na vek deti alebo Studentov aich doterajSie
vedomosti.

Kizavé dukaty

Tato hra je zalozend na geometrickom usporiadani minci, pricom

prechadzame z jednej konfiguracie usporiadania minci do inej kizanim

minci popri dodrziavani danych obmedzeni ana ¢o najmenej tahov.

Jeden klasicky hlavolam napriklad zacina usporiadanim

m 5 ﬁ dukatov tesne pri sebe do kosodlznikového

tvaru, pricom mame dva rady o troch

dukatoch. Cielom je vytvotit’ znich kruh tak,

ze ak by sme mali siedmy dukat

ﬁ — ? umiestneny v strede, ostatnych Sest by

bolo usporiadanych tesne okolo neho.

Obmedzenie je v tom, Ze pri kazdom

> tahu musi dukét prekiznut' do takej

novej pozicie, kde sa dotyka dvoch inych minci. Vedeli by ste
vyrieSit’ tento hlavolam na tri tahy? Mozno to urobit’ 24-mi spdsobmi.



Ina uloha by bola vytvorit’ z kruhového usporiadania trojuholnikové. Co
tak skusit’ to na dva tahy? Alebo preusporiadat’ trojuholnik pozostavajuci
zo Siestich dukétov do radu na sedem t'ahov?

Dalsi  hlavolam  zaina  podobne. Vychadzame z
trojuholnikového usporiadania dukatov
a ulohou je previest’ ho na trojuholnik —_—

oto¢eny ,hore nohami“, pricom

podmienkou je, aby dukdt po tahu vzdy susedil sdvoma
d’alsimi.

Pri trojuholniku pozostavajucom ztroch dukétov je to I'ahko mozné na
jeden tah. Pri trojuholniku zo Siestich dukatov potrebujeme dva tahy
atri tahy pri trojuholniku zdesiatich dukatov. A ¢o pri trojuholniku
z patnastich dukatov? Tu potrebujeme na ,,prevratenie trojuholnika pét
tahov.

Vo vSeobecnosti, najmenSi pocet tahov potrebnych ku invertovaniu
trojuholnika dostaneme delenim poctu minci tromi, zanedbajtic zvysok.

Podobne mdézeme postupovat zaddvanim zlozitejSich tloh, alebo
mozeme priamo vyuzit predstavivost’ ziakov anechame ich vytvarat
podobné tlohy spolu s pravidlami, napr. na domacu ulohu, ana d’alSej
hodine ich budi =zadavat svojim spoluziakom. NajnapaditejSie
hlavolamy vyhodnotime, atym Zziakov motivujeme ku zapdjaniu sa,
pri¢om si cvicia zabavnou formou myslenie.

Zavizovanie Snurok na topankach

Aky je najlepsi sposob ako si
zaviazat" Snurky na topankach?
Tato zdanlivo jednoducha otdzka
zakorenenda v nasom kazdodennom
zivote moze jednoducho
vyprovokovat  vasniva  diskusiu
nabadat k matematickej odozve.
Mame najmenej tri bezné spdsoby pri
zavizovani Snurok, ako mozno vidiet’
aj na obrazku: (zl'ava) americky alebo
Standardny cik-cak, eurdpsky priamy arychly obchodovy. Aky sposob
pouzivame zavisi od réznych faktorov, pocnuc estetickym -citenim,
efektivnostou alebo jednoducho od toho, aky spdsob sme sa naucili.
Samozrejme rozne sposoby vyzaduju aj rézne dizky $nurok. John H.




Halton pri rieSeni problému ako ndajst ,najlepSi“ spdsob Snurovania
topanok postupoval tak, ze uvazoval o tomto probléme ako o Specidlnom
pripade klasického predavacovho problému, v ktorom predava¢ musi
navstivit vSetkych zékaznikov vich domdcnostiach a potom sa vratit
domov, tak aby preSiel ¢o najkratSiu trasu a pritom navstivil vSetky
domacnosti prave raz.

V naSom Specidlnom pripade je naSou ulohou ngjst’ najkratSiu cestu z
vrchnej $nurovacej dierky na jednej strane do vrchnej Snurovacej dierky
na strane druhej tak, Ze prechadzam kazdou prave raz.

Matematickym modelovanim mozno tento pripad idealizovat’ tak, ze
Snurku budeme povazovat za Ciaru nulovej hribky adierky za body
priestoru usporiadané rovnomerne v dvoch radoch. Potom je mozné
vypocitat dizku $nurky na zéklade &isla n predstavujiceho podet parov
dierok, vzdialenosti d medzi nimi a vzdialenosti g medzi medzi
koreSpondujticou l'avou a pravou dierkou (alebo jednoducho odmeranim
u ziakov, ktori na vypocet eSte nemaji osvojeny dostatoény matematicky
aparat). Uvazujuc naSe tri zname spOsoby Snurovania Halton zistil, Ze ak
n je rovné aspon 4, najkraSie Snurky st vzdy pri americkom $nurovani,
nasleduje eurdpske a nakoniec obchodové. Pre n=3, americké zostavaju
najkratSie, ale eurdpske st rovnako dlhé ako obchodové.

Ak vSak uvazujeme Snurovania, kde Snurka
N nemusi prechadzat' striedavo pravou
a lavou dierkou, existuji aj kratSie cesty
ako mozeme vidiet’ na obrazku, avsak ich
efektivnost ¢i spolahlivost’ v takomto
pripade nemoZno zarucit. Posledny priklad
je Polsterov model Snurovania, tzv.
»,motylikovy“ spdsob, zriadka pouzivany
ale vyzadujaci najkratsiu Snurku. Polster Specifikoval, ze $ntrka prejde
kazdou dierkou prave raz aze kazda dierka prispieva ku pritiahnutiu
oboch stran topanky.
Tento model odhal'uje, ze existuje vela spOsobov uviazania S$nurok
v zavislosti od poctu dierok a podmienok, aké na viazanie mame.
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