O jednej metode dokazov v elementarnej analyze
vyuzivajucej lokalny a aditivny systém intervalov
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ABSTRACT: One new untraditional method of proofs in elementary analysis is
presented in the contribution. This method emploies a notion of local additive class of
intervals. Advantages of this method are illustrated on samples of proofs of several
theorems in elementary analysis.

1. UVOD

Elementarna analyza v podstatnej miere vyuZziva spojité usporiadanie
mnoziny redlnych ¢isel R. Dokazy kliCovych viet elementarnej analyzy su
zalozené na existencii suprema (infima) zhora (zdola) ohranicenej vhodne
uvazovanej neprazdnej podmnoziny mnoziny R. V poslednych troch
desatroCiach sa vSak vyvinulo niekol’ko Specidlnych metdéd dokazovania
zakladnych viet elementarnej analyzy. Podstatné myslienky tychto metod su
uvedené v pracach P. Shanahana [2], H. Leinfeldera [1], B.S. Thomsona [5]
a T. Salata [3], [4]. Zmyslom tohto usilia bolo urobit dokazy viet
elementarnej analyzy ¢o najjednoduchSie. Tieto metddy prakticky
nepouzivaju ani jeden zo znamych principov, ktoré st



ekvivalentné so spojitym usporiadanim mnoZiny R (napriklad: kazda
ohrani¢end monoténna postupnost’ realnych ¢isel ma v R limitu; princip do
seba zapadajicich uzavretych intervalov; kazdd nekonecnd ohrani¢ena
mnoZina realnych ¢isel md v R aspont jeden hromadny bod; Cauchy-
Bolzanovo kritérium konvergencie postupnosti; kazd4d ohranicena
postupnost’ redlnych c¢isel ma aspont jednu ¢iselni hromadnii hodnotu;
princip indukcie v kontinuu R atd’.) i ked’ samozrejme z nich vyplyvaju. Co
sa tyka pochopenia je pojmovo snad najvhodnejSia a najjednoduchsia
metdda vyuzivajuca pojem lokalneho a aditivneho systému intervalov. Jej
pouzitie je zaloZzené na hlavnej aplikacnej vete, ktorej dokaz je vcelku
jednoduchy.

2. LOKALNY A ADITIiVNY SYSTEM INTERVALOV

Majme pevny interval (ab). Systém I' uzavretych podintervalov
intervalu (a,b) nazveme lokalny aditivny systém, ak plati:

(a1) kazdy bod xe(a,b) je vnlitornym bodom nejakého intervalu /(x)

patriaceho do systému I;

(a2) existuju body c,de{a,b) tak, ze (a,c), (d,byeT};

(b) ak ]1 ,IZEF a ]1ﬁ12 * @, tak 11U12 erl.
Predpoklady (ai), (a,) charakterizujii lokdlnost’ systému I' a podmienka
(b) charakterizuje aditivnost’ systémuI".

Priklad 1. Nasledujice mnoziny I' su lokalne aditivne systémy
podintervalov intervalu (a,b):
(1) Nech a=xo< x1< ...< x,=b,
I'={{xi,x); 1,j€{0,1,...,n}, i<j}.
(2) Necha< bi< b<..< b, =b,
I'={{a,b1).(a,bs),....{a,by)}.
() I'={xy); ey) < (ab)}.
Vratme sa teraz k definicii lokélneho aditivneho systému intervalov.

Hlavnou aplika¢nou vetou, ktord budeme vyuzivat’ pri dokazoch viet z
elementarnej analyzy, je nasledujice tvrdenie.

Veta 1. Pre kazdy lokalny aditivny systém I uzavretych
podintervalov intervalu (a,b) plati, ze (a,b)el.



Dokaz. Nech T je lokélny aditivny systém podintervalov intervalu (a,b).
Ukéazeme, ze existuju Cisla ¢,de{a,b), ze d< c a {a,c), {(d,b)el". Potom uz
(a,c) U (d,b) =(a,bye T'. Postupujme nepriamo. Nech by také cisla c,d
neexistovali. Potom sup{xe(a,b); (ax)el'}=o< b. Cislo o sa nemdze
rovnat’ Cislu b, pretoze z rovnosti o= b a existencie intervalu (d, ,byel’
by vyplyvalo, ze existuje bod ¢; s vlastnostami di< ¢; < b, {(a,ci)el.
Potom ¢;, d, by boli body, ktorych existenciu sme vylucili. Na druhej
strane k o existuje interval (c,, d»)el’, priCom o je jeho vnitornym
bodom. K ¢, existuje také x, ze c:< x a (ax)el'. Odtial’ uz vyplyva, ze
(a,dr)el’, ¢o je spor s definiciou ¢isla a.

Pre Tubovolni mnozinu X symbol P(X) bude oznaovat mnozinu
vSetkych podmnozin mnoziny X. Veta 1 nie je ekvivalentna so spojitym
usporiadanim mnoziny R. Ukazuje to nasledujuici priklad.

Priklad 2. Vezmime za zakladni mnozinu mnozinu raciondlnych
¢isel Q. Budeme uvazovat’ intervaly racionalnych cisel. Teda pre a,feQ,
a<p, bude v tomto priklade symbol (o) oznacovat mnozinu vsetkych
racionalnych ¢isel x, pre ktoré plati a< x <p. Vezmime pevne taky
interval (a,3). Nech a je také iracionalne Cislo, ze a< a <. Nech

I'={{a,1)eP(Q); yeQ A y< ay I {{(y.p)eP(Q); yeQ A a<yj.
Lahko nahliadneme, ze I' je lokalny aditivny systém racionalnych
podintervalov intervalu (o), ale (a,,B)¢I".

Este treba poznamenat’, Ze v definicii lokalneho aditivneho systému
nie je mozné zjednoduSene zamenit’ podmienku (b) za podmienku

(b") ak I, ,Lel' al,, L, maja spolo¢ny jeden bod, potom /; UL, €T,
aby zostala v platnosti veta 1. Ukazuje to nasledujtci priklad.

Priklad 3. Nech I'={(0,1),(1,2),{0,2),(1/2,3)}. Systém I'" je lokélny a
spiiia podmienku (b"), ale (0,3)¢I".

3. APLIKACIE LOKALNYCH ADITIVNYCH SYSTEMOV



Vetu 1 mozno s uspechom pouzit’ na jednoduchsie dokazy viacerych
zékladnych viet matematickej analyzy, ktoré maju ,,aditivny charakter®.
Pod aditivnou vlastnostou myslime taku vlastnost’ funkcie, ktorti ak ma
na intervaloch (xo,x1), {x1,x%2), ..., (Xn1 ,Xn), NEN, tak ma tato vlastnost’
funkcia aj na intervale (xo ,x.). Takymito vlastnostami st napriklad
ohrani¢enost’, monotonnost(rovnakého druhu), nadobudanie maxima a
minima, rovnomerna spojitost, integrovatelnost’ a d’alSie. Samozrejme,
ze uvedeni metodu mozno pouzit' aj v inych situdciach. Ukazeme, ako
mozno tymto jednotiacim principom dokéazat’ nasledujice zndme vety z
elementarnej analyzy:

(A) Kazda funkcia spojitd na uzavretom intervale nadobiida na tomto
intervale najvacsiu hodnotu.

(B) Nech funkcia f je spojitd na intervale (a,b) a f(a).f(b)< 0. Potom
existuje také xoe( a,b), Ze f{xo)=0.

(C) Kazda nekonecna ohrani¢end mnozina realnych cisel M mé v R
aspon jeden hromadny bod.

(D) Kazda ohrani¢ena postupnost’ redlnych ¢isel mé aspon jednu ¢iselnu
hromadnt hodnotu.

(E) Ak funkcia f ma v kazdom vnutornom bode intervalu {(a,b) vlastné
limity zl'ava 1 sprava a v bode a(b) ma limitu sprava(zl'ava), tak funkcia
fja na intervale {(a,b) ohraniCena.

Dokaz vety (4). Postupujme nepriamo. Nech neplati tvrdenie vety. Potom
ku kazdému xe{a,b) existuje také x'e{a,b), ze f(x)< fix"). Zo spojitosti
funkcie f'vyplyva, Ze existuje také okolie V(x) bodu x, Ze pre kazdé te V
(x) plati  flr)< fix'). To nam umoziuje uvazovat takyto systém
intervalov:
I'={{c,dyeP({a,b)); Vxe(c,d) fix)<fla)pre nejaké ae(a,b)}.

Z predchadzajucej uvahy vyplyva, ze I' je lokdlny systém podintervalov
intervalu (a,b). Systétm I je aj aditivny. Nech intervaly Li=(c1,d>),
L=(c»,d>) patria do I a nie su disjunktné. Potom pre kazdé xe{ci,d\) f(x)
< flou) pre nejaké ae(a,b) a pre kazdé xe{c,,db) fx)< flow) pre nejaké
oz€{a,b). Z uveden¢ho vyplyva, Ze [jUl, je uzavrety interval a pre
kazdé xel,Ul, plati fix)< max{flo.), floo)}, teda LuLel. Z vety 1
dostavame, ze (a,b)el’, ale potom existuje také ae(a,b), ze pre kazdé
xea,b)y fix)< fla), teda Specialne fla)< fla), €o je spor.



Dokaz vety (B). Z predpokladu fla).f(b)< 0 vyplyva, zZe Cisla fla), f(b) st
opacného znamienka. Postupujme nepriamo. Nech pre kazdé xe(a,b)
plati f(x) # 0. Nech I'={(c,d)eP({a,b)); hodnoty funkcie f nemenia na
intervale (c,d) znamienko}. Zo spojitosti funkcie f vyplyva, ze I" je
lim /(%) | tak

lokalny system. Napriklad, ak xoe(a,b) a 0< flx)) = 50
funkcia f nadobuda kladné hodnoty v nejakom okoli bodu x,. Teda
existuje interval {c,d) tak, Ze xoe(c,d) a funkcia f nadobuda na {c,d) len
kladné hodnoty. Zrejme systém I” je aditivny. Z vety 1 tak dostavame, ze
(a,b)eTl’, teda f(a), f(b) su rovnakého znamienka, Co je spor.

Dokaz vety (C). Nepriamo. Nech M je nekonecna a ohrani¢end mnozina
realnych ¢isel, ktord nema hromadny bod. Zrejme existuju ¢isla a,b tak,
ze Mc(a,b). Nech I je systém vSetkych takych podintervalov intervalu
(a,b), ktoré maji s mnozinou M kone¢ny prienik. Systém I' je zrejme
aditivny. Ku kazdému xe(a,b) existuje interval {c,d)el tak, ze xe(c,d),
pretoze v opa¢nom pripade by bol bod x hromadnym bodom mnoziny
M. Podobne je to aj s bodmi a,b. Teda I je aj lokalny systém. Z vety 1
vyplyva, Ze {(a,b)el’, ale potom {a,b) N M = M je konecnd mnoZina, ¢o
je spor.

Doékaz vety (D). Nech (an)jzl je ohranicena postupnost’. Nech a,heR a

pre kazdé neN a< a, < b. Dokaz vety prevedieme nepriamo. Nech dana
postupnost  nema  hromadni  hodnotu.  Uvazujme  systém
I'={{c,d)eP({a,b)); {neN; a,e{c,d)} je kone¢na}. Lahko nahliadneme, ze
I" je aditivny systém. I je aj lokalny systém, pretoze Ziaden bod a.e(a,b)
nie je hromadnou hodnotou danej postupnosti, teda k ae(a,b) existuje
(c,d)eTl tak, ze a je vmitornym bodom intervalu {c,d). Podobne je to i s
bodmi a,b. Potom z vety 1 mame, ze (a,b)el’, ale to znamend, Ze
mnozina {neN; a,€(a,b)} je konecnd, €o je spor.

Dokaz vety (E). Nech I'={{c,d)eP({a,b)); f je na {(c,d) ohraniena}. Je
zrejmé, ze I' je aditivny systém. Ukazeme, ze I' je aj lokdlny systém.
Nech  xoe(ab), }ij}c} (x) =a, }ernof(x) =B, o,B €R. Potom

napriklad k ¢islu 1 existuju také intervaly (xo-01, Xo), (Xo,X0+02), 8:>0,



i=1,2, ze pre kazdé xe(xo-d1,x0+9,) plati :min{f(xo), a—1, B—1} < fix) <
max {f(xo), o+1,p+1}.

Teda existuje interval {(c,d) < (a,b), ze xoe(c,d) a f je na intervale (c,d)
ohrani¢end. Podobne sa postupuje, ak x¢=a, xo=b. Z vety 1 opit
dostavame, Ze (a,b)el a teda fje na (a,b) ohranicena.

ZAVER

K hlbsiemu pochopeniu kazdej matematickej teorie urcite prispieva aj
to, ked’ sa objastiuje z rdéznych stran, ked’ sa vedu diskusie o roznych
dokazoch urcitych viet. Takto sa taktiez réznymi spdsobmi upeviluju
vedomosti a trénuji matematické zrucnosti. Prikladom takéhoto postupu
je vyuzitie lokalneho aditivneho systému, ktory poskytuje jednotiacu
metodu dokazovania mnohych viet z elementarnej analyzy.
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