Pojeti bodu a jeho vztahu k primce:

komparace fylogeneze a ontogeneze
Magdalena Prokopova, Petr Rys

ABSTRACT: A4 point and a straight line are fundamental objects of Euclidian geometry which is taught at
basic and secondary schools. Philosophers meditated on the nature of a point and a straight line long before
Euclid (from the 6" century BC). But it was Euclid (about 325 - 265 BC) who delimited the concept of a point
and a straight line (and others) in the First book of his Elements (Stocheia) by means of a definition. The
phylogenesis of a point and its relation to a straight line is marked out by names such as Viete, Kepler, Leibniz,
Newton, Bolzano and Cantor.

Students meet the concept of a point before they start to create their geometrical structures. Our analysis
will try to show that there is a strong parallel between the ontogenetic and phylogenetic aspects of the conception
of a point and its relation to a straight line, a ray and/or a segment.

Historicky vyvoj pojmu bod

Hlavnim problémem fecké matematiky v 6. a 5. stoleti pfed nasim letopoctem byly
konstrukéni problémy. Pomalu se zacinaji vytvafet geometrické struktury a upfesiiuji se
nazory na to, co je a co neni pii konstrukci povoleno. Pojem bodu a pfimky se postupné
zptesiiuje. Pozornost se postupné presouva od feSeni konkrétnich problémi kidealnim
objektiim.

Pythagoras (580 — 500 pft. n. 1.) definuje, podle Prokla, bod jako monadu, kterd ma pozici.
Bod je takova jednotka, kterd ma umisténi. Pythagorejska Skola chape prostor jako souhrn
bodd. [Struik 1963, 42]

Parmenides (z Eley, kolem 530 — 470 pt. n. l.) uvazuje nad tim, jak je svét poznatelny.
Srovnava smyslové a intelektualni poznani, napt.: Co je to bod? TeCka na papiru? Nebo je
te¢ka jen modelem bodu? Cara namalovana na papiie neni realnym geometrickym objektem,
je to jen jakysi model, pouhy obraz. [Hejny 1985, 50 — 51]

Zenon (z Eley 490 — 430 pf. n. 1.) ve svych aporiich mistrovsky ukazuje konflikt mezi
smyslovym vnimanim a mys$lenkovou abstrakci a idealizaci.

Pravdépodobné jako rekce na Zenonovy aporie rozviji Demokritos (470 — 360 pi. n. 1.)
svlij matematicky atomizmus'. Tato teorie pfedpoklada existenci nedélitelné jednotky, ktera
ma nenulovou velikost. Tuto jednotku nelze rozdélit nekoneénym délenim na ideélni
geometricky objekt. VSechny matematické objekty maji své piimé hmotné vzory: idealni
matematicky bod ¢i pfimka pro Demokrita neexistuji. [Drabek 1998, 175]

Aristoteles (ze Stageiry, 384 — 322 ptf. n. 1) srovnavéa jednotku a bod jako monady,
pfi¢emz prvni z nich nema pozici a druhé ano. [Hejny 1985, 68]

Na zéklad¢ Platonovy (427/8 — 347 pt. n. 1.) filozofie ideji Eudoxos (z Cnidy, 408 — 355
pf. n. 1.) formuluje svou myslenku spojité geometrie, kterou dovedl Euklides ve své praci
k dokonalosti. Euklides definuje bod nasledujicim zplisobem: ,,Bod je to, co nemé dilu.” Své

! Demokritova myS$lenka matematického atomu byla pozdgji vyuzita v matematické analyze napf. Vietem a
Keplerem v 16. stol.



definice formuluje pfesné podle zasad Aristotelovy filosofie. Bod ale vysvétluje v souladu
s Platonovou filosofii svéta ideji. Tedy idea cCasti neni pfitomna videji bodu. Umisténi
pfislusi pouze ideji konkrétniho bodu. Euklides déale uvadi: ,,Hranicemi ¢ary jsou body.*
Piimku definuje’ takto: ,,Cara je délka bez $ifky.“ a ,,P¥imé je ¢ara (pfimka), ktera svymi
body tahne se rovné*. Euklides nezdlraziuje spojitost ¢ar (a jinych objektli). Pravdépodobné
ji povazuje za samoziejmou. Vysvétluje to jeho prvni postulat: ,,Budiz ukolem od kteréhokoli
bodu ke kterémukoli bodu vésti piimku.” Druhy postulat tika: ,,A pfimku omezenou
nepfetrzité¢ rovné prodlouziti“. Tady Euklides chdpe pfimku jako potencidlné nekonec¢nou,
spojitou a ,,obsahujici* body.

Védci 16. a 17. stoleti, jako Kepler, Viete, Cavalieri nebo Torricelli rozviji metody, které
vedlou k infinitesimalnimu kalkulu. Vraci se k mySlence Demokritova atomizmu. Cavalieri
pouziva teorii indivisibilii (v Geometria indivisibilius continuorum, 1635), kde pfimka je
vytvoiena pohybem bodu. [Struik 1963, 96]

Descartes objevuje analytickou geometrii (v Géométrie, 1637) a zaCina vyuZivat algebru
pro feseni geometrickych problému. Ale soufadnice jako takové zavadi az Leibniz.

Teorie mnozin pfinesla novy pohled na vSechny geometrické objekty a nabidla idealni
objekt pro zkoumani pojmu nekonecna.

Fenomény fylogeneze pojmu bod
Analyzou historického vyvoje chapani bodu a jeho vztahu k pfimce jsme identifikovali
nasledujici jevy jejich vymezeni.
= odhlédnuti od konkrétniho obrazku
= prechod od realnych objekti k idealnim
* urceni pozice
= velikost a pozice
* malost
= jednotka prostoru
* izolovanost
* materialita
* nedélitelnost
= konec cary
= algebraicky popis (souradnice)

Analyzou vypovédi studentli se pokusime popsat jevy chdpani bodu pravdépodobného
ontogenetického vyvoje.

Metodologie
Ve standardizovanych rozhovorech se 16 zaky a studenty ve véku 9 az 18 let byly pouzity
nasledujici problémy:
1. Co je to bod?
2. M¢jme tse¢ku AB. Rozdélme ji bodem C v poméru 2:3. Rozdél ji na dvé casti
pravé v bod¢ C. Jaké objekty vznikly? Které body jsou hranicni?
3. Zkolika bodi se skladéa piimka (poloptimka, usecka)?

Rozhovory jsme vedli bud’ sjednim studentem nebo v pfipadé¢ druhého problému se
dvémi nebo tiemi studenty najednou. V dopliujicich otdzkach o velikosti a tvaru bodu,
nejkratS$i vzdéalenosti mezi dvémi riznymi body a divodech jednotlivych odpovédi jsme
pouzivali stejné vyrazy, které uvedli respondenti v prub¢hu rozhovoru. VSechny rozhovory
byly nahrény na diktafon a pozd¢ji prepsany.

2 Eukleides uziva pojem eutheia pro piimku, poloptimku i usecku. Jestlize potiebuje zdliraznit kone¢nost &ary,
uziva pojem peperasmenes a pro nekone¢nou ¢aru uziva pojem ep apeiron.



Ukéazka rozhovorii a naSe komentare
Z protokolll rozhovorl jsme vybrali nasledujici ¢asti, které mohou ilustrovat ur€ité jevy
chépani pojmu bod a jeho vztahu k ptimce zkoumanych respondentt.
Rozhovor 1: Jakub, 12 let
E27: Takze, ma bod néjakou velikost?
J28: Ve skutecnosti mize bejt néjak velikej. (Ukazuje na ¢arku zndzorfiujici bod na
papite.)
E29: J4 nemyslim namalovany bod, ja myslim doopravdy, geometricky bod.
J30: (3 s) No, tak tady ten bod (5 s) velikost je tohle. (Ukazuje na bod na papite.)
E53: Podivej se na body B a D. Maji mezi sebou stfed?
J54: Ano.
ES55: Ale ty jsi fikal, ze mezi nimi uz nic neni?
J56: Hmm. Tak ten stfed. (3 s) JenZe on nema zadnou velikost, tak miize byt tam,
kde nic neni.
Komentar: Chlapec citi, Ze existuji dva rozdilné svéty — materidlni a geometricky. Tyto
svéty se dostavaji do konfliktu, coz ukazuji predev§im tadky J28 a E29. Objekt, ktery ma
nulovou velikost nemiiZe existovat v materialnim svéte.

Rozhovor 2: o rok pozdéji Jakub, 13 let
E1l: Co je to bod?
J2: (6 s) Tak, bod je (3 s) néco, co urcuje n¢jakou pozici, néco ohranicuje. (3 5) Vlastné
nemusi nic ohranicovat, prosté nékde je.
J6: Nema zadnou velikost. Nemd zadny objem. Bod nikdy nemizeme namalovat,
mutZzeme ho jen naznacit.
J8: Je tézky predstavit si néco, co nemé zadnou velikost.
E9: A jak to vis, Ze bod nema Zadnou velikost?
J10: Kdyz si predstavim bod jako n&jaky kruh, mizu ho rozdélit, kolikrat chci. A 1 kdyz
uz ho nebudu moct ani vidét, budu ho moct porad délit.
J12: Nemtzeme nijak rozdélit bod. On ohranicuje jen jedno misto.
Komentair: Mizeme vidét ziejmy posun vtom jak student chdpe geometrické objekty.
Dokaze uvazovat a hovofit o idealnich geometrickych objektech. Ke svym uvaham
nepotiebuje konkrétni body. Zdirazituje nulovou velikost, umisténi, nedélitelnost bodu a
uvazuje o ném jako o hranici jinych objekti.

Fenomény ontogeneze pojmu bod
Pomoci analyz protokoli realizovanych rozhovorti jsme vysledovali nésledujici jevy,
kterymi respondenti charakterizuji pojem bod.
odhlédnuti od konkrétniho obrazku
pfechod od redlnych objektl k idedlnim
urceni pozice
velikost a pozice
malost
jednotka prostoru
izolovanost
tvar
nedélitelnost
konec ¢ary
algebraicky popis (soufadnice)

Zavéry: Srovnani fylogeneze a ontogeneze
Studenti uzivaji podobné pojmy, jaké miizeme identifikovat v historickém vyvoji chapani
bodu a jeho vztahu k pfimce. Objevuji se zde pouze dva rozdily. Studenti neuvazuji o



materialité¢ bodu. Naopak, v historickych pramenech jsme nenalezli zminku o tvaru bodu.
Jednim z pravdépodobnych diivodu je to, Ze tvar neni matematickym pojmem. Pokud si toto
ale fecti matematikové neuvédomovali, pak pravdépodobné povazovali bod za objekt, ktery
tvar nem4, a nebo za objekt, ktery je tvarem sdm o sobé. Kladeni dlirazu na materialitu bodu
ve fylogenezi zfejmé souvisi s tim, Ze pivodnim prioritnim smyslem poznavani okolniho
svéta byl hmat. Oproti tomu v sou¢asné dobé se vSeobecné preferuje pfi poznavani reality
zrak.

Velka ¢ast studentd je schopna uvazovat o bodu (a dalSich geometrickych objektech) jen
prostifednictvim obrazki. Je to v souladu s prvnim obdobim historického poznavani rovinné
geometrie. Zaci a studenti pracuji sou¢asné v realném i idedlnim geometrickém svété aniz si
to uvédomuji. To vede Casto kriznym sporim. Tento jev nepovazujeme za negativni.
Naopak, maze byt impulsem k hlubsimu uchopeni dané problematiky a umoznit studentim
opustit redlny svét a zacit uvazovat o Cisté idedlnich objektech.

Vsichni studenti, se kterymi jsme hovofili, zdGraziiovali malost bodu. Ale jen nékteii mu
ptisoudili nulovou velikost. Je velice pfirozené uvazovat jen v konecnych velikostech, nebot’
vse, s ¢im se v dennim zivoté setkavame, ma nenulovou velikost. Respondenti ¢asto nechapu
pfimku ¢i useCku jako spojitou mnozinu bodi, coz je vsouladu s Demokritovym
geometrickym atomizmem. Vysvétluji bod jako ,,jediné misto *“ nebo ,, jednotku prostoru “.

Starsi (ovSem neni mozné urcit presny vek, nebot jde o jev individualni) studenti hovoii o
uréeni pozice, resp. souradnic pomoci bodu. To pravdépodobné souvisi s obsahem vyuky, kdy
se studenti za¢inaji seznamovat se zaklady analytické geometrie. Pouze nékolik se zmitniuje o
ned¢litelnosti bodu. Je to mozné jen tehdy, pokud pfestanou uvazovat o bodu jako o objektu
na papifre. K idedlnimu objektu mizeme dojit prostiednictvim nekonecného procesu déleni ¢i
zmensSovani, coz je intelektudlné velmi narocné.

Mladsi studenti (pfiblizn¢ do 15 let) Casto odpovidaji ,, primka nema zZadny bod“ nebo
,,poloprimka ma pravé jeden bod‘ nebo ,,usecka ma prave dva bodu“. Jsou zde dvé mozna
vysvétleni: Uvazuji pouze o obrazku: ,Jsou tu namalované jen dva body.“ Nebo rozumi
ptimce se dvéma body jako usecce a dvéma polopiimkam. To odpovida historickému vyvoji
vztahu mezi body a jinymi geometrickymi objekty. Body byly chdpany jako koncové body
usecek ¢i vrcholy obdélnika apod. [Eisenmann 2002, 9 — 10]
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