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ABSTRACT: This paper presents the concept of using stchastics games in the propadeutic education of the basic
elements of probability for secondary school children. They will learn such basic ideas like probability ie. the
estimate of chance.

Wstep
Praca prezentuje wyniki pewnych badan dotyczacych wykorzystania gier stochastycznych
do propedeutycznego ksztaltowania poje¢ probabilistycznych u uczniow 13-14 letnich
(polskie gimnazjum). Chodzi tu o ksztaltowanie takich poj¢¢, jak: gra losowa, do§wiadczenie
losowe, zdarzenie 1 jego prawdopodobiefnstwo, sprawiedliwo$¢ gry losowe;.

Pedagogika i1 dydaktyka matematyki podkreslaja ogromne znaczenie gier w
aktywizacji matematycznej uczniow (zob. [1]). Pojecia i idee rachunku prawdopodobienstwa
wywodza si¢ z gier losowych. Ten fakt oraz wspomniana rola gier w nauczaniu (w tym w
nauczaniu matematyki) motywuje uzycie gier losowych do ksztalcenia stochastycznego.
Chodzi tu zarowno o wprowadzanie poje¢ rachunku prawdopodobienstwa a takze o
ksztattowanie pewnych intuicji stochastycznych. Ksztatcenie stochastyczne oparte na bazie
gier pozostaje wigc w zgodzie z zasadq paralelizmu w dydaktyce. W trakcie gry losowej i jej
matematycznej analizy uczniowie moga sami odkrywa¢ podstawowe pojecia stochastyczne ,
a takze pewna metodologi¢ stochastyki (np. idee procesoOw decyzyjnych).

Propozycja wykorzystania gier w nauczaniu rachunku prawdopodobienstwa pozostaje
w zgodzie z zasada czynno$ciowego nauczania matematyki. Zasada ta orzeka, ze w trakcie
ksztattowania poje¢ matematycznych nalezy przechodzi¢ od operacji konkretnych poprzez
wyobrazone do operacji abstrakcyjnych.

Czekanie na serie orlow i reszek — gra Penneya
Wyniki rzutu moneta oznaczamy dalej nastgpujaco:
o: wypadnie orzel, r: wypadnie reszka.

Oba te wyniki uznajemy za jednakowo prawdopodobne. Wynik k-krotnego rzutu moneta
przedstawiamy jako ciag wynikoéw kolejnych rzutow. Kazdy taki ciag nazywamy seriq ortow
i reszek o diugosci k. Ciag rro jako pewien wynik trzykrotnego rzutu moneta jest serig ortow i
reszek o dlugosci 3. Mamy 4 serie ortéw i reszek o dtugosci 2: oo, or, ro, rr.

Ustalmy dwie serie a 1 b orlow 1 reszek o dtugos$ci k 1 rozwazmy gr¢ z udzialem dwu
graczy G4 1 Gp. Rzut moneta powtarzany jest w grze tak dlugo az:
- albo wyniki & ostatnich rzutow utworza seri¢ a 1 wtedy zwycigza gracz Ga,
- albo wyniki & ostatnich rzutdw utworza seri¢ b i wtedy zwycigza gracz Gs.



Nie jest wazne kto rzuca moneta w tej grze. Opisana gr¢ losowa nazywamy grq Penneya' i
oznaczamy przez g.,. W takiej grze moze uczestniczy¢ wigce] niz dwu graczy. Kazdemu
odpowiada seria ortow i reszek o dlugosci .

Jezeli kazdy z graczy ma w grze réwne szanse na zwycig¢stwo, to gr¢ nazywamy
sprawiedliwg. Ro6wnos$¢ szans oznacza tu réwnos¢ prawdopodobienstw pewnych zdarzen
zwiazanych z czekaniem na jedna z serii orldw 1 reszek, tj. doswiadczeniem losowym
przeprowadzanym w grze. Kazdy z graczy w grze Penneya ma swoja seri¢ ortow 1 reszek.

Jesli gra g,, jest sprawiedliwa, to serie a 1 b nazywamy jednakowo dobrymi i
oznaczamy a=~b. Je$li seria a daje graczowi G, w grze Penneya wigksze szanse na
zwycigstwo niz seria b daje jego przeciwnikowi Gp, to seri¢ a nazywamy lepszq od serii b i
zapisujemy a >>b. W zbiorze serii ortow i reszek wprowadzamy zatem dwie relacje: = i >>.

Opis badan

Przedmiotem badan byty argumentacje dotyczace probabilistycznych wtasnosci serii ortow 1
reszek w opisanych grach losowych. W badaniach wykorzystano gry Penneya z udziatem
dwoch, trzech i czterech graczy. Badania zostaty przeprowadzane w grupie sze$ciu uczniow
13-14 letnich zainteresowanych matematyka. Na poczatku uczniowie zostali zaznajomieni z
pojgciami pojawiajacymi si¢ w kontekscie gry. Uczniowie zastanawiali si¢ nad tym, jakie sa
wyniki rzutu moneta, jakie sa wyniki dwukrotnego a jakie trzykrotnego rzutu moneta oraz
jakie sa szanse ich uzyskania. Po zdefiniowaniu pojgcia serii ortéw i reszek zapoznano
ucznidw z zasadami gry Penneya g., w przypdku serii a=rrr 1 b=ror. Po tym
wprowadzeniu zaproponowano uczniom analizg¢ gry ge... 1€ gre uczniowie powtorzyli
tacznie 30 razy. Uczniowie grali w trzech parach. Pierwsza para powtorzyta gre¢l3 razy, 7
razy czekanie zakonczyto si¢ uzyskaniem serii oo. Druga para powtorzyta gre 8 razy, 3 razy
gra zakonczyla si¢ uzyskaniem serii oo. Trzecia para rozegrata 9 gier wsrod ktorych 5
zakonczyto si¢ uzyskaniem serii oo. W 30 powtdrzeniach gry 15 razy zwycigzyl gracz,
ktérego serig jest oo 1 15 razy zwycigzyt gracz, ktorego serig jest 7. Uczniowie zebrali wigc
dane statystyczne, ktore staly si¢ podstawa wnioskowan stochastycznych. Te dane nie daja
podstaw aby kwestionowa¢ sprawiedliwosc¢ tej gry.

Na pytanie, czy ta gra jest sprawiedliwa, pojawity si¢ odpowiedzi: Tak. Wszystko
zalezy od szczescia. Na pytanie, co to znaczy, Ze gra jest sprawiedliwa, jeden z ucznidw
odpowiedzial: kazdy ma te same szanse. Inny uczen dodatl: jest catkowicie losowa.

W dalszej czgs$ci zaproponowano gre Penneya g,.,,. Uczniowie pracowali parami.
Badani sami, spontanicznie, wybrali rézne strategie postgpowania. Jedna para powtarzajac
gr¢ zbierata dane statystyczne. Na 5 powtdrzen gry cztery razy uzyskano seri¢ 7r a raz seri¢
ro. Ten rezultat nie wplynat na oceng sprawiedliwosci gry. Druga para analizowata przebieg
czekania rysujac drzewo, ktére zasugerowalo, ze gra jest sprawiedliwa. Trzecia para bez
jakichkolwiek czynnosci konkretnych sformulowala a priori wniosek na temat
sprawiedliwosci gry. Istotg tej argumentacji prezentuje nastgpujacy dialog migdzy badaczem
B a uczniem U.

U: Najpierw mamy reszke, tak czy siak najpierw musi wypas¢ reszka, dopiero potem moze...
od drugiego [nastepnego po reszce] rzutu decyduje kto wygra. Czy bedzie, wyjdzie, reszka,
to wygra jeden gracz, a jesli orzet bedzie wyrzucony, to wygra drugi.

B: I musieliscie to zbada¢ eksperymentalnie?

U: Nie!

B: Wiedzieliscie od razu?

U: Tak, to widac.

! Ten typ gry losowej zaproponowat w roku 1968 Walter Penney (zob. [2] oraz [5]).



Kolejny etap badan dotyczyt podsumowania dotychczas uzyskanych rezultatéw. Wnioski, ze
W grze Zo.» S€rie oo 1 rr sa jednakowo dobre oraz ze w grze g.., serie rr i ro tez sa
jednakowo dobre, zapisano na tablicy w formie symbolicznej: oo= rrirr = ro.

W tym momencie zaproponowano uczniom analiz¢ gry g.... Problem dotyczyt
zwiazku migdzy ostatnim wnioskiem a sprawiedliwoscia tej nowej gry. Spodziewano sig, ze
uczniowie automatycznie uznaja serie oo i ro za jednakowo dobre , wydaje si¢ bowiem
oczywiste, ze relacja =~ jest przechodnia.

Tymczasem uczniowie natychmiast, prawie chorem, odpowiedzieli:

- To juz nie jest sprawiedliwe;
- Nie sq tak samo dobre;
- Bo w momencie wypadniecia pierwszej reszki juz orzet-orzel nie ma szans wygrac.

Sady uczniéw nie byly tu pochopne, uczniowie nie sugerowali si¢ przechodnio$cia
relacji =, sugerowana mylnie przez intuicj¢. Badani trafnie zauwazyli, Ze seria ro jest lepsza
serig niz seria oo 1 potrafili to spostrzezenie uzasadni¢. Uczniowie stwierdzili tez, ze szanse
gracza, ktory ma seri¢ oo wynosza 1/4 za§ przeciwnika (majacego seri¢ ro) 3/4, czyli ze
r0>>00.

W dalszej czgéci zaproponowano uczniom gr¢ z udziatem trzech graczy, ktérych
seriami sa oo, rr i ro. Oznaczmy tg gr¢ symbolem g,,..-,,. Uczniowie natychmiast zauwazyli,
ze najstabszq seriq jest teraz oo, bo jak wypadnie reszka, to juz oo nie ma szans. Nastgpnie
po burzliwej dyskusji i probach opisu przebiegu gry za pomoca grafu, trafnie zauwazyli, ze ta
gra konczy si¢ nie pdzniej niz po trzecim rzucie moneta. Jeden z ucznidow nawet dokonat
ilociowej oceny szans graczy w tej grze. W tej ocenie wykorzystal (narysowane przez siebie)

nastgpujace drzewo stochastyczne.
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Jego zdaniem z drzewa wynika, ze szanse uzyskania serii oo wynosza 1/4, za$ szanse
uzyskania pozostalych dwu serii wynosza po 1/4+1/8 tj. 3/8.

Kolejny etap badan dotyczyt gry z udziatem czterech graczy, kazdy gracz ma inng z
czterech serii: oo, rr, ro, or. W przypadku takiej gry guo-r0-or (z udzialem czterech graczy)
badani od razu zauwazyli, ze szanse wszystkich graczy sa rowne 1 wynosza po 1/4.

Na koniec prowadzaca badania wypisata na tablicy wszystkie serie ortéw i reszek
dlugos$ci 2 1 zaznaczyla relacje migdzy rozpatrywanymi juz seriami, taczac odcinkami te pary
serii, dla ktérych rozwazano juz gry z udzialem dwu graczy i wpisujac odpowiednie symbole
relacji. Pozostaly do rozwazenia jeszcze trzy pary serii (trzy gry z udzialem dwu graczy).
Zadaniem uczniow byla analiza pozostalych gier. Przerywana liniq potaczono pozostale trzy
pary serii w wyniku czego uzyskano nastepujacy rysunek.
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Uczniowie natychmiast stwierdzili, ze

- serie oo 1 or sa jednakowo dobre (analogicznie do serii 77 1 7o),

- serie or 1 ro sa rowniez jednakowo dobre,

- za$§ serie rr 1 or nie sa jednakowo dobre, lepsza jest seria or, szanse na jej uzyskanie
wynosza 3/4 a szanse uzyskania serii 7» wynosza 1/4 (analogicznie do serii oo i ro).

Podsumowanie

Przedstawione uczniom problemy nie byly dla nich trudne a ich rozwiazywanie
sprawialo im przyjemnos$¢. Argumentacje uczniow oparte byty na symetriach 1 analogiach.
Chgtnie wykorzystywano rysunek jako $rodek zaréwno opisu (modelowania problemu) jak i
argumentacji.

Na podstawie przeprowadzonych badan mozna stwierdzi¢, ze uczniowie posiadaja
stosunkowo dobrze rozwinigte intuicje probabilistyczne i raczej prawidlowo rozumieja
pojecia: ,,gry sprawiedliwej”, ,serii lepszej”, ,,serii jednakowo dobrych”, a nawet potrafia
ocenia¢ ilosciowo prawdopodobienstwa pewnych zdarzen wyrazajac je w postaci utamka.
Zamiast prawdopodobienstwa uzywaja terminu ,,szanse”, ale poprawnie rozumieja sens tego
pojecia. W trakcie gry uczniowie odkrywali nowe fakty i tworzyli specyficzng terminologie
(tworzyli pewien jezyk tej dziedziny matematyki).

Przeprowadzone badania sa glosem w dyskusji nad wczes$niejszym, niz jest to
proponowane w programach nauczania, wprowadzaniem probabilistycznych pojeé w
nauczaniu szkolnym. Praca zawiera propozycje wprowadzania tre$ci probabilistycznych do
szkoty w takiej formie, aby byly Zrodlem matematycznej aktywizacji ucznia i by uczyly
matematyzowania sytuacji jakie uczen spotyka w otaczajacej nas rzeczywistosci.
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