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ABSTRACT: The article deals the meaning of visuality and abstraction in problems
solution within the school mathematics. It suggests the importance of solving the difficult
problem tasks and it also deals the position of the teacher by the creating the difficult
problem tasks for making the lessons more interesting.

1. UVOD

Podstata nazornosti, nie len v matematike, je vtom, Ze priama
zmyslova skusenost’ je vychodiskom ku kvalitnejSiemu poznavaciemu
a uéebnému procesu. Cim viac zmyslov sa zi¢astiiuje a zapaja do tohto
procesu, tym lepsie, trvalejSie a komplexnejSie sa osvojuje zapamitané
ucivo. Komensky ucitelom radi, alebo priamo nariad’uje, ,,aby vsetko
podavali vSetkymi moznymi zmyslami, veci viditelné zrakom, veci
pocutelné sluchom, veci ¢uchatelné ¢uchom, veci hmatatel'né hmatom
a ak mozno niektoré veci vnimat’ suCasne viacerymi zmyslami, nech sa
podavaju sucasne viacerymi, aby vSetko v nich utkvelo, nech si priberaja
na pomoc vsetky mozné zmysly*. Je potrebné viest’ Ziakov k spravnemu
pozorovaniu, ale i1k analyze ziskanych faktov a viest’ ich k objavovaniu
podstaty sledovanych veci a javov.

Prvoradym cielom  Skolskej matematiky je  vychova
k samostatnému  logickému  mysleniu  a k pohotovému  rieSeniu
problémovych tuloh. Skusime sa teraz pozriet' ztohto uhlu pohl'adu na
metodiku rieSenia uloh v rdmci vyucovania matematiky.

2. RIESENIE ULOH V SKOLSKEJ MATEMATIKE



Ulohy vyskytujuce sa v $kolskej matematike ,,zvy&ajne* delime
do dvoch skupin. Prvli ulohu tvoria tulohy precviCovacie, typickeé,
Sablonovité a druhu, tlohy problémové, vyzadujiuce dlhSie uvazovanie —
premyslanie a h'adanie stvislosti. Toto delenie ale nie vzdy obstoji, lebo
kym je uloha pre ziaka neznama, nezvycajna, nova, nech je hocijaka
,sjednoduchd™ je preitho problémom, ku rieSeniu ktorej potrebuje
zmobilizovat mnohé svoje predchddzajuce vedomosti, premyslat
a hladat savislosti. Sablonovitou tlohou sa stiva iba po mnohych
opakovaniach, rdéznych aplikdcidch, pri ktorych uz ziak  ,bez
rozmys$lania“ a 'ahko ich vyrieSi. Netvrdime, Ze rieSenie Sablonovitych
uloh nie je potrebné, napriklad na osvojovanie si jednotlivych pojmov
a vztahov, na znazornenie ich vyznamu, ale rieSenim len takychto uloh
vobec nesmerujeme kcielu vyucovania Skolskej matematiky.
Dosiahneme totiz len to, Ze uZiakov sa zautomatizuji urcité ukony,
prestani rozmyslat’ pri ich vykonavani, nezbadaju krasu matematiky,
prestani sa ucit asnechutou sa budi venovat »ba svojim
povinnostiam®.

Velmi zaujimavy, askutocne hodnotny nazor ma na rieSenie
Sablonovitych tloh svetoznamy matematik a metodik George Polya: ,,Vo
vSeobecnosti, tlohu vtedy nazyvame Sablonovitou, ak ju rieSime jednym
z dvoch moznych spdsobov:

1. Konkrétne, Specidlne hodnoty dosadzame do vSeobecne
vyrieSenej ulohy, alebo
2. Danu tlohu rieSime krok po kroku na zéklade zndmeho ,,receptu
bez vlastnych myslienok.
Ked ucitel’ zada svojim ziakom Sablonovit tlohu, priamo na tacke im
nika odpoved’ na otdzku: ,,Nepoznas nejaku podobnu tlohu? Takto teda
ziaci nepotrebujii ni¢ iné, len trochu pozornosti atrpezlivosti pri
sledovani a dodrzani urCitych konkrétnych anudnych krokov receptu.
Nepotrebuju ani vynaliezavost’, ani logické myslenie.

Sablonovité tilohy a ich rieSenie, majii svoje miesto vo vyucovani
matematiky, ale Ziakom neustdle zadavat’ krieSeniu iba Sablonovité
ulohy, je neodpustitelné¢! Ak od nich budeme vyzadovat’ iba rieSenie
Sablonovitych tuloh, tak ich degradujeme hlboko pod troven kucharske;j
knizky, ved’ na rozdiel od matematickych receptov, kucharske recepty
nechavaju eSte dostatok priestoru na vlastn fantdziu ana individualnu
realizaciu.“([3], str. 210)

3. CO MAME TEDA ROBIT?



Mame si vybrat' a Ziakom predkladat’ také priklady, aby tie ich
zaujali, aby v nich nasli Cosi pritazlivé, Cosi tajuplné, ale hlavne, aby sa
sami zamysleli nad stvislostami a tym riesili urCity ,,problém®. Treba
uznat’, ze vyber prikladov na zaklade takych kritérii vyzaduje od kazdého
ucitela cielavedomu, premyslent a systematickil pracu. Nesmieme sa
uplne spolahnit’ na uéebnice matematiky.

V ucebniciach matematiky naSich zakladnych §kol je pomerne
malo problémovych tuloh, naopak velké mnozstvo Sablonovitych uloh.
Preto maju mnohi ziaci vacSie problémy pri prechode zo zakladnej Skoly
na strednd. Skiisme si prelistovat niektoré uéebnice matematiky ZS
a sledujme ucivo (napriklad) geometrie. V. mnohych ulohach vyzadujeme
od ziakov len vykonavanie urcitych prikazov a ukonov, napr.: Nakresli
kruznicu! Narysuj taku atakt priamku! Zmeraj velkost' danej Usecky!
Zmeraj velkost uhla! Vypocitaj obsah! Vypocitaj obvod! apod.
Skutocné problémové ulohy, pri rieSeni ktorych by sa mali Ziaci
zamysliet’ aj nad vyberom vhodnej metddy, sa malokedy vyskytuju. Ak
ucitel matematiky usadi, ze danosti niektorych zZiakov triedy to dovolia,
moze priklady vyskytujice sa v ucebnici rozsirit’, zovseobecnit’, pripadne
doplnit’ zaujimavejSimi ulohami. Uvedieme jeden konkrétny priklad:

1. Priklad: Narysujte kruznicu k(S, 2cm) a vyznacte bod M, pre ktory
plati [SM|=15,5 cm.
a) Zostrojte doty¢nice z bodu M ku kruZznici k.
b) Vypoéitajte dizku usecky uréenej bodom M a dotykovym bodom
doty¢nice ku kruznici.
([5], str. 117)

Ked ziaci tato ulohu rieSia, uz vedia zostrojit doty¢nicu ku
kruznici z daného bodu mimo kruznice (pomocou Talesovej kruznice)
a taktiez vedia, Ze dostanu dve dotyc¢nice. Teda samotna iloha nie je pre
nich zaujimava. Ucitel' v§ak mdze tto tlohu spestrit’ d’al'Simi otazkami
— problémovymi ulohami, napr.:

2. Priklad: Hl'adajte d’alSie body M , z ktorych moézete zostrojit’ k danej
kruznici rovnako dlhé tsecky dotycnice!

Tu by mali zbadat, Ze vpripade krunice, dizka dotykovych usetiek
zavisi od vzdialenosti bodu M od stredu kruznice. Ak na to prisli, tak
vedia aj to, ze hl'adané body lezia na kruznici, ktorej stred je S a polomer
ISM| = 5,5 cm. Potom méZzeme prejst’ k skimaniu pripadu: Co sa stane
v pripade, ak |[SM] < 5,5 cm, resp. |[SM| > 5,5 cm? Dalej mdzeme tuto
ulohu modifikovat’ a riesit’ nasledovnu:

3. Priklad: Narysujte kruznicu k(S, 2cm) a priamku, ktorej vzdialenost’
od stredu kruznice je 4,5 cm. N4jdite na tejto priamke také body M,



z ktorych mozno zostrojit ku kruZnici dotyénicu sdiZkou dotykovej
useCky [MT| = 5,1 cm. Kol'ko takych bodov existuje? Vedeli by ste danu
priamku zostrojit’ aj tak, aby uloha mala len jedno rieSenie, resp. aby
nemala rieSenie?

Ak tieto ulohy ziaci zvladli, mdézeme zadat ulohu vo
vSeobecnosti — aj ked’ nie pre celu triedu:

4. Priklad: Zostrojte na danej priamke taky bod M, zktorého mozno
zostrojit' k danej kruznici dotyénicu s danou dizkou tse¢ky [MT| na
doty¢nici.

Ako to vyplyva aj zhoreuvedenych prikladov, nas§im prvoradym
cielom je, aby sme svojim ziakom ,,servirovali“ také priklady, ktoré ich
zaujimaju, pri rieSeni ktorych maji moznost’ sa realizovat’.

Velakrat sa stane, ze pri rieSeni Uloh, ucitel’ sa snazi ziakovi
,vsugerovat® svoje rieSenie, pripadne ho ,,nuti rieSit podla dané¢ho
postupu. Avsak, ak chceme dosiahnut, aby Ziaci vedeli samostatne riesit’
ulohy, mali by sme im ,,dovolit* aj metédy a postupy si zvolit’ slobodne.
Moze sa stat, Ze ich cesta bude chybna, alebo je dlhSia, nez
najefektivnejSia, ale na to musi prist sam ziak, ucite] nemé pravo
,Setrit* v mene Ziaka. Nemozeme rozmyslat’ namiesto neho, nesmieme
mu vnucovat’ myslienky, ktoré su mu cudzie! Ak napriek tomu to
budeme robit’, prestane samostatne uvazovat, nebude uz lamat’ hlavu nad
rieSenim ulohy, ale pocka na prichddzajucu ,,pomoc* alebo prikazy.
Zéaverom uvedieme este jeden konkrétny priklad:

5. Priklad: Dokazte, Ze ak a’ + b* + ¢* = ab + bc + ac, potom a = b = ¢!
(a,b,c su redlne Cisla)

Jeden ziak to riesil takto:

Na prvy pohl'ad zistil, Ze obratend implikacia je pravdiva, CiZze
plati, ze:

Ak a =b = ¢, potom a? + b> + ¢ = ab + bc + ac. Potom zacal skimat’
jednotlivé cleny a dostal napad — vytvarat uplné Stvorce. Urobil to
nasledovne:

a’—2ab +b*+ab+c*=bc+ac
(a—b)*+ab+c?=bc+ac
Preco by sme v tom nemohli pokra¢ovat’ — myslel si, a napisal:
(a—b)y*+ (c—b)*=b?’—ab —bc + ac.



Vtedy zbadal, Ze v pdvodnej rovnosti vSetky tri neznadme sa vyskytuju
symetricky, teda bolo by ucelné tato vlastnost” zachovat aj nadalej,
preto posledny vzt'ah doplnil takto:

(a—-b)Y*+(b-c)+(c—a)=b*+c*+a’—ab—bc—ac.

Prava strana podl'a pévodného predpokladu sa rovna nule, teda aj l'ava
strana sa musi rovnat’ nule. Ale sucet druhych mocnin redlnych Cisel sa
rovnd nule prave vtedy, ak vSetky redlne ¢isla (zdklady) sa rovnaja nule,
Cizea=b,b=c,c=a. Tym dokazal,zea=b =c.

Ziak ale po rieseni tejto ulohy mal taky pocit, Ze rieSenie je prilis
zdlhavé a zagal uvazovat' o tom, ¢i by sa to nedalo dokazat’ aj ,.krajsie”.
Zacal skiimat’ poslednii rovnost. Na lavej strane umocnil dvojcleny
a potom upravil dany vyraz a dostal:

2a’+ 2b? + 2¢* — 2ab — 2bc — 2ac.

Zistil, ze dany vyraz by mohol dostat’ hned’ z predpokladu zadania, ak by
zredukoval pravl stranu rovnosti na nulu anasledne by dany vyraz
vynasobil dvomi.

Na§ $tudent by mohol usetrit’ tato zdihava cestu, ak by mu
ucitel’ na zaciatku ,,pomohol“ vyzvou: ,,Sktis celu rovnost' vynasobit
dvomi!“ Velmi rychlo by sa dostal kspravnemu rieSeniu, ale
pravdepodobne by nikdy nepriSiel na to, ako méze ¢loveka napadnit’,
vyndsobit’ dany vyraz prave dvomi. Ked’ze sdm sa dostal k spravnemu
vysledku, aj ked’ trochu komplikovanym spdsobom, najblizsie pri rieseni
podobnych tloh zrejme bude hl'adat’ iné, vhodnejsie a ,,krajSie* rieSenie.

4. ZAVER

A prave to je cielom vyucovania matematiky. Viest' ziakov
k samostatnosti, ndzorne na prikladoch im ukézat’ krdsu matematiky
anaucit ich logicky mysliet ajednotlivé osvojené vedomosti
v suvislostiach vyuzivat’ na rieSenie problémovych uloh.
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