Pouzitie historie matematiky vo vyucovani mat. analyzy
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ABSTRACT: The aim of the paper is to compare the historical development of the
calculus with the way it is taught at universities. On the example of the notion of
integral we illustrate the conceptual changes, which calculus underwent in history.

1.UVOD

Matematicka analyza patri medzi predmety spdsobujice Studentom
prvého ro¢nika univerzitného Stadia nemalé problémy predovSetkym
kvoli &-0 pristupu. Ako je zname, g-0 pristup vypracoval Weierstrass v
druhej polovici 19. storo¢ia a predstavuje vrchol vyvinu, ktory trval
viaceré storo€ia. V ramci tohto vyvinu sa intuitivne ndzorné a l'ahko
zrozumitené pojmy nahradili pojmami menej ndzornymi a tazSie
zrozumitelnymi. Weierstrassova ¢-0 analyza je znacne vzdialena od
nazornych predstdv Newtona a Leibniza, ktorymi sa dejiny matematicke;j
analyzy zacali. Preto mnohi Studenti nedokdzu prelozit' do vlastného
jazyka to, ¢o pocuju na prednaskach. Stredna Skola kon¢i na urovni
matematiky polovice 17. storocia (polynémy, suradnd sustava,
jednoduché funkcie), kym univerzita za¢ina jazykom druhej polovice 19.
storocia. Tak sa dvesto rokov dostalo mimo u¢ebnych osnov. Kym vSak
pre algebru a geometriu predstavovala tato doba obdobie stagnacie, pre
matematick analyzu to bolo obdobie burlivého rozvoja, pocas ktorého
sa vystriedalo niekol’ko pristupov k pojmu funkcie, derivacie a integralu.
O tychto zmenach sa Student pocCas Studia nema ako dozvediet, ked'ze
strednd Skola kon¢i pred nimi a univerzita zacina -0 analyzou, teda
pristupom, ktory je zaviSenim tohto vyvoja. Prave tato dvestoroc¢na
medzera v osnovach robi matematicku analyzu tak tazko zrozumitel'nou.

Dejiny matematiky m6Zu obohatit’ vyucovanie o alternativne pojatia
matematickej analyzy. Ide o to, aby prednaSajici nevnimal -0 analyzu



ako jedini spravnu a aby odchylky od nej nehodnotil ako chyby.
Historia umoziiuje chapat’ €-6 analyzu ako vysledok procesu postupného
upresnovania zakladov. Dejiny matematiky pontkaju most, po ktorom
moze Student prejst ponad priepast oddelujicu intuitivne predstavy,
vytvorené na strednej Skole, od univerzitného kurzu.

2. ZAKLADNE ETAPY VO VYVINE POJMU INTEGRAL

Pojem integralu vyrastol z technik na pocitanie kvadratir a kubatur,
ako sa oznacovali Ulohy na vypocet obsahov a objemov geometrickych
utvarov. Ukdzeme si jednu z nich, Archimedovu metddu péaky.

2. 1 Archimedova metoda paky
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Archimedes tvrdi, ze valec opisany guli ma 3/2 krat vicsi objem ako
tato gul’a. Predstavme si gul'u vzniknutd rotaciou polkruhu ABG okolo
priemeru AG, kuzel' vzniknuty rotdciou rovnoramenného pravouhlého
trojuholnika AGE okolo odvesny AG, a valec vzniknuty rotaciou Stvorca
AGEL okolo strany AG. Z toho, ze AG = GE, vyplyva:

(SP>+S0?%) = (SA2+S0% = AO* = AS.AG
(SP2 + SO?).AG = AS.AG? = AS.SN?
(SP? + SO?).AT = AS.SN? 1)

Uvazujme TG ako paku podopreti v bode A. Vztah (1) hovori, ze ak do
bodu T zavesime kruhy s priemermi PR a OQ, tak tieto kruhy vyvazia
kruh s priemerom MN zaveseny v bode S. KedZe valec EZHL
pozostava z takychto kruhov, umiestneny na svojom mieste vyvazi kuzel’
a gul'u spolo¢ne zavesené v bode T. Ked'ze tazisko valca je K, objem
valca ma rovnaky pomer k suctu objemu kuzela a gule ako AT k AK,
teda 2:1. Preto gul'a plus kuZzel’ tvoria polovicu valca. Kuzel’ ma vSak 1/3



objemu valca, preto gula tvori 1/6 objemu valca LEZH alebo 2/3 valca s
polovi¢nym priemerom zdkladne, ¢o je valec opisany guli.
Predstava telies ako zlozenych z tenkych plosok a vypocet objemu

skladanim tychto plosok je blizka predstave integralu _[ Sf(x)dx  ako

sumy tvorenej nekoneénym poctom zloziek f{x).dx. Preto moZno
Archimedovu metdédu paky povazovat za predchodcu pojmu integralu.
Pritom je ddlezité uvedomit’ si jej niekol’ko nedostatkov:

1. Archimedes nemd pojem funkcie, preto objekty, ktorych objem
pocita, si zadané geometricky, a nie ako graf funkcie f{x).

2. Archimedova metoda nie je analytickd, kazda kvadratira sa
zakladd na zvla$tnom triku, ktory je pri inych ulohidch nepouzitelny,
takze kazdu tlohu treba riesit’ samostatne.

3. Archimedes nemd pojem diferencidalu dx a Glohu diferencialnej
formy, ktord umoziiuje sumaciu, hrd mechanicka predstava paky. Paka
umoznuje rezy telesa udrzat’ v rozostupoch, a tak vygenerovat’ objem.

Vznik algebraickej symboliky a zrod analytickej geometrie umoznili
prejst’ od kvadratir utvarov definovanych geometricky ku kvadratiram
utvarov ohranicenych grafmi funkcii. To umoznilo vznik analytickych
metod, pri ktorych z integralu jednej funkcie dostavame integraly d’alSie
a nemusime, ako Archimedes, pri kazdom vypocte zacinat’ od zaciatku.

2. 2 Newtonova redukcia kvadratir na hl’adanie primitivnej funkcie

Newton roku 1666 objavil ideu pocitat’ obsahy pod krivkou
pomocou primitivnej funkcie. Techniky kvadratir sa zakladali na
vypocte obsahov pomocou sumacie geometrickych elementov. Newton
sa na celi vec pozrel dynamicky: Vytvorme funkciu 4(x), udavajacu
obsah plochy pod krivkou y = f(x). Predstavme si, Ze plocha nateka, ako
sa bod x pohybuje smerom doprava. Ako rychlo pribuda plocha pod
krivkou?

Nie je tazké nahliadnut, ze rychlost’

pribudania plochy je dand hodnotou f

\ (xy). Inymi slovami, rychlost’” narastania

Ax) plochy pod krivkou, teda derivéacia

funkcie A(x) v bode xo, sa rovna prave f

(x0). Ak chceme néjst’ plochu pod krivkou
' S,

staci najst’ funkciu A(x), ktort ked’ zderivujeme, dostaneme funkciu f{x).

Tento je objav ma velky vyznam, lebo redukuje problém kvadratir na

problém hl'adania primitivnej funkcie. Uz sa nemusime trapit’ rezanim




utvaru na tenké pasiky a ich domyselnou sumaciou. Staci ngjst’ k funkcii
fx), ktord ohranicuje prislusny utvar, jej primitivnu funkciu.

Roku 1671 Newton napisal dielo Metoda fluxii a nekonecnych
radov s ich aplikdciou na geometriu kriviek, kde objasiiuje pojem
fluxie: ,,Cas povazujem za tecici alebo narastajici spojitym tokom a
ostatné veliciny povazujem za spojite narastajice s casom. Z toku casu
(fluxion of time) davam meno fluxia rychlostiam, s ktorymi narastaju
ostatné veliciny. Cas vyjadrujem pomocou lubovolnej veliciny, ktord
rovnomerne tecie, a jej fluxiu oznacujem jednotkou. Fluxie ostatnych
velicin vyjadrujem lubovolnym inym vhodnym symbolom.*

2. 3 Leibnizovo pojatie integrovania ako formdlneho kalkulu

U Newtona este diferencidly premennych nie su vyjadrené, a tok
Casu vlastne nahradza diferencidlnu formu. Leibniz objavil diferencialny
a integralny pocet nezavisle od Newtona a vytvoril symboliku, v ktorej
je diferencial dx explicitne vyjadreny. Leibniz zaviedol aj pojem
funkcie. Funkciu chapal ako vyraz skonstruovany z konstant a
premennych. To umoznilo problém integrovania premenit’ na formdlny
kalkul.

Takto vstipil pojem integralu do 18. storocia. Matematikovi 18.
storoCia by pripadalo ako absurdné definovat’ neurcity integral pomocou
ur¢itého, ako sa to robi dnes. Cely trik matematickej analyzy spociva
predsa v tom, ze sa urCity integral nahradi neuritym, Ze namiesto
sumacie elementov plochy hl'adame primitivnu funkciu. Integrovanie je
formalny kalkul, ktory mézeme pouzit’ na vypocet plochy pod krivkou.

2. 4 Cauchyho navrat k urcitému integralu

V Institutiones calculi differentialis z roku 1755 zavadza Euler
omnoho vSeobecnejSi pojem funkcie: , 4k wurcité veliciny zavisia od
inych velicin takym sposobom, ze ak posledné su zmenené, aj prvé
podlahnu zmene, tak prvé veliciny sa nazyvaju funkciami poslednych.
Toto vymedzenie zah¥na kazdy sposob, pomocou ktorého jedna velicina
moze byt urcend inymi.* Vidime tu hlbokii zmenu. Funkcia uz nie je
vyraz vytvoreny z premennych a konStant, ale 'ubovolna zavislost
medzi veli¢inami. Tato zmenu vyvolala Eulerova diskusiu s
d’Alembertom, tykajuca sa opisu kmitajucej struny.

Rovnica kmitania struny je prvou parcidlnou diferencidlnou
rovnicou v dejindch matematickej fyziky. Opisuje o sa deje so strunou
pri kmitani. Roku 1747 d’Alembert objavil beZiace viny. Ak v
Slubovolnej funkcii f(x) nahradime jej argument x veliinou x - v,
dostaneme rieSenie rovnice kmitania struny v tvare f{x - vt), ktoré opisuje



pohyb grafu funkcie f(x) rychlostou v doprava po strune. D’Alembert
pritom ,,Jubovolnu funkciu*“ chapal ako I'ubovolny analyticky vyraz, teda
v duchu Leibnizovej definicie. Euler si uvedomil, Ze priroda sa nemusi
starat’ o analytické vyrazy. Strune moéZem rukou dat’ akykol'vek tvar,
nezavisle od toho, Ci sa tento tvar d4 analyticky vyjadrit. D’Alembertov
objav spociva v tom, Ze ked’ takuto deformaciu struny pustim, tato si
zachova tvar a bude sa po strune posuvat ako celok. Euler bol
presvedceny o tom, ze tato vlastnost’ rieSenia sa zachovava aj vtedy,
ked tvar struny nie je zadany analyticky. D’Alembert namietal, Ze
funkcia, ktora nie je vyjadrend analyticky, sa nedd dosadit’ do
diferencialnej rovnice, takZe nemozno zistit, ¢o sa s fiou bude diat.
Diskusia zostala nerozhodnuta, ale matematici tu narazili na hranice
chépania funkcie ako analytického vyrazu.

Postupne sa vynaralo stale viac motivov na opustenie chapania
funkcie ako analytického vyrazu. Roku 1821 vydal Cauchy ucebnicu
Cours d’analyse, ktord sa stala medznikom v dejindch matematickej
analyzy. Cauchy priniesol nové chéapanie, ktoré funkciu nestotoziuje s
jej formalnym vyjadrenim. Okrem toho piSe: ,,V integrdalnom pocte som
povazoval za nevyhnutné dokdzat existenciu integralov ¢i primitivnych
funkcii eSte predtym, nez som zacal skumat ich vlastnosti. Na
dosiahnutie tohto ciela bolo nevyhnutné najprv zaviest pojem integralu
medzi dvomi hranicami alebo urcitého integralu. Cauchy tak vytvoril
pojem integralu nezavislého od symbolickych manipuldcit.

Uvazuje spojitu funkciu f(x) na intervale (xo, X), interval rozdelil na
n Casti pomocou bodov xi, X», ..., X, = X a k tomuto deleniu priradil
sumu

S =2 f )0 =xi0)

X
Integral If (x)dx definuje ako limitu tejto sumy, ked’ sa dizka intervalov

Xo
Xi — Xi.1 blizi k nule. Potom dokazuje existencie tejto limity vychadzajuc z
predpokladu spojitosti funkcie f{x) na intervale (xo, X).

Cauchy vytvoril teériu integralu pre spojité funkcie na uzavretom

intervale. Jeho tedriu bolo mozné rozsirit’ na funkcie po Castiach spojité,
¢o boli najvSeobecnejsie funkcie pouzivané matematikmi tej doby.

2. 5 Fourierove rady a Riemannov integral
Roku 1822 vysla Fourierova kniha Théorie analitique de la



chaleur, obsahujica rad novych idei. Fourier naSiel formuly pre
koeficienty v rozvoji funkcie f{x) do trigonometrického radu. Ak je

f(x)=4, +i‘4k cos(kx) + in sin(/x)

tak Fourierove formule hovoria, Ze
2n 2n
4 =1 j £(x).cos(kx dx B, :ij £ (x)sin(kr )dx
n 0 n 0

Ked matematici zacali rozpracovavat teériu Fourierovych radov,
uvedené integraly chapali v Cauchyho duchu. To znamend, Ze funkcie,
ktoré dokazali rozlozit do Fourierovho radu, sice nemuseli byt
analyticky vyjadritelné, no museli byt po Castiach spojité. Riemann si
uvedomil, ze jedinym dovodom preco sa pozaduje spojitost’ funkcie, je
zarucenie existencie integralov, ktoré zadavaji koeficienty Fourierovho
radu. Aby bolo mozné rozlozit' do Furierovho radu aj funkcie, ktoré nie
si po castiach spojité, bolo treba zovSeobecnit’ pojem integralu.
Riemann vynechal poZiadavku spojitosti, ktorou Cauchy zacéinal svoju
definiciu. Namiesto toho Riemann vytvoril priamo integralny sucet

S =_Zf(f).(xi - Xip)

bez toho, aby o funkcii ¢okol'vek vopred predpokladal. V pripade, ze
tato suma ma limitu, nazval ju integralom. Teda nezabezpecil existenciu
limity postupnosti ciastonych suctov vopred, pomocou podmienky
spojitosti, ako Cauchy, ale prave naopak, z existencie limity urobil
podmienku.
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