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ABSTRACT: This paper shows how to solve problems with the help of different heuristic
strategie. In this way is presented here several basic strategie.

Matematické teorie maji v obdobi svého vzniku charakter experimentalné induktivni a
teprve ve chvili svého ,.kone¢ného* zpracovani nabyvaji charakter ryze deduktivni. Pokud
chceme se zaky matematiku ve Skole na jejich trovni skute¢né délat, pak bychom m¢li
alesponi trochu respektovat to, jak matematické teorie vznikaji, jak se rozvijeji a jak nakonec
ziskavaji deduktivni charakter. Vyzkumny pfistup kvyuce matematiky ktomuto muize
podstatné prispét. Vlastni zkoumani (v $irSim slova smyslu) je schematicky zndzornéno na
nasledujicim schématu:
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Mnoho ucebnic a také mnoho hodin Skolské matematiky obsahuje pouze cast B vyse
uvedeného schématu. V praxi se to projevuje tak, ze véty, definice i problémy ,,padaji
znebe“. V superCisté formé& se tento pfistup projevuje v mnohych vysokoskolskych
prednaskach, ale predev§im ve vétSiné odbornych matematickych knih. Tam se dokonce
hypotéza nazyva vétou jesté pred tim, nez se provede jeji diikaz. Pokud by pted ¢ast B (kde je
to vhodné) byla zatazena &ast A, dosp&jeme k vétdm a problémiim piirozenou cestou. Zaci
pak do problematiky vidi a navic objevené problémy a hypotézy mohou povazovat za své.
Jsme ptesvédceni o tom, ze by se matematika na prvnim stupni méla odehravat v ¢asti A a
pokud jsou k tomu vhodné prilezitosti, mély by se podnikat ,,vylety” do Casti B. Pozd¢ji se
Skolska matematika posunuje doprava. A tak se nakonec vysokoskolskd matematika vétSinou
odehrava v ¢asti B. Na vhodnych mistech by se vSak mély podnikat vylety do ¢asti A
(pfedevsim pii vychové budoucich ucitelli matematiky).



Plvodné jsme si mysleli, Ze metoda zkouméni je moznd az na druhém a predev§im
tfetim stupni Skol a samoziejmé 1 na Skolach vysokych. Dnes, po experimentech na Skoléch,
jsme piesvédceni, Ze tato metoda je dobife pouzitelna i na prvnim stupni, a ze se pomoci ni da
pracovat dokonce i s mentalné retardovanymi zaky. Zaci a studenti jsou pii jejim pouziti
maximalné aktivni a obvykle ziskaji vhled do zkoumané problematiky. Pti zkoumani i1 pii
nasledném feSeni problémi ¢i dokazovani hypotéz Zzaci provadéji fadu Cinnosti
charakteristickych pro profesionalni matematiky.

Po tomto kratkém tivodu vénovaném zkoumani pfistupme k vlastnimu tématu (viz nazev
¢lanku). Velmi bychom se piimlouvali za to, aby ctenaf chapal Skolskou matematiku spise
jako vyuku matematickych cinnosti nez jako seznamovani studentli s matematickymi
teoriemi'. Cinnosti charakteristické pro tviréi praci matematikii a v mnoha ptipadech i
pfirodovédcli nazveme heuristické strategie. Jsou to Uvahy, které nezarucuji, ze ziskané
feSeni je opravdu spravné. Proto po objevu tohoto feseni musime obvykle ukazat, ze vysledek
skute¢né spravny je. Pfesné matematické tivahy zdlivodiujici spravnost nalezenych feSeni
obvykle nésleduji a jsou ryze deduktivni povahy.

VypiSme nékolik téchto strategii. Zvlasté uziteCné jsou napft.: pieformulovani, analogie,
zobecnéni, specializace, cesta nazpét, systematické experimentovani, hledani vzorce,
znazornéni, konkretizace’. Pro matematické mysSleni je pravdépodobné nejzakladngjsi
zobeciiovani a konkretizace. O zobeciiovani se v literatuie piSe pomérné dosti, o konkretizaci
téméF viibec. Zabyvejme se proto konkretizaci. Budeme ji demonstrovat pomoci problémur’.

Problém 1:

Takova cisla jako 452254 nazveme palindromy, protoZe to jsou Cisla, kterd se Ctou stejné
zeptedu i1 zezadu. MUj pfitel tvrdi, Ze vSechny Ctyfciferné palindromy jsou délitelné Cislem 11.
Je tomu tak?

Protoze s palindromy nemame zadné zkuSenosti, je vhodné si jich nejprve nékolik

vypsat. Palindromy jsou napt. ¢isla: 127721, 94749, 8338, 565, 44, 8. Nas vsak budou
v dal$im zajimat pouze ¢tyiciferné palindromy. Jsou to napt. ¢isla 6776, 1001, 2992. Je vidét,
ze jsme pravé pouzili konkretizaci nékolikrat za sebou, abychom si vytvofili urcitou
predstavu pojmu, ktery se vyskytuje vnaSem problému. Nyni bychom méli sami sebe
presvédcit zda to, co fikd miy pfitel, je pravda. Zatim o jeho tvrzeni nemame ani ponéti.
Vezmeme proto asi zcela ndhodné nékolik Ctyfeifernych palindromi a vydélime je jedendcti.
Dostaneme napt.: 4554 = 11.414, 1001 = 11.91, 8338 =11.758, 3113 = 11.283.
Na zaklad¢ vyse uvedenych Ctyi nahodné zvolenych prikladt dostal problém smysl. Nyni se
nam jist¢ zd4, ze by muj ptitel mohl mit pravdu. Toto piesvédceni jsme ziskali opét pomoci
ne€kolika konkretizaci pivodniho obecnéjSiho problému. Jistotu vSak neziskame, dokud
neptezkousime vSech 90 ctyicifernych palindroma. (Je jich skute¢né 90?)

Teprve nyni se tedy za¢iname zabyvat problematikou FeSeni. Mame ukazat, ze pro
vSechny ¢tyteiferné palindromy plati to, co pro vyse uvedené Ctyfi. Protoze, jak jsme jiz vysSe
uvedli, je téchto palindrom@ 90, mohli bychom problém vyfesit tak, ze vSechny palindromy
prezkousSime, tzn. pouzijeme 90-krat za sebou konkretizaci. To by vSak byla prace velmi
zdlouhavd, a proto se pokusime najit cestu jinou. K tomu nam pomiiZze opét konkretizace,
tentokrate vSak systematickd. VypiSeme si podle velikosti nékolik prvnich palindromi.
Prvnich pét je: 1001, 1111, 1221, 1331, 1441. U vSech mizeme snadno ukazat, Ze jsou
délitelné Cislem 11. Jeste vice jsme se tak utvrdili v pfesvédéeni, ze ptitel ma pravdu. Pokud

! Samoziejmé& nemilzeme ignorovat, Ze pii nejriiznéjsich zkouskach jsou studenti mnohem vice zkouseni z faktti,
které stejné brzy zapomenou nez pravé z téch charakteristickych ¢innosti.

? Piiklady najde ¢tenai napf. v knizce [3] nebo v ¢lanku [1].

3 Problém je ptevzat z knizky [4].



nas nyni napadne podivat se, jaka je ,,vzdalenost™ mezi sousednimi palindromy, bude velmi
blizko k vyfeseni problému. K zapisu pouzijeme tabulku diferenci:

1001T>1111T>1221T>1331T>1441
110 110 110 110

AHA! Uz vime jak. Cislo 1001 je délitelné 11 a kazdé dalsi &islo je vzdy vétsi o 110. Protoze
vSak 1 ¢islo 110 je de€litelné 11, musi byt kazdy palindrom délitelny 11. A jsme hotovi!

Nebo to tak neni? Pokud by to, co jsme uvedli o vytvareni palindromd, byla pravda,
pak by vSechny palindromy musely mit na misté jednotek cislici 1 (pficitanim ¢isla 110 se
Cislice na misté jednotek neméni), coz ale neni pravda. Vzdyt’ palindromem je napf. 1 ¢islo
3773. Kde jsme tedy ud¢lali chybu? Systematickym experimentovanim jsme dosli kzavéru,
ze diference mezi palindromy je 110. Ono to tak ale nemusi byt. Pokud se totiz pti pfechodu
od jednoho palindromu k dal§imu zméni Cislice na misté tisicli, pak je diference jina. Pomoci
konkretizace, ale tentokrat ,rafinované“, tak dostaneme napt. nasledujici c¢ast tabulky

diferenci:
... 1881 T>1991 T} 2002 T>2112

110 11 110

Ted vidime, Ze diference mezi palindromy je dvoji, a to 110 nebo 11. Nastésti ob¢ tato ¢isla
jsou délitelna 11 a tak se délitelnost Cislem 11 pomoci téchto diferenci skutecné rozsifi
z nejmensiho Ctyfeiferného palindromu 1001 na vSechny ostatni palindromy. A problém je
ted’ skute¢né vyteSen. Mtyj ptitel mél pravdu.

Vratme se nyni ke konkretizaci. Pfi praci sproblémem 1 jsme pouzili na riznych
mistech rizné vytvarené konkretizace.
1. Abychom problém pochopili, pouzili jsme nahodnou konkretizaci.
2. Abychom objevili ideu vlastniho feSeni, pouzili jsme systematickou konkretizaci.
Systematickéd konkretizace mize podstatnou mérou pfispét k objeveni zakonitosti, nemusime
vSak pomoci ni objevit n¢které zaludnosti (viz diference mezi palindromy pii zméné cifry na
misté tisicl v problému 1), a proto
3. je vhodné pouzit n€kdy tzv. rafinovanou konkretizaci. Tato konkretizace se hodi, kdyz
napt. ovéfujeme, zda dana hypotéza plati a mize vsob¢ zahrnovat tieba volbu riznych
extrémnich ¢i zvlastnich ptipada.

Vratme se jeSt¢ knaSemu problému. Tento problém je mozné dokazat velmi
elegantn¢. ZapiSme si libovolny ctyfciferny palindrom ve tvaru abba, kde a, b jsou Cislice
v desitkové soustave. Pak plati:

abba =1000a + 100b + 106+ a= 1001a + 1106 = 11(91a + 10b).

Posledni term jasn€ ukazuje, ze palindrom abba je délitelny Cislem 11.

Zda se , ze pravé predvedeny dikaz v sobé neobsahuje Zadnou konkretizaci. Ve
skute€nosti tomu tak ale neni. Abychom takovouto argumentaci mohli pfijmout, musime
rozumét tomu, co se v ni pouziva. Musime rozumét tomu, co to znamena, ze pismena a, b
znaci libovolné Cislice, musime veédét, co znamend, ze Cislo je ctyfciferny palindrom a
musime chépat, zZe Ctyfciferny palindrom lze oznacit abba. Toto v§e samoziejme tizce souvisi
s konkretizaci.



Snad jest¢ poznamenejme, Ze pokud by studenti byli dospéli kproblému 1 pomoci
zkoumdni ctyfcifernych palindromii, pak by nahodnd konkretizace na zacatku prace
s problémem byla zbyte¢nd, nebot’ Zaci by do problému méli dobry vhled jiz pfi vysloveni
samotného problému (hypotézy).

Poznamka: Kdyz arabsky matematik al Chvarizmi (783 —847) ve svém Aritmetickém
traktatu seznamuje Ctenafe s tim, jak se scitaji prirozena Cisla zapsané v desitkové soustave,
bere nékolik vhodné zvolenych konkrétnich piikladii a na nich toto sCitdni ukazuje. Probira
tak vSechny mozné situace, které se pti s¢itani mohou vyskytnout (s¢itdni bez piechodu ptes
desitku, scitani spfechodem pies desitku, chovani ¢isla 0 pifi s€itani atd.). Kazdy, kdo
pochopi tyto konkrétni piiklady, je pak schopen scitat libovolnd dvé cisla. Obdobné to
ukazuje i u odcitani, nasobeni a déleni. Tento matematik ve své dob¢ nemél jinou
moznost, protoze promeénné se v t€ dob¢ jesté nepouzivaly. Presto je tieba fici, ze on si onu
obecnost dobfe uvédomoval a provadél vhodnou konkretizaci, aby pomoci ni mohli jeho
Ctenafi vytesit libovolny ptiklad, tedy aby si mohli uvédomit onu obecnost situace. Myslim si,
ze 1 vdnes$ni dobé (kdy méme k dispozici proménné) bychom ve Skole méli postupovat
obdobné. Pomoci konkrétnich ptikladit bychom méli zaky dovést k pochopeni a poskytnout
jim tak moznost, aby k zobecnéni dosli pod nasim vedenim sami. Oni jsou totiZ Z4ci na
prvnim stupni, ale i v niz$ich ro¢nicich druhého stupné v podobné situaci jako Ctenari dél
vySe uvedeného arabského matematika. Proménné nemaji k dispozici a kdyz se ke konci
druhého stupné proménné zacinaji zavadét, je to velmi pracnd zélezitost. Pokud jiz proménné
k dispozici mame a jsme tedy schopni zapisovat pomoci nich i rizné formule, zda se mi (pii
pohledu z didaktického hlediska), ze je mnohdy zneuzivame. Bez skute¢ného pochopeni toho,
co formule fiké, nema smysl takovou formuli uvadeét.

Nyni budeme demonstrovat jiné tii heuristické strategie a to opét pomoci feseni urcitého
problému’.

Problém 2: Farmat péstuje zeli vzdy na Ctvercovém zdhonu. Tento rok obsahuje jeho
¢tvercovy zadhon o 23 hlavek zeli vice nez lonisky rok. Kolik hlavek zeli péstuje letos?

ReSeni:

a) Experimentovani (vytvoieni tabulky)’

Pocet hlavek zeli v kazdém roce je vyjadien ¢tvercovym cislem, tj. nékterym zcisel 1, 4, 9,
16, ..... (viz obr. 1).
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Tento rok farmar péstuje o 23 hlavek zeli vice, tzn. leto$ni pocet odpovida ¢tvercovému cislu
0 23 vétSimu nez vloni. Budeme tedy experimentovat. V letoSnim roce miize byt pocet

1+23=24, 44+23=27, 9+23=22,.....

Aby zkoumana ¢isla byla piehledna, sestavime z nich tabulku:

vloni 1 4 9 16 25 36 49 64 81 10 121 144
0

letos 24 27 32 39 48 59 72 87 10 123 144 167

* Problém je pfevzat z knihy [5].
> Toto feSeni bychom také mohli nazvat aritmetické ¢i numerické.
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Protoze 144 je Ctvercové &islo, nebot 144 = 12% | na$li jsme jedno feSeni. Dal$i feSeni
pravdépodobné neexistuji, protoze diference mezi ¢tvercovymi Cisly se stale zvétSuje a tedy
jiz nikdy nebude 23 (Lze ukazat — opét pomoci zkoumani, ze diference tvoii posloupnost za
sebou jdoucich lichych cisel).

Odpovéd’: V letosnim roce péstuje farmar 144 hlavek zeli.

b) Grafické FeSeni: Reseni bude reprezetovano nasledujicimi étyfmi &tverci:

Ctverec A Ctverec B Ctverec Ctverec

Ctverec A pfedstavuje zahon v lofiském roce. ProtoZe nevime, kolik hlavek obsahoval,
nevyplnime ho. Ctverec B predstavuje rozsiteny zahon v leto§nim roce. V tuto chvili nevime,
kolik obsahuje hlavek, a proto ho nevyplnime. Do rozsiteni ¢tverce C doplnime vhodnym
zptisobem hlavky zeli, které jsou navic. Po vSech moZnych pokusech zjistime, ze to lze
jedinym zplsobem — 23 = 11 + 11 + 1 (viz obr. 2). Nyni mizeme doplnit cely ¢tverec D a
ziskame tak odpovéd’ na predlozenou otdzku (odpovéd’ viz vyse).
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Obr. 2

¢) Algebraické reSeni (modelujeme situaci pomoci rovnice nebo soustavy rovnic)
Oznaéme x* pocet hlavek zeli tento rok a y* poéet hlavek v minulém roce. Pak mtizeme
sestavit rovnici

x*-y*=23
Pravou stranu Ize rozlozit a tak dostaneme

x+y) (x-y)=23

Cisla x + y a x — y jsou piirozend a &islo x + y je vétsi neZ x — y. Cislo 23 je prvoéislo a mé
pouze dva délitele 1 a 23. Proto miizeme sestavit soustavu rovnic

x+y=23

x-y=1
Resenim této soustavy dostaneme [x, y] = [12, 11]. (Odpovéd’ viz vyse.)

Na zéavér problému: Uvedend tfi feSeni predstavuji vlastné tii rlizné pfistupy: a)

numericky, b) geometricky a c) algebraicky. Pti feSeni a) lze také vyuzit kalkulator. Kazdé
z téchto feseni navic ukazuje jinou heuristickou strategii. ReSeni a) piedstavuje systematické



experimentovani vedouci kvytvofeni tabulky. ReSeni b) ukazuje vyuziti grafického
znazornéni a ¢) modelovani situace pomoci rovnice.

VyteSenim uvedeného problému by v§ak nemélo znamenat, Ze se touto problematikou
pfestaneme zabyvat. MéEli bychom spolu szaky vytvofit hrozen wvnitin¢ spiiznénych
vysledek. Jak vytvofit zminény hrozen? Napf.

a) Zménime cislo, jimz se lisi pocCet hlavek v letosnim a v lonském roce. Tento rozdil bude
napi. 31 nebo 37 nebo —11. (Pozor, musi to byt vzdy liché ¢islo, aby tloha méla feSeni.)

b) Zménime tvar zdhonu. Zadhony budou tvofit napt. rovnoramenné pravouhlé trojihelniky
(jim odpovidaji tzv. trojuhelnikova ¢isla) nebo obdélniky urcitého typu (jim odpovidaji urcita
obdélnikova ¢isla) atd.

¢) Zménime pocet zahonii. Zeli mize byt péstovano na dvou nebo i vice zdhonech.

Zavérem jesté dodejme, Ze empirie v ptirodnich védach a 1 v matematice je nastrojem
objevu nikoliv pravdy. Nastrojem pravdy v matematice je ditkaz pomoci ¢ist¢ho rozumu (viz
dikaz za feSenim problému 1). Tyto dikazy by se samoziejm¢ mély objevovat az pozdéji, az
budeme mit k témto dikaziim prostiedky a az budou studenti schopni tyto dikazy chapat.
Dokazovat vSak miZeme pouze takova fakta, kterd studenti dobie pochopili a jsou
presvédceni, ze jsou pravdiva (napt. na zaklad¢ konkretizace). I tak by vSak mély byt
v pfeduniverzitnim studiu zafazovany s velkym rozmyslem.
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