Limita postupnosti a ,,pripad skakajiceho panacika“.
Lydia Kontrova

ASTRAKT: The article wants to display one costructivist type of
establish definition of a limit for sequences, which may be didactically
used when secondary school students are getting acquainted with this
term.

Ak sa snaZite inym ponukat’ matematiku, treba im odovzdat’
porozumenie, motivdaciu, myslienky....
(M. Atiyah)

V sti€asnom Skolstve sa stretdvame sdvoma zavaznymi
problémami. Na jednej strane je to pokles uspeSnosti stredosSkoldkov
rieSit matematické ulohy ana druhej strane schopnost pouzit
matematiku v praxi, ktord prameni z faktu, Ze vedomosti mnohych
Studentov su prili§ formalne.

Zmyslom vyucby matematiky by malo byt predovSetkym rozvijanie
matematickej kultary Studujucich, coho podstatnou zlozkou je
matematike rozumiet’ a vediet’ ju aplikovat’. Prioritou vo vzdeldvani by
nemal byt ani tak rozsah uciva, ale kvalita vzdeldvacich postupov, ktoré
dokazu rozvijat intelekt Studenta a tym aj jeho schopnost matematiku
aplikovat’ v praxi.

Prax mi potvrdila, Ze neformalna znalost’ potrebuje materidlne
zndzornenie a v nemalej miere od nej zavisi. Poznatky sa najlepSie
objasfiuju materializovanim ([1]) Som presvedcend, Ze v miere, akej
ucitel’ pri vyu€ovacom procese nazorne prezentuje matematické pojmy,
otvara nasledne pre Studenta priestor, aby matematike skuto¢ne



porozumel a neskdr vo svojej buducej praxi bol schopny sam pouzit
matematiku ako prostriedok znazorriovania reality.

Nie vzdy ma ucitel moZnost’ pri zavaddzani nového matematického
pojmu pouzit’ vhodni obrazovii dokumentéaciu. Vizualizaciu logickej
matematickej Struktiry, ktord napomaha vytvaraniu nazornej
predmetnej predstavy matematického pojmu uStudenta, modzeme
dosiahnut’ aj pouzitim konkrétno - deduktivneho a konStruktivneho
sposobu definovania pojmu. BlizSie  to vysvetlim na priklade
z matematickej analyzy.

Pojem limita postupnosti je pre Studentov vel'mi abstraktny. Je to
sposobené tym, ze definicia obsahuje vela kvantifikatorov a d’alej tym,
ze limitné procesy byvaju casto Studentom predkladané ako subor
pouciek, definicii addkazov bez hlbSieho vysvetlenia. Spravne
a neformalne chapanie tohto pojmu je vSak dolezité pre pochopenie
d’al§ich pojmov z matematickej analyzy, ktoré nail nadvizuji a stivisia s
nim.

Myslienka zavedenia pojmu limita postupnosti, pri ktorej je kladeny
vacsi doraz na aktivitu Studenta anazornost’ pri osvojovani pojmu,
pochddza od pol'ského matematika O. Nikodyma. Sama som ju
aplikovala medzi Studentmi amusim konStatovat, ze suspechom.

V tomto didaktickom postupe sa vychadza zo zadefinovania ,111_{{01 a,=0
a nasledne }lqif;an =a,

Ucitel' ma casto tendenciu demonstrovat’ pojem limity na priklade

postupnosti konvergujicej knule; a, = {1} . Nevyhodou tohto
n n=l

prikladu vsak je, ze predstavuje pojem limity prili§ zjednoduSene.
Neposkytuje dostatok podnetov na jeho pochopenie vcelej Sirke.
Studenti sa domnievaji, Ze uZ dostatoéne pochopili, ¢o to znamena, ak sa
povie, ze postupnost’ konverguje k nule, a preto exaktnu definiciu limity
maju tendenciu povazovat’ za nieCo druhoradé, zbyto¢ne skomplikované.
Tento pojem ,,postupnost sa blizi k nule” je Cciasto¢ne zavadzajuci a
nepresny, ako sa to pokusim ukdzat’' na dvoch prikladoch. V oboch by
bolo mozné intuitivne vyslovit’ zaver ,,ze ¢leny postupnosti sa pre n—»oo
blizia k nule* a predsa v prvom priklade sa jedné o postupnost’ s limitou
0 a v druhom nie.

Je mozné vymodelovat’ fiktivnu situaciu, ktorej opis vjazyku
aritmetiky vedie priamo k definicii limity postupnosti. Studentov aktivne



zapojime do tohto skimania ¢im eliminujeme vznik formalnej
vedomosti.

Narysujme na tabul’u priamku, na ktorej v dostatocnej vzdialenosti od

Obrazok ¢.1: Pozicia skakajiceho panacika

Pozornost’ Studentov ststredime na postupnost’:

an :{ (1) '2"} Jednému zo Studentov prikdzeme vyjadrovat
n=1

postupne hodnoty ¢lenov postupnosti a, ; pre n= 1,2,3,...

DalSiemu zase ukazovat’ prstom poziciu skakajuceho panacika, ktory na

prikaz ,,n “ zaujme poziciu ,,a,“ na ¢iselnej osi.

. .1 .
Nasledne vyzna¢me vo vzdialenosti 7 od nuly na obe strany hrani¢né

ciarky. Vyzveme Studentov, aby sledovali, ¢i existuje taky prikaz,,n “, od
ktorého po¢nuc bude panacik skakat’ iba medzi vyzna¢enymi hrani¢nymi
ciarkami. Od akej hodnoty ,,n “ sa tak stane?
Zmenme vzdialenost’ hrani¢nych ¢iar od nuly na jednu sedminu. Znovu
dame ta ista otazku a ocakavame odpoved’ Studentov. Navrhnime eSte
d’al§iu zmenu hranice - na jednu stotinu. Konkrétna situédcia v tejto faze
sa uz neda realizovat na tabuli. Studenti pokratuju znazoriiovanim
situécie V}'/poétom:
11 T 1 1 1

——,—,——,—,——,— panacik je eSte za hranicou jedna stotina;
2’4" 8 ] 6 32’ 64



pre n = 7 dostavame a,= —78; panacik skocil medzi vyznacené

hranice.
Urobme este posledny navrh - hrani¢né ¢iarky nech su vo vzdialenosti
1

107 od nuly. Studenti na zaklade predchadzajiicich

skusenosti prichddzaju s myslienkou hl'adat’ rieSenie pomocou nerovnice:
1 . , 50
— >10°" z éoho dostavame n.log2 > 50 = n >
2" 10 log?2
Znamena to, ze priblizne od prikazu ,n=167“ pocnlic, panacik bude
skakat’ medzi ¢iarkami vyznacujicimi hranicu od nuly vo vzdialenosti

107 Teraz je vhodna chvila poradit’ Studentom, aby sformulovali
ulohu vSeobecne v jazyku matematiky, pricom vzdialenost hranice od
nuly oznacime pismenom &.

Studenti bez problému formuluji: nech je dané &islo & > 0 (vzdialenost’
hrani€nych c¢iar od nuly). Potom existuje také prirodzené cislo ,,n“
(prikaz ,,n "), Ze pre vSetky prirodzené ¢isla

m > n (po¢nuc od prikazu ,,n“) plati : —¢ < a, < ¢ (panacik skace
medzi Ciarkami). Obecné lrieéenie sa ziska z nerovnosti:
—loge

— < ¢ odkial’ dostavame n > )
2" log?2

Druhy priklad:

Ucitel' opdt’ upriami pozornost’ Studentov na historku so skakajucim
panacikom, tentoraz vSak pre ind postupnost’:

b,=\(-1)". () };O:]; kde p(n) oznacuje takého najvicsieho delitela
Cisla n, ktory nie je zloZenym cislom.

Studenti pocitaji hodnoty a,, zapisuji postupne ,, poziciu skdkajuceho

! 11 11 11 11 11 1
pandacika“: —1;— ;== =
2732 53 72 35 ]13 13

Zaregistruju, ze nech sa povie akykol'vek prikaz ,,n“, vzdy sa objavi po

nom taky prikaz, pri ktorom panacik zaujme poziciu? ( stane sa tak pre

vsetky ,,n%, ktoré st prirodzenou mocninou ¢isla 2 ). Ak hrani¢né Ciarky



budu zvolené vo vzdialenosti mensej ako 0,5 od nuly, ,, panacik bude
vzdy po wurcitom case vyskakovat' poza hranicné ciarky“. Pouzijic
matematickd terminoldgiu Studenti formuluju tvrdenie:

Existuje také prirodzené ¢islo € (napr. 0,5), Ze pre vSetky prirodzené ¢isla
n, existuje vzdy také prirodzené ¢islo m > n pre ktor¢ plati:

b, < -¢ alebo b, > &. Uvedenie tychto dvoch prikladov nds privadza
k pojmu ,, postupnost a, ma limitu 0 ktora v tomto momente korektne
zadefinuje ucitel’.

Ako vidiet' z predchédzajucich uvah, aj taky abstraktny pojem ako je
limita postupnosti, je mozné Studentom prezentovat’ ndzorne, pomocou
vhodne zvoleného konstruktivneho postupu. Dalsie pristupy mozno najst’
v [2].
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