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ABSTRACT: The aim of the paper is to discuss some aspects of the combinatorial
thinking of secondary school students. We took a small sample of 16 students and gave
them a combinatorial problem. Then we tried to classify the different strategies
the students took in their solutions.

1.UVOD

Ziacke rieSenia kombinatorickych uloh si zname vysokym
poctom chyb. Ak cielom ucitel’a nie je len chyby evidovat’, ale ich aj
redukovat, je nevyhnutné pochopit, pre¢o k chybe doslo. Uspech
v tomto smere je podmieneny usilim porozumiet mysleniu Ziakov.
Vyskumu kombinatorického myslenia na SS zatial nebola venovana
dostatocna pozornost’ ani na Slovensku, ani v zahrani¢i. NaSim cielom
bolo pomocou malej sondy ziskat’ prvi orientdciu v problematike.

2.NASTROJ A JEHO APLIKACIA

Ako vychodisko sme pouzili kombinatorickt ulohu: 5 priatelov
sa luci a kazdy s kazdym si raz podava ruku. Kolko bolo vsetkych podani
rik? Uloha bola druhou tlohou prvej $tvrtroénej pisomnej prace
z matematiky urcenej ziakom 2. ro¢nika Stvorro¢ného gymnazia Velka
okruzna 22 v Ziline (november 2002). Praca obsahovala 5 uloh (dokaz
matematickou indukciou, kombindcie bez opakovania, binomické veta,
kombina&né &isla, vlastnosti funkcie). Ulohu rieilo 16 Ziakov.

Hoci na vyrieSenie ulohy neboli nevyhnutné predchadzajuce
vedomosti, jej rieSenie mohlo byt ovplyvnené metodami
sprostredkovanymi ugitefom alebo uéebnicou. Skolské uéebnice [1], [2],
[3] na rieSenie predlozeného typu tlohy ponukaju Styri metody:



IV.

L. vypisovanie moznosti [3, s. 26]
{A,B}, {A,C}, {A.D}, {AE}
{B,C}, {B,D}, {B,E}
{C,D}. {C,E}
{D,E}
Vysvetlenie: Pismena A, B, C, D, E oznacuji 5 priatelov,
dvojprvkové mnoziny podania rak.

II. grafickd metoda [1, s. 6]

Vysvetlenie: Vrcholy pédtuholnika predstavuji 5 priatelov,
strany a uhlopriecky podania rik.

III. tabul’kova metdda [1, s. 6]
A B CDE

A X X XX

X X X

X X

X

moaow

Vysvetlenie: Pismend A, B, C, D, E oznacuju 5 priatel'ov,
kriziky podania ruk.
vypocet pomocou vzorca [2, s. 33]

C.(5)= 5) st 51 5431 54 20 _
? 2) G-2)020 320 32 2 2
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3. VYHODNOTENIE
S ohl'adom na nés ciel’ sme vSetky vypoétové tahy' roztriedili do

typov [A] - [R] a metdod 1. — V. (V. metdoda zahfna vypocCtové tahy
nezaradené do L.- IV.). Kjednému typu radime odpovede, ktoré¢ podla
nas reprezentuji rovnaky sposob uvazovania, hoci sa po formalnej
stranke mézu od seba liSit’ (napr. r6zne oznacenie priatelov [A], ...).
RieSenie vicsiny ziakov je charakteristické pritomnost'ou vypoctovych

! RieSitel’'sky tah — Cast’ rieSitel'ského procesu. Je zamerany na najdenie

jedného neznameho udaja [4, s. 113]. Vypoétovy tah — projekcia riesitel'ského tahu
z prostredia VEDOMIE do prostredia PAPIER [4, s. 118].



tahov viacerych typov a metdd. Snazili sme sa o o najvernejsi prepis
jednotlivych vypoctovych tahov — reprezentantov typu. Niektoré
zuvedenych typov sa vyskytli len raz, niektoré viackrat. V snahe
prehl'adne zrekonsStruovat’ myslienkovy proces rozliSujeme v tabulke
potencialne myslienkové kroky (interpretacia myslienkovych krokov),
ktoré¢ viedli k skimanému pisomnému prejavu (projekcia myslienkovych
krokov na papier). Zoznam pri¢in chybnych myslienkovych krokov ako
aj moznosti ich interpreticie nepokladdme za Uplny. Kvoli stru¢nosti
uvedieme rozbor iba jednej metdody — vypisovania moznosti. Pre zvySné
Styri metody mozno uviest’ podobné rozbory.

I. Vypisovanie moznosti.
1.1. Prehl'ad vypoctovych tahov.

[A]
a) A,B,C,D,E b)A BCDE
ABBCCDDE B CDE
ACBD CE Cl DE
AD BE D E
AE 14 podani
) 4321 _
4+3+2+1=10
[B] 5+4+3+2 =14 [C]1-4
2
3 5.4=20
4
5
[D]a)43211=12.2=24 [E]a)54321-120 - krat
Bolo 24 podani ruk. b)5.4.3.2=20.3.2
b)4.3.2.1 =24 =20.6=120



1.2. Rekonstrukcia vypoctovych tahov.
Domnievame sa, Ze vysoky pocet rieSeni je vysledkom kombinécii pomerne malého poctu myslienkovych
krokov (spravnych alebo chybnych):

Tabulka 1
Interpretacia Projekcia myslienkovych krokov na papier interpretacia chybnych
myslienkovych krokov myslienkovych krokov

5 priatelov

Prvy priatel’ podava ruku
ostatnym Styrom.

Druhy podéava ruku tym,
ktorym este nepodal.

Treti podava ruku tym,
ktorym este nepodal.
Stvrty  priatel podava
ruku tym, ktorym este
nepodal.

Piaty podava ruku tym,
ktorym este nepodal.

Pocet vsetkych podani
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432 543 444 555
4321 5432 4444 5555
43210 54321 44444 55555
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5.5.5.5=312

[F] [G]

Prvy priatel si podal ruku
s kazdym. Je ich 5. (1)

Druhy si podal ruku s kazdym
(prip. okrem seba samého). (2)
Treti si podal ruku skazdym
(prip. okrem seba sameho). (3)
Stvrty si podal ruku skazdym
(prip. okrem seba samého). (4)

Piaty si podal ruku skazdym
(prip. okrem seba samého). (5)

Pocet vsetkych podani rak =
sucinu Cisel nad “mistickami‘.

(6)




1.3. Prehl'ad pravdepodobnych pri¢in chybnych krokov.

(1) nedostato¢na predstava kombinatorickej situacie ( Clovek si podava
ruku sdm so sebou.); rieSenia [B], [E], [G]

(2) zaratanie kazdého podania dvakrat; rieSenia [C], [F], [G]

(3) (4) (5) zotrvacnost’; riesenia [C], [F], [G]

(6) stotoznenie ,,mistiCkového* zapisu s tzv. mistiCkovou metddou’ bez

ohl'adu na kombinatoricku situaciu; rieSenia [D], [E], [F], [G]

Zamyslime sa tieZ nad tym, ako r6zne formy zapisov nasledne
ovplyvnovali rieSenie:

[A] Rozdiely spocivaju v snahe riesSitelov zjednodusit vypis
vSetkych moznosti a tym — urychlit’ vypocet. Predpokladdme, Ze prave
zapis b) spolu snepozornostou viedol pri scitavani podani ruk
k chybnému vysledku. Aj ked’ je ten, kto podava ruku, graficky odliseny
od mnoziny partnerov, s ktorymi si podava ruku, v kone¢cnom dosledku je
zaratany ako samostatnd moznost’.

[D] Na zaklade zapisov sa domnievame, Ze varianty a), b) sa liSia
poradim mySlienkovych krokov: Kym 1. rieSitel si najskdr oznacil
vSetky objekty a az potom sa zamysla nad ich vztahmi, 2. rieSitel’ sa
nad vztahmi daného objektu zamysla hned po jeho oznaceni. Pokial
v oboch pripadoch vyvstal problém ,,podanie ruk 5. ¢loveka”, v a) bol
nastojcivejsi, nakolko sa na zdklade skuisenosti s mistickovou metdédou
vyskytla potreba zaplnit’ posledné miesto. V b) mal rieSitel moZznost
stotoznit’ ,,0” na poslednom mieste snezaznaCenim objektu a jeho
vztahu, ¢im sa po vynasobeni vyhol rieSeniu dilemy nerealneho
vysledku ( 0 podani ruk — vid’ tab. 1) narozdiel od a). Ten overuje
rieSenie graficky. Ani tento rozpor vSak nebol dostatoénym impulzom na
zmenu uvazovania, ¢im sa potvrdil vel'ky vplyv “mistickového” zapisu
na rieSenie.

[E] Nedokoncenie ,,mistickového* zapisu b) (nasobenie Cislom
»1“ vysledok nezmeni) malo negativny vplyv na vysledok

2 Mistickova metoda — metdda vyucovana pri ulohdch o variaciach (Kolkymi
réznymi spoésobmi mozno vybrat usporiadanu k-ticu (k < n) z n-prvkovej konecnej
mnoziny?). ,Misticky” predstavuji jednotlivé pozicie (pofet = k), cCisla nad
,,mistickami pocet spdsobov, ktorymi mdézeme objekt na danu poziciu vybrat. Pocet
rdznych usporiadani = sucinu ¢isel nad ,,miStickami‘ (pravidlo sucinu).



pri nasledujucom sposobe uvazovania [B] (v porovnani stabulkou 1
ojednotku mens$i). Zmena v mysSlienkovom kroku (6) bola totiz
sprevadzana len prepisanim ,,.” v [E b)] na ,,+*.

4. ZAVER

Hoci sme v prispevku uviedli len rozbor jednej metddy, celkovo
mozno povedat’, Ze ak je nasa rekonStrukcia myslenia Ziakov spravna,
potom kazda z uvedenych chyb ma pdvod vjednej zdvoch pricin:
nepochopenie kombinatorickej situacie a sposob zapisu. Hoci sa zda, Ze
druhd pri¢ina nie je vzhladom na kombinatorické myslenie natolko
zavazna ako prva, zaskocilo nds, do akej miery a v akom rozsahu zépis
dokéze ovplyvnit’ rieSenie.

Analyzy Ziackych rieSeni priniesli vel'a podnetov na zamyslenie.
Napriek tomu by bolo vhodné nase dohady overit’ — napr. dodato¢nym
rozhovorom s riesitel'om a to z dvoch dovodov:

1. Rozhovor nam umozni lepSie pochopit’ Ziacke myslenie.
2. Zistime, nakol’ko sme sa dokazali priblizit’ mysleniu ziakov.
Nepochybne oba typy informacii budi dolezité pri odstrafiovani chyb.
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