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Anatémia slovnej ulohy o veku'

Milan Hejny
ABSTRACT: A word problem is decomposed into four levels: a story, objects,
relations, a mathematical model. An ‘age problem of a type (m,n)’ is such a word
problem which deals with m people A,,...An and n different time points t,...t,. For
instance, the problem Kate and Lena have now altogether 19 years. Kate was 3 when
Lena was born. How old is Kate? is of the type (2,2), since people are Kate and Lena
and time points are today and when Lena was born. Classes of problems of this type
are theoretically elaborated and some educational applications are shown.

1.Uvod

1.1Formulacia problému

Narocnost’ slovnych uloh je dobre znama kazdému ucitel'ovi. Necudo, ze
tejto problematike je venovana znacnd pozornost’ izo strany didaktiky
matematiky. Slovné ulohy, najmé rieSitel'ské procesy tychto uloh, su
skimané z mnohych pohl'adov a Casto sluzia ako néstroj experimentov.

V ¢lanku Hejny (1995) sme ukézali, ze hlavnou prekazkou tspesného
rieSenia slovnych uloh je neschopnost’ ziaka porozumiet’ tlohe, pochopit’
situdciu opisanu tlohou a/alebo vyzvu, ktort uloha kladie. Navrhli sme
1 niektoré edukacné stratégie, ako tuto prekazku prekonat’. K realizacii
niektorych tam popisanych stratégii je potrebné¢ danu slovna tlohu
rozkladat na sémantické elementy atie modelovat v jazyku algebry.
Cielom naSej Stadie je dat’ teoreticky ramec pre taky rozklad, osobitne
potom aplikovat tento rozklad na tlohy o veku.

1.2Meto6dy prace

Pramenimi stidie boli 1) Ziacke rieSenia slovnych tloh (analyzované uz
v predchadzajacich vyskumoch), 2) pisomné a tstne reakcie ucitelov na
slovné ulohy a ich rieSenie ziakmi, 3) texty slovnych uloh z ucebnic
a zbierok, najmi vydavatel'stva Orbis Pictus Istropolitana, (P. Bero, P.

' Stadia bola vypracovana s podporou grantov VZ J13/98/114100004 a GACR
406/02/0829
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Cernek, S. Kovacik, Z. Pytlova, V. Repas, I. Vojtela) azbierok M.
Kaslovej. Vzadu v literatare su uvedeni iba ilustracie tychto titulov.

Pri¢iny Ziackych neuspechov pri porozumeni slovnych tuloh boli
skimané metodami atomarnej analyzy (pozri Hejny 1995, Stehlikova
1955, Kratochvilova 2003). Podobné techniky boli aplikované na
rozklad textu slovnej ulohy. Stu¢ast'ou badania bol aj rozbor socioldgie
slovnej ulohy, ktory sa do tohto ¢lanku nevosiel.

2.Niekol’ko zakladnych pojmov

Termin slovna uloha nie je v didaktickej literatire plne ustdleny. Preto
za¢neme jeho vymedzenim. Najprv uvedieme niekol’ko uloh a potom
budeme uvazovat, ktorej z nich prisidime pridomok ,,slovna®.

2.11lustracie

Uloha 1. Ugitel’ napisal na tabulu rovnicu 5x + 4 = 19. Potom sa opytal
triedy, ¢i by niekto vedel rovnicu vyrieSit. Vy by ste vedeli?
Uloha 2. Sucet dvoch Cisel je 19 a rozdiel je 3. Ktor¢ su to ¢isla?

Uloha 3. Dragice Klara a Lenka maju dovedna 19 hlav.
Kléra ma o tri hlavy viac ako Lenka. Kol'ko hlav ma Kléra a
kol'ko Lenka?

Uloha 4. Sestry Klara a Lenka maju dovedna 19 rokov. Klara ma o 3
roky viac ako Lenka. Kol'ko rokov ma Klara a kol’ko Lenka?

Uloha 5. Sestry Klara a Lenka maju dovedna 19 rokov. Klara mala 3
roky, ked’ sa Lenka narodila. Kol'’ko rokov ma Klara a kol’ko Lenka?
Uloha 6. Az bude Belo tak stary ako je Adam dnes, bude mat’ Adam 19
rokov. Ked’ mal Adam tol’ko rokov, koI’ko ma Belo dnes, mal Belo o 8
rokov menej, ako ma dnes Adam. Kolko rokov mé4 dnes Adam a kol'ko
Belo?

2.2Ktoru z uvedenych uloh budeme povazovat’ za slovna?

Vsetkych 6 uloh je formulovanych pomocou slov a st teda ,,slovné®. Ale
nase vymedzenie terminu bude uZsie. Ulohu 1 nenazveme slovnou, lebo
k jej vyrieSeniu slovam netreba rozumiet. Jej rieSenie x = 3 najde
iclovek ktory po slovensky nevie. Tato uloha nevyzaduje jazykové
porozumenie.

Uloha 2 vyzaduje jazykové porozumenie, ale to je viazané iba na svet
matematiky. K jej porozumeniu netreba mat’ zivotné skusenosti. Ufon,
Zijici v Uplne inej realite, by tato Glohu, prelozenu do ,,ufénstiny*, vedel
vyrieSit. Ani tento typ tloh nebudeme v naSom ponimani povazovat za
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slovné. Od slovnej tlohy budeme poZzadovat, aby mala presah do
Zivotnej skusenosti ¢loveka. Vysledkom uvahy je

Vymedzenie. Terminom slovnad uloha rozumieme matematicka ulohu,
ktora vyzaduje jazykové porozumenie a presah do Zivotnej skiisenosti.

2.3Poznamka o slove ,,priklad*

V slovencine (i CeStine) sa Casto namiesto slova uloha povie priklad.
V anglictine je example nieco iné ako ftask i problem. V nemcine ,,das
Beispiel“ nie je ,,die Aufgabe“ a v rustine ,,primer” nie je ,zadaca“.
Odporti¢am aj v slovencine (a ¢estine): pod ,,prikladom* rozumiet’ vzor,
ukézku, ilustraciu a slovom ,,aloha* rozumiet’ vyzvu k rieSeniu.

2.4Dynamicky a staticky charakter slovnej ulohy.

Vymedzenie. Slovnu ulohu nazveme dynamickou alebo
pribehom, prave ked sa odohrdva vdvoch ¢i viacerych
casovych hladindch, popripade ak pracuje s fecucim casom.
Ulohu, v ktorej ¢as nehra doleziti rolu, nazveme statickou
alebo situdciou.

Ulohy 3 a 4 su statické, ulohy 5 a 6 su dynamické. V ulohe 4 sa sice
hovori o veku, lenze iba v Case ,teraz“. V ulohe 4 sa hovori o dvoch
casovych hladinéch: ,,dnes* a ,,vtedy sa Lenka narodila®.

Medzi dynamické patri vécSina uloh o stretavani sa, o praci, o plneni
bazéna, o veku a pod. Dynamické Glohy byvaji narocnejsie ako statické.
Toto triedenie Uzko stvisi s kognitivnou polaritou proces vs. koncept
(pozri Gray, Tall, 1994; autorova interpretacia je v Hejny, 1999).

3.Anatomicky pristup k slovnej ulohe

Skumat’ anatomiu Glohy znamena rozkladat’ ju na o najmensie prvky,
tie analyzovat,, organizovat’ aretazit’ do sieti. V zhode s uchopovanim
ulohy Ziakom (pozri Hejny 1995), rozdelime ulohu do 4 vrstiev:

1. Vrstva pribehu ¢i situacie sa tyka ramcovych predstav o ulohe.

2. Vrstva objektov sa tyka toho, o tvori ,,podmet” textu Glohy.

3. Vrstva vztahov sa tyka vdzieb medzi objektmi ulohy.

4. Vrstva matematického modelu prezentuje prepis textu ulohy do
formalizovaného jazyka.

3.1Vrstva pribehu ¢i situacie
sa sklada z expozicie a vyzvy. Expozicia predstavi pribeh Ci situaciu
a rieSitel’ si o tom tvori predstavu. Vyzva rozbehne a orientuje rieSitel'sky
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proces. Tato vrstva sa stdva prekdzkou porozumenia ulohy pre tych
ziakov, ktori nevedia ¢itat’ s porozumenim ani rozpravku.

Asi dvadsiatim Siestakom sme precitali ulohu 5 a chceli sme, aby nam
text Ulohy reprodukovali vlastnymi slovami. Piati ziaci uviedli presne
obe podmienky ulohy, hoci jeden znich premenoval Klaru na Katku.
Siesti ziaci povedali, Ze je to osestrach Klire aLenke a Ziadnu
podmienku neuviedli, traja z nich dokonca neuviedli ani to, Ze sa jedna
o vek dievcat.

3.2Vrstva objektov

Osoby, predmety, udalosti, stavy, ... o ktorych tloha hovori,
nazveme objektmi. Napriklad v tlohe 5 nachddzame objekty:
dracice, dracica Klara, dracica Lenka, hlava, pocet hlav, pocet
hlav Klary, pocet hlav Lenky, pocet hlav dracic dovedna, 19
hlav dovedna, tri hlavy, o tri hlavy viac, o tri hlavy viac ako
Lenka.

Objekty budeme triedit’ podla toho, ¢i poukazuju, alebo nepoukazuji
na Cislo, ¢i uz znadme, alebo nezname. Objekt ,,dracica Klara“ na ¢islo
nepoukazuje, ale objekt ,,pocet hlav Klary* poukazuje. Objekt ,,dracice*
moze, ale nemusi nadobudat’ ¢iselni hodnotu: objekt ,,2 dracice* Ciselnu
hodnotu nadobuda, objekt ,.draice sestry* nenadobuda. Objekt, ktory
poukazuje na ¢islo nazveme vstup (ak je elementom expozicie tlohy)
alebo vystup (ak je elementom jej vyzvy) VacSina objektov sa v slovnej
ulohe opisuje priamo. Existuju vSak aj také objekty, ktoré su v ulohe
pritomné nepriamo. Napriklad objekt ,,vekovy rozdiel Klary a Lenky*
v ulohe 5.

3.3Vrstva vzt'ahov
obsahuje vSetky vyznamné vizby medzi objektmi ulohy. Zv1ast' dolezité
su tie, ktoré sa tykaju vstupov a vystupov. Byvaju vyjadrené pomocou
rovnice, nerovnice, grafu, tabulky, obrazku,... Tie nazveme udaje.
Vztahom Glohy nazyvame kazdu sémantickt informaciu o objektoch
ulohy. Vztah méze z textu ulohy vyplyvat priamo, alebo nepriamo.
Napriklad ,,bolo nas tol'ko ako je mesiacov vroku* hovori nepriamo, ze
nas bolo 12. Vztah, ktory informuje, ze isty objekt tlohy budeme
stru¢ne zapisovat’ ur€itym znakom, nazveme oznacenie.

3.4Vrstva matematického modelu tlohy
Prevedenim pribehu ¢i situacie do znakového jazyka (najCastejSie do
rovnice ¢i sustavy rovnic) vznikd matematicky model ulohy. Niekedy je
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tento model sti€astou procesu rieSenia. Napriklad Adka (9 rokov) riesila

metodou pokus - omyl tlohu 5: najprv urobila niekol’ko bodiek ku Klare
a potom o tri bodky menej k Lenke

Klita eeeee ececece o (pozri obr.. 1): Spocitala vSetky

Lenka eeeee eee bodky; bolo ich 17 ; tak dorobila eSte

Obr. 1. po jednej bodke do kazdého riadku

a povedala, ze uz to vyriesila.

Stars§i ziaci beznejSie pouzivaju rovnicovy model, ktory je, z hl'adiska

vyucovania povazovany za Standardny. Rovnicovy model ulohy 5 ma

tvar: K+L=19, K=L+3, kde

K = pocet hlav Klary a L = pocet hlav Lenky.

Zakoncili sme v§eobecnu uvahu o slovnych ulohach a pristupime
k uloham o veku. UZ8ia oblast’ nam dovoli hlbsi ponor do problematiky.

4.Ulohy o veku

Slovn ulohu nazyvame ulohou o veku, ak v nej dolezitd rolu hra vek
jednej ¢i viacerych osob (predmetov, zvierat, bytosti,...) vaspont dvoch
casovych hladinach. Pripomenme, Ze tloha 4 nie je, a uloha 5 je ulohou
veku. Pozrime na dve Ziacke rieSenia tejto tlohy.

4.1Pribeh: Béra riesi ulohu 5

Bara (7 ro¢nik) napisala rovnice: K+ L =19, K= 3, zistila,
ze L =16 adlho mlcala. Povedala: ,,je to dake pomotané*. Na
otazku, ,,Co je K?* povedala, e vek Klary. Doplitujica otazka
,Vek Klary dnes, alebo vtedy ked sa Lenka narodila?“
diev¢inu prekvapila. Vzala pero a zafala nanovo pocitat’. Po
chvili nasla spravne rieSenie ulohy.

Pribeh 1ilustruje casti pri¢inu netGspechu Zziaka pri
uchopovani ulohy o veku: zabudne na ¢asové hladiny. S
nespravne uchopenymi objektmi sa nepodari uchopit’ vztahy.
KI'dcovy pre nds je poznatok, ze Bare stacilo dat’ impulz —
treba uvazovat’ o veku v danom case — a uz tlohu uchopila.
4.2Uchopenie objektov v tlohe o veku, typ tlohy

Prvy a rozhodujuci krok uchopenia ulohy 5 je uvedomenie si Styroch
objektov. Mozno ich prehl'adne zapisat’ do tabulky:
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Vtedy Dnes
Klara K’ =vek Klary vtedy K =vek Klary dnes
Lenka L° =vek Lenky vtedy 4. =vek Lenky dnes

Tab. 1.

Tabulka je kartézsky su¢in O xH={K, L} x {D, V'}
mnoziny 0osdb O = {K=Kléra, L =Lenka} a
mnoziny ¢asovych hladin ~ H = {D = dnes, V' = vtedy}.

Zovseobecnenie. V tlohe o veku st dané osoby? vo viacerych
casovych hladindch. Osoby ozna¢me A4,,..., 4,, Casové hladiny ozna¢me
th,..., tn. Takd Gloha md n.m zakladnych objektov (parametrov): ,vek
osoby A4; v ¢ase t“ prei € {l,...,n},j € {1,....m}.
Vymedzenie. Slovna tlohu o veku v ktorej aktivne vystupuje n osdb a m
casovych hladin nazveme uloha o veku typu (n,m). NajbeznejSie Casové
hladiny su tri: ,,vtedy” (minulost’), ,,dnes* (pritomnost) a ,,potom*
(budtcnost)); oznac¢ime ich znakmi: V, T, P.

4.3Vztahy v ulohe o veku

V tlohe o veku, ako v kazdej inej slovnej ulohe, sii dané isté vztahy
medzi parametrami. Okrem nich vulohe o veku platia aj zdkonitosti
plynutia casu:

Z1.V danom case zostarne kazdy ¢lovek rovnako.

Z2. Vekovy rozdiel dvoch konkrétnych I'udi sa v case nemeni.

Zakonitosti Z1 a Z2 tvrdia to isté. Nazorne to vidime na tulohe 5:
zakonitost’ Z1 tvrdi, ze K- K'=L - L’,
zakonitost’ Z2 tvrdi, ze K'— L~ = K — L. Obe identity tvrdia to isté.

Uvedené zakonitosti maju pre rieSenie tlohy o veku kl'icovy vyznam.
Bez nich ulohu o veku vyrieSit nemozno. To umoziiuje podat nové
vymedzenie pojmu ,,uloha o veku®.
Vymedzenie. Slovnu tlohu, rieSenie ktorej nevyhnutne vyzaduje pouZitie
zéakonitosti plynutia ¢asu, nazyvame ulohou o veku.

Pojmy ,,zdkladny objekt (parameter) a ,,zdkonitosti plynutia ¢asu®
tvoria teoreticky rdmec pre skimanie Uloh o veku. Vychodiskom
k hlbSiemu skiimaniu nam bude naro¢nejsia tiloha 6.

2V ulohéch o veku sa namiesto I'udi mozu vyskytovat’, rozpravkoveé
bytosti, zvieratd, predmety, ... V d’alSom budeme hovorit’ iba o 'ud’och.
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5.Uloha 6 a jej pribeh
Citatelovi odporéame, aby si samostatne vyriesil Glohu 6 a rieSenie si
odlozil, aby si neskdr mohol porovnat’ svoj postup s nasim rozkladom.

5.1Uchopovanie ulohy ziakmi

Asi dvadsiatim ziakom 7. a 8. roc¢nika sme niekolko krat precitali
ulohu 6 a poziadali sme ich, aby vlastnymi slovami napisali text i otazku
ulohy. Vsetci ziaci napisali, ze treba zistit' vek chlapcov. Podmienky
ulohy, ktoré uviedli, boli trividlne (napr. o 8 rokov bude Belo o 8 rokov
star§i ako je dnes), pravdivé (napr. Adam je star$i ako Belo), nepravdivé
(napr. Adam ma 19 rokov), polopravdivé (napr. Adam ma 19 rokov a
Belo 19 — 8 = 11 rokov), nejasné (napr. Belo ma o 8 rokov menej a
Adam viac), alebo neuplne (napr. Belo ma o 8 rokov menej). Ani jeden
ziak nepovedal, Ze pribeh sa odohrava v troch ¢asovych hladinach; a to
ani vtedy, ked’ sme sa na to opytali. Ulohu vyriesil iba jeden Ziak. Pouzil
metddu pokus — omyl. Nasiel rieSenie, ale svoj postup vysvetlit’ nevedel.
5.2Ciastoéne tispesné pokusy o rieenie tilohy 9

V inom experimente sme ulohu 6 dali 42 6smakom, ktori uz predtym
rieSili I'ahSie ulohy o veku (naro¢né asi ako tloha 5) a vedeli, ze si treba
vyjasnit’ v akych ¢asovych hladinach sa tiloha odohréva. Z nich ulohu 6
vyriesilo 7 ziakov a d’al$ich 20 rieSeni bolo Ciasto¢ne spravnych.

Analyza ziackych rieSeni ukézala, Ze Ziaci stroskotajui najCastejSie na
neschopnosti oddelit’ od seba jednotlivé podmienky ulohy. To ukazalo
na potrebu preskumat’ Struktiru podmienok uloh o veku. InSpiraciou pre
nas bol rozhovor dvoch chlapcov, ktori text ulohy rozkladali na malé
kuasky, z ktorych potom tvorili prislusné rovnice. NajzavaznejSie kroky
tejto analyzy sa tykali spresiiovania cCasovych hladin, ku ktorym
jednotlivé vety textu treba vztahovat. Malé kusky textu, na ktoré chlapci
ulohu rozkladali, sme pomenovali fragmenty.

6.Fragmentaci textu, cesta k rovnicovému modelu ulohy o veku

Ciel'om kapitoly je ukazat’ technologiu uchopenia slovnej tlohy o veku.
Skimanie uskuto¢nime na priklade Glohy 6. Potrebné zovseobecnenie
urobime zavedenim vSeobecnych pojmov. Z nich iba prvy vymedzime,
ostatné prenechame Citatelovi. Pre tato pracu mu odporicame, vytvorit
si subor prikladov, ktoré mu pomodzu najst jednoduché a jasné
vymedzenia.
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6.1Fragmentacia textu slovnej tlohy o veku

Vymedzenie. Cast’ textu tlohy, ktora vypoveda o jednej vizbe, nazveme
fragmentom textu. Rozklad ulohy na fragmenty nezveme fragmentdciou.

Su ulohy, ktorych fragmentacia je jednoduchd. Napriklad tloha 5 ma
dva fragmenty, kazdy je tvoreny osobitnou vetou textu. VacSina Gloh
o veku ma ale fragmentaciu naro¢nu. Uloha 6 ma Styri fragmenty:

(1a) Az bude Belo tak stary ako je Adam dnes,

(2a) bude mat’ Adam 19 rokov.

(3a) Ked mal Adam tol’ko rokov, kol’ko ma Belo dnes,
(4a) mal Belo o 8 rokov menej, ako ma dnes Adam.

Ani jeden z fragmentov nie je celkom jasny, lebo nie je gramatickou
vetou. NavySe nie kazdy vyskyt osoby je spojeny s casovou hladinou.
Tieto dva nedostatky odstranime.

6.20samostatnenie fragmentov

Fragmenty (l1a) — (4a) upravime v dvoch krokoch. Najprv ku kazdému
vyskytu mena pripiSeme prislusni ¢asovu hladinu. Pomocnikom nédm
bude ¢as (minuly, pritomny, buduci), ktory sa k danému menu viaze. Tak
ziskame casovo spresnenu verziu fragmentov:

(1b) Az bude Belo (potom) tak stary ako je Adam dnes,

(2b) bude mat’ Adam (potom) 19 rokov.

(3b) Ked’ mal Adam (vtedy) tol'’ko rokov, kol’ko mé Belo dnes,
(4b) mal Belo (vtedy) o 8 rokov menej, ako ma dnes Adam.

Fragmenty osamostatnime ich Gpravou do gramaticky spravnych viet:

(1c) Vek Bela potom je rovnaky ako vek Adam dnes.

(2c) Vek Adama potom je 19 rokov.

(3c) Vek Adama vtedy je rovnaky ako vek Bela dnes.

(4c) Vek Bela vtedy je o 8 rokov menej, ako vek Adama dnes.

Uchopenie je hotové. Ostava prepisat’ fragmenty do jazyka pismen. .
6.3Prepis fragmentov do formalizovaného jazyka
Nastrojom prepisu je zavedenie znakov pre Sest’ zdkladnych parametrov:

|  Vtedy=V Dnes =D Potom = P
Adam = A4 a=AV b=A4D c = AP
Belo =B d=BV e =BD f=BP

Tab 2
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Kazdy zo Siestich zakladnych parametrov tlohy ma teraz dve
znakové mend: sémantické (AV, ... BP) a algebraické (a, ..., f).
Sémantické meno pouzijeme tam, kde chceme uchovat predstavu o
pribehu ulohy. Tam, kde nezalezi na sémantike parametra, kde ide iba o
jeho Ciseln hodnotu, ktorou bude parameter nasyteny, pouzijeme
algebraické meno.

6.4Rovnicovy model slovnej ulohy o veku
Dostavame sa ku koncu nasej cesty: sme pripraveni uchopit’
ulohu 6 do rovnic. Stac¢i vztahy (1c) — (4c) prepisat’ pomocou

znakov zavedenych vtabulke 2. To urobime v tabulke 3,
v ktorej zaroven zrekapitulujeme

Fragment textu Znakova vizba
povodny osamostatneny séman. algeb.
Az bude B tak stary ako Vek B-a potom je rovnaky  BP = f=b
je A dnes ako vek A-a dnes AD
bude mat’ A 19 rokov. Vek A-a potom je 19 rokov AP =19 ¢ =
19
Ked mal Adam tol’ko Vek A-a vtedy je rovnaky AV = a=e
rokov, ako ma Belo dnes ako vek B-a dnes BD
mal B o 8 rokov menej, Vek B-a vtedy je o 8 BV+8 d+8
ako ma dnes A. rokov menej ako vek A-a = AD =b
dnes
Kolko rokov ma dnes Adam? (A = Adam) AD=? b=7?
Kolko rokov ma dnes Belo? (B =Belo) BD=? e=7?
Tab. 3.

cely uchopovaci proces rozlozeny do piatich irovni:

text — fragment — upraveny f. — osamostatneny f. — znakova vdzba
V trefom stipci tabulky su uvedené Styri rovnosti ziskané z textu ulohy
6:

BP = AD, AV =BV, AP=19, BV+8=A4D (1)
Tieto Gdaje tvoria netuplny rovnicovy model tlohy 6. Ked’ k nim pridame
eSte dva d’alSie udaje, vyplyvajice zo zakonitosti Z1 a Z2,

AD —BD = AP—- BP = AV - BV, (2)
ziskame sustavu rovnic (1) + (2), ktora tvori uplny rovnicovy sémanticky
model ulohy 6. Vymenou sémantickych znakov za algebraické ziskame
uplny rovnicovy algebraicky model ulohy 9:
f=b ¢=19, a=e d+8=b c—-b =f-e b-a =e—f
3)
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Fragmentacia, ilustrovand na tulohe 6, je, na zdklade naSich
sktisenosti, silny nastroj pre pochopenie arieSenie uloh o veku. Jej
prednostou je to, ze sa neuchyluje kprotetickym technikdm ako su
signaly, ale ukazuje cestu ako prenikniit’ do sémantiky tlohy.

7.Subor hlavnych parametrov ulohy o veku typu (2,3)

7.1Roz8irenie suboru parametrov tlohy o veku

Zavedenim d’al$ich parametrov do uloh o veku ziskame nové moznosti
ich rieSenia. Ku Siestim parametrom a, b, ¢, d, e, f zavedenym v tabulke
3, pridame teraz Styri d’al$ie, ku kazdému ijeho symbolicky zapis:

p = pocet rokov od “vtedy” po ’dnes’; p=D-V
g = pocet rokov od ’dnes” po ’potom”; q=P-D
r = pocet rokov od ” vtedy” po “potom”, r=P-V
s = 0 kol’ko je 4 star§i od B, s=A-B.

Desat’ parametrov a, b, ¢, d, e, Jf p.,q r, s budeme nazyvat hlavné
parametre ulohy typu (2,3). DalSie parametre, vytvorené¢ znich
aritmetickymi operaciami, nazveme odvodené.

Symbolicky zapis parametrov p, g, r, a s, vyZzaduje
komentar. Zapis
p =D -V predstavuje 2 rovnosti: p = AD — AV, ajp = BD —
BV. Rovnako pre parametre ¢, ». Podobne zapis s = 4 — B
predstavuje 3 rovnosti: s = AV —-BV,s = AD — BD, s = AP —
BP. Kazdy z tychto Styroch parametrov ku svojmu zavedeniu
vyuziva zakonitosti plynutia €asu a jeho existencia na tieto
zakonitosti poukazuje. Parametre p, ¢, a r st prepojené na
zakonitost’ Z1, parameter s na zakonitost’ Z2

7.2Pouzitie novych parametrov

Ak tlohu o veku s osobami 4, B a ¢asmi V, D a P modelujeme pomocou
6 parametrov tabul’ky 2, musime k ziskaniu tplného rovnicového modelu
pridavat vztahy vyplyvajlice zo zadkonitosti plynutia Casu. Ak ale
tvorime rovnicovy model pomocou novych parametrov, tak tato nutnost’
odpada. Napriklad: pomocou parametrov a, b, ¢, s vyjadrime d = a — s,
e = b—s, f=c—s; prislusny rovnicovy model ulohy 6 tvoreny sustavou
4 rovnic 0 4 neznamych: a = b —s, b =c—s,c=19,a— s+ 8 =b. je
uplny.
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K uchopeniu tlohy sme teda namiesto parametrov tabul’ky 2 pouzili
parametre tabulky 4a. Mohli sme tieZ pouzit' ini Stvoricu hlavnych
parametrov, napriklad tu z tabul’ky 4b, alebo 4c.

V D P vV D P vV D P
A a b c b-p b b+g a a+tp a+tr
B a-s b-s c-s e—p e e+tgq d d+p d+r
Tab. 4a Tab. 4b Tab. 4c

Podobnych tabuliek je mozné vytvorit viacej. Staci vziat 4 vhodné
hlavné parametre a vyjadrit pomocou nich ostatné parametre tabul’ky.
7.31dentity medzi hlavnymi parametrami ulohy o veku typu (2,3)

Identit, ktoré viazu desat’ hlavnych parametrov ulohy typu (2,3), je
desat’:

p=>b
—a s=a—d
p=e— _ —
J 4) ar c ( izlcy_e (
19=¢ (5 r=f-d 6) r=p-+ 7)

~b
q=f- 1 (
e 8)

Kazda z identit (4) — (8) zvézuje niektoré 3 hlavné parametre a kazdy
z 10 hlavnych parametrov vstupuje prave do 3 identit. Situdciu mozno
znazornit graficky: kazdej identite bude odpovedat’ jedna priamka
spojujuca tie 3 parametre, ktoré¢ videntite vystupuji. Nie kazdé dva
parametre vstupuju do niektorej identity. Napriklad v Ziadnej identite sa
nevyskytni parametre b af  Povieme, ze parametre x, y, ktoré
nevystupuju v ziadnej identite su cudzie.

Vztah ,,cudzosti“ mozno vizualizovat grafom G: jeho vrcholmi st
parametre a, ...s a hranou su spojené prave tie dva vrcholy, ktoré su
cudzie. Tento graf nie je plandrny, a jedna jeho realizacia vyzerd takto:
vrcholmi grafu G su vrcholy pravidelnych pétuholnikov P a Q, ktoré st
rovnolahlé podla ich spolo¢ného stredu; pritom vrcholy menSieho
patuholnika P oznacime v poradi g, 7, ¢, e, s; ich obrazy v rovnolahlosti
oznacime f, b, d, ¢, p; hranami tohto grafu su 1) strany fb, bd, dc, cp, pf
patuholnika Q, 2) uhlopriecky agq, gs, sr,re, ea patuholnika P; 3) Gsecky
fa, br, dgq, ce, ps. Je to znamy Petersonov graf.
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8.Zaver

V zaverecnej kapitole nacrtneme tri d’alSie mozné smery badania.

Ak v tlohe 6, ktort teraz zapiseme U6(19,8), namiesto &isla 19 dame
pismeno u, a namiesto Cisla 8 pismeno v, dostaneme 2-parametricki
tilohu, ktort oznagime U9(x,v). Zaujimavy problém, ktory to vyvstane je
vyjasnenie, ako urCit’ oblast’ pripustnych parametrov, t.j. mnoZzinu tych
parov (u,v) pre ktoré dana uloha je rieSitelnd a ma zmysel.

Ak tlohu skiimame ako clena SirSej komunity uloh, tak metaforicky
hovorime o sociologickom pristupe k ulohe. Zaujimavé je skiimat’ triedu
vsetkych uloh o veku typu (m,n) pre malé m,n, napriklad pre m,n < 4
a pytat’ sa na ich vzajomnu pribuznost’ tychto uloh. Napriklad: da sa
kazda tloha typu (3,2) preformulovat’ na ulohu typu (2,3)?

Analogicky k ulohdm o veku je mozné skumat’ d’alSie triedy slovnych
uloh o ktorych sme sa zmienili uz vyssie. Napriklad triedu uloh
o stretavani. Je mozné zacat’ skimanim podtriedy, v ktorej su popisané
dva po Castiach rovnomerné priamociaré pohyby, ktorych geometrickym
nosi¢om je jedna priamka (usecka). Kazdy pohybe je charakterizovany
jednoparametrickym suborom dvojic (Cas, miesto) arychlostou. Vzt'ah
oboch pohybov je charakterizovany dvojicou (Cas, vzdialenost). Tato
pestrost dovol'uje velku variabilitu uloh. Cielom S$tadie by nebol
teoreticky rozklad tejto society uloh, ale identifikacia prekazok, ktoré
znemoziuju ziakom ulohu uchopit’ a hl'adanie reedukacnych postupov,
ktorym mozno tieto prekdzky zmenSovat, ¢i dokonca odstranit’.
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