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ABSTRACT: The main aim of this article is to present some problems with
applying the knowlege and mathematical abilities in solving calculus
problems by secondary school graduates who start studying mathematics at
the Pedagogical University in Krakoéw.

Uwagi wstepne

Kazde zadanie matematyczne jest nosnikiem rozZnych elementow dydaktycznej
instrukcji takich jak: tres¢ matematyczna - twierdzenia, definicje, algorytmy itp.; aspekt
metodologiczny - formy rozumowania, dedukcja, redukcja, poprawna klasyfikacja
przypadkow, logiczna struktura twierdzenia, ktorego sie dowodzi itp.; aspekt heurystyczny -
analogia, indukcyjne poszukiwanie rozwiqzania, proba rozwiqzania w przypadku
szczegolnym i poszukiwanie sposobu uogolnienia itp. (por. [5]).

Analiza pisemnych wytworéw pracy ucznia moze wigc stanowi¢ cenne zrodio hipotez
dotyczacych procesu rozwiazywania zadan, a takze pozwala m. in. na formutowanie pewnych
spostrzezen dotyczacych wiedzy i umiejetnosci matematycznych osoby je rozwiazujacej.
Umozliwia ona takze wnioskowanie o trudnosciach jakie posiada ta osoba. Analiza
rozwigzan zadan moze sta¢ si¢ zatem podstawa diagnozy matematycznych kompetencji
uczniow.

Jednym z gléwnych zadan nauczania matematyki jest rozwijanie aktywnoSci
matematycznych oso6b uczacych si¢ i co si¢ z tym $cisle wiaze ksztalcenie umiejetnosci
stosowania poznanych narzedzi matematycznych i schematéw do rozwiazywania zadan.
Jednak oczywistym jest, Ze procesu rozwiazywania zadan nie da si¢ "ujac" w $ciste, waskie
ramy. Uniemozliwia to chociazby wielo$¢ procesow myslowych prowadzacych do
rozwigzania okreslonego problemu. Znajomo$¢ typowych schematéw postgpowania oraz
posiadanie podstawowych sprawno$ci jest warunkiem niezb¢gdnym, umozliwiajacym
rozwigzywanie zadan. Poznane schematy musza jednak by¢ stosowane racjonalnie i1 nie
powinny warunkowa¢ myslenia. Nie moga tez by¢ stosowane "automatycznie", bez
jakiejkolwiek kontroli poprawnosci przeprowadzonego rozumowania.

W niniejszej pracy przedstawiam trudnos$ci absolwentdw szkoét Srednich, jakie
ujawnity sie, podczas rozwiazywania przez nich, zadania egzaminacyjnego', z zakresu

! Zadanie stanowiace narzedzie badawcze wybratam sposrod zadan obowiazujacych na egzaminie wstepnym, na
kierunek matematyka, w Akademii Pedagogicznej, w Krakowie, w lipcu 2002 roku.



analizy matematycznej. Zadanie rozwiazywato 102 absolwentow szkot $rednich, ktorzy
zostali przyjeci na pierwszy rok studiow, na kierunek matematyka w Akademii
Pedagogicznej, w Krakowie’. Wysokie oceny tych osob na $wiadectwach dojrzatosci
swiadcza, ze wedhug nauczycieli, opanowaty one bardzo dobrze wiadomosci i umiejgtnosci
matematyczne okreslone przez program ksztalcenia w szkole $redniej. Badania
zorganizowatam na poczatku roku akademickiego, dlatego tez podjete, przez te osoby, studia
matematyczne nie mialty wptywu na ich wyniki.

Narzedziem badawczym byto nastgpujace zadanie.

Dana jest funkcja fix)= (k- 1)x’ - 4x*+ (k+ 2) x. Niech p: R = R oznacza funkcje, ktora
parametrowi k przyporzqdkowuje liczbe pierwiastkow rownania f(x) = 0. Wskazac wszystkie
wartosci parametru k, dla ktorych p(k) jest liczbq parzystq.

Postugujac si¢ podzialem zadan matematycznych, zaproponowanym przez Z.
Krygowska omawiane zadanie mozna zakwalifikowa¢ do zadan-éwiczen, niemniej posiada
ono pewne cechy charakterystyczne dla zadan-zwyktych zastosowan teorii (por. [5]). Uczen
rozwiazujacy zadanie moze postgpowaé wedlug poznanych wcze$niej schematéw. Jednak
istotna rzecza wplywajaca na rozwiazanie zadania jest uwzglednienie nie tylko liczby
pierwiastkéw réwnania f{x) = 0, ale i postaci rozwigzan. W przypadku gdy warto$¢
parametru wynosi -2, rownanie to posiada pierwiastek podwojny. Analiza rozwigzan zadania
pozwala zbada¢ podstawowe wiadomosci i1 umiejg¢tnosci matematyczne z zakresu
rozwigzywania rownan algebraicznych z parametrem, a ponadto umiejetno$¢ poprawnej
analizy sytuacji przedstawione] w zadaniu, a w szczegolnosci umiejetnos¢ wyrdznienia i
rozwazenia wszystkich stosownych przypadkow zaleznych od warto$ci parametru £.

Omowienie rozwiazan zadania

Sposrod absolwentow szkot srednich bioracych udzial w badaniu, 13 oséb nie podjeto
proby rozwiazania zadania. Pozostale rozwiazania podzielitam na grupy ze wzgledu na
wyroznione przez uczniow przypadki, zalezne od wartosci parametru k.

W tabeli 1 podatam sformulowane przez badanych przypadki - wyréznione wartosci,
jakie moze przyjmowac¢ parametr k£ (kolumna 2), w kolumnie 3 odnotowatam liczbg 0sob
rozwazajacych odpowiednie przypadki.

1.1p. 2. Wyrdznione przypadki 3. liczba 0s6b rozwazajacych
poszczegdlne przypadki

1 k=1k=-2,k#1 1

2 k=1k#1 14

3 k=1,k=2k#1ik #-2 1

4 k=1 4

5 k#1 3

6 brak rozwazania przypadkéw | 66

Tabela 1. Przypadki wyr6znione przez uczniow.

Jak ukazuja dane zawarte w tabeli 1, tylko jeden z badanych absolwentow szkoty
sredniej wyr6znil poprawnie wszystkie istotne przypadki, zalezne od wartosci parametru k.

Do pierwszej grupy zaliczytam jedno rozwiazanie, osoby ktora wyrdznita trzy
przypadki: k = 1, k= -2, k # 1. Uczennica ta poprawnie wyznaczyta rozwiazania rownania f
(x) = 0, w przypadku gdy k& = 1. Nastepnie dla £ # 1 zapisata rownanie f{(x) = 0 w postaci

2 Ze wzgledu na zasady rekrutacji (por. [8]), 22 osoby sposrod bioracych udziat w badaniu, rozwiazywaty m. in.
to samo zadanie cztery miesiace wczeéniej, jako kandydaci na studia. Pozostate osoby, przyjete na studia, na
podstawie ocen ze §wiadectwa maturalnego, rozwiazywaty to zadanie po raz pierwszy.



iloczynu x-((k - 1)x* - 4x H(k + 2)) = 0. Zauwazyla, ze rOwnanie to jest rownowazne
alternatywie rownan x = 0 vV (k- I)x > - 4x + (k + 2) = 0 i w dalszej cze$ci rozwiazania
wyznaczyla warto§ci parametru &, dla ktorych rownanie (k - 1)x * - 4x + (k + 2) = 0 posiada
doktadnie jeden pierwiastek. Na koniec wyznaczyta pierwiastki wyjsciowego rownania, dla &
= -2. Podajac odpowiedz wskazata tylke k£ = 1 1 k = -2 jako wartosci parametru £, dla ktérych
p(k) jest liczba parzysta.

Rozwiazanie zaproponowane przez badana nie jest w pelni poprawne. Rozwazata ona
kolejno przypadki k = 1 oraz k # 1, co wyczerpuje wszystkie mozliwe wartosci przyjmowane
przez rzeczywisty parametr k. Nastgpnie rozwazala przypadek k = -2, cho¢ z logicznego
punktu widzenia liczba rozwiazan réwnania, dla tej wartoSci parametru zostata juz
wyznaczona (k # 1). Autorka, dla k = -2 poprawnie wyznaczyla liczbg rozwigzan roéwnania.
Nie zauwazyla jednak sprzecznosci otrzymanego wyniku z rozwiazaniem otrzymanym w
przypadku k # 1.

Do drugiej grupy zaliczylam 14 prac. W kazdym z tych rozwiazan rozwazano dwa
nastepujace przypadki: k£ = 1, k # 1. Autorzy prac zapisywali réwnanie f{x) = 0 w postaci
iloczynu x-((k - 1)x* - 4x +(k + 2)) = 0. W dalszej czeSci rozwiazania uczniowie wyznaczali
rozwigzanie rownania (k - 1)x ? - 4x + (k+2) = 0 w przypadku, gdy k = 1. W przypadku, gdy
k #1, wyznaczali oni liczbg rozwigzan tego rownania, w zalezno$ci od jego wyrdznika A.
Dziewig¢ osob formutujac odpowiedz jako szukane wartos$ci parametru wskazywato te, dla
ktorych réwnanie kwadratowe posiada dokladnie jedno rozwiazanie. Pozostate osoby nie
uwzglednity faktu, ze pierwiastkiem wyj$ciowego rownania, niezaleznie od warto$ci
parametru £k, jest 0, tj. jako szukane warto$ci parametru & wskazali te, dla ktorych réwnanie
kwadratowe posiada doktadnie dwa rozwiazania.

Do kolejnej, trzeciej grupy zaliczytam jedno rozwiazanie, osoby ktora wyrdznita
przypadki: k=1, k= -2, k #1 1 k # -2. Uczennica ta, dla k = 1 wyznaczyla poprawnie
pierwiastki wyjsciowego réwnania. W dalszej czg$ci rozwigzania zapisala: gdy k -1#0 sq
trzy pierwiastki. Zapis zdaje si¢ sugerowaé, ze autorka w tym momencie zauwazyla
koniecznos¢ rozwazenia przypadku k = -2, dlatego tez we wniosku dopisata: &k #1, k #-2. W
dalszej czg$ci rozwiazania uczennica wyznaczata liczbg rozwiazan rownania w przypadku,
gdy k£ = -2. Na koniec podata odpowiedz: dla k = 1 i k = -2 rownanie ma dwa rozwiqzania,
dla k # 1ik #-2 rownanie ma trzy rozwiqzania.

Kolejna grupe prac stanowia cztery rozwigzania osob, rozwazajacych tylko przypadek
k = 1. Uczniowie wyznaczali rozwigzania wyj$ciowego rownania, dla tej wartosci parametru
k. Na koniec formutowali nastepujaca odpowiedz: dla k = I dwa rozwiqzania.

Mozna przypuszczaé, ze autorzy rozwigzan nie dokonczyli pracy nad tym zadaniem,
badz uwazali, ze tylko dla takiej wartosci parametru k& wyjsciowe réwnanie posiada dwa
pierwiastki.

Do piatej grupy zaliczytam trzy rozwiazania, ktérych autorzy zapisali rOwnanie f{x) =
0 w postaci iloczynu x-((k - 1)x* - 4x +(k + 2)) = 0. Uczniowie ci przy zalozeniu k # 1,
obliczali wyréznik A réwnania (k - 1)x > - 4x + (k + 2) = 0 i w zalezno$ci od niego,
wyznaczali liczbg jego rozwiazan. Pomimo uczynionego zatozenia (k # 1) nie rozwazyli oni
przypadku, gdy k= 1.

W ostatniej, szostej grupie rozwiazan znalazty si¢ prace, w ktorych brak jest
rozwazania jakichkolwiek przypadkéw, zwiazanych z wartosciami jakie moze przyjmowac
rzeczywisty parametr k. Mozna je podzieli¢ na cztery podgrupy.
¢ Pierwsza podgrupe stanowia tu 42 prace, w ktorych przedstawione rozwigzania sa podobne
do tych, ktore zaliczytam do grupy piatej. Roznica dotyczy braku zatozenia k # 1. Na uwage



zashuguje fakt, iz prawie potowa, tj. 18 osob, formutujac odpowiedz nie uwzglednito, zex =0
jest pierwiastkiem réwnania f(x) = 0. Pie¢ 0sob jako rozwiazanie wskazato tylko £ = 2,
wykluczajac tym samym przypadek k& = -3. W uzasadnieniu swojej odpowiedzi uczniowie
pisali: tylko 2 jest liczbq parzystq albo -3 nie jest liczbq parzystq.

Mozna przypuszczac, ze osoby ktore popehity te btedy nie zrozumialy tresci zadania,
co moglo wynikaé ze stabej umiejgtnosci czytania i analizy tekstu matematycznego (jakim
jest tres¢ zadania).

e W drugiej podgrupie znalazlo si¢ 17 niedokonczonych rozwiazan. Studenci zapisali tylko
rownanie f{x) = 0, w postaci iloczynu x-( (k - 1)x* - 4x +(k + 2)) = 0, a nastepnie obliczali
wyréznik A rownania (k- 1)x % - 4x + (k + 2) = 0 i na tym zakonczyli prace nad zadaniem.

® Pig¢ o0sOb probujac rozwiaza¢ roéwnanie f(x) = 0 ,podzielilo je stronami przez x”.
Uczniowie, dla otrzymanego rdéwnania, obliczali wyréznik A 1 przyréwnujac go do 0
wyznaczali warto$ci parametru k, dla ktérych rownanie (k- 1)x 2 - 4x + (k + 2) = 0 posiada
dwa rozwigzania.

¢ Do ostatniej podgrupy naleza dwa nastgpujace rozwiazania.

Autorka pierwszej pracy zapisala wyjsciowe rownanie w postaci czynnikowej. W
dalszej czeséci rozwiazania podstawita ona za k, kolejno wartos$ci: 3, 2, 1, 0 i dla kazdej z nich
zapisywata odpowiednie rownania. Na tym zakonczyla pracg¢ nad zadaniem, piszac: nie wiem
Jjak dalej.

Druga badana podstawiata za k liczbe 1 i dla tej warto$ci parametru rozwiazywata
rownanie f{x) = 0. Nastepnie stwierdzita, ze dla k € R\ {1} liczba pierwiastkdw rownania f(x)
= 0 jest mniejsza badz rowna 3. W dalszym etapie pracy nad zadaniem uczennica podstawita,
za k kolejno 2, 3, 4, 0, -1, -2, -3, -4. Dla kazdej z tych warto$ci parametru wyznaczala liczbg
rozwigzan odpowiedniego rownania. W dalszej czgsci studentka zapisata:
mozna zauwazyc, ze
dlak €{.., -4, -3}, pk)=2; dlak €{-2,-1,0}), pk)=3;
dlak €{l1, 2}, pk) = 2; dlak €{3,4, ..}, pk) =1
Po tych spostrzezeniach autorka sformutowata odpowiedz: p(k) jest liczbq parzystq, dla k €
{4, -3, 1, 2}.

Autorka rozwigzania dokonata wigc specyfikacji wyjSciowego rownania, podstawiajac
za parametr k, wystepujacy w tresci zadania konkretne warto$ci oraz badata liczbg rozwiazan
réwnania, w poszczegolnych przypadkach. Dokonata ona uogdlnienia na podstawie zaledwie
kilku przypadkow szczegdlnych, a sformutowany ogdlny wniosek nie jest w petni poprawny.
Mozna przypuszczaé, ze uczennica nie traktowala sformutowanego przez siebie wniosku jak
hipotezy, ktora nalezy udowodni¢ lecz jako fakt, ktory juz zostal sprawdzony. Na problemy
zwiazane z tymi zagadnieniami zwraca uwage M. Ciosek (por. [1]).

W rozwiazaniach studentek mozna dostrzec elementy strategii, ktéra mozna nazwac
za G. Polya odgaduj i sprawdzaj (por. [6]). Osoby te ,,obserwowaty” - probowaly wyznaczy¢
liczbe rozwiazan réwnania, dla ustalonych warto$ci parametru k. Mozna przypuszczac, iz
mialy one nadziej¢, ze ta obserwacja doprowadzi je do odkrycia ogoélnego rozwigzania
zadania, badZz sformutowania hipotezy. Podejmowanie prob rozwazania szczego6lnych
przypadkéw jest jedna z podawanych przez G. Polye wskazdéwek heurystycznych (por. [6]).
Jednak istotnym, dalszym etapem pracy nad zadaniem jest weryfikacja sformutowane;j
hipotezy, a w ostatnim rozwiazaniu tego kluczowego elementu zabrakto.

Uwagi koncowe

Wigkszo§¢ badanych rozwiazujacych zadanie postgpowalo zgodnie z poznanym
wczesniej schematem rozwiazywania tego typu zadan. Stosowali wigc oni strategie
polegajaca na zakwalifikowaniu zadania do pewnego typu i stosowali schemat rozwiazania
przyporzadkowany do tego typu (por. [2]). Strategia ta polegata na zapisaniu wyjsciowego



rownania w postaci iloczynu x-( (k - 1)x* - 4x +(k + 2)) = 0, a nastepnie wyznaczaniu liczby
rozwigzan rownania kwadratowego (k - 1)x 2 - 4x + (k + 2) = 0. Absolwenci szkot $rednich
wyrazne dazyli do wykorzystania poznanego w szkole $redniej algorytmu, dotyczacego
wyznaczania liczby rozwiazan réwnania kwadratowego z parametrem, w zaleznosci od znaku
wyroznika A. Rozwiazujacy stosowali go czgsto bez  zastanowienia. Wiele o0sob,
uczestniczacych w badaniu, bylo tak zaabsorbowanych wykonywanym tych czynnos$ci, ze
czesto zapominali o jednym (oczywistym) rozwigzaniu rdwnania f{x) = 0, jakim jest x = 0.
Rozwiazujacy czgsto nie wyrodzniali takich wartos$ci parametru k, dla ktorych réwnanie (k -
1)x ? - 4x + (k + 2) = 0 staje si¢ rOwnaniem liniowym oraz sytuacji, gdy jeden z pierwiastkow
réwnania f{x) = 0 jest podwojny.

Mysle, ze czesto przyczyna bledow moglo by¢ automatyczne wykonywanie
czynno$ci, zgodnie ze znanym schematem. Autorom wielu prac zabrakto autokontroli
podczas realizacji poszczegdlnych etapow rozwiazania zadania, kontroli wyniku, oraz
sprawdzenia poprawnosci wybranej drogi rozwigzania zadania, czyli tzw. rzutu oka wstecz
(por. [7]). U badanych absolwentéw zaobserwowalam ponadto trudno$ci w zakresie:
poprawnej klasyfikacji przypadkow, interpretowania otrzymanych wynikow oraz stosowania
regul wnioskowania. Analiza materialu badawczego pozwala takZze na zaobserwowanie
istotnych brakéw w wiadomosciach, u badanych absolwentéw szkot srednich. Osoby te jako
kierunek studiéw, wybraly matematyke, dlatego stabe wyniki osiagnigte przez nie sa
szczegoOlnie niepokojace. Nalezy tu wyraznie podkre$li¢, iz zadna z nich nie rozwiazata
zadania w pelni poprawnie. Jednoczesnie ponad 80% badanych posiada z matematyki, na
swiadectwach dojrzatosci oceny bardzo dobre lub celujace. Wystepuje tu wyraznie widoczny
problem dotyczacy braku korelacji migdzy wysokimi ocenami z matematyki na
Swiadectwach  dojrzato$ci, a rzeczywistym poziomem wiedzy 1 umiejgtnosci
matematycznych, poszczegélnych uczniéw. W kontekscie powyzszego stwierdzenia pojawia
si¢ tez konieczno$¢ sformulowania mozliwie trafnych kryteriow przyje¢ na studia
matematyczne.

Na koniec chcialabym odnies¢ si¢ do informacji, ktéra podatlam na stronie drugiej
(przypis 2), ot6z analizujac 22 pary rozwiazan tych osob, ktére braty udzial zar6wno w
egzaminie wstgpnym jak 1 w badaniu, stwierdzilam generalnie pogorszenie si¢ wynikow
uzyskanych w czasie badania, w poréwnaniu z wynikami osiagnigtymi na egzaminie
wstepnym®. Ponad potowa, tj. 13 0s6b w rozwiazaniach podanych w czasie badania, kieruje
si¢ tym samym tokiem rozumowania, popetnia te same bledy, wyrdznia te same przypadki
zalezne od warto$ci parametru k&. Mozna wrecz powiedzie¢, ze osoby te powtdrzyly w czasie
badania, przedstawione wcze$niej na egzaminie wstgpnym rozwigzania. Natomiast w
przypadku pozostalych 9 par prac stwierdzitam pogorszenie sposobu rozwigzania podczas
badania w poréwnaniu z egzaminem. Pogorszenie si¢ wynikow moze $wiadczy¢é o braku
trwate] gotowo$ci uczniow do wykorzystania poznanej wiedzy 1 umiejgtnosci do
rozwigzywania zadan. Inaczej mowiac, to pogorszenie mozna traktowac jako brak koniecznej
wiedzy uczniow do rozwiazania omawianego zadania, mimo ze na egzaminie w jakim$
stopniu to zadanie ,,rozwiazali’’. Biorac pod uwage wyniki egzaminu mogliby$Smy stwierdzi¢,
1z uczniowie posiadaja okreslona wiedzg 1 umiejetno$ci matematyczne, uwzgledniajac zas
wyniki badania stwierdziliby$my, Ze ich nie maja.

Pojawiaja si¢ tu zatem istotne problemy i dydaktyczne:

- Co to znaczy, ze dany fragment wiedzy matematycznej zostal opanowany, utrwalony i1 moze
by¢ wykorzystany w réznych okoliczno$ciach?

- Kiedy mozna uzna¢ i jak rozstrzygac, czy uczen posiada okreslong wiedz¢ i umiejgtnosci
matematyczne?
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