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ABSTRACT: In the present paper possibility of using bunch of lines and circles to solve
some problems of analytic geometry are discussed. We describe some facts from the
plane theory about linear combination of equations for lines and circles.There are
shown four solved examples of this part of analytic geometry. Further three problems
are formulated.

1. Uvod

Na tvod si pripomenieme jednoduchu ulohu — rieSenie sustavy
dvoch linearnych rovnic s dvoma neznamymi

ax+by+c =0 (1)
a,x+b,y+c, =0 (2)

Algebraické rieSenie je zalozené na tom, ze prvi rovnicu nasobime
vhodnym nenulovym redlnym ¢islom@ a druht rovnicu ¢islom P tak, aby
ich sucet

alax +by+c )+ Blayx +byy+c,)=0 3)

neobsahoval nezndmu x, resp. y. Rovnica (3) je linedrnou kombindciou
rovnic (1) a (2). Vieme, Ze rieSenie sustavy rovnic (1), (2) je rovnaké ako
rieSenie sustavy rovnic (1), (3), resp. (2), (3). Tymto postupom dostaneme
rieSenie danej ststavy v tvare rovnic x =k, y =k,.

Teraz sa pozrime na grafické rieSenie tohto systému linearnych
rovnic jazykom geometrie. MnozZina vSetkych bodov v rovine, ktorych
suradnice spifiaju rovnicu (1), resp. (2) je priamka. Existencia rieSenia teda
zavisi od ich vzdjomnej polohy. Ststava rovnic ma jediné rieSenie prave
vtedy, ak odpovedajuce priamky si navzajom roznobezné, t.j. ich
normalové vektory (a,,b;) a (a,,b,) st linearne nezavislé. V tomto

pripade vhodnou vol'bou parametrov &, B ndjdeme priamky rovnobezné
so suradnicovymi osami a prechadzajuce ich spolocnym bodom, ktorych
rovnice su

Ix+0y—4k =0



Ox+1y—k,=0
Korektnost’ predchadzajuceho riesenia vyplyva z nasledujucej vety :

Veta. (Vid’ [2]) Priamka p prechddza spoloénym bodom priamok danych
rovnicami (1) a (2) prave vtedy, ak sa jej rovnica da napisat’ v tvare (3).

Uloha 1. Napiste rovnicu priamky, ktora prechadza spoloénym bodom
priamok p, ¢ danych rovnicami
p:x + 2y +3=0
q:mx—-3y+ J2=0
a na suradnicovych osiach vytina useky rovnakej dizky.

RieSenie: Hl'adané priamka bude mat rovnicu (3) v tvare

alx+2y +3)+ Blor =3y +/2) =0
Po uprave dostaneme
(o + Br ) x + (200 =3B ) y + 30 + /2B =0
Ak hl'adand priamka ma vytinat’ na stradnicovych osiach rovnako velké
useky, tak z hl'adiska jej polohy vieme rozlisit’ nasledujtce tri pripady:
(7) Normalovy vektor ma smer (1,1). Potom plati
o+ pBrn =20 — 3B

upravou

o
—=7n+3

Ak si zvolime o =m + 3, tak B =1 a rovnica hl'adanej priamky bude
(27'c +3)x+(21‘c+3)y+37‘c+9+ﬁ=0 (a)

(if) Normalovy vektor ma smer (1,—1) . Potom plati

o+ B =—(2a - 3B)
upravou

Ak si zvolime o =3 —m , tak B =3 a rovnica hl'adanej priamky bude



(21 +3)x—(2n +3)y+9-3n +3/2=0 (D)

(7ii) Hladana priamka bude prechadzat’ priese¢nikom stiradnicovych osi.
Potom plati:

30 +-/2Bp =0
Ak si zvolime o = /2, tak B =-3 a rovnica hl'adanej priamky bude

(ﬁ—3n)x+(9+2ﬁ)y:0 (©)

Pocet rieSeni tejto tlohy zéavisi od polohy spolo¢ného bodu priamok p,
q. Ak tento bod neleZi na osi kvadrantu, tak zadaniu ulohy vyhovuju tri
priamky — rovnice (a), (b), (c¢). Ak spolo¢ny bod lezi na osi kvadrantu,

tak rieSenim je dvojica priamok s rovnicami (a) a (b).
2. Zvazky kruZnic

Pozrime sa teraz blizSie na moznosti d’alSieho vyuzitia linearnej
kombinacie nielen linearnych, ale aj nelinearnych tutvarov. Konkrétne sa
v tomto prispevku budeme zaoberat' zvizkami kruznic aich vyuzitim v
rieSeni uloh analytickej geometrie.

Majme dant kruznicu & a priamku p rovnicami

k:(x—m)?+(y-n)?=r* “4)
p:ax+by+c=0 ®))

Ak vynésobime rovnicu (5) 'ubovolnym nenulovym redlnym ¢islom o
a obe rovnice s¢itame, dostaneme rovnicu

[(x—=m)* +(y—n)> —r*]+o (ax+by+c)=0 (6)
Rovnicu upravime na tvar

(x—A)? +(y-B)Y? =4*+B*-C
kde

AZM—ZG, B=n—02Lb, C=m?+n*>-r*+oc.



Co modzeme povedat ommozine vietkych bodov (v rovine), ktorych
stradnice spifiajt rovnicu (6) ?

Ak vyraz 4% + B?> —C je zapomy, tak neexistuje bod, ktorého
suradnice spifiaju rovnicu (6). V opaénom pripade to moZe byt’ bod alebo
kruznica. Ak priamka p pretina kruznicu k v dvoch r6znych bodoch, tak (6)
je rovnicou kruznice, ktora tieto spolo¢né body obsahuje, pretoze ich
stradnice spiiaji obe rovnice (4) aj (5). Vtomto pripade je priamka p
chorddlou kruznic danych rovnicami (4) a (6). Inymi slovami, (6) je
rovnicou kruznice patriacej do zvdzku kruznic, ktory je ureny kruznicou
k achordadlou p. (Chorddla je mnozina vSetkych bodov, ktoré maju
k danym kruzniciam rovnaki mocnost. Zvédzok kruznic je mnozina
vsetkych kruznic, ktoré maji spolo¢nu chordalu. Pozri [1] str. 122, 123.)

Podobna situdcia nastane v pripade, ak budeme uvazovat’ linearnu
kombinaciu rovnic dvoch kruznic. Majme teda dané dve kruznice ki, k.

rovnicami
2

ki: (x=m)?+(y—n)? =n
k,: (x—m2)2 +(y—112)2 = r22
ktoré sa pretinaji v prave dvoch bodoch. Zvizok kruznic (urCeny dvoma
kruznicami) je mnozinou vSetkych kruznic, ktorych rovnice sa daju
vyjadrit’ v tvare

af(x=m)* +(y=n)* =11+ Bl(x-my)* +(y—n,)* =15 1=0
(7

Zvizky kruznic rozdelujeme podla vzdjomnej polohy (poctu spolocnych
bodov) dvoch urcujucich kruznic ki a k, na elipticky (prave dva spolocné
body), parabolicky (jediny spolocny bod) a hyperbolicky (Ziaden spolocny
bod).

Pre a. + B =0 je rovnicou (7) urena chorddla daného zviazku kruznic.

Zatial sme sa zaoberali linedrnou kombinaciou rovnic priamok
a kruznic. Rovnako moézeme uvazovat ['ubovolné krivky, prvého
a druhého stupna. Ich linedrna kombindacia v tvare

Ax* + Bxy+Cy> + Dx+ Ey+F =0

urcuje krivku, ktorej typ zavisi od koeficientov 4, B, C.



Na troch ulohéach analytickej geometrie si teraz mozeme ukézat’
pouzitie linearnej kombindacie rovnic priamok a kruZnic.

Uloha 2. Napiste rovnicu kruznice, ktora prechadza bodom M[-1,1]
a spoloénymi bodmi kruznice k: (x—2)* +(y+1)> —1=0 a priamky p:
2x-y—-3=0,
Riesenie: Rovnica hl'adanej kruznice ma tvar

[(x-2)+(+D)* -1]+a(2x-y-3)=0

Ked dosadime suradnice bodu M do tejto rovnice, tak jednoduchym
vypoctom dostaneme o =2. Rovnicu hl'adanej kruznice dostaneme, ak
tuto hodnotu dosadime do vyssie uvedenej rovnice :

X2+ y2 =2
Uloha 3. Napiste rovnicu kruznice, ktord prechddza spoloénymi bodmi
kruznice k: x> +(y—7)? —=32=0 apriamky p: x—2y+2=0 adotyka
sa priamky ¢: x =0.
Riesenie: Ak do rovnice hl'adanej kruznice

X2 +(y=7)=32]+a(x—2y+2)=0
dosadime x = 0, dostaneme kvadratickll rovnicu s parametrom O
y? —(14+20)y+17+20 =0

RieSenim tejto rovnice su y-ové stradnice spolo¢nych bodov hl'adanej
kruznice a danej priamky ¢. Ak priamka ¢ ma byt jej dotyCnicou, tak
diskriminant tejto kvadratickej rovnice musi byt rovny nule, t.j.

D=[-(14+20)]* -4(17+20)=0
Postupnou tpravou dostaneme
a’+120 +32=0,resp. (@+8).(a+4)=0

RieSenim st dve hodnoty o, =-8, o, =—4. Potom hladané kruznice
budl mat’ rovnice



x—-4*+ (y+D)*=16 a (x-2)*+ (y-3)* =4.

Uloha 4. Napiste rovnicu kruZnice, ktora prechadza spoloénymi bodmi
krumnic ki : x> + (y-1)?=1a k: (x—2)> + (y-3)* =4 aktorej stred
lezi na priamkep : y+1=0.

Riesenie: Hl'adana kruznica bude mat’ rovnicu

afx® +(y=1D> -1+ B [(x=2)> +(y-3)* -4=0
po uprave
@+B)x*+(@+P)y>—4Bx—Qo +6B)y+9p =0
alebo
(x—A4)* +(y-B)? =4*+B*-C
kde
g 2B p_o3B L 9B

oa+p’ oa+p _a+B (@+B=#0)

Pretoze chceme, aby stred hl'adanej kruznice S [4, B] lezal na priamke p,
musi platit’
a
B+1=0, resp. E=—2
Ak polozime o = 2, tak B =—1 a hl'adané kruZnica mé rovnicu
(x+2)> +(y+1)* =14

Podobné uvahy s linedrnou kombindciou vieme vyuZit' aj pri
nasledujtcich tlohach, ktorych rieSenia ponechame na Citatelovi.

Uloha 5. Napiste rovnicu priamky, ktord prechidza spoloénym bodom
priamok p, ¢ danych rovnicami

p:3x—y+1=0 q:Bx+2y+7=0

a sucasne sa dotyka kruznice k: (x —3)> +(y +1)* = 4.

Uloha 6. Napite rovnicu priamky, ktora prechadza spoloénym bodom
priamok p, ¢ danych rovnicami



p:ex—y+n =0 q:5x+2y-3=0

a na suradnicovych osiach vytina tseky v pomere 4:3.

Uloha 7. Napiste rovnicu priamky, ktord prechadza spoloénymi bodmi
kruznic ki : x* + (y=1?=1a k: (x-2)> + (y-3)> =4.

3. Zaver

Aj ked vtomto prispevku sme uviedli rieSenia Styroch uloh
a sformulovali sme d’alSie tri ulohy, pozorny citatel si iste uvedomil, ze
uvedené postupy moézeme vyuzit aj pri rieSeni inych uloh analytickej
geometrie, nielen v rovine, ale aj v trojrozmernom priestore pre pripad
linedrnej kombinacie rovnic rovin a gulovych pléch (zvdzkoch gulovych
ploch).
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