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ABSTRACT: The aim of this paper is to present a linear optimization problem in
terms of language that is understandable for students of secondary schools. The
teaching of linear optimization is here proposed as an example of mathematical
applications in real life and as an area, which allows integrating knowledge from
various branches of mathematics. The maximizing restaurants' profit is linear
optimization problem that helps break down the barriers between secondary school
mathematics and the outside world.

The paper presents program GRULP II as well. This program assists students while
solving linear programming problems in terms of graphical method.

1. UVOD

V nasom kazdodennom Zivote sa stretavame so situdciami, kedy
chceme ziskat’ ur¢iti vec za najniz§iu moznu cenu, alebo pri urcitej ndmahe
dosiahnut’ ¢o najvacsi mozny efekt, alebo vykonat za dany cas Co
najvacsiu pracu,.... Rozhodovanie, ndjdenie najvhodnejSieho, optimalneho
rieSenia problému patria knajcastejSie sa vyskytujicim problémom
v praktickom Zivote, ktorymi sa zaobera matematickd optimalizacia. Jej
Cast'ou je linearna optimalizacia (linearne programovanie), ktora pre Siroké
aplikacie v praxi, ale aj vdaka nendro¢nosti metdd a zaujimavych
pristupov povazujeme za vhodnt tému na obohatenie obsahu vyucovania
matematiky. Ulohy linedrnej optimalizicie moZeme riedit viacerymi
metodami (simplexova, dudlna, revidovana,...). My sme sa zamerali na
grafickd metddu rieSenia uloh linedrnej optimalizacie, ktora si nevyzaduje
vel'ky matematicky aparat, pretoZze nadvizuje na vzdelavaci Standard z
matematiky.

Pri klasickom sposobe vyuCovania ma ucitel casto problémy
s motivaciou, zaujimavejSim podanim uciva apredvedenim jeho
uzito¢nosti v aplikdciach. Nami navrhovany problém z prostredia blizkeho
pre Studentov ajeho rieSenie aj spouzitim pocitacov sa snazi tieto
problémy preklenut’. Prostrednictvom rieSenia uloh linearnej optimalizacie,



vhodnych didaktickych metod, foriem a pomocok by sme sa chceli pokusit’
zefektivnit’ vyuCovanie matematiky, urobit’ matematiku pre Studentov
atraktivnejSou, prelomit’ bariéru medzi stredoSkolskou matematikou
a kazdodennym Zzivotom.

2. PRIKLAD HEURISTICKEHO RIESENIA PROBLEMU
LINEARNEJ OPTIMALIZACIE

Ako vhodny priklad aplikacie grafického rieSenia sustavy linearnych
rovnic anerovnic sdvomi nezndmymi a urCenia optimalnej hodnoty
linearnej funkcie vzh'adom na linedrne ohranienia nam posluZzi problém
maximalizacie zisku reStauracie s rychlym obcerstvenim.

Priklad je spracovany takou formou, aby sa dal pouzit pri
systematizacii tematického celku Linearne rovnice anerovnice. V tomto
pripade predpokladame, ze Studenti budu ovladat’ algebraické a grafické
rieSenie sustavy linedrnych rovnic s dvomi nezndmymi, grafické rieSenie
sustavy asponl Styroch linearnych nerovnic s dvomi neznamymi, pracu
s klavesnicou a myskou.

Scenar vyucovania navrhovaného problému sme pre lepSiu
prehl’adnost’ roz¢lenili do niekol’kych etap, ktoré popiSeme v nasledujucich
podkapitolach.

2.1. Formulacia problému
Zékladny problém je nacrtnuty ucitel'om nasledovne:

Predstavte si, Ze viastnime (alebo mame prenajatu) reStaurdciu s rychlym
obcerstvenim. Restauracia ponuka okrem iného aj rozne druhy chlebickov
pripravenych zo Sunky, syra a zeleninoveho Salatu. NaSa restaurdcia je
ziskova (priemerny denny zisk sa pohybuje okolo 20 000 Sk) a kvoli
dobrému umiestneniu na hlavnej ulici dokazZeme vSetky pripravené
chlebicky predat. Avsak kazdy den mame prebytky 6 kilogramov Sunky, 2
kilogramov syra a 27 kilogramov zeleninového Salatu.

Co mame urobit s tymito prebytkami, ak prisne hygienické predpisy nam
nedovoluju skladovat zasoby a pouZit ich na dalsi den a zniZenie dodavok
jednotlivych surovin je pre nds cenovo nevyhodné?

Od tohto bodu by hodina mala prebichat vo forme dialogu.
Vyzveme Studentov, aby navrhovali r6zne stratégie rieSenia problému ,co
s prebytkami“. Ked'ze prebytky nevyhodime, upresnime si, ¢o je nasim
kritériom pre rozhodnutie sa, ¢o budeme s prebytkami robit: ¢i nam ide
o to, aby sme spotrebovali vSetky prebytky, alebo aby sme mali ¢o najvacsi
zisk, aj ked’ sa ndm niektoré suroviny zvysia,... Predpokladajme, Ze
prostrednictvom tychto prebytkov chceme Co najviac zvysit doterajsi zisk
reStauracie, priCom sa nemusia minat’ vSetky prebytky.



Ocakavame, ze Studenti uplatnia svoje skusenosti sreStauraciami
s rychlym obdlerstvenim a zaéni navrhovat' nejaké jedla, ktoré by naSa
re§tauracia mohla zdanych prebytkov vyrabat. Studentom poskytneme
priestor pre diskusiu o atraktivnosti navrhovanych jedal, avSak ucitel’ by
mal udrziavat vhodni mieru medzi navrhmi Studentov aich
destruktivnymi napadmi. V podstate nezalezi na tom, aké jedlo Studenti
navrhni na pripravu zo zvySujicich sa surovin. Ucitel by vSak kvoli
grafickému rieSeniu v rovine mal usmernit’ Studentov k vol'be prave dvoch
druhov jedal. Predpokladajme, Ze sa Studenti rozhodli pre vyrobu
Sunkového a syrovo-sunkového Salatu.

Tieto diskusie by mali viest k Studentmi rozvinutej formulacii
problému, ktora oproti predchadzajicej naviac obsahuje dodatok:

Kolko kilogramov Sunkoveého a kolko syrovo-sunkoveého Salatu mame
denne vyrobit zo 6 kilogramov Sunky, 2 kilogramov syra a 27 kilogramov
zeleninového Salatu, aby sme dosiahli co najvdcsi zisk z predaja tychto
Salatov? Predpokladame, Ze vsetok vyrobeny Salat dokdzeme predat.

Vedieme Studentov ktomu, aby uvazovali nad postaCujucimi
informaciami potrebnymi na rieSenie problému; uvedomili si, Ze na
vyrieSenie tohto problému nepotrebuji napriklad informéciu o doterajSom
zisku reStaurécie, ale na druhej strane nutnymi informéciami pre vyrieSenie
problému su zlozenie jednotlivych Saldtov aich predajné ceny.
Ocakavame, Ze Studenti na zaklade svojich doterajSich skiisenosti navrhnu,
ktor¢ zdanych surovin avakom mnozstve pouZijeme pri priprave
jednotlivych Salatov. Pre lepSiu prehladnost’ by mal ucitel na tabulu
priebeZzne zapisovat’ idaje do tabul’ky. Zaroven ucitel’ by mal dohliadat’ na
redlnost’ ndpadov a vSetky zaujimavé napady ako vyrabat’ navySe syrovy
Salat, dokupit’ tatarsku omdcku na dochutenie Salatov,... si poznacCime
a vratime sa k nim v poslednej etape nazvane;j ,,Co sa stane, ak....

Po tejto uvodnej diskusii, ktorda mala motivovat’ Studentov, zistit,

ozivit’ ich doterajSie skusenosti s prostredim problému, mdme kompletn
formuléciu problému, ktora moze vyzerat’ napriklad takto:
Kolko kilogramov Sunkového a kolko syrovo-sunkového Salatu mame
denne vyrobit zo 6 kilogramov Sunky, 2 kilogramov syra a 27 kilogramov
zeleninového Salatu, aby sme dosiahli co najvdcsi zisk z predaja tychto
Salatov? Predajnd cena za jeden kilogram sSunkového salatu je 120 Sk
a syrovo-Sunkového 150 Sk. Na vyrobu jedného kilogramu Sunkového
Salatu potrebujeme 0,4 kg Sunky a 0,6 kg zeleninového Salatu a na
kilogram syrovo-sunkového Salatu potrebujeme 0,3 kg sunky, 0,2 kg syra
a 0,5 kg zeleninového salatu. Predpokladajme, Ze vsetok vyrobeny Salat
dokazeme predat.

2.2. Heuristicke rieSenia, porozumenie problému



Dial6gom medzi Studentmi a uc¢itel'om chceme docielit’, aby Studenti
porozumeli problému, ktory mame vyriesit, vedeli ho slovne sformulovat’
a uvedomili si, Ze potrebujeme ndjst také mnozstva Salatov, ktoré
dokézeme vyrobit’ a ktorych predajom dosiahneme maximalny zisk.

Poskytneme Studentom priestor acas na experimentovanie,
»pohranie“ sa s ¢islami. Ocakdvame od Studentov odhady mnozZstiev
Salatov, ktoré dokdZeme vyrobit, aj s obhijenim spravnosti ich vol'by
a vypocitanim zisku. Sikovnejsi $tudenti pravdepodobne hned’ navrhnu
malé mnozstva, o ktorych je zo zadania lahké rozhodnut, ¢i na ich
pripravu mame dostatok surovin.

Konkrétne ukézky by mali prispiet’ k intuitivhemu pochopeniu
pojmov pripustné, nepripustné a optimalne rieSenie a k vlastnej definicii
tychto pojmov. Vyzveme Studentov k diskusii o mnozstvach Saldtov, ktora
by mala viest’ k zaveru, Ze Cisla, ktoré predstavuji mnoZzstva Saldtov, ktoré
dokaZeme vyrobit, musia byt nezaporné reédlne Cisla.

2.3. Diskusia o sposoboch rieSenia problému

V nasledujicej Casti by mali Studenti zhodnotit’ predchadzajuci
sposob hladania optimélneho rieSenia sformulovaného problému. Vol'ba
pripustnych mnozZstiev a vypocet ziskov nie je prave najefektivnejsi
sposob, ked’ze pripustnych rieSeni je vel'mi vela a stratili by sme vel'a Casu
ich zistovanim. M6zeme sa vSak pokusit’ preskimat’ mnozinu pripustnych
mnozstiev Salatov.

Vyzveme Studentov k zisteniu horného a dolného ohraniCenia
pripustnych mnoZstiev Salatov. Je samozrejmé, Ze mnozstva Salatov musia
byt nezaporné &isla. Studenti by nemali mat’ problém zistit, Ze zdanych
mnozstiev surovin dokdZeme vyrobit maximalne 15 kilogramov
Sunkového Salatu, ale 0 kg syrovo-Sunkového anajviac 10 kg syrovo-
Sunkového Salatu, ale Ziaden Sunkovy Salat.

Usmernime Studentov, aby si uvedomili, ¢o znamena rieSit' nas
problém touto metddou: volit' si mnozstvd Saldtov aoverovat, ¢i ich
dokazeme vyrobit, moZe byt dost zdihavé, pretoZze na vyber dvoch
nezdpornych ¢isel mame nekonecne vela moznosti. JednoduchSie
je popisanie problému pomocou matematickych prostriedkov (rovnic,
nerovnic, funkcii premennych,...), teda zostavenie matematického modelu.

2.4. Formulacia matematického modelu realnej situacie
Ocakavame, ze Studenti zvolia vhodné matematické oznacenie
nezndmych, napriklad:
+X1 = mnozstvo Sunkového Saldtu vyrobeného za den (v kilogramoch),
+X> = mnozstvo kilogramov syrovo-Sunkového Salatu vyrobeného denne.

Studenti odvodia obmedzenia na mnoZstvo surovin a matematicky popisu



zisk (teda popiSu mnozinu pripustnych rieSeni a sformuluju ucelova
funkciu). Matematicky model problému je nasledovny:
maximalizovat’ zisk (Z) 120x; + 150x,,
vzhl'adom na obmedzené mnozstva nasledujucich surovin:
~Sunka

0.4x; + 0.3x, <6,

/Syr

O.2X2 < 2,
~zeleninovy Salat 0.6x; + 0.5x, <27,
pricom

X120,X2 > 0.

2.5. Diskusia 0 moZnych vysledkoch rieSenia matematického modelu

V d’alSej faze rieSenia vyzveme Studentov k navrhu spdsobu rieSenia
sformulovaného matematického modelu. O¢akavame, ze Studenti navrhnu
grafické rieSenie nerovnic zostaveného matematického modelu. Podla
potreby je mozné zopakovat vedomosti o grafickom rieSeni linearnych
rovnic anerovnic aj pomocou prezentacie Grafické riesenie linedrnych
rovnic a nerovnic, ktord je suCastou vyucbového hypertextu [1]-priklad
Bagetéria.

Mnozinu rieSeni kazdej nerovnice zostaveného matematického
modelu vieme graficky znazornit’ v siradnicovej sustave s osami X; a X»
prislusnou polrovinou. Prienikom zobrazenych polrovin odvodenych z
uvedenych nerovnosti dostaneme mnoZinu vSetkych pripustnych
mnozstiev Salatov. Pre lepSiu predstavu o mnozine pripustnych rieSeni
diskutujeme so Studentmi otom, akym rovinnym utvarom modze vo
vSeobecnosti byt taito mnoZina (prazdna mnoZina, bod, tsecka, n-uholnik,
polpriamka, priamka, polrovina, neohrani¢end €ast’ roviny).

Nasleduje diskusia o grafickom znazorneni UcCelove; funkcie
ahladani optimalneho rieSenia. Ucelovi funkciu vieme pre nejaké
konkrétne zisky graficky zndzornit’ prisluSnymi priamkami. Chceme mat’
¢o najviacsi zisk, teda budeme zvicSovat prava stranu rovnice
120x; + 150x,= 7, lava strana ostdva nezmenena. Ak za Z budeme
dosadzovat’ stale véacSie Ccisla, v grafe ziskame postupne navzijom
rovnobezné priamky, ktoré sa vzd’al'uji od zaciatku suradnicovej ststavy.
Chceme dosiahnut’ maximalny mozny zisk, hl'adame teda priamku, ktora
je najviac vzdialena od zaciatku suradnicovej stustavy a ma asponl jeden
spolocny bod s mnozinou bodov zndzornujucich pripustné rieSenia.
Prienikom takejto priamky a mnoZiny pripustnych rieSeni je mnoZina
optimélnych rieSeni. Vyzveme Studentov k analyze vSetkych moznosti, ¢o
moze byt optimdlnym rieSenim (bod, usecka, polpriamka).



2.6. RieSenie matematického modelu pomocou pocitaca

Ako pomocnik pri samotnom grafickom rieSeni matematického
modelu ulohy linearneho programovania poslazi interaktivny vyucbovy
program GRULP II (Grafické Riesenie Uloh Linearneho Programovania),
nachddzajici sa na adrese http://www.science.upjs.sk/diplom/grulp/ [1]
(jeho podrobnejsi popis Citatel ndjde vpraci [2]). Tento program za
pouzivatela ulohy nerie$i, iba ho odbremeniuje od niektorych
mechanickych a rutinnych cinnosti. Kazdé podstatné rozhodnutie musi
urobit’” uzivatel sam a program ndasledne overi, ¢i sa rozhodol spravne,
pripadne ho upozorni na mozné chyby. RieSenie je sprevadzané
podrobnym popisom, preto verime, Ze s pouzivanim nebudi mat’ Studenti
problémy. Vstupom programu je matematicky model a program nésledne
s asistenciou uzivatela zobrazi mnoZinu pripustnych rieSeni apriamku
ucelovej funkcie, ktora je mozné posuvat’ a tym menit” hodnotu ucelove;j
funkcie, ¢o pomoze Studentom pri hl'adani optimalneho rieSenia. Nakoniec
po spravnych reakciach na vyzvy programu sa vypiSe rieSenie
matematického modelu, v naSom pripade: ,,Ucelova funkcia f = 120x; +
150x; nadobuda maximdlnu hodnotu 2400 v bode so suradnicami [7.5,

10]”.

2.7. Interpretacia rieSenia matematického modelu do realnej situicie
V tejto etape je vhodné venovat’ sa diskusii o interpretacii grafickych
rieSeni do realnej situdcie. Vedieme Studentov, aby si uvedomili, Ze
rieSenim napriklad linearnej nerovnice 0.4x; + 0.3x,< 6 v prvom kvadrante
suradnicovej sustavy je mnozina vSetkych nezapornych cisel, teda takych
mnozstiev Sunkovych a syrovo-Sunkovych Salatov, ktorych vyrobou
spotrebujeme nanajvys 6 kilogramov Sunky. TieZ zaddme ulohy, ktorymi
overime, ¢i Studenti vedia z grafu vy¢itat’ pripustné, nepripustné mnoZzstva
Salatov; zistit, ktorych surovin maju prebytok, ktorych nedostatok.
Podobnym uloham je moZn¢ venovat’ sa v Casti ,,Co sa stane, ak...“.
Interpretdcia optimdlneho rieSenia matematického modelu do
povodného problému je nasledovna:
Restaurdcia by teda mala denne vyrdabat' 7.5 kg Sunkového, 10 kg syrovo-
Sunkového Salatu a tak dosiahne ich predajom maximalny zisk 2400 Sk.

2.8. ,,Co sa stane, ak ..“- rieSenie tiloh spozmenenym pévodnym
zadanim prikladu

V nasledujice;j Casti rieSime so Studentmi ulohy, ktoré moézu vzniknat
pozmenenim nejakej informacie zpdvodnej formulicie problému.
Vyzveme §tudentov, aby navrhli mozné zmeny v pé6vodnom zadani (zmena
mnoZzstva surovin, zmena cien Salatov, zmena zloZenia Salatov, pridanie
novej suroviny, pridanie nového druhu Salatu). M6zZeme tiez rozanalyzovat’



napady Studentov, ktoré navrhovali pocCas rieSenia problému. Tieto tlohy
mozu posluzit ako samostatné Ulohy, pripadné problémy alebo rdézne
vysledky prediskutujeme. Aj v tomto pripade ako pomdcka moze posluzit
program GRULP II.

3. ZAVER

Heuristickym rieSenim navrhovanych problémov s vyuzitim skusenosti
Studentov pri formulacii problému, experimentovanim a pocitaCom
podporovanym rieSenim problému chceme vmysliach S$tudentov
zopakovat’ historicky vznik linearnej optimalizacie a grafickej metody
rieSenia, rozvijat’ ich logické, hodnotiace a tvorivé myslenie a zefektivnit’
vyucovaci proces pouZitim pocitacov. Prebudit’ tymto spdsobom kladny
vztah k matematike povazujeme za dolezitejSie ako naucit’ Studentov teoriu
linearnej optimalizacie. Prostrednictvom takychto apodobnych tloh
zasadenych do situdcii praktického Zivota chceme motivovat Studentov
k pouzivaniu matematického myslenia aj mimo Skoly.

Verime, Ze vyucbovy program vdaka velkej nazornosti pomoze
Studentom komplexnejSie pochopit’ grafické rieSenie uloh linearnej
optimalizacie a umozni danu problematiku zvladnut’ podstatne rychlejSie
ako klasickym spdsobom grafického rieSenia napriklad na milimetrovom
papieri. Podrobnej$i popis scenara rieSenia problému linedrnej
optimalizdcie moéze cCitatel najst’ v praci [2], pripadne vo vyucbovom
hypertexte [1] — priklad Bagetéria. DalSie in3pirdcie ponuka aj
vysokoskolsky ucebny text [3].
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