Sposoby liczenia elementow ukladow

ilustrujacych iloczyn liczb naturalnych.
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ABSTRACT: In school teaching the notion of the product is introduced on the basis of
concrete situations of the ‘the same quantity taken many times’ type. The geometrical
model of such a situation is represented by an ‘mxn’ row-column arrangement of
figures, which consists of m columns and n rows (for example, an arrangement of unit
squares in a given rectangle).

The results of the research show that the fact of finding the number of elements
in this type of arrangements with the aid of multiplication does not always mean that
the child is capable of noticing an arrangement of several rows of the same number of
elements. Moreover, in non-standard situations multiplication is employed by children
only sporadically. One may therefore suppose that to a typical arrangement of several
rows of the same number of elements some children automatically apply the school
pattern: they recognize the situation of a rectangular arrangement and then they know
that the number of the elements of the first column should be multiplied by the number
of the elements of the first row.

1. Wstep

Celem prezentowanych tu badan' byto poszukiwanie odpowiedzi na
pytania:
- Jakie naturalne sposoby liczenia elementow takich ukladow stosuja
dzieci wieku od 7 do 9 lat?
- Czy w geometrycznym modelu m kolumn i n szeregow dzieci
dostrzegaja uktad kilku rzedow po tyle samo w kazdym 1 czy
wykorzystuja mnozenie do obliczenia liczby elementéw tego uktadu?

! Przeprowadzone badania byly cze$ciowo finansowane z grantu KBN nr 2 1221 9101 oraz nr 2 PO3A
024 18.



Z analizy podrecznikOw wynika, ze przy wprowadzaniu w szkole
wielu poje¢ matematycznych, atakze ich wlasnosci wykorzystuje sie,
czgsto w ukryty sposob, wieloaspektowe rozumienie szeregowo-
kolumnowego ukfadu figur’ (SKUF). Zagadnienia matematyczne, oparte
na tego typu uktadach, wystepuja na rdéznych etapach nauczania
matematyki. W klasach poczatkowych rozumienie SKUF jest istotne
w zwiazku z ksztattowaniem m. in. pojgcia iloczynu, prawa przemiennosci
mnozenia oraz rozdzielno§ci mnozenia wzgledem dodawania, w
algorytmach dzialan pisemnych, pewnych sytuacjach geometrycznych a
takze w réznego rodzaju tabelach. W klasach wyzszych SKUF odgrywa
role np. przy ksztattowaniu pojgcia pola, uktadu wspotrzednych, iloczynu
kartezjanskiego, macierzy; w tabelach statystycznych, wykresach,
niektorych diagramach.

Pojecie 1loczynu w nauczaniu szkolnym wprowadza si¢ w oparciu o
konkretne sytuacje typu: ,wiele razy po tyle samo”. Geometrycznym
modelem takiej sytuacji jest szeregowo-kolumnowy ukltad figur typu nx £,
w ktorym wystepuje n kolumn 1 k£ szeregdbw (na przyktad ukiad
jednostkowych kwadratow w danym prostokacie). Taki model
wykorzystuje si¢ takze do wprowadzenia prawa przemienno$ci mnozenia.
Widzenie wtym samym ukladzie raz n szeregobw po k elementow
w kazdym szeregu, a potem k kolumn po n elementéw w kazdej kolumnie
umozliwia zastosowanie dwdch sposobdw liczenia elementow tego uktadu:
n'k oraz k-n. Tapodwdjna interpretacja utozenia wymaga umiejgtnosci
szybkiego 1tatwego przechodzenia od jednego postrzegania ukiadu do
drugiego.

2. Opis badan

W badaniach uczestniczylo 149 dzieci (38 dziewigciolatkoéw, 54
osmiolatkow, 57 siedmiolatkéw). W obecnosci badacza kazde dziecko
indywidualnie obliczalo elementy przedstawionych na rysunku uktadow.
Oto wybrane dwa zadania, ktére prezentowano dzieciom.

Zadanie 1. Policz narysowane kropki (rys. 1).

Zadanie 2. Ile potrzeba takich kwadratow (dzieciom pokazywano
pojedynczy kwadrat sieci) do pokrycia tych prostokqtow (rys. 2)?

2 W latach 1992-1996 prowadzono badania nad rozumieniem SKUF przez dzieci w wieku od 6 do 9 lat.
Wiyniki tych badan byly prezentowane w artykutach (Rozek, 1994; Rozek, 1997). Pelny opis badan zostat
zaprezentowany w mojej rozprawie doktorskiej (Rozek, 1998).
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Zadanie pierwsze zwiazane byto z typowa sytuacja. Byt to uktad 5 rzgdow
po 6 kropek w kazdym rzedzie. Zadanie drugie to ukazanie SKUF w
sytuacji nietypowej. Byt to takze uktad kilku rzedow po tyle samo, ale
elementy tego uktadu nie byly bezposrednio wyrdznione na rysunku.
Nalezato policzy¢ ile kwadratéw potrzeba do =zapelnienia dwoch
prostokatow o bokach 6 na 3 oraz 4 na 6 umieszczonych na sieci
kwadratowe;.

3. Liczenie elementow SKUF w sytuacji typowej

Prezentowany w zadaniu pierwszym uktad kropek mogl by¢ znany

z nauki szkolnej 1 przez wigkszos¢ dzieci wizualnie kojarzony z sytuacja,

do ktoérej pasuje mnozenie. Niemniej jednak sposoby liczenia kropek

pozwolity wyrdzni¢ kilka sposobow liczenia elementow prostokatnego

SKUF (kursywa przedstawiono przyktadowe wypowiedzi dzieci):

1. Liczenie pojedynczych elementow

a) niepoprawne (np. z powodu pomytek w wymienianiu liczebnikow albo
braku organizacji liczenia, albo wskazywania dwa razy tego samego
elementu)

b) poprawne (najczesciej zorganizowane wzdluz szeregow lub wzdhuz
kolumn);

2. Liczenie po dwa elementy: 2,4,6,8... ;

3. Dodawanie jednakowych sktadnikow:

a) dodawanie jednakowych liczb 1 tworzenie sum czastkowych: 6 i 6 to 12,
18, 24, 30,

b) dodawanie kilku jednakowych sktadnikow 1obliczanie catej sumy: tu 6
i6i6i6i6idodatam, 30;

3. Mnozenie:

a) mnozenie liczby elementow pierwszego szeregu przez liczbg elementow
pierwszej kolumny;



b) mnozenie liczby rzedéw przez liczbg elementow w jednym rzedzie: 6
kuleczek w 5 rzedach to 6x5;

c) mnozenie na dwa sposoby: 5Xx6, bo po 5 kropek w 6 rzedach, ale moze
by¢ 6 x5, bo po 6 kropek w 5 rzedach.

Wigkszo$¢ dzieci siedmioletnich przeliczata elementy wskazujac
pojedyncze kropki. Nic w tym dziwnego, gdyz dzieci te nie miaty jeszcze
wprowadzonego mnozenia na lekcjach matematyki. U dzieci starszych
stopniowo pojawia si¢ grupowanie elementow po 2 (2, 4, 6, ...) albo
dodawanie zwiazane z liczba kropek w szeregu (6 16to 1216to 1816 ....)
lub w kolumnie (5, 10, 15....). Nastepna strategia to mnozenie, ktore
wyraznie pojawia si¢ u dzieci wwieku 9 lat 1sigga 39% badanych
uczniow.

Niektore sposoby liczenia (punkty 2a, 2b, 3b) $wiadcza o widzeniu
przez dziecko ukladu szeregow (kolumn) lub podwodjnego uktadu
szeregowo-kolumnowego (punkt 3c). Dostrzezenie w SKUF tych uktadéw
utatwia organizacjg liczenia. Jest jednak bardzo prawdopodobne, ze czgs$¢
dzieci liczaca sposobem 3a wykonuje mnozenie automatycznie, bez
zauwazenia w uktadzie kropek kilku rzedéw, w kazdym po tyle samo. Nie
jestesmy w stanie stwierdzi¢, bez dodatkowych pytan, czy badany,
wskazujac elementy pierwszej kolumny, ma swiadomos$¢, ze wlasnie w ten
sposob policzyt szeregi. By¢ moze, uczniowie rozpoznaja w SKUF jedynie
sytuacje, w ktorej zawsze nalezato pomnozy¢ liczby wyznaczone przez
,brzegowa” kolumne 1 szereg. Potrafia wigc uzyska¢ prawidlowy wynik
bez uswiadomienia sobie zaleznosci migdzy liczba szeregow a liczba
elementow w kolumnie. O takim instrumentalnym opanowaniu tego typu
zadan ,,na mnozenie” moze Swiadczy¢ przypadek chlopca, ktory btednie
liczyt kwadraty w innym zadaniu.

e Chtopiec w pokratkowanym prostokacie typu 5x5 liczy 5 kwadratow
w pierwsze] kolumnie oraz 4 elementy w pierwszym szeregu (opuscit
gorny lewy kwadrat). Nastgpnie mnozy te liczby ibez wahania
stwierdza, ze potrzeba 20 kwadratow. Zapytany, dlaczego opuscit gorny
lewy kwadrat, odpowiedziat zdumiony: przeciez raz go juz liczytem.

4. Liczenie elementow SKUF w nietypowej sytuacji

W zadaniu drugim chodzilo o wykluczenie bezmyS$lnego,
automatycznego stosowania mnozenia przez przeliczenie elementow w
pierwszym szeregu 1 w pierwsze] kolumnie. Liczenie niewidocznych
kwadratow nie bylo dla dzieci typowym zadaniem, dlatego tez tylko
sporadycznie liczbg tych kwadratéw znajdowaly za pomoca mnozenia.



Stosowane w zadaniu 2 sposoby liczenia mozna podzieli¢ na kilka
grup, w ktorych badany:

1. nie podejmuje proby liczenia lub zgaduje liczbg;

2. liczy wewnatrz pustego prostokata wyobrazone w mysli (poprawnie
badz nie) kwadraty badz wzdluz szeregdéw, badz wzdhuiz kolumn, badz
spiralnie wokot ramki;

3. liczy kwadraty sieci odbijajac w mysli symetrycznie prostokat
wzgledem jednego boku albo wskazujac kwadraty na zewnatrz wokot
brzegu prostokata;

4. oblicza liczbg kwadratéw za pomoca mnozenia.

Oto przyktad rozwiazania zadania drugiego, ktory ilustruje opisany
powyze] 3 typ liczenia elementow (na rysunkach pokazano kolejnosé¢
liczenia kwadratow):

e Ela — lat 7 —o swojej pracy mowi: Ja sobie tak przelozylam ten
prostokqt (wykonuje gest odbicia na druga strong). Dziewczynka
wykonuje w wyobrazni odbicie symetryczne pustego prostokata na
siatke z kwadratami wzgledem lewego boku tego prostokata. Liczy
wowczas istniejace obok prostokata kwadraty (rys.3) podajac dobry
wynik. Podobnie postgpuje zdrugim prostokatem, odbijajac go
symetrycznie wzgledem dolnego boku.
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rys. 3

5. Zakonczenie

Dzieci obliczaja elementy konkretnego SKUF na rdézne sposoby.
Czesto$¢ wystgpowania poszczegolnych sposobdéw zalezny od wieku
dziecka. Dodawanie kilku jednakowych sktadnikow S$wiadczy
o dostrzezeniu przez dziecko uktadu szeregow badz ukladu kolumn,
zaleznie od tego, co dodaje. Jednak znajdowanie liczby elementéw za
pomoca mnozenia nie zawsze oznacza umiej¢tnos¢ widzenia przez dziecko
uktadu kilku rzedéw po tyle samo w kazdym. Z samej obserwacji
zastosowania mnozenia nie mozna Jjednak stwierdzi¢, czy dzieci
uswiadamialy sobie, ze elementy ulozone byly wkilku rzedach po tyle



samo w kazdym, czy tez stosowatly t¢ strategi¢ mechanicznie, rozpoznajac
znany znauki szkolnej geometryczny uktad, do ktorego ,,pasuje”
mnozenie. Zastosowana przez dzieci strategia mnozenia w zadaniu 1 nie
poparta stownym komentarzem nie daje wyczerpujacych informacji na
temat postrzegania przez dziecko w SKUF kilku rzgdéw po tyle samo
w kazdym. Ponadto w sytuacji nietypowej, zwiazane] z liczba
jednostkowych ~ kwadratow  mieszczacych ~ si¢ ~ w prostokatach
umieszczonych na sieci kwadratowej dzieci stosowaly mnozenie
sporadycznie. Mozna wigc przypuszczac, ze w typowym uktadzie kilku
rzedéw po tyle samo czg$¢ dzieci automatycznie stosuje wyuczony w
szkole schemat: rozpoznaje sytuacje¢ prostokatnego uktadu 1 wie, ze nalezy
pomnozy¢ liczbg elementow pierwszej kolumny przez liczbg elementow
plerwszego szeregu.
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