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ABSTRACT: The fact conic sections can be gained as an envelope of one-parametric system
of lines in the plane is well known. The aim of this paper is to show that it is possible to prove
this fact without derivatives. The effect of this access appears evident: We can properly
acquaint with conic sections and their equations even students of the lower grades of high
schools.

Rovnici obalové kiivky neboli obalky, kterd obaluje jednoparametrickou

soustavu rovinnych kiivek o rovnici
F(x,y,u)=0,

kde u znaéi proménny parametr nezavisly na x a y, dostaneme eliminaci u

Z rovnic

oF(x,yu)
ou -

Pfitom je tecna vbod¢ obdlky zéiroven teCnou pravé jedné zkiivek dané

jednoparametrické soustavy kiivek.

Bude-li se jednat o jednoparametrickou soustavu pfimek muze byt
obalkou (pfi vhodné volbé této soustavy) ncktera zkuZelosecek.
S kuzeloseckami se Zaci seznamuji nejpozdé€ji v nizsich rocnicich stfednich skol,
avSak diferencialni pocet v tomto véku jesté zdaleka neznaji.

Pfesto si mohou (na zaklad€ ulitelovy pomoci) sami dokazat, Ze obalka
dané jednoparametrické soustavy piimek je opravdu doptfedu vySe zminéna
kuzelosecka.

Sta¢i jim k tomu pouze dobie si uvédomit (viz vySe), Ze te€na v bodé
obalky (v nasem piipadé tecna v bod€ kuzelosecky) je zaroveni teCnou k jedné
z kiivek dan¢ jednoparametrické soustavy kiivek (v nasem piipad¢ piimkou této
soustavy, nebot’ zde se jedna o jednoparametrickou soustavu pfimek).

To, Ze teCna ke kuZelosecce je piimka, kterd s ni ma spole¢ny praveé jeden
bod, spolu s faktem, ze kvadratickd rovnice méa jeden (dvojnisobny) koten
pravé tehdy, kdyz jeji diskriminant je nulovy, uz posta¢i k tomu, aby byli Zaci
schopni dokazat, Ze obdlka daného jednoparametrického systému piimek je
avizovana kuzelosecka.

Ptedtim, nez cely proces ukazeme, poznamenejme nasledujici:

1) Vznik kuzelosecek Ize demonstrovat pouze skladanim listu papiru; pro
znazornéni paraboly ndm sta¢i oznacit na tomto papiru pouze jeden bod, pro
elipsu a hyperbolu pottebujeme navic narysovat jednu kruznici. Odtud je
ziejmé, Ze tento piistup je mozné praktikovat kdykoliv a kdekoliv.

2) Je vhodné demonstrovat proces v Cabri — geometrii, cela situace je pak jesté
nazorngj§i nez vbod¢ 1). Navic lze naptf. pomoci piikazu ,najit délku*
ukazat, ze nalezené obalky maji vlastnost, Ze

KF =e-KD
kde K je bod obalky (kuzelosecky), ' a D jsou vhodné zvolené body a e (tzv.
excentricita) je realné Cislo (pro parabolu je e=1, pro elipsu je e<l a pro
hyberbolu je e>1.

F(x,yu)=0, 0




3) Sestaveni kvadratické rovnice, jejimz feSenim jsou napt. x-ové soutradnice
prasecikii kuzelosecky s pfimkou jednoparametrické soustavy, je pomérné
pracné. Navic je potieba vhodné zvolit soustavu soufadnic, aby byl vypocet
co nejjednodussi. Z tohoto diivodu jiZ jen tato faze procesu feSeni celého
problému miize slouzit jako ucelna (nebot’ k né¢emu konkrétnimu vede, a
sice, jak jiz bylo feCeno ukazuje, Ze obalka soustavy kiivek je kuZeloseckou,
coz je jev, ktery v zddném piipad€é neni na prvni pohled zfejmy) tprava
algebraickych vyrazi.

Parabola

Vezméme list papiru a vyzna¢me na ném libovolny bod F. (Pouze kviili
nazornéjSimu vysledku umistéme tento bod nékolik centimetri nad spodni
okrajem papiru.)

Nyni ptehnéme kterykoliv ze spodnich rohli papiru tak, aby se spodni
okraj papiru dotykal naSeho bodu F. Ohyb nékolikrat ,,zvyraznéme* tlakem
prstil a papir znovu narovnejme.

Predchozi aktivitu opakujme jest€é mnohokrat s tim, Ze pokazdé se dotkne
bodu F'jiny bod spodniho okraje papiru. Zjistime, Ze ohyby narovnaného papiru
vytvareji kiivku, kterd ndm piipomind parabolu. Je tomu skute¢né tak?

Nez pftistoupime k feSeni tohoto
problému, uved'me, Zze maji-li
nasi zaci k dispozici na
n¢jakém pocitaci program Cabri-
geometrie mohou celou situaci (po
opravdu jen velice kratkém
seznameni se F s timto programem)
sami velice rychle znazornit. (viz. [1]):




Zvolme nyni vhodné pravouhlou soustavu soufadnic. A sice tak, Ze
spodni okraj papiru bude mit rovnici Y=—2 a bod, ktery jsme na papife
vyznacili (oznaCme jej F) bude mit soutadnice (0, p). Z ptedchozich aktivit
(ohybani papiru ¢i kresleni ptislusnych os) se zd4 byt rozumna uvaha, ze bod F
(0, p) asi bude ohniskem obalky téchto ohybi ¢i os, tedy ohniskem takto vzniklé

2

X ;g
ap (Neni-li tato

paraboly. Je-li toto pravda, musi mit parabola rovnici » =

skuteCnost nasim zaklim znama, neméni to nic na faktu, ze dokazanim, ze
obalka ma rovnici tvaru y=cx’ je vy na§ tkol (ukazat, ze
obédlka je parabola) beze zbytku splnén.)

Zvolme nyni na pfimce ? ¥=-p libovolny bod (u,-
p) a sestrojme osu useCky s krajnimi body F(0,p) a (u,-
p). (Realné c¢islo u bude vlastné parametrem jednoparametrické

soustavy  os  usecek vI0.0) x
s uvedenymi krajnimi body.) /

Odvod'me nyni 0] (0.p) rovnici
osy o: UsecCka s krajnimi body F@Op) a (u,-p) ma ziejme
smérnici —25 a jeji stted ma soufadnice (thoj Proto osa této usecky
ma rovnici

L
2p  4p
Ovéime nyni, Ze tato osa je te¢nou k parabole o rovnici
— x2
y= E

Tim ukézeme, jak bylo vySe feceno, Ze obalka jednoparametrické soustavy
2

o u u o a ws : L wr : .
ptimek tvaru y = Ex_Tp (realné Cislo u je parametr, kladné ¢islo p je polovina

¢isla udavajiciho vzdalenost zvoleného bodu F' od okraje papiru) je opravdu
parabolou.
Hledejme nejprve prisecik osy o a paraboly:

2 2
u u X

2" dp 4p
Dostali jsme kvadratickou rovnici, kterou prepiSeme do tvaru
x*—2ux+u’ =0.
Protoze determinant této rovnice ma hodnotu 4u” —4u’ =0, je ziejmé, Ze osa o a
parabola maji spole¢ny pravé jeden bod, a tudiz, Ze osa o je te€nou této paraboly
— cely problem je tedy vyfeSen.
Pokracujme vSak déle. ReSenim predchozi kvadratické rovnice dostavame
xX=u,



. u’
coZz nam ftikd, Ze bod dotyku osy o a paraboly ma soufadnice (uéth To

znamend, ze bod dotyku, dostaneme jako pruseCik osy o a pfimky o rovnici
x=u, Nebo-li, nas§i parabolu dostaneme také tak, Ze kreslime stopu bodu

u2 . cr .y ~_ 7 7
[uélpj _ vznikajici ménicim
se parametrem p: g

Elipsa
§/} Nakresleme na list
papiru kruznici se sttedem Sa dale
libovolny bod F % lezici v jejim
vnitiku. (Opét = pouze kvili

nazorn¢jSimu : vysledku narysu]me
kruznici nékam doprostied paplru a bod F zvolme tak aby nebyl totoZzny s jejim
sttedem a aby leZel n¢kolik centimetri od kruznice.)

Nyni piehnéme kterykoliv ze spodnich rohil papiru tak, aby se libovolny
bod kruznice dotykal bodu F. Ohyb zase n&kolikrat ,,zvyraznime* tlakem prsti a
papir znovu narovname. (Srovnej s postupem u paraboly.)

Opakujme ptedchozi aktivitu opét vicekrat stim, Ze pokazdé dotkne

naSeho bodu F jiny bod kruZznice.
Zjistime, ze ohyby narovnaného
papiru vytvareji kiivku, kterda nam
piipomind elipsu. Ptejme se tedy, je-li
to pravda.
Ukazme si nejprve, jak vypada celéd
situace znazornéna v Cabri-
geometrii (viz [1]):

Z ptedchozich aktivit ( ohybani papiru i kresleni

prislusnych os) opét (zvlasté tehdy udélame-li ptedchozi ,,pokusy* pro rizné
dané body F) dojdeme k ndzoru, Ze body S a F budou zfejmé ohniska vzniklé
elipsy. Vhodnym zvolenim pravouhlé soustavy soufadnic pak dilkaz toho, Ze
obalka je opravdu elipsa s témito dvéma ohnisky vyplyne z nasledujiciho:



. Zopakujeme, 7e je dano S
S i pakuj > J

(0,0) ‘\Q%%%‘ (stted kruznice umistény do
pocatku = soustavy soufadnic, polomér
r této kruznice a F(2k,0) (spojili
jsme bod Sa F a tuto ptimku zvolili za
X-ovou osu; Cislo 2k je vzdalenost
téchto = ) dvou bodi. Bod

[w.sqri{r.r-u.u]

(u,\/r2 —uz) je
libovolny S(0.0) (k0] F(2kp) x_ bod kruznice,
a my najdeme rovnici osy o
useCky v krajnich bodech F(2k,0) a
(u,\lrz—uz). (Realné ¢islo ue(-r,r) bude
parametrem jednoparametrické  soustavy  os

use¢ek s uvedenymi krajnimi body.) Smérnice Usecky s krajnimi body F

2 2
(2k,0) a (u,\/rz—uz) je ziejmé 7”’_2: a jeji stied méa soufadnice
u—-2k ~Nr’-u’
2k + ,

2k+u ~Nr*—u’ )
]:( S J Odtud uz po dosazeni do rovnice

2 2 2

piimky dostaneme rovnici osy o ve tvaru
2k —u r’—4k’

y= X+ .
Nt 2N =i

Chceme dokézat, Ze tato osa je te¢nou k elipse, o stitedu v bod¢ (£,0), ohnisky S
(0,0) a F(2k,0) a hlavni poloose a=k+ ro2k _r

5 (Skute¢né, délka hlavni
poloosy vzniklé elipsy nezavisi na Cisle 2k, nebot’ 1 bod (7,0) se musi dotknout

bodu F(2k,0) a ptfimka o rovnici x=k+g je kolma na hlavni osu elipsy a ma

s elipsou o hlavni poloose % spole¢ny pravé jeden bod, Cili je jednou z téch,
jejichz obalkou tato elipsa je.) Shora popsana elipsa ma rovnici (pro vedlejsi
poloosu b plati »* =a* —k?):

(x=k)°

2 + 2
o))
2 2
Odtud postupné dostavame
, rt =4k’ —4(1*2 —4k2) (x—k)2
y = 2
4r

=1.

a po dalSich upravach



2
LA 2k -8k H(f’z — 4k°|
Y r r 4r? '
Umocnénim rovnice osy dostavame
2
LW Mt s 2 Pu- 8K+ 4k2ux+(r2 —4k’)
d = = 4(r2—u2)'

Spolecné body osy o a elipsy najdeme tak, Ze feSime kvadratickou rovnici
vzniklou porovnanim dvou ptedchozich rovnic:

2
Akr*u — 4k*u® —r N rru— 2k’ —4k2r2u+8k3u2x _“2 ( r’ _4k2)
rz(rz—uz) rz(rz—uz) 4r2(r2—u2)
Spocitejme diskriminant této kvadratické rovnice. Vyjde nam, Ze je roven 0 a je
tedy elipsa opravdu obalkou naSich os a problém je vyieSen.
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