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ABSTRACT : The article deals with teaching of combinatorics at the sixth class ( 11 —

12 years old children ) at the grammar school of the view of the cognitive process.

Ciel'om tohto prispevku je urobit’ rozbor uc¢iva kombinatoriky v 6. ro¢niku na zékladne;j
Skole z hl'adiska poznavacieho procesu, ktory tu chapeme v zmysle tedrie opisanej v [ 3 ]. Podl'a
tejto teorie kostru poznavacieho procesu tvori trojica :

—»

motivdcia skusenosti poznanie

Kombinatorika podporuje rozvoj pozornosti, flexibility, tvorivosti, divergentného,
logického a kombinatorick¢ého myslenia. Mnohé kombinatorické ulohy maji niekol’ko rieSeni,
teda rozvijaju divergentné rozumové operacie, ktoré suvisia stvorivou &innostou. Ulohy
z kombinatoriky maju velki  motivatni hodnotu apriblizujd  matematiku k Zivotu.
Kombinatorika poskytuje moznost’ Ziakom ukézat, Ze aj matematika moze byt hrou. Skusenosti
deti ziskané pri ,, kombinatorickej hre “ zaiste obohatia ich vnutorny svet asndd’ aj prispeju

k zlepseniu ich vzt'ahu k matematike.

Obsahom vyucovania kombinatoriky v 6. rocniku na zékladnej Skole s primerané tlohy
s kombinatorickou motivéaciou aich rieSenie roznymi spdsobmi. Cielom vyucovania je naucit’
ziakov vypisovat’ vSetky moznosti podla urcitého systému. Kombinatorike v 6. rocniku je podla

ucebnych osnov venovanych 10 vyucovacich hodin v zavere Skolského roka.
1. ETAPA MOTIVACIE

Ziak Siestak slovo kombinatorika pocuje pravdepodobne prvykrat. Zda sa mu trochu
zvlastne a vobec si nevie predstavit, ¢o sa asi budeme ucit. Pod pojmom kombinatorika
rozumieme urCiti oblast’” matematiky, ktord je nielen zaujimava ale ma aj rozsiahle pouzitie.
Zaobera sa organizovanim — kombinovanim prvkov uréitej mnoziny do prehl'adnych tabuliek,

grafov, schém a zoznamov. UkaZeme si to neskdr na prikladoch. Rozli¢né kombinatorické tilohy



rieSili uz starogrécki matematici, neskor indicki a arabski matematici. Ako vednd oblast’ sa
zacala kombinatorika formovat’ v 16. storoci, ked’ sa kombinatorick¢ ulohy rieSili najmi

v suvislosti s hazardnymi hrami.

Na =zaciatku vyucCovania zakladov kombinatoriky mali by sme nadviazat na
predchadzajuce poznatky Ziakov, ktoré najviac suvisia s touto oblastou matematiky. Ktoré a aké
su to poznatky?

Ide o poznatky Ziakov o Cisle a jeho zdpise. Stretli sa stym v tlohéach, v ktorych bolo
treba z danych cifier zostavit' o najviac dvoj -, troj -, resp. Stvorcifernych ¢isel bez naroku na
vymenovanie vSetkych takychto Cisel.

Vicsinou su tieto poznatky izolované, nesystematické anajméd minimalne. Tieto ulohy
sa uvadzali v dvojakom zneni ato : ako ulohy, v ktorych sa ¢islice opakovali, resp. tlohy,
v ktorych sa Cislice neopakovali.

MozZeme zacat’ motivaénymi prikladmi.

Priklad 1
Mame tri Salky : cervenu, bielu a modru. Kolkymi sposobmi ich mézeme uloZit' na policku vedla
seba do radu ? Nakreslite vsetky mozné usporiadania.

RieSenie :

Nechdme Ziakov najprv samostatne kreslit’ uloZzenie Salok. Bolo by vhodné, aby ziaci
mali k dispozicii konkrétne $alky na ktorych by mohli situaciu modelovat’. Ak Ziak vie zostavit’
aspofi jedno pozadované usporiadanie tak to znamena, Ze pochopil zadanie prikladu. Ulohou
ucitela je aby viedol ziakov k najdeniu vSetkych moznych usporiadani. V zévere rieSenia tejto
ulohy uskuto¢nime pomocou Ziakov systematizéciu rieSenia prikladu :

Ozna¢me $alky takto : Gervena — C, biela — B, modrd — M. Ako prvii mdzeme na policku
polozit’ cervenu $alku, na druhé miesto mézeme polozit’ bielu alebo modra §alku. Znazornime si

to graficky takto : B

e<M

Na trefom mieste moze stat’ Salka, ktord zostala; teda v pripade prvej dvojice zostala

modré a v pripade druhej dvojice biela salka. Nazorne :
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Z obrazka vidime dve moZznosti M usporiadania  $alok ato CBM

a CMB. Podobne to bude, ked’ na prvé miesto postavime bielu alebo modru $alku. Nazorne :
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Odpoved’ : Cervenu, bielu a modra $alku mozno na policku vedla seba ulozit’ Siestimi

sposobmi a to : CBM, CMB, BMC, BCM, MCB, MBC.

Grafické znazornenie ktoré sme pouzili v priklade sa nazyva stromovy graf.

Priklad 2

Traja priatelia Adam, Bohus a Cyril prechddzali cez uzku lavku a isli za sebou.
V kolkych roznych poradiach mohli prejst cez lavku? Zakreslite alebo zapiste vsetky mozné
poradia.

RieSenie :

Na zaciatku nechame Zziakov na ulohe volne pracovat. Ak ziak naSiel aspon jedno
pozadované poradie, znamena to, ze pochopil zadanie prikladu. Ulohou ugitel'a je aby viedol
ziakov k najdeniu vSetkych moznych poradi. Na zaver zosumarizujeme pocet vSetkych rieSeni

podobnou uvahou ako v priklade 1.

V motivacnej Casti mdézeme uviest aj dalSie typy uloh, ktorymi sa neskor budeme

zaoberat’ aby ziaci mali predstavu o tom, ¢o budeme d’alej robit” a vzbudili sme v nich zaujem.

2. ETAPA SKUSENOSTI

Po Givodnej Casti a motivacii nasleduje etapa nadobudania skusenosti. Pri rieSeni r6znych
primeranych tloh, pouzivanim roéznych spdsobov rieSenia apostupov asamozrejme aj na
vlastnych chybéach ziaci ziskavaju skisenosti s rieSenim kombinatorickych tloh.

Cielom vyucovania zdkladov kombinatoriky na zakladnych Skoldch nie je pojmoveé
objasnenie klasickych kombinatorickych problémov ani odvodenie apouzitie prisluSnych
vzorcov. RieSenim konkrétnych uloh, ich roéznymi spésobmi zapisu (zndzornenia) ziaci
nadobudaju skusenosti, ktoré su dobrym predpokladom pre systematicky kurz kombinatoriky na
strednych Skolach. Pri preberani tohto u¢iva by sme mali vyuzit ochotu ziakov 6. ro¢nika
modelovat,, znazoriiovat’ a vypisovat’ situdcie vyskytujuce sa v kombinatorickych tlohéach a ich

rieSeniach.

Uloha 1



Pomocou cifier 8 a 3 napiste vSetky dvojciferné cisla, pricom cifry sa mézu opakovat.

Kolko je takych cifier?

Uloha 2
Z pismen O, D napiste vsetky dvojpismenkové slova bez opakovania pismen. Kolko je

takychto slov?

Ulohy 1 a 2 Ziaci bez vigsich problémov zvladnu. Teraz postupime k rieSeniu podobnych

ale narocnejsich uloh.

Priklad 3

Pomocou cifier 2, 5, 7 napiste vsetky trojciferné cisla, pricom cifry sa mozu opakovat.
Kolko je takychto cisel?

RieSenie :

TusSime, Ze v tomto pripade bude viac rieSeni ako v tlohach 1 a 2. Aby sme na niektoré
rieSenie nezabudli, mali by sme postupovat’ systematicky t.j. ndjst taky systém, ktory nam
zaruci, Ze ziadne rieSenie nevynechdme.

Pouzijeme opét’ stromovy graf. Na prvé miesto — rad stoviek napiSeme ¢islicu 2. Potom
na druhé miesto — rad desiatok napiseme &islice 2, 5, 7. Cislicu 2 mdZeme pouzit’ aj na druhé
miesto, pretoze je dovolené opakovanie cifier. Na tretie miesto — rad jednotiek mézeme napisat’,

ktorukol'vek z Cislic 2, 5, 7, pretoze sa mozu opakovat’. Nazorne :
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Podobna situdcia nastane ak na prvé miesto polozime Cislice 5 a 7. Nazorne :
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Odpoved’ : Vsetkych trojcifernych ¢isel vytvorenych zcifier 2, 5, 7, pricom sa cifry
mdzu opakovat’ je 27. Su to Cisla : 222, 225, 227, 252, 255, 257, 272, 275, 277, 522, 525, 527,
552,555, 557,572, 575,577, 722, 725, 727, 752, 755, 757, 7172, 775, 777.

Pripomenieme Ziakom, Ze pomocou stromového grafu moZzno systematicky zapisovat
a hl'adat’ nielen trojciferné ale aj Stvorciferné a viacciferné ¢isla. VyuZitim stromového grafu
mozno rieSit’ Ulohy v ktorych ide o néjdenie vSetkych moznych usporiadani daného poctu

prvkov.

Priklad 4

Kolkymi spésobmi si moze Marienka vioZit' do peracnika vedla seba Styri roznofarebné
pastelky?

RieSenie :

Nech méa Marienka tieto Styri pastelky, ktoré si oznac¢ime : biela — B, modrd — M, zelena
— 7, ruzova — R. Ulohu méZeme riesit’ bud’ stromovym grafom alebo tabul’kovou metédou, ktort
ukézeme na tejto ulohe:

Do tabulky prehladne vpisujeme vSetky mozné usporiadania Styroch rdznofarebnych
pasteliek, priom postupujeme systematicky. Zacneme napr. bielou pastelkou na prvom mieste

a najdeme vsetky moznosti.
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Odpoved’ : Jednotlivé stipce tabulky predstavujii vietky mozné usporiadanie $tyroch

roznofarebnych pasteliek v pera¢nik. Ich pocet je 24.

V Siestom ro¢niku sa d’alej rieSia ulohy na vytvéaranie skupin prvkov s mens$im poctom ako je
dany pocet, napriklad :

- pomocou cifier 2, 4, 6, 8 napiste vSetky trojciferné ¢isla s opakovanim cifier,

- napiSte vSetky mozné vysledky hodov dvoma hracimi kockami,

- z pismen K, L, M, O, P vytvorte vSetky dvojpismenové monogramy.

Pri rieSeni uloh z kombinatoriky dbame na to, aby ziaci hl'adali rieSenia systematicky, ¢i uz

pouzitim stromového grafu alebo tabul’ky.
3. ETAPA FORMOVANIA POZNATKU

Zrejme potrva dlho, dokial’ ziak za pomoci ucitel’a pochopi, Ze ulohy typu :

- nakreslit tromi roznofarebnymi ceruzkami vsetky mozné trojpdsové zdstavy,

- napisat pomocou troch cifier vsetky mozné trojciferné cisla bez opakovania,

- napisat’ vsetky mozné slova pomocou pismen A, T, K tak, ze kazdé pismeno sa

moze vyskytnut' v slove len raz,
maju rovnaku Struktaru a veda k rovnakym matematickym modelom. Pre mnohych Ziakov bude
obtiazne pochopit’ aj to, Ze z matematického hl'adiska tlohy typu napisat vsetky trojciferné cisla
z cifier 2, 6, 9 alebo z cifier 1, 3, 5 bez opakovania s Gplne rovnocenné. Ak ziak toto pochopi,
stava sa tato skusenost’ pre neho univerzdlnym modelom vsSetkych moznych usporiadani .-
prvkovej mnoziny.

Casto nepotrebujeme vypisat’ vetky moznosti, staéi nam vediet, kolko ich je. Po
vyrieSeni niekol’kych uloh si ziaci vSimnu, ze ked’ ide ovSetky usporiadania trojprvkovej
mnoziny bez opakovania prvkov, moznosti je vZzdy 6, pri Stvorprvkovej mnozine je ich vzdy 24.
S narastanim poctu prvkov mnoziny neimerne narasta pocet vSetkych moznych usporiadani

danej mnoziny.

Ako by sme zistili po€et vSetkych moznych usporiadani danej mnoZiny bez toho, aby
sme vypisovali vSetky moZnosti. Aby na to Ziaci prisli sami, méZeme im pomoct’ nasledujiicou

uvahou.



Pozrime sa na priklad 4. Na prvé miesto v peracniku ma Marienka uloZit’ hociktort zo
Styroch pastelieck, méa teda Styri moznosti. Na druhé miesto uz moéze polozit' len jednu zo
zvysnych troch pasteliek, pre tento vyber ma tri moznosti. Na tretie miesto mdze polozit’ len
jednu zo zostavajucich dvoch pasteliek. Teda ma dve moznosti. Pri poslednom mieste uz nema

na vyber, pretoze ostala len jedna pastelka. Spolu je to teda 4. 3. 2. 1 = 24 moznosti.

Aj ked’ na zédkladnej Skole nezavadzame pojem faktoridl, mézeme na spestrenie uciva
uviest, Ze ¢isla s ktorymi sme sa tu stretli oznacujeme s vykricnikom a nazyvame ich faktoridl
¢isla. Napr. 4! ¢itame ,, faktorial Cisla 4 ,,, resp. ,, Styri faktoridl ,, a znamena to : 4! =4. 3. 2. 1.

Analogicky vyznam ma 3!, t.j. 3! =3. 2. 1.

Podobnymi tvahami ako v priklade 1, resp. vulohe 1 vedieme Ziakov k zisteniu, Ze
vSetky moznych usporiadani dvojprvkove] mnoziny s opakovanim je 4 = 2. 2 a pre trojprvkovu

mnozinu s tym istym zadanim ulohy prichddzame k vysledku 27 =3.3. 3.

Na zaver tematického celku v uéive kombinatoriky v 6. roéniku ZS su zaradené tilohy na
vyber ausporiadanie menSiecho poctu ako je dany pocet. Vtychto ulohdch tak ako
v predchadzajicich sa vyskytuji dve moznosti ich usporiadania : sopakovanim prvkov, resp.
bez opakovania prvkov. Aj pri tomto type Uloh sa osvedCilo zohladnit' uvedené etapy
poznavacieho procesu, avSak uloha sa ziakom nejavi ako Uplne nova, nakol’ko mézu vyuzit
postupy, zrucnosti a skusenosti nadobudnuté rieSenim predchadzajicich typov uloh. Je vhodné
zacat’ vyberom dvojprvkovej mnoziny ztrojprvkove;j, resp. Stvorprvkovej a potom pokracovat
ulohami na vyber trojprvkovej mnoziny zo 4, 5 — prvkovej mnoziny atieto potom usporadavat’
pozadovanym spdsobom.

Priklad 5

Na tréningu trénovali Styria cyklisti : Karol, Peter, Marian, Ladislav. Kolkymi roznymi
poradiami mohli prist prvi traja do ciela ? Napiste vSetky moznosti a urcite ich pocet.

RieSenie :

Prvé miesto mohol obsadit’ hociktory znich. Teda mame Styri moznosti na obsadenie
prvého miesta. Druhé miesto mohli obsadit’ len zvyS$ni traja atretie miesto len ti dvaja ktori
neobsadili ani prvé, ani druhé miesto. Spolu je to teda 4. 3. 2 = 24 moznosti. RieSenie pomocou

stromového grafu bude :
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Nezabudnime zdoéraznit, ze moznosti KPM a KMP povazujeme za rdzne. Zatial’, ¢o
KPM znamena, Ze na 1. mieste sa umiestnil Karol, na 2. mieste Peter ana 3. mieste Marian,
moznost KMP znamena takého umiestnenie : 1.miesto — Karol, 2. miesto — Marian, 3. miesto —
Peter. Teda zalezi na poradi vitazov.

Odpoved’ : Do ciel'a mohli prist’ prvi traja 24 r6znymi poradiami, tieto poradia su:
KPM, KPL, KMP, KML, KLP, KLM, PKM, PKL, PMK, PML, PLK, PLM, MKP, MKL, MPK,
MPL, MLK, MLP, LKP, LKM, LPK, LPM, LMK, LMP, kde K, L, M, P st za¢iato¢né pismena
mien cyklistov.

Zaverecna etapa poznavacieho procesu by mala byt venovana dékladnému utvrdeniu
a precviceniu uciva na réoznych typoch tloh a prikladov tak, aby vSetci Ziaci (aj slabsi) ziskali
zrucénost’, pohotovost’ a istotu pri rieSeni Uloh. U€itel moZe postupovat’ tak, ze lepSim Ziakom
zadd samostatnu pracu a venuje sa slabSim ziakom, ktorym pri rieSeni tloh pomaha, pripadne
individualne vysvetl'uje ucivo, ktoré nedostatocne pochopili. Zdatnej§im ziakom mozeme zadat
narocnejsie alebo netradi¢né ulohy, ktoré moézu riesit’ viac-menej samostatne apotom rieSenie
demonstrovat’ na tabuli aj pre ostatnych ziakov.

Uvedieme niekol’ko typov tloh na precvicenie:

Uloha 3

Moja bankova karta ma identifikacné cislo, v ktorom sa nachddzaju cifry 0,2,5,8. Ak by
som identifikacné cislo zabudla, aky najvdcsi pocet ciselnych kombindcii musim preskusat, ak

viem, ze kazda cislica sa v mojom identifikacnom cisle nachadza len raz.

Uloha 4
Pred zaverecnym kolom 1. futbalovej ligy je zname, Ze na prvych troch miestach
v tabulke sa umiestnia: Slovan Bratislava, 1.FC Kosice, Spartak Trnava. Napiste vSetky mozné

poradia tychto druzstiev.

Uloha 5
Milan mal vo vrecku tri Zuvacky, a to cervenu, zelenu a zltu. Siahol do vrecka a vybral

postupne tri kusy. Zapiste vsetky mozné poradia, v akych mohol vybrat’ tri Zuvacky.



Uloha 6
Detektiv zistil o telefonnom cisle podozrivej osoby, ze je S-cifernné, obsahuje prave tri
rozne cislice, vsetky jeho Cislice su neparne, nie je medzi nimi cislica 7. Zisti vSetky telefonne

c¢isla, ktoré prichadzaju do uvahy.

Uloha 7

Morseova abeceda pozostava zo zoskupenia tychto dvoch znakov: * (bodka), - (Ciarka).

Kolko dvojprvkovych a kolko trojprvkovych znakov mozno vytvorit:
e bez opakovania znakov,

e s opakovanim znakov ?

Zéaverom poznamenajme, ze podla vzdelavacieho Standardu zmatematiky, ktory vydal
Statny pedagogicky tstav v Bratislave roku 1998, poziadavky na vedomosti a zruénosti Ziakov

6. ro¢nikov zékladnych $kol z kombinatoriky su:
e vediet' systematicky usporiadat’ dany pocet (mensi ako 6) prvkov (cifier, pismen, atd’.)
vSetkymi moznymi spdsobmi a ur€it’ pocet vSetkych usporiadani
e vediet' zdaného poctu (menej ako 6) prvkov vybrat’ mensi pocet prvkov ako je dany
pocet, tieto vybrané prvky usporiadat’ aurcit’ pocet takto vybranych a usporiadanych

prvkov.

Ocakavand urovein zvladnutia u¢iva kombinatoriky je 75% a vyssia.
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