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ABSTRACT: This paper presents the concept of using strategic-chance games in the
propadeutic education of the basic elements of probability for elementary school
children. They will learn such basic ideas like probability (the estimate of chance) and
making the optimal decision under conditions of risk.

Praca prezentuje pewne badania wykorzystujace gry strategiczno-
losowe do aktywizacji matematycznej uczniow klas poczatkowych.
Proponowane w pracy gry sa S$rodkiem do badania intuicyjnego
rozumienia prawdopodobienstwa zdarzenia (jako oceny szansy) 1 wartosci
oczekiwanej pewnej zmiennej losowej a zarazem shuza do ksztattowania
tych poje¢ 1 rozwijania aktywno$ci matematycznej dzieci. Chodzi tu o
badanie mozliwosci wprowadzania elementow stochastyki do nauczania
poczatkowego. Oceny szansy ukazano w kontek$cie proceséw
decyzyjnych zwiazanych z grami losowymi.

Zaréwno w pedagogice jak 1 w dydaktyce matematyki podkresla sig
duza role dydaktyczna gier (zob. [3]). Za wykorzystaniem gier do
ksztalcenia probabilistycznego w nauczaniu poczatkowym przemawiaja
nastepujace fakty:

- gra 1 zabawa jest podstawowa forma dziatalnosci dziecka,

- gra losowa jest dobrym $rodkiem aktywizacji matematycznej dzieci,

- w trakcie gry losowej 1 jej matematycznej obrobki uczniowie moga
odkrywa¢ podstawowe idee stochastyczne,

- problematyka rachunku prawdopodobienstwa wywodzi si¢ z gier (gry
losowe inspirowaly rozwo6j rachunku prawdopodobienstwa), ksztalcenie
stochastyczne oparte na bazie gier pozostaje w zgodzie z zasadq
paralelizmu w dydaktyce (zob. [5], s. 52-57).

Propozycja  wykorzystania gier jest zgodna z  zasada
czynnosciowego nauczania matematyki, ktora orzeka, ze w trakcie



ksztattowania poj¢¢ matematycznych nalezy przechodzi¢ od operacji
konkretnych poprzez wyobrazone do operacji abstrakcyjnych. Przyrzady
losujace (kostki, ruletki, urny z kulami), plansze 1 rysunki stanowia na tym
etapie nauczania konkretyzacj¢ abstrakcji matematycznej (zob. [2], [3],
[4], [5])
W badaniach wykorzystano r6zne warianty gry losowe;.

Gra 1.

Rekwizytem w grze jest kostka
szeScienna (nazwijmy ja k), ktéra ma °
jedna Sciank¢ z czarna kropke,
pozostate Scianki sa puste (zob. rys. 1).
W grze rzuca si¢ kostka ki 1 obserwuje
wynik rzutu. rys. 1

Rzut kostka k; jest doswiadczeniem losowym o dwoch mozliwych
wynikach: ®o - wypadnie $cianka pusta, ;- wypadnie $cianka z kropka.
Modelem dos$wiadczenia przeprowadzanego w grze jest przestrzen
probabilistyczna (Q, p), gdzie Q = {wo, ®:} 1 p(wo)=5/6 1 p(®1)=1/6. Jest
zatem pi¢¢ razy bardziej prawdopodobne, ze wypadnie $cianka pusta, niz
ze wypadnie Scianka z kropka.

Gracz zanim rzuci kostka stawia na wynik tego rzutu 1 zdobywa:

- jeden punkt jesli postawil na wynik wo1 doswiadczenie zakonczyto si¢
tym wynikiem;

- dwa punkty jesli postawil na wynik m, 1 doswiadczenie zakonczylo si¢
tym wynikiem.

Gracz podejmuje zatem jedna z dwu decyzji:

do - stawiam na to, ze na kostce wypadnie pusta $cianka,

d, - stawiam na to, ze na kostce wypadnie $cianka z kropka.

Decyzja d, jest rtOwnoznaczna ze stawianiem na wynik m,, decyzja d,
- ze stawianiem na wynik .

Niech X; bedzie liczba punktow zdobytych przez gracza przy decyzji
d, dla j = 0, 1. Mamy E(X,) = 5/6, E(X)) = 2/6. Zatem decyzja d, jest
optymalna, bo przy tej decyzji mamy wigksze §rednie korzysci (5/6 > 2/6).
Celem umozliwienia odkrycia przez dzieci optymalneJ strategn (za pomoca
danych statystycznych), zaproponowano im inng wersj¢ gry, w ktorej
dodatkowym rekwizytem jest plansza (zob. rys. 2) oraz pionki, po jednym
dla kazdego gracza.

Na wstegpie kazdemu z graczy przydziela si¢ jeden z wynikow
doswiadczenia (kazdemu inny wynik). Kazdy z graczy ma wigc swoj
wynik. Kazdy z graczy stawia swoj pionek na starcie. Nastgpnie wykonuje
si¢ rzut kostka 1 jesli doswiadczenie zakonczy si¢ wynikiem o, to 0 jedno
pole przesuwa swdj pionek ten gracz, ktoremu przydzielono wynik m,, jesli



do$wiadczenie zakonczy si¢ wynikiem w;, to o dwa pola przesuwa swoj

pionek ten gracz, ktoremu przydzielono wynik ®,. Zwycigza ten z graczy,
ktorego pionek pierwszy dotrze do mety.
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rys. 2
Wraz ze wzrostem liczby powtorzen doswiadczenia pozycje

pionkéw na planszy staja si¢ prezentacja danych statystycznych
zbieranych w trakcie gry. Wartosci oczekiwane zmiennych losowych X; 1
X> rO6znig si¢ w sposoOb istotny (prawie trzykrotnie), co daje praktyczna
pewnos¢, ze przy duzej liczbie powtdérzen doswiadczenia, dane
statystyczne ujawnia te roznice.

W badaniach chodzito o sprawdzenie, czy ujawnione w trakcie gry
dane statystyczne pozwola uczniom na sformulowanie wnioskéw ,,a
posteriori" dotyczacych prawdopodobienstw wynikow ®o 1 ®; oraz
warto$ci oczekiwanych zmiennych losowych X 1 X,.

W tym celu po rozegraniu gry dyskutowano z uczniami na temat
szans ich zwycigstwa w tej grze. Obserwowano, czy uczen potrafi
wskazaé lepszy wynlk 1 jak uzasadnia swoja odpowiedz. Interesujace byto
czy uczniowie swoje odpowiedzi uzasadniaja na podstawie analizy
matematycznej przyrzadu losujacego (kostki) czy wykorzystuja zebrane
dane statystyczne. Dyskutowano takze z uczniami o mozliwosciach
zmiany regul gry tak, by szanse graczy byty réwne.

Oczekiwano nastgpujacych propozycji:

- zamiana kostki na taka, ktora ma réwne liczby $cian pustych i $cian z
kropka 1 przesuwanie si¢ zawsze o jedno pole,

- przy tej samej kostce, zmiana zasady punktowania za wynik ;.

Uczniowie klas poczatkowych z tatwoscia dostrzegali nierownos¢
szans graczy stwierdzajac np.:

... W calej takiej grze tylko raz wyszto czarne",;

,scianka czarna jest tylko jedna a pustych Scianek jest wiecej",;
,,czesciej wypada Scianka pusta",

..t jest az pie¢ wyborow [Scianek pustych]".

Wypowiedzi uczniow §$wiadcza, ze potrafia oni interpretowac
zebrane przez siebie dane statystyczne 1 na ich podstawie oceniac
jakosciowo szanse graczy, oraz wylania¢ bardziej prawdopodobny wynik
na podstawie geometrycznych cech kostki.

Badani uczniowie potrafili poda¢ propozycje zmian gry, tak aby
byla ona sprawiedliwa. Wszyscy badani uczniowie z tatwoscia




zaproponowali zmiang¢ kostki na taka, ktéra ma trzy $cianki z kropka 1 trzy
Scianki puste, 1 przyznawanie za kazdy z mozliwych wynikoéw rzutu kostka
po jednym punkcie. Uczniowie siedmioletni i o$mioletni nie potrafili
jednak ustali¢ odpowiedniej punktacji za wyniki w grze bez zmiany kostki.
Taka zmiang punktacji potrafili poda¢ wuczniowie dziewigcioletni,
proponujac:

- ,.,pie¢ punktow za Scianke czarnq i jeden punkt za Scianke pustq, wtedy
wyrownajq sie szanse'",;

- ,,przesuwac sie o piec pol, bo jest pie¢ takich scianek [pustych], a jak
czarne to o jedno, bo jest jedna taka [$cianka]".

Ostatnia wypowiedz $wiadczy o tym, ze dziecko dostrzega
nieréwno$¢ szans wynikow w rzucie kostka (5:1) 1 widzi potrzebg
uwzglednienia tego faktu w punktacji jednak popelnia pomytke w stowne;j
wypowiedzi.

Propozycje uczniéw dotyczace wyroOwnania szans graczy Swiadcza o
dobrym rozumieniu przez nich takich pojec¢ jak: ,,sprawiedliwos¢ gry" 1
,,JOWNos¢ szans".

Po rozegraniu gry 1, zaproponowano
uczniom udziat w grze 2 o identycznym
regulaminie ale z inng kostka. W tym przypadku
byta to kostka czworoscienna o trzech §ciankach W
pustych i jednej S$ciance z kropka (nazwijmy ja
ka, zob. rys. 3). rys. 3
Prawdopodobienstwo wypadnigcia Scianki z kropka jest tu trzy razy
mniejsze niz $cianki puste;.

Tak jak poprzednio po rozegraniu gry dyskutowano z uczniami na
temat szans graczy w tej nowej grze i nad zmiana jej regulaminu tak, by te
szanse zostaly wyrownane. Interesujace bylo, czy uczniowie potrafia
dostrzec 1 wykorzysta¢ analogie wystgpujace w obu grach. Dzieci
zauwazyty, ze cho¢ $cianka z kropka na kostce czworoscienne] wypada
czesciej niz na kostce szeSciennej, to nadal wigksze szanse na wypadnigcie
ma $cianka pusta. Tu rowniez  uczniowie z tatwoscia dostrzegli
nierOwnos¢ szans graczy 1 uzasadniali ja podobnie jak w grze 1.

Wszyscy badani uczniowie z tatwoscia zaproponowali, dla
wyrownania szans graczy, zamiang kostki na taka, ktéra ma dwie $cianki z
kropka 1 dwie puste. Z matematycznego punktu widzenia proces ten jest
przyktadem zamiany modelu probabilistycznego nieklasycznego na model
probabilistyczny klasyczny, co zapewnia roéwne prawdopodobienstwa
poszczegbdlnych wynikow.

Zaden siedmiolatek nie potrafit podaé propozycji takiej nowej
punktacji, by bez zmiany kostki gra stata si¢ sprawiedliwa. Natomiast
osmiolatkowie juz sobie z tym problemem radzili, np. o§mioletnia Magda
podala interesujacy pomyst: ,,... moze by tak, ze jak sie wyrzuci czarny, to
za niego cztery punkty i wtedy kazdy chcialby go wyrzucic¢ i ryzykowatby




ten czarny. Wtedy by bylo uczciwie, bo czasem by mu wyszto, a czasem nie.
To by bylo dobrze, bo ktos by wybieral puste, ale nie batby sie czasem
ryzykowac, bo by sie duzo przesungl." Przypuszczalnie Magda nie ustalala
regul gry tak, by bylo obojetne jaki wynik obstawiamy, a jedynie chciala,
by stawianie na $cianke z kropka warte byto ryzyka.

Uczniowie dziewigcioletni nie mieli probleméw z ustaleniem nowej
(sprawiedliwej) punktacji proponujac 3 punkty za Scianke¢ z kropka a jeden
za $cianke pusta.

Na koniec uczniowie dostali siatki kostki osSmiosciennej - k3 (zob.
rys. 4) 1 kostki dwudziestosciennej - ks (zob. rys. 5). Uczniowie byli
proszeni o ustalenie regulaminu gry analogicznej do gry 1 1 gry 2, tak
abygra byla sprawiedliwa. Uczniowie mogli dorysowywa¢ kropki na
siatkach wielo$ciandéw, tak by szanse wypadnigcia Scianki z oczkiem 1
scianki pustej byly réwne. Nastgpnie ustala¢ regulamin gry z uzyciem
kostki k; (odpowiednio ks) przyznajac za kazdy z mozliwych wynikéw
rzutu kostka po jednym punkcie (wtedy szanse graczy beda rdwne).
Uczniowie mogli tez bez zmiany liczby kropek na kostkach ustali¢ nowa
punktacje za kazdy z mozliwych wynikow tak, by gra byta sprawiedliwa.
Uczniowie zauwazyli, ze w grze, w ktoérej rzuca si¢ kostka k3, za $cianke z
oczkiem nalezy przyznawac¢ 7 punktéw a za $cianke bez oczka 1 punkt. W
grze, w ktorej rzuca sig kostka ks, za Sciankg z oczkiem nalezy przyznawac
19 punktoéw a za $cianke¢ bez oczka 1 punkt.

Badani uczniowie mogli na tym etapie badan korzysta¢ z
doswiadczen zdobytych w poprzednich grach. Wazna aktywnoscia
matematyczna jest tu umiejetnos¢ dostrzegania i wykorzystywania analogii
zarbwno w grach jak 1 migdzy strukturalnymi cechami przyrzadow
losujacych. Na tym etapie badan wszyscy uczniowie podali poprawnie
pomyst zwiazany z malowaniem S$cianek, natomiast ci, ktorzy radzili sobie
z problemem zmiany sposobu punktowania potrafili tez dobrze ustali¢
regulamin gry sprawiedliwej z nowymi rekwizytami. Ich propozycje dla
kostek &3 1 k4 byly analogiczne jak dla kostek 4 oraz k,. Za$ ci uczniowie,
ktorzy nie poradzili sobie z tym problemem w poprzednich grach
(siedmiolatkowie 1 niektorzy osmiolatkowie) nie poradzili sobie tez w
nowej sytuacji.
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Zaprezentowane gry byly dla dzieci interesujace. Chgtnie braty w
nich udziat 1 chetnie dyskutowaty na tematy zwiazane z grami. W trakcie
zabawy dzieci przyswajaly pewne elementarne tresci probabilistyczne.
Nauka przebiegatla w sposdb spontaniczny i1 naturalny. Wyniki badan
potwierdzaja, ze tresci probabilistyczne takie jak prawdopodobienstwo
zdarzenia (rOwnos$¢ szans, gra sprawiedliwa) sa dostgpne na tym etapie
rozwoju dzieci. Pewne trudno$ci przysparza niektorym dzieciom
mtodszym pojecie wartosci oczekiwanej. Przeprowadzone badania
sugeruja hipotezg, ze wprowadzenie elementéw stochastyki do nauczania
poczatkowego moze utatwi¢ dzieciom pdzniejsza nauke tego przedmiotu.

Literatura:

[1] M. Bala, A. Razny, Idee stochastyczne we wczesnoszkolnym
ksztatceniu matematycznym, Niepublikowana praca magisterska, Krakow
1977.

[2] A. Engel, T. Varga, W. Walser, Strategia czy przypadek, WSIP,
Warszawa 1979.

[3] Z. Krygowska, Zarys dydaktyki matematyki 3, WSiP, Warszawa 1977.
[4] M. Major, B. Nawolska, Gra strategiczno-losowa jako srodek
ksztattowania intuicji probabilistycznych uczniow klas poczqtkowych, Podil
matematiky na piipravé ucitele primarni Skoly. Sbornik mezinarodni
konference, Olomouc, 2002, s. 110-114.

[5] B. Nawolska, Gry losowe i pierwsze wnioskowania stochastyczne w
szkole podstawowej, Matematika v priprave ucitel'ov 1. stupnia zékladne;j
Skoly. Zbornik prispevkov, Banskd Bystrica, 2001, s. 52-57.

[6] A. Plocki, Pravdepodobnost kolem ndas. Pocet pravdepodobnosti v
ulohach a probléemech, Acta Universitatis Purkynianae 68, Studia
Matematica IV, Usti nad Labem 2001.

dr Barbara Nawolska dr Maciej Major
Katedra Pedagogiki Przedszkolnej 1 Szkolnej Instytut Matematyki
Akademia Pedagogiczna Akademia Pedagogiczna
ul. Ingardena 4, ul. Podchorazych 2

PL 30-060 Krakoéw, Poland 30-084 Krakow, Poland

E-mail: bnawol@wsp.krakow.pl E-mail: mmajor@wsp.krakow.pl



