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ABSTRACT: This paper shows the problems and possibilities of realisation of the
constructive approaches to the mathematics education. I believe that this is real way how
to overcome the formalistic tendencies in our school practice. In the first part I give a
short view of the school problmes from the historic perspective, the main part of my
paper is devoted to the analysis of constructive approaches with respect to the
development of creativity and problem solving.

1. MATEMATIKA VE SKOLE VCERA, DNES A ZITRA



Cilem mého piispevku je obratit vasi pozornost k osobnimu zamysleni
nad metodami matematického vzdé€lavani. AniZz bych se chtél vénovat
historickému rozboru problematiky, pfipomenu pro srovnani situaci ve
vyucovani matematice pied ctvrt stoletim, pokusim se popsat situaci
souCasnou a budu formulovat 1 svou vizi vyvoje vzdélavani pro
budoucnost. Jsem si védom riskantnosti tohoto pfistupu, protoZe musim
pocitat stim, ze to ,nevyjde”, v duchu hesla nasi konference je vSak
namisté se o takovyto odhad pokusit. Snad se ndm podafi, budou-li 1
ostatni referaty perspektivy hledat, jakési rozumné tendence vystopovat.
Matematiku druhé poloviny dvacatého stoleti muizeme patrné
charakterizovat odlukou od fyziky zapocatou rozvojem disciplin jako je
teorie mnozin, topologie a abstraktni algebra a vrcholici v dile
Bourbakiho ([1], str. 8). Tyto tendence se projevily nejen v matematice —
veéde, ale mély svlij vyrazny ohlas i vucebnicich pro zdkladni a stfedni
Skoly. Nazor na matematiku zdlraziujici zaklady teorie mnoZin,
matematickou logiku a axiomatickou metodu nasel prekvapivé spojence u
mnoha pedagogl a psychologt, hnuti za modernizaci skolské matematiky
zachvétilo v riznych formach prakticky cely kulturni svét. Sdm jsem byl
kdysi vyrazné zaujat prikopnickou praci amerického psychologa J. S.
Brunera, jehoz spis Vzdelavact proces vysel ¢esky v roce 1965. Orientace
vzdélavani na zakladni pojmy, principy a struktury rozpracovana v této
knize ovlivnila mnoho didaktickych projektii, a to nejen v matematice.
Pfitom se vychazelo z myslenky, podle mého ndzoru zcela faleSné, Ze
pribéh dusevniho vyvoje ditéte ma Ccasto blize k axiomatickému
usporadani ucebniho predmétu nez historicky vyvoj pojmii v dané oblasti
védy ([2], str. 48). Proti tomu dnes mizeme uvést tézi ruského didaktika P.
M. Erdnijeva, Ze rist stromu matematickych zmnalosti v hlavé clovéka
bude uspésny jen tehdy, kdyz v urcité mire zopakuje historii rozvoje
prislusné védy (citovano podle [3], str. 25). Reprezentantem strukturdlniho
piistupu k vyuéovani matematice u nas je monograficka prace J. Sedivého
O modernizaci Skolské matematiky zroku 1969 ([4]). Jeji styl, ktery
piipomeneme dvéma ukazkami, ovliviiuje vyucovani matematice az do
souCasnosti. Pro modernizované texty je charakteristické explicitni
definovani pojmu a urcitd Groven pifesnosti spjata s bohatym vyuzivanim
symboliky. Relace a zobrazeni jsou v této knize zavedeny takto:

Binarni relaci ® nazyvame kazdou ¢ast kartézského soucinu 4 x3B dvou
mnoZin 4, B, tj. i takovou ¢ast, kterou dovedeme udat jen vyétem a neméame
,,po ruce” vztah mezi x€ 4 a » € @ charakteristicky pro jeji prvky ([4], str.
129).

R je zobrazenim z 4 do B =p
Vxe A Vyy, €B[(x, y1) € RAX, y2) € R = y1 =]
Kam az vedl pozadavek deduktivni vystavby Skolské matematiky
muzeme ilustrovat na piikladu ucebnice geometrie od ruského matematika
A. V. Pogorelova. Po formulaci péti ,,silnych® axioml maji dvanactileté déti



pochopit dikaz véty, ktera se v Hilbertove soustavé obvykle nazyva Paschiiv
axiom:

Jestlize primka neprochazi zadnym vrcholem trojuhelniku a protind jednu
z jeho stran, pak protina pravé jednu ze zbyvajicich stran.

Pravym opakem takto pojaté geometrie je o pouhych 10 let mladsi u¢ebnice
geometrie piiznacné nazvand Discovering Geometry pro americké sttedni
Skoly. Je to ucebnice bohatd na ukazky souvislosti matematiky s uménim,
technikou a svétem studenta. Mimoiddna pozornost se zde vénuje rozvijeni
predstavivosti a logiky. Na 756 strankach knihy se jen vyjimeéné formuluji
matematické véty, vétSina vysledkli mé charakter hypotéz. Tak napt. Sphere
Volume Conjecture je po podrobném vykladu o aplikaci Cavalieriho
principu na polokouli a ,,valec bez kuzele* formuluje takto:

The volume of a sphere with radius r is given by the formula - ? - .

Problematika vyucovani matematice souvisi pfirozené se vzdélavacimi cili.
Bruner v citované praci piSe: Zviddnuti zakladnich pojmu védniho odvetvi
v sobé zahrnuje nejen osvojeni obecnych principii, nybrz i vytvoreni postoje
k uceni a ke zkoumani, k dohadum a domnénkam, k mozZnosti resit probléemy
viastnim zpiisobem ((2], str. 30). Kterékoli dité v kterémkoli stadiu vyvoje je
mozno s uspéchem vyucovat kterémukoli predmétu v intelektualné hodnotné
formé ([2], str. 40). Ctvrt stoleti po nastinéni téchto skvélych perspektiv je
americky ucitel J. Holt podstatné realisti¢te)$i: Rddi rikame, Ze posilame deti
do skoly, aby se tam naucily premyslet. Az prilis casto je tam ale ucime
myslet Spatné, naucime je vzdat se prirozeného a mocného zpuisobu mysleni
ve prospéch metody, ktera v jejich pripadé nefunguje a kterou sami
pouzivame zridka. A co je horsi, presvédcujeme vétSinu z nich, ..., Ze
nemiizou myslet vitbec ([5], str. 7). Skutenost, e vyudovani matematice
neprispiva automaticky ke kultivaci mySleni, zdiraziiuje 1 zndmy americky
matematik G. Polya napf. v ptispévku [6]. Ceska republika byla bohuzel
jedinou zemi svéta, kterd meéla vieSeni stejnych matematickych uloh
v Setieni TIMSS celkovou tGspéSnost stfedoSkolaki niZs§i nez uspeSnost zaki
8. ro¢niku ([9]). I to je znamkou skuteénosti, Ze¢ vyufovani matematice
k rozvijeni mySleni neptispivd. Negativni hodnoceni prace §koly neni ovSem
zpusobeno reformnim hnutim, které se nazyvalo modernizace vyucovani
matematice. Je pouze projevem skutecnosti, ze staré Skolské problémy
modernizace nevyfteSila. Pifipomenme v této souvislosti napt. mysSlenku
vyznamneho Ceského pedagoga G. A. Lindnera, ktery pied vice nez sto lety
napsal: V posledni dobé ozyvaji se jak u nds, tak i jinde vzdy zretelnéji hlasy
o pretizeni mladeze ucebni latkou. Zaroven s temito stesky vyskytuji se i
stiznosti, ze ovoce Skolniho vyucovani neni dosti trvanlivé a ze zZaci zahy
zapominaji, cemu se ve Skole byli naucili. Kazdodenni zkuSenost nas miize
pouciti, ze vysledky, jakych se namnoze dodélavame ve Skolach, nikterak
neodpovidaji onomu ohromnému aparatu, s jakym se tam pracuje a jehozto
rozsahlost se jevi v ucebmnich osnovach prislusnych Skol. My chceme
vypéstovati obry a vychovavame trpasliky... Pricinou onéch neutésenych



ukazu ... jest onen povrchni pedagogicky ndhled, Ze vyucovani zalezi
v pouhém hromadeéni latky ucebni, a Ze meéritkem vzdélanosti jak rozumove,
tak mravni, jest mnozstvi vedomosti, kterym se byl Zak naucil. Tento nahled,
ktery precenuje vliv vzdélani pouze latecného, maje za to, ze kazdé vnimani
naucené latky, bez ohledu k tomu, jak se ji zmocnuje a zdali je uZivana, jest
Jjiz skutecnym stupnovanim duSevni sily... rozkvét a zdar Skolniho vyucovani
nejvice ohrozuje ([8], str. 164). Na nedostatky vzdélavani poukazovali i éetni
kulturni pracovnici. Za vSechny zde pfipomenime slova K. Capka zroku
1921. Vyhybam se s hriizou nejjednodussimu scitani, ale podnes lituji, Ze
jsem nebyl ani trochu zasvécen do tajemstvi integralu a diferencialii. Nebot
neni, myslim, ucelem stredni skoly, aby absolvent podrzel slovicka a vzorce,
jimz se ucil, nybrz myslenkové pochody, na kterych to vse visi. Umét to je
docasné, ale rozumét to je trvale obohaceni ducha. Byvali ucitele, kteri
Zadali, aby zZak prosté umél, co mu bylo ulozeno; pozehnani budiz ti, kteri
zadali, aby tomu také rozumél: aby si osvojil metodickou stranku
gramatického a historického a prirodovédeckého mysleni ([9], str. 63).

Za hlavni pti¢inu neuspokojivého stavu ve vyucovani matematice povazuji
snahu predat relativné velké mnozstvi uciva zformulovaného do hotové
matematické formy studentlim, které toto u¢ivo nezajima, kteti neciti vnitini
potiebu si je osvojit. Studuji vice méné zdonuceni, v podstaté formalné.
Zakladni otazkou matematického vzdélavani je tedy motivace, ktera souvisi
s vytvafenim klimatu tvofivé préace. Je tfeba pomoci vhodnych otazek,
ptikladi a probléml soustavné ukazovat jak matematika vznikd a jak
pomaha c¢loveku fesit otazky, které jsou pro né¢ho aktualni, nékdy dokonce
zivotné dulezité. Podle mého nazoru je to mozné tzv. konstruktivnimi
piistupy. Této problematice jsme vénovali knihu Dite, skola a matematika (
[12]). V druhé &asti tohoto piispévku se budu snazit tuto tématiku ilustrovat.

3

2. DIDAKTICKY KONSTRUKTIVISMUS

1L Vzdélani je aktivita
Matematiku nelze vmeéstnat do ucebnic, ptirucek, sbirek uloh, ptehledd,
encyklopedii a monografii. Matematika je ¢innost, pro niz je
charakteristick¢ teSeni uloh, hledani definic, formulace hypotéz a vét,
diskuse o postupech, argumentace, hledani diikazi, ... . To vSe je mozné NA
KAZDE UROVNI STUDIA. Miizeme to ilustrovat na tfech ptikladech.

Uloha 1 Existuje téleso ohranicené shodnymi ctverci? Je jich nekonecné
mnoho!

Uloha 2 Ctvercova zahrada je obehndna piikopem o Siice 2 m. Je mozné
se do zahrady dostat pomoci dvou prken délky 2 m? Prkna nemiizeme

spojovat.

Uloha 3 Urcete nejvétsi pocet casti, na které déli rovinu n jejich primek.



11. Tvorba matematickych modeli
Poznavaci proces probihd koneckoncii v mysli kazdého ditéte, kazdého
studenta, kazdého védce. Podnéty k nému ziskava zak od ucitele, zknih,

pocitacu, televize, ... . Podstatné pfitom je, aby si zak vytvofil svou vlastni
piedstavu o pojmu, postupu, ..., svlj vlastni model poznatku. Modely

pomahaji porozuméni, zapamatovani i aplikacim. Na prvnim stupni zékladni
Skoly jsou vhodnym modelem ptirozenych Cisel Cuisinairovy tycinky,
modelem prostorové situace jsou pruméty trojrozmérnych geometrickych
utvarti, modelem zavislosti jsou grafy funkei.

Uloha 4 Rozdélte kolmy kruhovy vilec tiremi rovinnymi fezy na 8 shodnych
casti.

Uloha 5 Ukazte konstrukei vhodného modelu zdkladnich geometrickych
pojmii, ze 5. Eukleiditv axiom nevyplyva z predchdzejicich.

Uloha 6 Ukazte, Ze existuji dvé konvexni télesa, ktera nejsou shodna, a
pritom jejich povrchy se skldadaji ze sobé rovnych mnozin mnohouhelnikii.

111. Matematické iemeslo je piedpokladem tvorivosti

Skolska matematika by neméla byt drezirou na zapamatovani vzorci,
definic a postupii. Pfesto vSak existuji oblasti, kdy minimalni technické
dovednosti je nutno zvladnout na dobré urovni. Vypocetni technika by méla
byt slozkou této femesIné stranky vzd€lavani. Rozvijeni kalkulativniho
charakteru matematiky je bezesporu jedna z oblasti, které nejsou v soucasné
dob¢é uspokojivé vyfeSeny. ZkuSenosti jsou nezastupitelnou strankou
poznavaciho procesu i1 dnes, mohou vSak byt riznymi zpiisoby modifikovany.

Uloha 7 Vypocitejte obsah pravidelného dvandctivihelniku vepsaného do
kruznice polomeru r.

Uloha 8 Dokazte Ptolemaiovu vétu (V libovolném tétivovém ctyfihelniku
je soucin délek uhlopricek roven souctu soucinu délek protilehlych stran).

Uloha 9 Dokazte Heroniiv vzorec pro obsah trojithelniku.

1V. Skolskd matematika je protomatematika
Pro Skolskou matematiku jsou charakteristick€ c¢innosti, kter¢ vedou
k vytvafeni matematickych poznatkl. Z nejdilezitéjSich muizeme uvést:
uméni vidét, umeéni sestrojovat, uméni pocitat, umeéni dokazovat a uméni
abstrahovat. Piiklady téchto dovednosti miizeme najit pfi feSeni tloh a
diukazech vét.



Uloha 10 Sestrojte dva mnohotihelniky, které maji po radé shodné a
rovnobézné viechny strany, ale nejsou shodné.

Pro konstruktivné pojaté vyu€ovani matematice je charakteristicky systém
podnétti, které vedou k jejimu porozumeéni, k vytvareni piedstav, pojml a
postupll ve védomi Zaka. Podnéty nemusi mit charakter matematicky, miize
jimi byt napt. zdjem o feSeni problémi techniky nebo ptirodovédy. Pak
ovSem zdjemce studuje matematiku  zpracovanou v ucebnicich,
encyklopediich a monografiich, pojmy pozndva prostfednictvim jejich
definic, studuje matematické véty a jejich dikazy. Vtomto smyslu se lisi
konstruktivni pfistupy od tzv. problémového vyucovani matematice, kdy
matematické pojmy vyrlstaji pfevdzné zfeSeni problémi. V konstruktivnim
pojeti vyuCovani tomu tak byt mize, ale nemusi. Kazdé zaujeti pro
matematiku miize vyustit v konstruktivni vyucovani. Vhodnym uvodem
konstruktivnich ptistupt k vyu¢ovani mohou byt projektové metody rtizného
druhu.

3. ZAVERY

Ptes aktualni problémy pedagogické praxe (mnozstvi uciva, ptijimaci
zkousky, nezajem zakd, ...) jsem presvédcen, Ze konstruktivni ptistupy jsou
realitou praxe dobrych uciteli matematiky, ktefi dbaji o rozvijeni
porozuméni matematice. Jde o to, abychom zhodnotili své pfistupy
k vyu€ovani, a to 1 na Skole vysoké,uv€domili si aktualni priority a snazili se
nepiipustit formalni ptistupy ve vzdelani. Otazka konstruktivnich pfistupti je
otazka praxe kazdého ucitele, jeho pedagogického presvédceni.

Piispdvek byl vypracovan s &astednou podporou grantu GACR
406/02/0829.
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