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ABSTRACT: One of the most important problems in contemporary didactics of mathematics
concerns the phenomenon of the formal (parrot like) pieces of knowledge which stay in the
memory of an individual in isolation. The reverse of this is a structured piece of knowledge
which is linked to other pieces of knowledge and to the life experiences of a child. The
process of building mathematical structures using the idea of isomorphism is analysed in two
particular contexts: the FAMILY structure which consists of concepts like mother, child,

grandfather, uncle,.. and the isomorphism of additive groups fx: (kZ,+) — (nZ,+), kx — nx,
presented to pupils in problems of the snake type.

1. Uvod

Zavaznym problémom sicasnej didaktiky matematiky je porozumenie pricin
choroby formalizmu, choroby, ktord priam epidemicky zasahuje matematické
znalosti naSich Zziakov vsetkych vekovych kategérii, od prvej triedy az po
univerzitu. Charakteristickym znakom formalneho poznatku je jeho izolovanost.
Formdlny poznatok je nedostatocne prepojeny ako na Zivotné skusenosti Ziaka
tak 1 na iné jeho pribuzné poznatky.

Zdravy, formalizmom neinfikovany poznatok je organickou stcastou celej
poznatkovej Struktary ziaka. Preto sa skimanie fenoménu formalizmu zameriava
aj na proces tvorby (matematickych) Struktur. Tento smer vyskumu nadobuda na
vyzname najmd v poslednych rokoch. Tak napriklad na medzinarodne;j
konferencii CERME 2 vroku 2001 bola prva dielna - ,,Working group 1 -
venovana prave tejto problematike. Spolu s autorom ¢lanku ju viedli Graham H.
Littler a Pessia Tsamir. Z desiatich prispevkov, ktoré tu odzneli pochadzajt tri z
prazskej Skoly. Tieto a d’alSie tri, ktoré sa nam javia ako vel'mi zavazné, su na
konci ¢lanku v literatare oznac¢ené hviezdickou.

Predlozend Studia je venovana procesu tvorby dvoch Struktur. Prva, tykajuca
sa rodinnych vztahov sa zacina budovat uz v predSkolskom veku, druha,
tykajica sa prace s malymi Cislami sa zacCina budovat' na zaCiatku Skolskej
dochadzky. Osobitny doraz v naSom badani je polozeny na otazku pribuznosti
a odli$nosti dvoch blizkych $truktar. Strukturdlnu rovnakost v matematike

! Stadia bola vypracovana s podporou vyskumného zameru VZ J13/98/114100004 Kultivace
matematického mysleni a vzdélanosti v evropské kulture.



nazyvame izomorfizmus. Aj my si tento termin poZi¢iame, hoci nase chapanie tu
bude trochu odlisné.

Ideovym vychodiskom naSej Stadie je konStruktivizmus. Podrobne su nase
nazory na tento myslienkovy prad uvedené v praci Hejny, Kufina (2001).

2. NaSe chapanie pojmov ,,Struktira“ a ,,izomorfizmus Struktar

Slovom Struktura rozumieme stbor pojmov viazanych pavucinou vézieb.
Matematika chape Struktaru (grupy, redlnych &isel, rovinnych izometrii,..) ako
jav sveta kultary, raz navzdy presne vymedzeny v mudrych knihach, nezavisly na
vedomi konkrétneho Cloveka.

Didaktika matematiky chéape Strukturu skor ako sucast’” vedomia konkrétneho
Cloveka, ako nieco dynamické, rodiace sa, rozvijajuce sa, meniace sa. Inak
povedané, matematika kladie Struktaru vyluéne do tretieho sveta Karla Poppera®.
ale didaktika matematiky ju kladie predovsetkym do druhého Popperovho sveta.

Matematika je zamerand na skumanie Struktury samotnej, didaktika
matematiky na to, ako sa tato Struktira rodi, buduje, rozvija a meni vo vedomi
Cloveka, predovsetkym dietat’a. Napriklad ked’ sa ziak piateho ro¢nika, ktory ma
uz bohaté¢ predstavy o Strukture prirodzenych c¢isel zacne dovernejSie
zoznamovat’ s rovnicami, nadobudne nové skusenosti, ktoré obohatia a zmenia
jeho predstavy o Struktare ¢isel. Jednou ztakych zmien je napriklad uplnejSie
pochopenie pojmov zlomok a zaporné Cislo.

Vo vedomi dietata v predskolskom veku sa rodi abuduje cela séria
nematematickych Struktar, z ktorych vicSina sa rozvija po celi dobu Skolske;
dochadzky. Jednd sa napriklad o Struktiry Casové, polohové, objektové, alebo
vzt'ahové. Ide tu o organizaciu istého suboru navzijom pribuznych predstav
(pojmov, situacii, procesov,...).

Polohové Struktary sa tykaji  geometrickych situacii. Napriklad
rozmiestnenia nabytku vizbe, miestnosti v byte, chodnikov, ihrisk, domov,
v okoli obydlia dietat’a ap. Neskor budu tieto Struktury rozSirené o pozndvanie
mesta, Statu, kontinentu, sveta, slnec¢nej sustavy i vesmiru. Priame poznavanie sa
rozsiri o poznavanie sprostredkované pomocou schematickych obrazkov, map,
cestopisov ap.

Casové Struktiry sa tykaju evidencie plynutia dasu diia (rdno, obed, veder;
neskor k tomu pribudne poznavanie hodin), tyzdna (pondelok, utorok, .., nedel’a),
roku (jaro, leto, jesen, zima; neskor tiez januar, februdr, ..., december).

K objektovym Strukturam patri pozndvanie organizacie hraciek (roznorodé
ich triedenie), jedal, ¢i zvierat.

Niektoré struktury st bohatsie, iné chudobnejsie. Medzi tie, ktorych pavucina
vztahov je chudobnejSia patri napriklad stbor farieb, medzi bohatsie
organizované potom napriklad Struktura hraciek. Asi najbohatSie organizovanou

2 Myslienku troch svetov na zdklade ivah Bertranda Bolzana rozpracoval a formuloval
Karl R. Popper (pozri Popper 1995, s. 173): Univerzum v ktorom zijeme moZzno rozdelit’ na
fyzikalny svet veci (prvy svet), dusevny svet tvoreny vedomiami ['udi (druhy svet) a svet
kultury, tvoreny produktmi 'udského ducha (treti svet). Podrobnejsie v Hejny, Kufina (2001,
s. 72)



Struktirou, s ktorou sa dieta uz v predSkolskom veku zoznamuje je vztahova
Struktira rodinnych vézieb. Bohatost’ tejto Struktury je dand najmd moznostou
skladania vzt'ahov.

Pri poznavani Struktar, ako koneCne pri vicSine pozndvacich procesov,
rozhodujucu tlohu hra opakovanie. Clovek sa srovnakou situiciou stretava
opakovane. Niekedy je opakovanie celkom rovnaké, niekedy je variované.
Napriklad skrifia ¢i lampa na plafone s nemenné objekty, ale psik Gastan, ktory
je Clenom domacnosti, je v vnimany mnohorako: raz spi, inokedy Zerie behd, hra
sa s loptou,... Stale je to ten isty GaStan. Javy ,,spiaci Gastan* a ,,beZiaci Gastan*
su rdzne, ale Cosi maju spolocné — prave to spolocné je ,,Gastan®.

Diet’a, ktoré si vSimne, Ze ihrisko na ktorom sa hrava a ihrisko na ktoré sa
chodi hrat’ jeho kamarat st ,,skoro rovnaké* a zacne o tejto rovnakosti/roznosti
uvazovat, zacina budovat’ vo svojom vedomi predpoklady pre neskorSie
porozumenie pojmu izomorfizmus.

Propedeutickl etapu budovania predstav o Struktire a izomorfizme zaCneme
skiimat’ na Struktire RODINA.

3. Struktira RODINA
Struktira rodinnych vztahov je prva zlozita Struktara, ktor za¢ina poznavat’ uz
dvojro¢né dieta. Prvkami tejto Struktry st pojmy ako
matka,. otec, brat, sestra, babicka, dedo, teta, stryc, bratranec, ap. (1)

Didaktické skiimanie tejto Struktury, ktori pomenujeme RODINA, za¢neme
pribehom.

Pribeh 1. Skoro trojro¢ny Janko pride za svojou maminkou s otdzkou ,,Preco ma
Eva (dievCatko od susedov) dve maminky?* Matka je prekvapend a povie, Ze
kazdy mame iba jednu maminku, Ze nikto nema dve maminky, ze Evina maminka
je teta Lenka. Janko ale tvrdi, Ze pocul, ako teta Lenka povedala Evinej babicke
,maminka“. Jankova maminka sa zasmiala a chcela vysvetlit synkovi, Ze
babicka Evy je maminka tety Lenky. Ked matka videla chlapcove rozpaky,
dodala: ,,Pozri, naSa ruzomberska babicka je moja maminka a naSa martinska
babicka je oteckova maminka®. Janko ni¢ nevravel, ale bolo vidiet, Ze v jeho
hlavicke doslo ku zmétku. Matka to citila, ale jednak nevedela, ako to chlapcovi
vysvetlit, jednak bola presvedcena ze na to sam neskor dojde.

Analyza pribehu 1

Na uvedenom pribehu su, zhladiska didaktiky matematiky pozoruhodné dve
skutoCnosti: to, ze si Janko vSimol, ze teta Lenka povedala Evinej babicke
,maminka“ a neschopnost’ pochopit’ vysvetl'ovanie vlastnej matky.

Prva skuto¢nost’ poukazuje na to, ze chlapec je vsucasnosti vnimavy na
rodinné¢ vztahy. Ztoho vyplyva, Ze vo vedomi Janka dochéadza
k reStrukturalizacii. Pévodne chapal slova ,,mama‘“, ,,oco®, ¢i ,babicka” ako
mena konkrétnych l'udi vo vlastnej rodine. Teraz si uvedomuje, Ze to nie su iba
konkrétni l'udia jednej rodiny, ale pozicie Clenov kazdej rodiny. V kazdej rodine
je ind mama, iny oco, ind babicka. M6Zeme povedat’ Ze sa Jankova predstava
Struktiry RODINA meni: zo Stddia individualneho prechadza do Stadia



institucionalneho. Slovo ,,mama‘ neoznacuje individualnu osobu, ale inStittciu.

Druhé skuto¢nost’ ukazuje, Ze Janko eSte nepoznad vzt'ahovy vyznam slova

,mama*“. Rodinu chape ako pevnu Strukturu v ktorej je jedna a iba jedna osoba,
ktora je nazvana ,,mama®“. Jeho zdzitok uvedenii tézu naruSil atito nova
skisenost’ bude impulzom k d’alSej reStrukturalizicii. Povedie k posunu
v chéapani slova ,,mama‘* a d’alSich slov (1). Namiesto inStitucionalneho chapanie
nastapi chéapanie vztahové. Oznacenie ,,Evina mama“ chape teraz Janko v zmysle
,mama v rodine Evy*. Budice chapanie bude ,,0soba, ktord je mamou Evy*.

Komentare 1

A.

Proces objavovania struktiary RODINA rozloZzime do Styroch vyvojovych
etdp. V kazdej z nich je predstava dietat’a o vyzname slov (1) ina. Jednotlivé
etapy pomenujeme a budeme ich blizsie charakterizovat’ pomocou predstavy,
ktord ma dieta o slovach (1). Etapa

individudlna - slova (1) ozna¢uju konkrétnych l'udi v rodine diet’at’a

referencna - slova (1) oznacuju v kazdej rodine inych konkrétnych l'udi
vztahova - slova (1) oznacujt rodinny vzt'ah medzi dvoma l'ud’'mi
Strukturalna - slova (1) st relacie, ktoré mozno skladat’, tvorit’ z nich nové
pojmy.

V prvej etape dieta pozndva iba Clenov vlastnej rodiny. Slova ,,mama®,
,oco, .dedo®, ,babicka“, resp. ,martinskd babicka®“,... si mena

konkrétnych os6b. Vynimkou moézu byt slova ,brat“ a ,sestra®“ vtych
pripadoch, ked” mé& dieta viacero bratov ¢i sestier. BeznejSie sa ale vo
vlastnej rodine pouziva priamo meno diet'at’a, ako slovo ,,brat* ¢i ,,sestra®.
Tie sa naopak pouzivaju pri rozpravani o inych rodinach. Preto su tieto slova
dobrym oknom do druhej etapy poznavania Struktury RODINA.

Druhi etapa zac¢ina poznanim, ze v inej rodine slova (1) oznacuju iné osoby.
Dieta poznava, ze okrem Mamy (rozumej ,,moja mama‘) existuje 1 ,,Evina
mama*, ,,Radkova mama®, ap. Tak sa meni interpretacia slov (1). UZ to nie
st mend konkrétnych osdb, ale mend rodinnych institacif nazeranych v
referencnom ramci vekovej kategorie diet’at’a.

V rodinach su obycajne tri vekové kategorie, tri generdcie: deti, rodicia
a prarodiCia. Z hladiska referencného ramca deti patri slovo ,,mama‘“ do
kategoérie rodiCov a iba sem.. Maminka patri do kategorie rodicov a dcéra do
kategoérie deti, preto maminka nemdze byt dcérou. Podobne otec nemoze byt
synom a babi¢ka nemdze byt maminkou — to by bolo proti referencnému
ramcu vekovej kategorie dietat’a. Preto Janko nechapal, ako je mozné, aby
niekto z kategorie prarodicov patril 1 do kategoérie rodicov

Odputanie sa od referenéného ramca vekovych kategorii prebieha v tretej
etape rozvoja pojmov (1). Asi najlahSie sa od referencné¢ho ramca odputava
slovo ,brat“ a ,sestra® zddévodov uvedenych vysSie. Len €o ktomuto
posunu dojde u vSetkych pojmov (1), dospeje predstava Struktary RODINA

'V zhode s tymto terminom by sme celt etapu mohli nazvat’ aj instituciondlna etapa.



vo vedomi dietata do svojho ,maturitného* S§tddia. Nad’alej sa bude
obohacovat’ o d’alSie pojmy, ale podstata Struktiry je uz dietatu jasna.
Roztomily poznatok o procese odputavania sa od referenéného rdmca mi
poskytol md; vnuk. Rozprdval som mu osvojom detstve apouzil som
vyjadrenie ,,mdj oco, teda tvoj pradedo Vitko,...““. Vnuk svojho pradeda videl
iba na fotografii, narodil sa az po jeho odchode. Ked vnuk prihodu
interpretoval svojej tete, povedal ,,to bolo davno, to bolo ked’ pradedo Vitko
bol otcom*.

Posledna, stvrta etapa je venovand rozvoju Struktury RODINA. Ide o
uvedomenie si mnohych vSeobecnych zdkonitosti platnych vo vSetkych
konkrétnych rodindch, niekedy tiez o vymedzenie zloZitejSich rodinnych
vzt'ahov, akymi su napriklad pojmy ,ujcina*“ alebo ,strynd*. Sucasna
spolo¢nost’ zriedka udrzuje SirSie rodinné klany apreto st dnes uz tieto
slova, ktoré pred sto rokmi boli bezné, malo frekventované a pre vacsinu deti
aj malo motivujuce. Vacsi zaujem prejavuji niektoré deti opoznavanie
vSeobecnych zakonitosti typu ,,mdj brat’ je synom mojho otca®“. Do tejto
etapy naleZi aj porovnavanie Struktiary dvoch rodin — uvidime to v pribehu 2.

. Uvedené Styri etapy nie su ostro oddelené, ale vSakovo sa prelinaja
a nezriedka vo vyvoji predstav dochddza 1k ur¢itym navratom k etape nizse;.
Opisany proces tvorby Struktiry RODINA prispieva podla naSho nazoru
vyznamne k intelektudlnemu vyvoji dietata. Proces prebiecha spontanne
spoCiatku na zaklade reédlnych situdcii v ktorych sa slova (1) pouzivaju,
neskor tiez na zéklade imagindcie. Mame na mysli rozpravky, alebo prihody
z detstva, ktoré rodi¢, prarodic, alebo iny dospely ¢lovek rozprava dietat’u.

. Eduka¢ne ucinné su hry vktorych sa zbabik, plySovych medvedikov
a podobnych hraciek utvori rodina. Spociatku mald — dcéra, syn, mama, otec
— neskor budu postupne pribudat’ d’alsi ¢lenovia rodiny. Podstatou hry nie je
zostavovanie rodiny, ale imitacia beznych zivotnych situacii ako ,,rodina ide
do ZOO*, ,, maminka ide nakupovat™, ,,ujo Miro priSiel na navstevu®, ,,syn
bol neposlusny*“ ap. Nasa skusenost’ hovori, Ze

a) tato hra je pre dievCatka pritazliva aj dlhodobo; vjednom nasom dva
mesiace trvajucom pozorovani hry babic¢ky stri a polro¢nou vnuckou sme
evidovali ako diev¢atko postupne rozsirovalo svoju rodinu babik az na pocet
jedendst’ 0sob a celkom presne si pamitalo ich mena aj rodinné zaradenie,

b) neevidovali sme Ziaden pripad podobnej dlhodobej hry chlapca,

¢) iniciativu pri rozSirovani rodiny je rozumné zverit' dietat’u; ono samo si
najlepsie riadi tempo rozsirovania,

d) pri hre si dieta najprv modeluje Struktiru vlastnej rodiny a az neskor ju
zacne obohacovat’; novi ¢lenovia rodiny st tvoreni jednak na zéklade priani
dietat’a (¢lenom rodiny sa stane psik, alebo bracek, ktorého si dieta vel'mi
zeld) jednak na zaklade novych sktsenosti (po navsteve divadelného
predstavenia ,,O siedmych zhavranenych bratoch® moja dcérka rozsirila
svoju modelovu rodinku o Styroch bratov — viacej vhodnych hraiek sme
vtedy napochytre nenasli; konecne pocet novych bratov ju vtedy malo



zaujimal).
Ukoncili sme uvahy o Struktire RODINA. Pristipme k analyze javu
izomorfizmu.

4. Izomorfizmus dvoch Struktir typu RODINA

Ukazeme ako diet’a objavuje izomorfizmus v prostredi Struktar RODINA.
Zacnime pribehom.

Pribeh 2. Pan Pokorny rad debatuje so svojim osemrocnym synom Emilom o
vSelicom. Jeden taky rozhovor zahgjil syn otazkou

Emil 1: Oco a vie$, ze Durkova rodina je rovnaka ako nasa?

Otec 1: Ako to mysli§ Emil, Ze rovnaka?

E 2: No aj oni maju starSie dievca a mladSieho chlapca, aj my mame starSiu
Radku. Ja mam dve babicky ale iba jedného deda, aj Durko to ma tak.

O 2: No hej, ale Novakovci byvaju na prizemi a my byvame na tretom poschodi.
E 3: To sa nerata. Iba akoze kto tam byva. Rozumies?

O 3: No hej, to je zaujimavé. (Otec uvazuje, ako by k debate prispel.) Ale oni
maju Veronu (psa) a my psa nemame, mame iba kanarika.

E 4: (Po chvilke) No hej. Nie sme celkom rovnaki. Ale skoro rovnaki.

O 4: Kebyze sa zvierata nerataju, tak sme rovnaki.

Analyza pribehu 2

Na uvedenom pribehu je pozoruhodnych pét skutocnosti: Emilov zaujem
o porovnavanie dvoch rodin, jeho odmietnutie javu ,,poschodie na ktorom rodina
byva“, jeho zvaZovanie toho, ¢i zvierata si sti€ast'ou rodiny, jeho akceptovanie
vekového rozdielu surodencov a konecne neevidovanie toho, ze dedo v jednej
rodine moze byt’ z matkinej a v druhej z otcovej strany.

Emil objavuje (asi svoj prvy) separovany model izomorfizmu. Mozno si uz
skor vSimol rovnakosti €1 roznosti rozloZenia miestnosti vréznych bytoch,
rovnakosti/roznosti radenia aut na rdoznych parkoviskéach, rovnakosti/roznosti
rozlozenia lavic vroznych triedach, ap. Teraz ho ale zaujala Strukturdlna
rovnakost’ dvoch rodin. Bezprostrednu pri¢inu nepozname aje dost mozné, Ze
zaujem vznikol spontanne v dosledku intelektudlneho rozvoja chlapca. Podstatné
je, Ze ho jav izomorfizmu oslovil a on o fiom chce rozpravat’ s otcom.

Otcova namietka — r6zne poschodia, na ktorych rodiny byvajt - bola dobrou
reakciou na synovu vyzvu. Viedla k uvedomeniu si potreby presnejSie vymedzit’
oblast, ktorej sa tdto rovnakost tyka. Druhd otcova ndmietka bola eSte
ucinnejsia, pretoze Emil nemal v tejto veci ithned’ jasno. Jeho riesenie je ale vel'mi
presné. Zvieratd nevylucuje z uvahy okamzite, pripista, Ze aj tie by bolo mozné
do pojmu ,,rodina* zahrnat, ale ich vylucenie je nutné, aby objavena rovnakost’
rodin platila. Dodajme, Ze existovalo eSte d’alSie rieSenie otcovej namietky.
Stacilo, aby Emil odmietol $pecifikovat’ o aké zvieratko ide a ako Clena rodiny
prijat’ pojem ,,zviera®. To ale neodpoveda mysleniu osemrocného dietat’a.



Posledné dve pozoruhodnosti ukazuju, Ze v Emilovych predstavach o rodine
eSte silno pretrvava referencny ramec. Chlapec vSetko vzt'ahuje ku generacii deti.
Preto je pre neho dolezity nielen pocet apohlavie deti, ale aj ich vzijomné
vekové radenie. O vekovom rozdiele chlapec neuvazuje ani v generacii rodicov,
ani v generacii prarodicov. Rovnako aj inStitucia ,,dedo* je vnimana iba cez
prizma dietata. O vzdjomnych vztahoch medzi inymi c¢lenmi rodiny Emil
neuvazuje. Prave debata o rovnakosti rodin moze neskor chlapca doviest’ k tymto
hlbSim pohl'adom.

Polozme si otdzku: v ktorej etape rozvoja Struktiry RODINA sa Emil
nachadza? Na jednej strane je Emilovi jasné, Ze pojmy (1) oznacuju vzt'ahy, nie
inStitacie. Z toho vyplyva, ze Emil je uz vo vztahovej (tretej) etape. Dokonca
uvazuje uz o porovnavani dvoch rodin ato je myslienka ndleziaca do
Strukturalnej (Stvrtej) etapy. Na druhej strane vSak chlapec pri porovnavani rodin
nevnima generdciu rodiov a prarodi¢ov tak celistvo ako vnima generaciu deti.
Neuvazuje orodiCovskej vizbe medzi generaciou prarodiCov arodiCov.
Nevyvazenost' tohto pohladu ukazuje, Ze vchlapcovych predstavach eSte
pretrvava etapa druhd. Podrobna analyza opisaného javu, ktory pracovne
pomenujeme fenomén vyvojového navratu nas dovedie k zdvaznému poznaniu.
Jemu venujeme pozornost’ v komentéaroch.

Komentare 2

A. Diskutovany jav vyvojového navratu sa tyka dlhodobého poznavacieho
procesu, ktory mozno rozlozit' do ¢asovej postupnosti etap El1, E2, E3, ...
Kazdé4 nasledujica etapa tu predstavuje poznanie hlbSie, abstraktnejsie, ¢i
komplexnejSie ako etapa predchadzajuca. Opis javu: Ziak, ktory je schopny
uvazovat na urovni vysSej etapy, nevyuzije tieto vedomosti a rieSi
predloZeny problém v mySlienkovom ramci etapy nizse;.

B. Uvedieme dve ilustracie opisaného javu. Obe sa vzt'ahuju ku Strukture
celych cisel
1. Na sustredeni olympionikov kategérie B riesili ucastnici ulohu: ,,Sucin
niekol’kych po sebe iducich celych Cisel je 24; najdite tie ¢isla®. Iba dvaja
z dvadsiatich ziakov nasli aj ,,zaporné* rieSenie (-4) (-3)(-2)(-1) = 24. Pritom
dva dni predtym, ako neuspeli s touto tlohou vsetci bez problémov a rychlo
vyriesili tlohu podobnt: ,,Stucet deviatich po sebe iducich celych ¢isel je 9.
N4jdite tie ¢isla®.

2. V poslednom kole XXII . rocnika MO v ZSSR riesili Ziaci deviateho
ro¢nika rovnicu

(1 + 1/m)™" = (1 + 1/1988)"*. Iba 40% z tychto matematicky vynimocne
zdatnych ziakov naslo jediné rieSenie rovnice: m = - 1989 (pozri
Maremaruka B mkosne, 5, [lenaroruka, Mocksa, 1988).

C. V oboch pripadoch sa jedna o dlhodoby poznavaci proces Struktiry cisel.
Jeho prva etapa zalina pozndvanim malych aneskor 1 viacmiestnych
prirodzenych cisel. V d’alSich etapach sa objavia zlomky, desatinné cisla
a zaporné Gisla. Ziaci, ktori riedili uvedené dve ulohy zaporné &isla aj



zakladné operacie s nimi dobre poznali. Napriek tomu pri rieSeni tychto tloh
si na zaporné ¢&isla nespomenuli. Ulohy riesili v ramci prirodzenych resp.
kladnych realnych cisel, teda vo vyvojove] etape skorSej, odpovedajicej
ziakovi piateho ro¢nika. Pytajme sa, pre¢o?

. Pri¢inou vSetkych troch opisanych navratov k niz§im vyvojovym etapam je
podla nasho presvedcenia ndrocnost’ rieSenej ulohy. Domnievame sa totiz, ze
praca s abstraktnejSimi predstavami je energeticky narocnejSia ako préaca
s jednoduchsimi predstavami. Ak teda ¢lovek riesi narocnu tlohu, potrebuje
vela intelektualnej energie na uchopenie ulohy ahladanie rieSitel'skej
stratégie. Potrebntl energiu ziska tym, ze nevyuzije najvyssiu etapu svojho
poznania prislusnej ,.teodrie“ a pracuje vetape nizSej, energeticky menej
narocnej. Pritom tato metastratégia je nevedoma. Ked’ je Ziak upozorneny na
moznost’ pracovat’ v etape vyssej, uvedomi si tito potrebu a mé pocit, ktory
vnutornou recou moézeme charakterizovat' slovami ,,no ved samozrejme,
celkom som na to zabudol*.

Okrem piatich diskutovanych pozoruhodnosti evidovanych v analyze
rozhovoru, je tu eSte jeden jav, ktory zasluhuje osobitni pozornost.
V Emilovom objave izomorfizmu nachadzame dve zlozky, ktoré objav
1izomorfizmu charakterizuja: zlozku prirad’ovaciu a zloZku organizaént.

Zlozka priradovacia sa tyka parovania prvkov porovndvanych Struktur:
kazdy prvok jednej Struktury je spojeny s jednym prvkom druhej Struktary.
V uvedene;j ilustracii ma rodina Novakovcov (N) aj rodina Pokornych (P)
sedem Clenov ati su si navzdjom priradeni prirodzenym spdsobom: (,,N*
¢itame ,,z rodiny Novakov*, ,,P* ¢itame ,,z rodiny Pokornych*)

dcéra N o dcéra otec N « P otec m-babicka N < m-babicka

svi N « svnP mama N - mamaP o-babicka N « o0-babicka
dedoN o dedoP

Tu m-babickou rozumieme matku matky a o-babi¢kou matku otca.

ZloZka organizacna sa tyka usporiadania prvkov v kazdej z porovnavanych
Struktar. V pripade uvaZovanych Struktur je tato zlozka reprezentovana
vztahmi typu ,dedo ma manzelku®, ,jedna babicka nema manzela®,
,,maminka ma dve deti®, ,,otcova maminka ma dve vnucence*, ,,otcova dcéra
ma mlad$ieho brata* atd.

. Obe zlozky izomorfizmu, prirad’'ovanie 1 organizicia sil navzajom prepojené
takto:

osoby rodiny N mozno jednoznacne priradit’ k osobam rodiny P tak, ze pre

I'ubovol'né , dva pary navzdjom si priradenych prvkov Ny o Pia N, « P,

plati, Ze vdzba medzi Nya N, vnutri N je rovnaka ako vizba medzi P, a P,

vnutri P.

Vyrok v rdmiku mozno povaZovat za intuitivnu definiciu pojmu
izomorfizmus dvoch Struktar typu RODINA. Podobny vzt'ah mozno popisat’



1 u d’alSich Struktar

I. Struktira RODINA je najbohatsia §truktura, ktori diefa poznava
v predskolskom veku. Jej bohatost nie je dand pocCtom prvkov, ale
moznostou ich vzdjomného skladania. Tak je mozné charakterizovat
napriklad vzdialenejSich Clenov rodiny (syn otcovej tety), alebo evidovat
identity (mdj brat’ = syn mojej mamy), ako sme uviedli uz vkomentari 1F.
Schopnost’ dietata skladat’ relacie (1) je najlepsi diagnosticky nastroj na
posudenie kvality tejto Struktary uloZzenej vo vedomi konkrétneho diet’at’a.

J.  Keby sme rodiny posudzovali iba podl'a poctu jej ¢lenov v generdcii deti
(ozna¢me to C¢islo d), v generacii rodiCov (oznaCme r) a Vv generacii
prarodi¢ov (ozna¢me p), bude pre obe uvazované rodiny d =2, r=2, p = 3.
Rovnaku ¢iselnt charakteristiku ma aj rodina {chlapec, chlapec, mama, otec,
m-dedo, o-dedo, m-babicka}. Uvazovanie o tychto charakteristikach je
propedeutikou pojmu homomorfizmus. Je to zobrazenie z mnoZiny osob
konkrétnej rodiny do mnoziny {D, R, P}, ktoré¢ kazdé dieta rodiny zobrazi na
prvok D, kazdého rodica na prvok R a kazdého prarodic¢a na prvok P.

K. Treba upozornit, Ze diskutovat’ o Struktire RODINA v triede, mdze byt pre
dieta, ktoré Zzije iba s maminkou, alebo ktorého rodifia sa rozvadzaju,
traumatizujuce. Preto je vhodnejSie zvolit ktakej diskusii kusok
genealogického stromu niektorého panovnika, nebo zndmej osobnosti,
pripadne vymyslenej, rozpravkovej rodiny.

L. Zaverom dovolte osobni spomienku na neddvno zosnulého Prof. Jana
Gatiala, ktorého ZiClivé priatel’stvo ma obohacovalo po mnoho rokov.

V dobe politického odméku druhej polovice Sestdesiatych rokov dohovoril
kolega Gatial sredakciou mladeznickeho casopisu Prud, Ze na strankach
Casopisu budeme viest’ matematicku sutaz Hl'adame fiskusa. Jedna z illoh sut’aze
sa tykala Struktury RODINA. Bola uverejnena v ¢isle 7 Casopisu Prad, zroku
1968. Tu je jej plné znenie.

,,Do redakcie prislo asi sedemrocné dievcatko a predstavilo sa ndm takto:
Volam sa Zuzka a poviem vam basnicku

Dcéra tety Jana Zicha
Vol sa dnes Eva Ticha.
Otec Jana Zicha veru
Nema, ani nemal dcéru.
Svagor otca mojej matky
Deduskom je malej Katky.
Okrem toho, ¢o prezradila Zuzka, oznamime vam, Ze vbdasni¢ke je priamo
menovanych nie viac ako 7 os6b. Menovani st napriklad Jan Zich, teta Jana
Zicha, Zuzkina matka, otec Zuzkinej matky. Kvdli jasnosti eSte uvedieme, zZe
jteta® je ,sestra niektorého zrodiCov®, ,Svagor® je ,bud’ brat manzelky, alebo
manzel sestry‘ a ,dedusko je ,otec jedného z rodicov’.
Vasou tlohou je
1. Uviest plné mend Zuzky i Katky



2. Zdovodnit rieSenie.
Pri rieSeni Ulohy predpokladame splnené vSetky bezné vztahy vrodine. Tak
napriklad manzelka po svadbe berie priezvisko manzelovo, ktoré neskorSie
dostanti vSetky ich deti. Do manZzelstva vstupuji dvaja l'udia predtym nijako
pokrvne neviazani.*

Dalsie ilustracie pojmu izomorfizmus budd uz zo $kolského prostredia.

5. Nasobenie ako izomorfizmus

Izomorfizmus abelovych grap f: (Z,+) - (2Z,+),x - 2x, Vv ktorom je
kazdému c¢islu priradeny jeho dvojnasobok, sa objavi napriklad ked’ idl deti zo
Skolky v dvojstupe. Ak sa stretnit dve §kolky zktorych jedna ma 5 a druhd 6
dvojstupov, bude mat’ po ich pripadnom spojeni novy utvar 11 dvojstupov.
Celkovy pocet deti potom je 2(5+6), alebo tiez 2.5 + 2.6, lebo 5 + 6 dvojic je to
isté ¢o 5 dvojic + 6 dvojic. Vysledok je vzdy 22. Uvedena skasenost’ pripravuje
pochopenie distributivneho zdkona aj izomorfizmu t,, lebo £:(5+6) = f; (5) + £,
(6).

Zovseobecnenim izomorfizmu f; je izomorfizmus
fo: (kZ,+) - (nZ,+), kx - nx, kde k,nx sucelé, kn nenulové.
Dva Speciélne pripady tohto izomorfizmu pouZivaju Ziaci ¢asto. St to navzajom
inverzné izomorfizmy fi, (pripisanie nuly) a fi. (Skrtnutie nuly)’. Uved'me
ilustraciu.

Nasledujtci protokol vznikol pri skimani javu odumieranie sémantického
ukotvenia cisel vo vedomi Ziaka. Pojem osvetlime d’alej v komentari 3 A.

Pribeh 3. Pavol, ziak druhého ro¢niku, mal sCitat’ 40 + 30. Okamzite povedal
vysledok 70.
Experimentator 1: Skvele, ako to tak rychlo vie§ zratat™?
Pavol 1: To je jednoduché, to sCitam iba tri a Styri.
E 2: Iba tri a Styri? Ozaj, ved’ to je sedem a ty si povedal sedemdesiat.
P 2: ESte tam treba pripisat’ nulu.
E 3: K tym siedmym? Ako aby bolo sedemdesiat?
P 3: Ano, tak.
E 4: No a kebyze mam scitat’ Styridsatjeden a tridsat’jeden (piSe na papier 41 +
31), tak to
mozem tiez tak, ze s¢itam (ukazuje) Styri a tri je sedem a pripiSem jedniCku
(pise 71)
P 4: (chvil'u ml¢i, potom oponuje). To sa tak neda. to je sedemdesiatdva.
E 5: A preco sa to neda?
P 5: To by bolo zle. (pauza) Ale kebyze je to Styridsatjeden a tridsat’, tak sa to
da. To je potom
sedemdesiatjeden.
E 6: A vies preco je to tak?

* Je zrejmé, ze inverzny k izomorfizmu fox je izomorfizmus fu! = fin



P 6: Tak to vychadza.
E 7: A keby si mal vysvetlit’ Irenke (Pavlova sestra, prvacka) preco je Styri a tri
sedem, ako by
si to urobil?
P 7: Ona to uz vie. Ale iba na prstoch.
E 8: A keby sme ten vypocet Styridsat’ plus tridsat’ robili na pocitadle. Vyslo by
sedemdesiat?
P 8: Vyslo, ale to by bolo vela prace. Takto je to rychlo.

Analyza pribehu 3

Napriek velkému usiliu sa experimentatorovi nepodarilo zistit' do akej miery ma
chlapec svoj vypocet ukotveny v predstavach a do akej miery je to manipuléacia
s ¢islami podl'a pravidla, ktoré si asi sam odvodil.

Keby napriklad v poslednom vstupe Pavol povedal ,na pocitadle by sme
najprv oddelili Styri celé rady guliek a potom eSte tri rady abolo by to sedem
rad”, vedeli by sme, Ze jeho vypocet sprevadzaju aj sémantické predstavy. Vstup
P 8 naznacuje, Ze taky postup sa vo vedomi Pavla neobjavil. Na druhej strane
chlapcove vstupy P 4 anajmi potom P 5 ukazuja, Ze jeho poznanie o pravidle
s nulou nie je forméalne, Ze ho nedrzi v paméti ako izolovany poznatok, ale ma ho
prepojeny na poznatky d’alSie.

Komentare 3

A. Vysvetlime, ¢o rozumieme terminom odumieranie sémantického ukotvenia
¢isel vo vedomi Ziaka. Ziak prvej triedy rie§i ulohu 4 + 5 = ? pomocou
prstov, guliek pocitadla ¢i inych predmetov. Jeho predstavy operdcie su
opreté o zivotni skusenost, maju teda sémantické ukotvenie. Ziak piatej
triedy pri nasobeni/deleni desatinného Cisla ¢islom 10 pouziva pravidlo
o posuvani desatinnej Ciarky vpravo/vlavo anevie, preco to tak funguje.
Podobnych pravidiel, ktorych zmysel nechape, pouZziva Ziak mnoho. Pravidla
nema opreté o konkrétne predstavy askasenosti. Znalosti, ktoré mali
spociatku sémantické ukotvenie, postupom rokov toto ukotvenie stracaju.
Jedna zprvych operacii, na ktorej sa jav sémantického odumierania da
sktimat’, je sCitanie a od¢itanie dvojmiestnych ¢isiel konc¢iacich nulou.

B. Pavlov postup mozno opisat’ takto: sucet 40 + 30 izomorfizmom fi;, prevedie
na sucet 4+ 3 a jeho vysledok 7 inverznym izomorfizmom fi, prevedie spat
na hladané cislo 70. Samozrejme Pavol netusi, Ze pri rieSeni pouzil
izomorfizmus. Napriek tomu na Urovni poznania v ¢innosti nadobuda
skusenost’, ze niektoré ulohy sa daju riesit tak, Ze sa prevedu do in€ho jazyka,
inej situdcie, alebo iného kontextu. Tato skisenost’ je dobrym zdkladom pre
pochopenie zmyslu izomorfizmu. Kone¢ne v matematike je uvedené stratégia
pritomnd v mnohych myslienkach (prenos geometrického problému na
aritmeticky pomocou suradnic, prenos diferencidlnej rovnice na algebraicku
pomocou operatorového poctu,...).

C. V uvedenom kontexte sa mysSlienka izomorfizmu neukladd do sklsenosti



ziaka dostato¢ne intenzivne, pretoze je tlmend inou mysSlienkou, ktora
v kontexte scCitania dvojmiestnych Ccisiel bude d’aleko dominantnejSou —
prechod cez desiatku. Kone¢ne uz vstup P 5 to jasne naznacil. Preto, ak
chceme doviest’ ziaka k pInSiemu vnimaniu myslienky izomorfizmu, musime
hl'adat’ také problémové situdcie, v ktorych idea izomorfizmu hré prvorada
rolu. Su to napriklad situécie, kde isty vypocet uskuto¢ni ziak najskor vkZ
apotom vnZ. Ked sa takd koreSpondencia opakuje, ziaci sami objavia, Ze
vypocCty netreba opakovat, Ze staci preniest’ vysledok pomocou odhalenej
pribuznosti. Jednu taku situdcie opiSeme podrobnejsie.

6. Problémova situace HAD

Ulohy typu ,,had“ st beZne pouZivané a zname. Preto sa obmedzime iba na
zavedenie stru¢nej symboliky. Staci vysvetlit’ ju na priklade. Zapis had [+2; +3;
-4; +5; -1; -3] oznacuje schému

+2 +3 -4 +5 -1 -3

— — — — — —

Analogicky zapis had [+7; x3; :2] oznacuje schému so $tyrmi prazdnymi
okienkami medzi ktorymi su tri $ipky — operatory: prva Sipka je ,,pri¢itanie 7,
druha ,,nasobenie tromi‘ a tretia je ,,delenie dvoma®. Jednoduchy Aad [x 1,35]
s dvoma okienkami a jedinou $ipkou je vlastne do kontextu hadov prenesené
,,;nasobenie ¢islom 7,35

Pribeh 4 (Tretia trieda. Zaznam najzavaznejSich momentov hodiny, ktort
ucitel’ka hodnotila ako vynimocne vydarenu. NateSena dodala, Ze eSte pred
mesiacom boli ziaci pri odhalovani zdkonitosti ukrytych v hadoch dost’ pomali
a malo népaditi. ,,Teraz to bola akoby ina trieda®.)

Ucitel’ka napisala na tabul'u horného hada a vyzvala Ziakov aby ho riesili pre
Cisla
3, 4,11, 27, 35a 86. (2)

Tie napisala do ramika na tabuli. Ziaci zacali okam?Zite riesit’ a uz po prvych
dvoch vypoctoch (3 - 3, 4 - 6) niektori volali, Ze Cislo na vystupe je o 2 vicsie
ako ¢islo na vstupe. Skoro vSetci rychlo dopisovali celé rieSenie ulohy: /7 - 13,
2729, 35537, 86-88.

Ucitel'ka pochvalila vSetkych objavitelov a meno prvého z nich napisala na
tabul’u:

objav Lacka: vystup = vstup + 2

A3)

Silno motivované deti sa pretekali, aby sa pochvalili svojimi (nie vzdy
pravdivymi) objavmi.
Ivica: ,,Najvéacsie Cislo je v piatom okienku.
Peter: ,,V tretom okienku je sucet prvého a druhého okienka“.
Milka: ,,Posledné Cislo je parne, alebo neparne.



Ondrej: ,,Cislo v trefom okienku je rovnaké ako v Siestom*.

Ucitel'ka pre kazdy objav vytvorila dostatoény casovy priestor na odozvu
spoluziakov. Elena komentovala Petrov objav: ,,mne to nevychadza® apotom
1 Peter povedal Ze je to pravda iba pre vstupné Cislo 3. Milkin ,,objav* nevyvolal
iadnu reakciu. Dal3i objav ugitel’ka vyzdvihla tym, Ze ho napisala na tabul’u:
objav Svatky: Cislo v druhom okienku je rovnaké ako v poslednom.
Lojzo zvolanim ,,to je objav!“ vyjadril vel’ky obdiv ipoteSenie z objavu Svatky.
Vicsina deti stym suhlasila. Erika to osvetlila: ,,Svatka to ndjde v hadovi,
netreba si ni¢ pamatat’.

Ucitelka zvislou ¢iarou oddelila popisanu 'avu Cast’ tabule a povedala ,,teraz
budeme pre tieto Cisla (ukazala na ¢isla (2)) riesit’ tazSieho hada. Hada [+20;
+30; -40; +50; -10; -30]. napisala na pravu Cast’ tabule. Uz v priebehu pisania
hada Jana videla pribuznost’ oboch hadov a povedala, ze ,,sta¢i pridat’ nuly*.
Rudo este skor ako bol had dopisany krical ,,z ¢isla 3 bude 50*. Po chvili ale Edo
krigal, Ze to bude 23. Ziaci sa postupne pridavali k Edovi a Svatka zvolala, Ze aj
tu je druhé okienko rovnaké ako posledné. Viacero deti potom oznamovalo, Ze aj
tu je to podla Svatky, niektori tieZ Ze treba pricitat’ dvadsat’. Ucitel’ka Sipkou
naznacila, Ze objav Svatky plati aj pre druhého hada a pod druhého hada, bez
udania mena objavitel'a, napisala

vystup = vstup + 20 4)
Potom povedala: ,,Do vstupného okienka si vlozte ¢islo 33 a zistite, v ktorom
okienku bude najvadsie &islo? Ziaci sa pustili do prace a po chvili Ivica ohlasil
4] tu v piatom, vzdy v piatom*. Hada mala dopocitaného iba do Stvrtého
okienka, ale svoje rieSenie vysvetlila: ,,teraz pdjdem o pat'desiat nahor a potom
uz iba nadol. Aj tam to tak bolo* dodala.
K poslednej epizdde ucitel’ka dodala, Ze ju dala zamerne, aby sa Ivicinmu objavu
dostalo viac pozornosti.

Analyza pribehu 4

Zaznam dokumentuje vysoko kvalitni pedagogickli pracu ucitel’ky, ktorej
pristup je dosledne konStruktivisticky: triede predklada iba tlohy a objavovanie
prenechdva Ziakom. Aj ked’ ucitel'ka sama hodinu hodnotila ako vynimocne
vydarend, bola aktivita a vynaliezavost’ deti, ich schopnost’ formulovat’ vlastné
mysSlienky a reagovat’ na objav spoluziaka vynimoc¢na.

Ziacke objavy pri prvom hadovi méZeme rozdelit’ do dvoch skupin. Do prve;
patria zistenia typu ,,Najvacsie Cislo je v piatom okienku®, ktoré sice nedavaju
navod na rieSenie ulohy, ale pomahaju skumat prostredie hada amézu sa
pripadne hodit’” pri niektorej d’alSej ulohe. Do druhej potom napady, ktoré
urychlia vypocet. Sem patria objavy Lacka a Svatky.

Je zaujimavé, Ze Lojzovi 1dalsim detom sa objav Svatky pacil viac, ako
Lackov priamy navod na vypocet. Erikino vysvetlenie tejto skutocnosti sa nam
javi velmi presné. Navod (3) citia deti ako inStrukciu, objav Svatky ako
organicka Cast’ hada. To Ze deti hufne uprednostnia vhl'ad do situacie pred
pamitovou instrukciou svedéi oich zdravom matematickom rozvoji. Zial' vo



osmom ro¢niku byva také chovanie triedy dost’ zriedkavé. Tam Ziaci
uprednostnia instrukciu. Casto krat myslienku celkom odmietaji a dozadujt sa
navodu.

Vztah oboch hadov objavili deti okamzite. Hned zacali prendSat’ aj
zakonitosti z prvého hada na druhého. Myslienka ,,zabudnutie a dopisanie nuly*,
ktora v pribehu 3 izomorfizmus iba naznacila, sa tentoraz ukazuje v ostrom
svetle. V schéme hada totiz vystupuju dva typy cisel: operdtory — ¢isla nad
Sipkami a zdkladné cisla — &isla v okienkach. Cisla v okienkach st pasivne a na
nich pracuju aktivne operatory. [zomorfizmus hadov sa tyka iba operatorov, nie
v8ak zadkladnych ¢isel. Prave tato rozdielnost’ robi myslienku izomorfizmu ostro
viditelnou. Kone¢ne omyl, ktorého sa Rudo dopustil, to pekne ukazuje. Jeho
chybna hypotéza, ze ,vSetko €o bolo vprvom hadovi bude v druhom
s pripisanou nulou“ je poucna pre lepSie porozumenie toho, Co je to
izomorfizmus. Ukazuje, Ze izomorfizmus sa tyka iba hada ako Struktiry.

Komentare 4

A. Deti v predskolskom veku maji malo rozvinuti schopnost’ objavovat’ vzt'ahy.
Kone¢ne videli sme to na pomalom budovani Struktury RODINA. K tomu,
aby behom dva a pol roku Skolskej dochadzky nadobudli taku uroven
schopnosti vnimat® aku wukazuje na§ pribeh, je potrebna dlhodoba
systematicka, narocna, ale radostna praca ucitel’a.

B. Asi najnaroc¢nejSia poziadavka, ktoru na ucitela kladie konStruktivisticky
sposob vyucovania je trpezlivost. Niekedy trvd ziakom celé mesiace, kym
urobia zdanlivo malicky kré¢ik vo svojich objavoch. Ucitel’ je pod stalym
nutkanim trochu im pomdct’, trochu ich myslenie postréit. Ak sa mu podari
toto nutkanie prekonat, budi konecné vysledky jeho prace vel'mi dobré.
Namiesto toho, aby ucitel’ Ziakom prezradil nova myslienku, moze pouzit’ dve
iné ¢innosti: dat’ Ziakom navodnu tlohu a posmel'ovat’ tych, ¢o sa vzdavaju.

C. V komentari 2 E sme hovorili o dvoch zlozkach charakterizujucich objav
izomorfizmu. Obe zlozky nachddzame 1v pribehu 4. Prirad'ovaciu zlozku
objavila Jana vel'mi rychlo. Organiza¢nii zloZku objavovali vSetci ti ziaci,
ktori si v§imli Ze niektoré zakonitosti platia pre oboch hadov. Napriklad Ivicin
poznatok, ze v oboch hadoch je najvicsie Cislo daného vypoctu vzdy piatok
okienku.

D. KlIicom k rychlemu rieSeniu druhého hada je bud’ inStrukcia (3), ktora
z inStrukcie (2) vznikne priradenim, alebo objav Svatky, ktory je zalozeny na
rovnakej organizacii oboch hadov. Videli sme, Ze detom je blizsi tento druhy
spOsob rieSenia druhého hada.

E. V naSom experimentdlnom vyucovani sme ulohy ohadoch zacali davat
ziakom az v piatok ro¢niku. Ako didakticky UCinnd sa ukazala nasledujica
sitaz. Ziakom som nadiktoval dobre premysleného hada (napriklad hada
[+23, -19, +16, +13, -29, +6], ktory m& 7 okienok A, B, C, D, EF aG a6
Sipok). Nasledujuci deft som na tabul’'u napisal tri tlohy typu: ked’ do okienka
F napiSeme cislo 83, ¢o bude v okienku C? (83 - F,? - C).



F. Neskor sme pracovali i1shadmi v ktorych boli aj operacie néasobenia
a delenia. V siedmom ro¢niku sa ziaci dopracovali k poznaniu, Ze pre kazdého
had existuje pravidlo typu
vystup = A X vstup + B, Co je de facto had [XA, +B]. Tu A a B st racionalne
Cisla.

V ¢lanku sme ukézali, ako je mozné obohacovat sklsenosti Ziakov s
izomorfizmom fx: (kZ,+) - (nZ,+), kx — nx, pomocou problémovej situacie
,had*“. Dalie vhodné oblasti pre tento rozvoj su napriklad s¢itacie trojuholniky
(pyramidy), alebo tlohy o prelievani, rézne kombinatorické situacie, ap.
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