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Abstract: This time in  Slovakia a transmissive type of teaching is very
widespread. In this type it is typical that students learn accomplished facts, algorithms,
formulas an so on. For constructivist type of teaching it is typical that students are
more active in the teaching process. The teacher had a position of a presenter who
presents and guides the discussion. Limit processes are very abstract subject for most
students. Most teachers teach this subject as a collection of definitions, propositions
and proofs without suitable models in it, which can prepare students for this subject.

1. Uvod

Limitné procesy sa v Skolskej matematike preberaji obvykle pocas 4.
ro¢nika gymndzia. Nepatria medzi najoblibenejSie casti Skolske;j
matematiky, pretoze su pomerne ndrocné na pochopenie. Jednak je to
sposobené tym, Ze definicie pojmov obsahuju vel'a kvantifikatorov a dalej
je dost’ rozsirenym javom, ze tieto procesy su Studentom predkladané ako
subor poucliek, definicii, viet a dékazov. Je to dosledok rozSiren¢ho
transmisivneho vyucovania. V sti€asnosti sa v modernej teorii vyucovania
matematiky prejavuje trend konStruktivistického vyucovania, ktoré kladie
viacsi doraz na samostatnost’ aaktivitu Studenta pri ziskavani novych
poznatkov.

V dnoch 8 az 15. januara 2002 som mal moznost’ zucastnit’ sa kurzu
vramci programu Socrates Comenius CZ-01-2001-02 Empowering
Mathematics Teachers for the Improvement of School Mathematics.
V tomto ¢ldnku by som chcel predstavit’ niektoré zaujimavé vysledky,
ktoré som ziskal pocas projektu realizovaného vramci modulu A tohto
kurzu, ktory viedol profesor Graham Littler z Univerzity v Derby (Velka
Britania).

2. Experiment



Tento experiment som realizoval v skupine Studentiek ucitel'stva pre
1. stupenn ZS. Studentkam boli zadané problémové ulohy, ktoré riesili
samostatne. Potom prebiehala diskusia k danym problémom.

Problémy boli nasledovné:

Problém ¢. 1 Ked’ vystrelim §ip smerom k ciel'u, ten musi preletiet’ najprv
polovicu vzdialenosti medzi mnou a cielom, potom polovicu z tej zvysnej
polovice ¢ize Stvrtinu, potom osminu atd’. Preto Sip nikdy nedoleti do
ciela. Mal Zen6n pravdu?

Problém ¢. 2 Achilles bezal opreteky s korytnackou. Dal jej naskok 100
metrov. Achilles beZi 10 krat rychlejSie, preto ked” prebehne 100 metrov,
korytnacka sa posunie o 10 metrov. Ak prejde dalSich 10 metrov,
korytnacka prejde 1 meter atd. Preto Achilles korytnacku nikdy
nedobehne. Mal Zenén pravdu?

Problém ¢. 3 Vydelil som 1 : 3 = 0,3333333 na kalkulacke. Potom som
vynasobil a dostal som 0,3333333x3=0,9999999 Je 0,9999999=1?
Ked x=1:3, je potom 3x=1? Co vieme povedat’ o &isle x? Je 0,99999..... 1?
Preco?

Existuju aj kalkulacky ktoré vypocitaja 0,3333333 x 3 = 1. Su tieto
kalkulacky lepSie?

Problém ¢. 4 Mam tablicku cokolady. Najprv som rozdelil ¢okoladu na
polovice a daroval jednu polovicu. Potom som daroval jednu Stvrtinu,
jednu osminu atd. Ako dlho mo6zem darovat tymto spdsobom kusok
cokolady?

Problém ¢. 5 (nadvédzoval na problém ¢. 4) Ukazali sme, Ze
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—+ -+ -+ —+...=1 Kolkoje —+ 4+ —+—+... 2
2 4 8 16 3 9 27 81

Je to mozné ukazat’ geometricky:

3. Vysledky experimentu



Problém ¢. 1

Pre niektorych Studentov sa javila Zendnova argumenticia ako
logicky protirec¢iva, pre d’alSich Studentov bolo podstatné to, akou velkou
silou je vystreleny Sip. Domnievali sa, Ze ak ta sila je mal4, tak ten Sip do
ciel'a nedoleti a v tomto pripade ma Zenon pravdu. Jedna Studentka vel'mi
presne argumentovala, ze ak by sme prijali Zendénov spdsob uvazovania,
tak by sa nikto nemohol presunit’ zjedného miesta na druhé. KedzZe
nazory Studentov boli r6zne, pokusili sme sa tlohu matematizovat’ tym, ze
sme si zvolili vzdialenost’ kteréu 10 metrov. Tu vyvstal problém
s vypoctom radu

5
5-|—5 -I-Z-I- q +E +.... Niektori Studenti tvrdili, Ze je to presne 10, ini, Ze je to

len priblizne 10. Jedna Studentka si pri vysvetl'ovani preco je to presne 10
pomohla aj nasledovnou geometrickou schémou:

Ked'Ze ani tento argument Studentov sopanym nazorom
nesprevedcCil, bolo potrebné odvodit’ sucet tohto radu pomocou limity
Ciastocnych suctov.

Problém ¢. 2

VSsetci Studenti boli sice presvedceni otom, Ze Achilles korytnacku
dobehne avsSak ich zd6vodnenia boli rozne. NajvicSia Cast’ Studentov
argumentovala vac¢Sou fyzickou silou Achilla. Niektori vychadzali aj
z predchadzajiiceho problému, Ze ak Sip doleti do terCa, tak potom aj
Achilles musi dobehnut’ korytnacku.

Jedna Studentka podala zaujimavé vysvetlenie: Ak by celd dréha
Achilla merala 1000 metrov, tak draha korytnacky bude 900 metrov. Nech
rychlost’ korytnac¢ky je 1 m.s'. Potom rychlost’ Achilla je 10 m.s'. Ak
vychddzame zo vztahu draha = rychlost’ x Cas, tak potom by Achilles
preSiel svoju dradhu za 100 sa korytnacka za 900 s, atak Achilles
predbehne korytnacku.

Nakoniec pomocou suctu nekoneéného radu ur€ili Studenti drihu, za
ktoru prejde Achilles, kym dobehne korytnacku.



Problém ¢. 3

Dve tretiny Studentov sa domnievalo, ze kalkulacka, ktord déava
vysledok 1 je lepSia ajedna tretina mala opacny nazor. Podobne ako
v probléme &. 1 bol medzi $tudentami spor, &i &islo 0,9 je priblizne alebo
presne 1. Ked'Ze tento problém suvisel s pojmom raciondlneho Cisla a jeho
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zapisom vo forme desatinného ¢isla, vyuzili sme priklad ¢isla 3 Tu vSak

u jednej Studentky doslo k zaujimavej tivahe:

1 5 1 = — 5 1 = — —

3 =0,3 5.3 =1 0,33=0,9. Ale 0,3 ¢§, lebo 0,3.3=0,9 a 0,9=1.

Tato chybnd tivaha poukédzala na to, ako je dolezité chéipanie pojmu

raciondlne Cislo zhladiska limitného procesu. Je potrebné, aby Studenti

poznali skuto¢nost, ze kazdé racionalne c¢islo je suctom nejakého

nekonec¢ného radu. Preto sme pokracovali nasledovne: Ak 5342 = 5.1000 +

3.100 + 4.10 + 2, potom 0,9=9.0,1 +9.0,01 + 9.0,001 + ... =0,9.(1 + 0,1
09 _09 _,

1-0,1 09

+0,01 + 0,001 +...) =

Problém ¢. 4

Tento problém, ktory zvykne byt Castym motivaénym prikladom
v uebniciach matematiky pre pojem sufet nekonecné¢ho radu, sa javil
viacSine Studentov ako prili§ ,,akademicky*. VacSinou mali vyhrady k
,technickej realizacii“ takéhoto delenia cokolady apreto zaznievali aj

1
otazky typu ,,Ako moze niekto jest’ 2192 c¢okolady?* Tento problém bol

skor potrebny pre odvodenie vzt'ahu

1 1 1 1 1 1 1 1 2
Sl [ (R | : "
2 4 8 16 2 ( 8 j , ktory bol pouzity

v nasledujucom probléme.



Problém ¢. 5

V tomto probléme iSlo hlavne na ukdzanie moznej geometrickej
interpretacii pojmu sucet nekonecného radu, na ktoru sa Casto zabuda.
Studenti sa snazili najprv najst vztah pre q = 4, 5 apotom vztah
zovSeobecnit’. Nebolo ciel'om tejto ilohy ndjst’ presny matematicky dokaz.

Bolo zaujimavé, Ze polovica Studentov vyuzila pri rieSeni model
Stvorca alebo obdiZnika:

1 1 1 1 1

+—+—+—+...
4 16 64 256 3

Druhé polovica Studentov zostala pri modeli kruh:

N DA D
L YA

11 1 1 1 1 1 1 1
—t—t—+—+..== —F—t—t—+..=—
4 16 64 256 3 5 25 125 625 4
1 1
N4jst’ vztah ; t— 7t ? + q7 to.= vedela tretina Studentov.

Zaver

Spominané problémy su len malou ukazkou toho, ako mozno vyuzit’ problémové
vyuCovanie pri zavadzani pojmov limitnych procesov. Sucastou experimentu bola aj
anketa, v ktorej mohli Studenti napisat svoje postrehy kvyu€ovaniu. Viacerym
Studentkdm nevyhovovala koncentrova-na podoba vyucovania a uprednostnili by, keby
sa jednotlivé problémy rieSili postupne vramci vicSieho poctu vyucCovacich hodin.
Experiment totiz pozostaval zo 6 problémov a bol realizovany v ramci 4 vyucovacich
hodin.

Viac informécii a zaujimavych problémov k propedeutike limitnych
procesov mozno najst' aj v [1].
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