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ABSTRACT: This paper shows difficulties and errors with understanding conception di-
mension of linear space by the first year maths students of Pedagogical University. The
analysis was formed on the basis of the practical activities while making out specific
mathematical problems. The results of disrespect mentioned above difficulties for develop-
ment mathematical consciousness among students, was discussed in the article. The way
to prevent occurrence mistakes and methods to overcome difficulties was suggested in this

paper.

Matematyka, jako dziedzina wiedzy, za lat dwadzie$cia rozni¢ si¢
bedzie od dzisiejszej pewnie niewiele. Oczywiscie — sformutowane 1
udowodnione zostana nowe teorie, rozwiazane zostana niektore, dzisiaj
jeszcze nierozwiazywalne problemy szczegdlowe. Natomiast en bloc
matematyka pozostanie instrumentem opisu 1 interpretacji rzeczywistosci.

Zmienia¢ si¢ bedzie natomiast sama rzeczywisto§¢ — 1 ten fakt z
koniecznosci wymaga stalego przeksztalcania zar6wno stosunku do
matematyki (wymiar i zakres nauczania matematyki, zawarto$¢ programowa
wlasciwa dla okreslonych poziomoéw nauczania) jak i1 konkretnych metod
wdrazania wiedzy matematycznej — rowniez na wielu poziomach: ucznia,
studenta, nauczyciela.

Dzisiejsze réznice w stosunku do matematyki réznych dziedzin wiedzy
wynikaja przede wszystkim z przyczyn uzytkowych. Zastosowania wiedzy
matematycznej w fizyce teoretycznej, ekonomii, statystyce, informatyce,
medycynie itd. — w sposob naturalny rdznicuja zakres i sposéb wykorzystania
matematyki. Jednakze kazdy student wymienionych wyzej dziedzin, zanim
przystapi do studiowania, winien by¢ wyposazony w ogolny, jednorodny 1
sprawny agregat wiedzy matematycznej stanowiacej podstawe¢ dalszego
specjalistycznego rozwoju. Jakos$¢ tego agregatu 1, ogo6lnie rzecz ujmujac,
mozliwos$¢ jego budowania w poszczegolnych przypadkach zaleze¢ bedzie
tylko 1 wylacznie od poziomu wiedzy teoretycznej oraz zdolnosci i
umiejetnosci dydaktycznych nauczyciela, a idac dalej: rowniez nauczyciela



akademickiego, prowadzacego zajgcia z przyszlymi nauczycielami
matematyki.

O ile mozemy stwierdzi¢, ze fizyk, ekonomista, statystyk, informatyk
itd. sa pewnego rodzaju inzynierami wznoszacymi swoje budowle na
matematycznych podstawach, to nauczyciel matematyki winien ich zasad
owego ,.inzynierstwa” nauczy¢. I dotyczy to nie tylko podstawowego zakresu
wiedzy teoretycznej. O wiele wazniejsze wydaje si¢ wpajanie zasad analizy
probleméw, poszanowania dla szczegotow, przywiazywania uwagi do
faktow, logiki rozumowania, ksztaltowanie umiejg¢tnosci wyciagania
wnioskow, badanie zwiazkéw 1 zaleznoSci pomigdzy elementami Wledzy,
budowanie umiej¢tnosci  abstrakcyjnego myS$lenia, analizowania 1
korygowania wtasnych biedow.

Zakres wiedzy ogoélnej przewidzianej do przyswojenia przez
dzisiejszego ucznia dowolnej szkoly ponadgimnazjalnej jest bardzo szeroki.
Trudno si¢ zatem dziwi¢, ze zwykle uczen poprzestaje na mechanicznym
zapamig¢taniu treSci badz umiejetnos$ci, starajac si¢ zreszta ich zakres
ogranicza¢ do niezbgdnego (jak mu si¢ wydaje) minimum. Nie docieka
znaczenia terminologii, istoty poje¢, sensu twierdzen. Dopiero przy
przechodzeniu na wyzsze poziomy wiedzy wszystkie owe zaniedbania
wychodza na jaw, powodujac znamienne trudno$ci nauczania — 1 dla
studenta, i dla nauczyciela. Jesli w trakcie zaje¢ poswigconych generowaniu
przestrzeni, zauwazajac, 1z studenci wykonuja zadania mechanicznie, rzucam
pytanie: co oznacza stowo ,,generowac” (brak odpowiedzi), czy kto§ moze
poda¢ przyktad generatora dzwigku? ( brak odpowiedzi) — to wiasnie
odczuwam wspomniane wcze$niej uczniowskie (a moze nie tylko)
zaniedbania. Tym bardziej, ze po wyjasnieniu znaczenia ,,generowania” nagle
caly zakres omawianego materiatu staje si¢ dla studentow o wiele prostszy.
Trywialne — ale w ten sposob problem zostat urealniony (,,Ach, to o to
chodzi...?”

W procesie nauczania studentéw I roku matematyki wspomniane
zaniedbania, ale 1 ulomnosci zdobytej dotychczas wiedzy matematyczne;,
widoczne sa szczegolnie. I wcale nie ulegaja zupetnemu zatarciu po kilku
miesigcach studiowania, chociaz wydaje sig, ze 1 studenci, 1 nauczyciele sq o
tym czg¢sto mocno przekonani. Tymczasem w toku dalszego nauczania
okazuje sig, ze problemy, o ktérych wspomniatam wcze$niej, sa nie tylko
zywe, ale czasami ulegaja wzmocnieniu przez nowe fragmenty wiedzy. Moge
to zaobserwowac doktadnie na przykladzie prowadzonych ze studentami I
roku zaje¢ z algebry liniowe;.

Po potrocznym nauczaniu tego przedmiotu, kiedy wydaje sig, ze
pojecia liniowej zalezno$ci wektorow, przestrzeni generowanych, bazy oraz
wymiaru przestrzeni liniowych sa do$¢ dobrze opanowane, nagle okazuje sig,
ze ich rozumienie jest w zasadzie pozorne, ogranicza si¢ jedynie do struktur
powierzchniowych. Majac dana konkretna przestrzen wektorowa 1
wykonujac mechanicznie operacje prowadzace do przedstawienia wektorow



te] przestrzeni w postaci liniowej kombinacji wektoréw bazy — bezblednie
podaja jej wymiar. Dalsze pytania, np. o ilo§¢ wektorow podanej przestrzent,
powoduje zdecydowana dezorientacje. Uzyskiwane najczesciej odpowiedzi
to: tyle, ile otrzymali w bazie tej przestrzeni.

Oczywiscie, postawione pytanie niejako wprowadza ich w btad,
poniewaz nie ma praktycznie zadnego zwiazku z wymiarem przestrzeni.
Jednakze sytuacja przeklada sig¢ na popetnianie bardzo czg¢sto w kolokwiach
btedow tego typu; np. w zadaniu: ,,Wyznacz wymiar przestrzeni (np. 3 ) oraz
odpowiedz, czy dany element (nie nalezacy do bazy ) nalezy do niej — pada
odpowiedz: nie, bo w tej przestrzeni sq trzy elementy, a podany nie jest
zadnym z nich.

Przeanalizujmy teraz tok pracy nad konkretnym zadaniem rozwiazywanym
na ¢wiczeniach.

Zadanie.

W przestrzeni wektorowej V(K) dany jest uklad wektorow liniowo
niezaleznych
X={x1, Xz, X3}. Zbadac czy uklad wektorow Y ={x;+x;, 2x;+ X3, X;- X,} jest
takze liniowo niezalezny w tej przestrzeni.

Studenci samodzielnie pracuja nad zadaniem. Po zakonczeniu pracy
prezentuja rozwiazanie, ktére wyglada nastepujaco:

Aby X byt uktadem wektorow liniowo niezaleznych w V(K), musi spetnia¢
warunek:

v 0(,1,0(,2,0(,3€K [0(,1(X1+ X2)+ (12(2X1+ X3)+ 0L3(X1- Xz) =00 ou=010=0 103
= 0].

Niech zatem
O(.1(X1+ X2)+ OLz(2X1+ X3)+ 0(3(X1- Xz) =0

wtedy
(11(X1+ X2)+ OLz(2X1+ X3)+ 0(.3( X1- Xz) = ( 0,0,0 )

stqd otrzymujemy
(O(1+ 20+ 0(,3) X1+ (OL1 - OL3) Xy T 0 X3= ( 0,0,0 )

(O(.1+ 200+ o3 , Ol - O3z , Ol ) = (0,0,0)

i z definicji rownosci wektorow otrzymujemy uktad rownan



ot 2OL2+ O3 = 0
o - OL3=0
(0.5) =0

czyli
0(1:0 1 0(2:0 iOL3:0

Udowodnilismy, ze uktad Y jest liniowo niezalezny w V(K).

Wszyscy studenci zgadzaja si¢ z referujacym rozwiazanie zadania.

A oto fragment dyskusji w czasie zaj¢¢ ukazujacy sposdb rozumowania
studentow:

N - Sprobujmy dowiedzie¢ sie czegos o podanej przestrzeni V(K).

Co mozemy powiedzie¢ o podanej przestrzeni? Jakq posta¢ majq jej
elementy?

Nie pada zadna odpowiedz.
N — W takim razie spojrzmy na przedstawione przez was rozwiqzanie. W
jakiej postaci

elementy tej przestrzeni wystepujq w jego zapisie?
S — Sq one postaci (x;+x2 2x;+ X3 X - X2).
N — Czyli sq to trojki uporzqdkowane?
S — Tak.
N — Ile wektorow ma podany uktad Y ?
S — No, jednq tréjke uporzqdkowangq, czyli jeden element.
N — Czemu zatem w kombinacji liniowej uzyliscie trzech skalarow o, 0., i
oz ? To by

wskazywalo, ze w Y sq 3 wektory.

Stuchacze jeszcze raz analizuja uklad Y 1 dalsza dyskusja doprowadza

do ustalenia, ze w Y sa trzy wektory.

N - Jaki co najmniej wymiar ma przestrzen V(K) ?
Otrzymuj¢ dwie odpowiedzi:
1. dim V(K) =21
2.dim V(K) =3

Analizujemy oba przypadki.
Ad.1 — Studenci, ktorzy podali te¢ odpowiedz, uzasadniaja ja

nastepujaco: gdyby wymiar byt rowny 0, to bylaby to przestrzen zerowa, a
poniewaz podane sq tu trzy wektory, to nie jest zerowa. Pytam ich wigc, czy



te trzy wektory nie moga by¢ wektorami zerowymi? Jesli np. x; = x, = x5 =0,
to...?

Z jednej strony cieszy fakt, ze stuchacze bezblednie stosuja metode
dowodu nie wprost dla postawionej przez siebie tezy, z drugiej jednak martwi
to, ze sama teza jest falszywa. Wprowadzeni moja sugestia w btad, nie
potrafia obroni¢ swojego stanowiska, nie dostrzegaja faktu, ze x; ,X, ,Xx3 to
wektory liniowo niezalezne, wigc zaden z nich nie moze by¢ zerowy. Maja
zbyt mato wiadomosci 1 wynikajacej stad intuicji, by swobodnie operowac
wszystkimi elementami definicji wymiaru przestrzeni wektorowej. Myslowa
korelacja migdzy liniowa niezalezno$cia wektoréw i wymiarem przestrzeni
jeszcze nie funkcjonuje. Dla tej grupy osob istota definicji wymiaru
przestrzeni nie jest jeszcze zwigzana z maksymalng iloscia liniowo
niezaleznych wektorow tej przestrzeni. Potrzeba jeszcze wielu przyktadow i
zadan, aby wspomniana wczesniej korelacja mogla zafunkcjonowac, aby
operacje mySlowe dotyczace poszczegdlnych elementow analizy mogly
powiazac¢ si¢ w jedna spojna, do konca uswiadamiana rozumowo metodg.

Ad. 2 — Ta grupa studentoOw uzasadnia swoja odpowiedz nastepujaco:
skoro sq podane w tej przestrzeni 3 wektory liniowo niezalezne, to z definicji
wymiaru wynika, Ze dim V(K)=3.

Nalezy przypuszczaé, ze rdéznica pomiedzy podanymi przez studentow
wymiarami V(K) — dim V(K) =23 i dim V(K) = 3 — spowodowana zostata
forma postawionego przeze mnie pytania (,jaki co najmniej wymiar...”),
bowiem zapytani, czy wymiar tej przestrzeni moze by¢ réwny 4,
zdecydowanie odpowiadaja: nie, bo sq podane 3 wektory, a nie 4.

Mozna sadzi¢, analizujac wypowiedzi studentéw, ze posiadaja oni pewien
podstawowy zakres wiedzy dotyczacej rozwazanego zagadnienia, jednakze
abstrakcyjna przestrzen podana w zadaniu w pewien sposob burzy t¢ wiedze,
ujawnia w niej luki zwigzane z liniowa niezalezno$cia badz zalezno$cia
naduktadu podanego ukladu wektorow. Niemniej jednak kilka
naprowadzajacych pytan nauczyciela pozwala im zauwazy¢ potrzebne
zaleznos$ci 1 w konsekwencji poprawnie rozwiaza¢ postawiony problem.

Co wigcej, okazalo sig, ze ustalenie wymiaru rozwazanej przestrzeni na
co najmniej rowny 3 oraz sugestia abstrahowania od jakiejkolwiek znanej
przestrzeni pozwolita stuchaczom przetamac bariery abstrakcyjnego myslenia
1 przedstawione zadanie przestalo by¢ problemem. Zadanie rozwiazuja teraz
bezbtednie, z komentarzem, wida¢, ze czuja si¢ pewnie w tym, co robia.
Przyjemnie jest widzie¢, ze poczynione zabiegi dydaktyczne przyniosty
oczekiwany efekt, dajac zadowolenie obu stronom.



Zwro¢my jednak uwage, ze przy rozwiazywaniu podanego zadania
wystapil szereg zjawisk zwigzanych z mechanizmem przyswajania przez
studentow nowego zakresu wiedzy — w tym przypadku z algebry liniowe;:

- odwolywanie si¢ do poznanych wczesniej przykladow przestrzeni

wektorowych,

Studenci nie otrzymuja zadnych informacji na temat podanej przestrzeni.
Jedyne skojarzenia zwiazane z iloscia wektorow uktadu X kieruja ich intuicje
na przestrzen K*(K) / a dokfadniej R*(R) /, ktora jest im blizsza z powodu
czestego operowania na jej elementach. Ma to istotny zwigzek z pojawieniem
si¢ w rozwigzaniu wektora (0,0,0) w charakterze wektora zerowego
przestrzeni V(K). Skupienie si¢ na znanym przypadku powoduje w tej
sytuacji ograniczenie ich horyzontdow myslowych, a co za tym idzie
przeszkode w kreatywnym rozwiazaniu problemu.

- ,,dopasowywanie” rozwiazania do znanych schematow,

Stuchacze niejako mechanicznie przedstawiaja skalary o+ 20+ o , o -
o3, 0, wystepujace w liniowej kombinacji podanych wektoréw w postaci
trojki uporzadkowanej, aby mozliwe bylo poréwnanie jej z wektorem
zerowym (0,0,0). Nalezy zatem sadzi¢, ze utworzona kombinacja liniowa jest
dla nich tylko nic nie kryjacym w sobie zapisem.

- skupienie calej uwagi na podanej liczbie wektorow w X, z pomini¢ciem
istotnego
zalozenia o ich liniowej niezaleznosci.

Mimo, ze definicja ukladu wektoréw liniowo niezaleznych zapisana
zostala poprawnie, to jednak przebieg rozwigzania wskazuje na bezmyslne jej
stosowanie. Fakt, ze X jest uktadem liniowo niezaleznym, nie zostal
wykorzystany w przebiegu rozwiazania. W szczegotowych uzasadnieniach
dotyczacych tej kwestii to zalozenie explicite nie pojawia si¢. Otrzymany
uktad rownan zbudowany zostal nie na podstawie istotnych przestanek, ale
przy pomocy definicji rdwnosci sztucznie utworzonych wektorow.

- automatyczne potraktowanie liczby podanych w ukladzie X wektorow
jako

wymiaru przestrzeni V(K).

Pojecie wymiaru przestrzeni taczy w sobie wiele elementow 1 w
zaleznos$ci od przyjetej definicji zwiazki pomigdzy maksymalnym uktadem
wektorow liniowo niezaleznych oraz minimalnym uktadem generatoréw w
danej przestrzeni wymagaja dos¢ zaawansowane] wiedzy operatywne;j.
Nieliczni stuchacze pierwszego rocznika studiow matematycznych posiadaja
umiejetnos¢ sprawnego laczenia poszczegolnych ogniw wiedzy w spojna
catos¢.

Intuicyjne znaczenie okreslenia ,,wymiar przestrzeni” jest oczywiste
cho¢by ze wzgledu na jego wystepowanie w jezyku potocznym. Dotyczy to
jednakze tylko przestrzeni jedno, dwu 1 trzywymiarowej. Poczawszy od



wymiaru czwartego, jak pisze Sierpinska [3], studenci musza pokonac
przeszkode ,,nadpoziomow ”. Wymiar przestrzeni przestaje by¢ juz rzecza
znana. Spotykamy si¢ zarowno z traktowaniem R" jako przestrzeni
nieskonczenie wymiarowej, jak i przestrzeni, ktéra ma n elementow.

Analiza bledow zasygnalizowanych w przedstawionym materiale
prowadzi do kilku spostrzezen majacych na celu eliminacj¢ wystgpujacych
nieprawidlowosci:

a) Wydaje si¢ celowe, aby zadania podanego typu rozwiazywane byly w
miar¢ mozliwosci dos¢ wczesnie, co pozwoli zminimalizowa¢ naturalna
sktonnos$¢ stuchaczy do stosowania wprowadzajacych w btad analogii.

b) Przeprowadzenie wnikliwej analizy roznic 1 podobienstw przestrzeni V
(K) i R*(R) pozwoli studentom u$wiadomié¢ sobie fakt, ze w szczegdlnym
przypadku te dwie przestrzenie mozna utozsamic.

c) Analiza toku rozumowania studentow nie moze mie¢ na celu
bezposredniego poprawiania przez nauczyciela popelnionych przez nich
btedow. Nalezy dazy¢ do tego, aby mieli petna §wiadomos$¢ punktu, w
ktérym btad zostat popetniony, istoty btedu 1 jego przyczyny.

d) Korzystne efekty przynosi rozwigzywanie tego samego zadania ré6znymi
metodami w zaleznosci od wyboru okreslenia pojecia;

e) Zasada, wazna z punktu widzenia ksztaltowania wtasciwych nawykow do
przysztej pracy w szkole, winno by¢ stawianie r6znorodnych problemow
1 dazenie do rozwiazywania ich najprostszymi metodami /dobierajac
najkorzystniejsza dlan definicj¢ pojecia/.

Jednakze, mimo iz ,,diabel tkwi w szczegotach”, warto na koniec
zasygnalizowa¢ wniosek ogoélniejszej natury. Nabyta przez studentow po
pétrocznym studiowaniu intuicja matematyczna (bardzo, jak si¢ okazuje,
utomna) sktania ich niejako do poruszania si¢ na obszarze ,,zaliczonej” (w
formie kolokwium czy egzaminu) wiedzy, w ich mniemaniu, swobodnego.
Mozna to przyréwna¢ do sytuacji niedo$Swiadczonego kierowcy, ktory
nauczyt si¢ na pamig¢¢ drogi do wybranych miejsc i1 przestal uwazac za
konieczne zwracanie uwagi na znaki drogowe. Potrzeba natomiast przejazdu
W inne miejsca — sytuacja nietypowa — stwarza mu ogromne problemy,
stanowiac zagrozenie dla bezpieczenstwa ruchu.

Omawiajac definicje¢ wymiaru przestrzeni, studenci potrafia
sformutowac ja, przeprowadzi¢ poprawna jej analizg, tzn. powiaza¢ ze soba
wszystkie elementy w niej wystepujace. Natomiast w pytaniu badz zadaniu
sformulowanym  nietypowo  wszystkie elementy tego logicznego
rozumowania zostaja zachwiane, niedostrzezone, nie wiaza si¢ w catosc.
Odnie$¢ mozna wrazenie, ze samo sformutowanie zadania pochlania calg ich
uwage, koncentruje myslenie tylko na formie problemu — przy czym
nietypowos$¢ sformutowania sprawia, ze zadanie wydaje im si¢ tak trudne, 1z
nie sa w stanie wykorzysta¢ do jego rozwiazania posiadanej wiedzy.



Odpowiadaja wigc nielogicznie, nie tacza ze soba znanych informacji, nie sa
w stanie wyciagnacé oczywistych, wydawatoby sig, wnioskow.

Wynika stad konieczno$¢ zwrocenia szczegdlnej uwagi w pracy
dydaktycznej na ciagle doskonalenie tej kardynalnej, a jednocze$nie
najprostszej zasady analizy problemow: odwotywanie si¢ do podstaw, do
istoty okreslen, ksztaltu i znaczenia definicji 1 aksjomatow. Realizacja tego
postulatu w znaczacym stopniu eliminowa¢ bedzie wszelkie problemy
zwigzane z nietypowoscia sformutowan 1 zadan.
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