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ABSTRACT: The aim of the paper is to support an idea that also at secondary schools
there should be certain time devoted to teaching of analytical geometry. Moreover, at the

paper it is also given a concrete example concerning the division of pole-size material.
1. UVOD

Ked’Ze matematike patri prominentné miesto v u¢ebnych osnovach
vacSiny strednych $kol, je prirodzené, Ze pripravované zmeny sa tohto
predmetu budd vyznamne dotykat’.

Od ucitel'ov matematiky sa stale viac vyzaduje, aby citlivo
zvazovali, akou mierou rozlozit' ¢as vyuky matematiky medzi formalne,
rutinné vypocty a kolko casu venovat Casovo narocnym aplikacnym
prikladom, modelujucim konkrétne tlohy z praxe. V dnesnej dobe je uz
zrejmé, ze vyuka matematiky formou, ktord uprednostiiuje konkrétne
rieSenie technickych problémov, je spravna tym, ze ukazuje mladezi
priamo, naco im ta - vraj nezazivna matematika je.

Myslime si, Zze Skolska matematika doteraz dost’ podcenovala
poznanie plosného vzt'ahu a Ciselné vyjadrenie tohto poznania. Preto
cielom mdjho prispevku je podporit’ nazor, ze aj na strednych Skolach by
sa mal rozhodne urcity ¢as venovat’ vyuke analytickej geometrie (AQG),
a to asponi v tych najzakladnejSich pojmoch.

Ukazme, ako by sme vyuzitim suradnicovej ststavy mohli ur¢it
vSetky celé, nezaporné rieSenia urcitych linearnych nerovnosti, ktoré su
dolezité napr. aj pre 1. etapu uloh o deleni ty¢ového materialu.

2. ANALYTICKA GEOMETRIA A CN RIESENIA LINEARNEJ
NEROVNOSTIO 3 NEZNAMYCH



Uz z malej encyklopédie matematiky je zname, Ze: ,,Ulohou AG je
podat’ pravidla, metody, postupy, ktorymi sa geometrické ulohy
prevadzaju na ulohy poctarske. Tento ciel’ sa dosahuje zavedenim tzv.
suradnicovych sustav a opisom geometrickych utvarov pomocou disel,
resp. ich skupin, algebraickych rovnic, nerovnosti a pod. Je pdvodnou —
prvotnou castou algebraickej geometrie, ktora sa zaoberd S$tadiom
vlastnosti geometrickych utvarov projektivneho, afinného a metrického
euklidovského trojrozmerného priestoru, roviny a priamky.*

Vo vyuke matematiky na strednych Skolach ziakom treba napr.
ukazat’

« vSeobecny tvar rovnice roviny ax+by+cz+d =0
X y z
» usckovy tvar rovnice roviny —+=+—=1
p q r
Potom sa daji odvodit’ aj tvrdenia, Ze :
e pre suradnice kazdého bodu P[x,,z] jedného (druhého) otvoreného
polpriestoru uréené¢ho rovinou P plati ostrd nerovnost’
ax+by+cz+d>0 (ax+by+cz+d<0)
 pre suradnice kazdého bodu P[x,y,z] jedného (druhého) uzavretého
polpriestoru ur€eného rovinou P plati uzavreta nerovnost’:
ax+by+cz+d=0 (ax+by +cz+d <0)
* nerovnost z=0 znamena polpriestor, ktorého hrani¢na rovina ma

rovnicu z=0 aobsahuje kazdy bod P[x,y,z]€E3 , pre ktory
z, 20, (Analogicky je to aj pre premenné X a V)

Na zéklade znalosti aj tychto najzakladnejSich pojmov AG dajme si
za ulohu riesit’ trocha zvlastny priklad:
,UrCit vSetky celé nezdporné (CN) rieSenia nerovnosti

cxp+coyxy +e3xy < H (1)
s doplitujiicimi  podmienkami, ze koeficienty ¢, ¢, ¢3, H tvoria
neklesajucu (alebo rastiicu) postupnost’

O<c<cp<a<H 2)
a su to len Cisla prirodzené. “

“Nerovnost’ (1) prepiSme na usekovy tvar:
X X X
1 + 2 + 3

H/ q H/ (65) H/ (6]

<1 (3)



Ohranicenia pre X; su: 0<x; <[H/¢] 4)
pricom [ ]je dolné celé ¢ast podielu.
Potom je zrejmé, Ze pre premenné X; platia 3 nerovnosti

X +xy+x3 <[H/cq]
Xy +x3<[H/cy] %)
x3 <[H/c3]
Na zaklade tedrie Cisel daju sa dokazat’ aj 3 nerovnosti:
Xy +[er ey +ey/elxs <[H /¢

X) +[C3/6‘2]X3 S[H/Cz] (6)
x3 <[H /]

ktoré nemusia byt’ vzdy také isté ako nerovnosti (5).

Tieto nerovnosti (5) a hlavne (6) mézeme dobre vyuzit’ aj pre urCenie
CNrieseni nerovnosti (1), pricom k tomu eSte vyuzijeme aj znalosti z AG.
V trojrozmernej suradnicovej sustave si mozeme vsetko dobre nakreslit,
len miesto X,Y>Z budeme pouzivat’ siradnice Xxi,X7,X3.

Plati tvrdenie:

Urcit’ vSetky CN rieSenia nerovnosti (1) je uloha ekvivalentna
s ur¢enim vSetkych CN bodov 3-bokého ihlana (resp. Stvorstena) ABOC,
ktorého podstava ABO a 2 steny OAC a OBC st pravouhlé trojuholniky
v troch konkrétnych rovinach suradnicovej sustavy (o rovniciach

x3 =0, xp =0, x; =0)a stena ABC je rovina P, uréena rovnicou

X X X
c1x] +cyxp +c3x3=H  alebo | I A B |
Hley Hlcy Hlcy

Preto A=[H /cy; 0, 0], B=[0; H/cy;0], C=[0;0;H/c3], 0=[0;0;0].

Pre ilustraciu uved'me aj konkrétny priklad.

Priklad 1.
Urcit’ CN rieSenia nerovnosti 30x; +60x, +95x3 <200 (7)
(Najlepsie graficky.)

RieSenie:



- . s , , X X2 X3
a) PrepiSme si nerovnost’ (7) na usekovy tvar: 6.666 + 3333 + 2105 <1
b) Maximalne hodnoty premennych Xi,x7,X3 st zaradom 6, 3, 2,
t.j. [6,666], [3,333], [2,105].
¢) Pre CN rieSenia nerovnosti (7) su platné aj nerovnosti:
X|+x+x3<6 a xX;+2x) +3x3 <6
X2+X3S3 Xy + )C3S3 (8)
)C3 < 2 )C3 < 2

d) Na zaklade AG sta¢i ndm v 3-rozmernej siradnicovej sustave
nakreslit’ Stvorsten ABOC, kde
A=[6,666;0;0], B=[0; 3,333;0], 0=[0;0;0] a C =[0;0;2,15]
a v lom mozeme
d;) najprv na hrane x; a
d>) potom postupne na CN priamkach p; // x;

hl'adat’ jednotlivé CN body Stvorstena, ktoré su zobrazenim vsetkych CN
rieSeni danej nerovnosti (7), (vid’ obr. 1).

Poznamka: CN priamky su len priamky, ktoré prechadzaju cez CN body.

Celkove je vyhodné, ked’ aj s vyuzitim nerovnosti (8) ur¢ovanie CN
bodov Stvorstena ABOC (resp. CN rieSeni nerovnosti (7))

1. zaéneme v rovine ABO, t.j. pre x3 =0 a
2. prejdeme postupne cez CN priamky p;//x; v rovinach rovnobeznych
s podstavou ABO, t.j. v rovinach pre x3 =1 a pre x3 =2.

Takto dostaneme 23 CN rieSeni danej nerovnosti (7), st napisané
v tabul’ke 1, ktord je rozdelena na 3 cCasti podl'a toho, ako sa meni

premenna Xx3. Do jedného riadku vzdy patria vektory, Cize CN
rieSenia, ktoré maji rovnakd hodnotu x;(tj. prislusné CN body

Stvorstena ABOC su z 1 niektorej roviny, rovnobeznej s podstavou
ABO). tab.1

Pre x3 =0 Pre xp =1 Pre
Xy =2
x=0 (6,0;0)-(0;0;0)  (3;0;1)-(0;0;1) (0;0;2)
=1 &150-0;1;00 (1;11)-(@0;1;1)
x=2 (2;2;0)-(0;2,0)
X) =3 (0; 3;0)




3. PRVA ETAPA ULOH O DELENI TYCOVEHO MATERIALU

Uvedeny priklad 1 o CN rieSeniach linearnej nerovnosti o 3
nezndmych som vybrala do prispevku uplne zamerne. Ak k nerovnosti (7)
pridame aj druht nerovnost’

30x; +60xy +95x3 2180,
pricom plati ohraniCenie
200 -180 < min(30, 60, 95),
tak predlozené 2 nerovnosti
30x +60xy +95x3 <200

300 + 60xy +95x; > 180 ©9)

(z ktorych chceme len CN rieSenia) nds vedi na konkrétnu prakticku
ulohu z praxe. Je to vlastne 1. etapa ulohy linearneho programovania (LP)
o deleni ty¢ového materialu, ktord je najjednoduchSou tlohou zo skupiny
uloh o reznych planoch. Riesenie tychto uloh je dvojetapové, pricom

I. etapa spociva vo vytvoreni katalogu vhodnych reznych planov — aby
sme vobec mohli ur¢it’ model tlohy a

2. etapa je urCenie optimalnej skladby reznych planov simplexovou
metddou — za Ucelom zvySenia vytaznosti pouzitého materidlu resp.
minimalizacie odpadu.

Této problematika je uz dlhsi ¢as aj sucastou ucebnic LP, ale zvykne
sa redukovat’ iba na 2. etapu. Preto si myslim, Ze nie je celkom zbyto¢né,
ba priam je potrebné aktivne zamerat’ pozornost’ aj na 1. etapu, a to prave
pre 3 nezndme, ked’ mézeme vel'mi dobre vyuzit' aj AG a CN rieSenia 2
nerovnosti o 3 neznamych urcit’ graficky.

Pomocou CN rieSeni nerovnosti (9) a podobnych inych nerovnosti
takéhoto typu je teda vyjadreny ,katalég vhodnych reznych planov*.
Pritom zo zékladného formatu materidlu odizke H =200cm mame
narezavat’ tri rozne prirezy B,P, P o dizkach ¢;=30 cm, ;=60 cm,

c; =95 cm a pri realizacii tychto reznych planov vznika odpad kratsi, ako
je dizka najkratsiecho uvazovaného prirezu. Cize hodnota D =180 cm
bola zvolena na zdklade podmienky

H-D< min(cl,cz,03) .

Je zrejmé, Ze pre urCenie CN rieSeni sistavy nerovnosti (9) nam staci
opat’ analytickd geometria a podobna metdda ako v priklade 1. Konkrétne
to znamend, ze (na osi x; ana CN priamkach p;//x;) sta¢i nam

otestovat’ len niektoré CN body Stvorstena ABOC , ktoré su blizko steny
ABC . Je to celkom jednoduché, lebo plati tvrdenie:

Na osi x| a aj na kazdej CN priamke p;//x; $tvorstena ABOC



a) staci pre urenie CN rieSeni otestovat’ najviac 2 CN body najblizsie
poloZené ku stene ABC , priCom

b) moze existovat vzdy najviac 1 CN bod priamky, ktory je CN rieSenim
sustavy nerovnosti (9) , (vid’ obr. 1).

Preto sustava nerovnosti (9) ma 7 CN rieSeni:
(6,05 0), (4; 15 0), (2;2; 0), (0 3; 0), (3; 0; 1), (15 15 1), (0; 0; 2).

3. ZAVER

Cielom tohto prispevku bolo rozhodne podporit’ nazor, ze vyuke
zakladov AG je potrebné venovat urcity €as uz na strednych Skolach.
Zamerne som pisala o linearnych nerovnostiach s CN koeficientami i CN
neznamymi hlavne preto, ze takéto nerovnosti (okrem 1. etapy uloh
o deleni ty¢ového materidlu) st potrebné aj pre mnohé iné konkrétne
ulohy z linearneho programovania.
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